Analiza - klasa 2a Zestaw 1. 4.9.2022

Liczby pierwsze

Definicja. Liczba p € N\ {1} jest pierwsza wtw. gdy dla kazdej liczby caltkowitej a
zachodzi implikacja a | p = a = p lub a = 1. (Réwnowaznie, liczby pierwsze to te
liczby naturalne, ktére maja dokladnie dwa rézne dzielniki naturalne). Czasami zbi6r
liczb pierwszych jest oznaczany symbolem P.

Liczbe n € N, n > 1, ktéra nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczbg zloZong.

Stw. 1. Liczba n € N, n > 1 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
pierwsza p taka, ze p < v/nip|n.

Tw. 2. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Stw. 3. Liczby pierwsze maja nastepujace wlasnosci:
(i) Jezelip,q € Pip#q, to NWD(p,q) = 1.
(ii) Jezelip e P,a € Nip+ta, to NWD(p,a) = 1.
(iii) Jezeli p € P, aj,a9,...,ax € N oraz p | ajas...ax, to p | a; dla pewnego
1€{1,2,...,k}.
(iv) Jezeli p,q1,q2,. ..

Tw. 4. (Podstawowe twierdzenie arytmetyki) Kazda liczbe naturalng n > 1
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, tzn.

,qk €EPip|qige...qx, to p=gq; dla pewnego i € {1,2,...,k}.

n=pi1-pP2--.." Dk
gdzie p1,pa,...,pr € P. Ponadto, przedstawienie takie jest jednoznaczne z doktadno-
$cig do kolejnosci czynnikow.

Whiosek 5. (Postaé kanoniczna liczby naturalnej) Kazda liczbe naturalna n > 1
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

n=py'-py*-.prts
gdzie p1,p2,...,px €P, p1 < ps < ... < pg, oraz aj,as,...,ap € N.
Stw. 6. Liczby a,b € N zapisano w postaci kanonicznej
a=pitpst eyt b=y

gdzie p; € P, o, 3; e NU{0} dlai =1,2,...,k oraz p1 < pa < ... < px. Wowczas
(i) a| b wtedy i tylko wtedy, gdy o; < B; dlai =1,2,...,k,
(ii) NWD(a,b) = piﬂin(alﬁl) -p;’“““?’ﬁ“’) L -pkmin(ak’ﬁk)v

max(az,B2)

(iii) NWW(a, b) — pllTlax(ozlﬁl) P . .pzlax(ak,ﬁk).

=

. Sprawdz, czy liczby (a) 347, (b) 481 sa pierwsze.
. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? + 1 i 6p® 4+ 1 tez sa

pierwsze.

3. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby p+ 2 i p + 4 tez sa pierwsze.

4. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p, g takie, ze liczby 7Tp+ q i pg+ 11 tez

sa pierwsze.

5. Liczba p > 3 jest pierwsza. Wykaz, ze p? = 1 (mod 24).

6. Liczby p i p? + 2 sy pierwsze. Wykaz, ze liczba p3 + 2 tez jest pierwsza.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n kolejnych liczb naturalnych

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

zlozonych.

Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze kazda liczba postaci (a) 4 - 22" +1,

(b) 5-3%" — 2 jest zlozona.

Niech n € N i zalézmy, ze liczba 2™ 41 jest pierwsza. Udowodnij, ze n jest potega
dwojki.

Liczby Fermata. Dla n = 0,1,2,... niech F, = 22" + 1. Udowodnij wzér
Foi1=FoFy ... F, + 2 i wywnioskuj stad, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie
wiele.

Niech n € N i n > 4. Udowodnij, ze n jest liczba zlozona wtedy i tylko wtedy,
gdy n | (n— 1)

Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 4k 4 3, gdzie k € N, jest nieskonczenie
wiele.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna jest réznicag dwéch liczb naturalnych maja-
cych tyle samo dzielnikéw pierwszych.

Liczba p jest pierwsza. Udowodnij, ze liczby 2P + 3P nie mozna przedstawi¢ w
postaci a™, gdzie a,m € Nim > 1.

Liczba p > 2 jest pierwsza, a € N i p | a + 1. Udowodnij, ze p"*! | a?" +1 dla
kazdej liczby catkowitej nieujemnej n.

Udowodnij, ze liczba p € N, p > 2, jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy p | <Z>
dlak=1,2,...,p—1.

Znajdz liczby a,b, ¢ € N takie, ze NWW (a, b, ¢) - NWD(a, b, ¢) # abe.

Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é

NWW(a, b, c) - NWD(ab, bc, ca) = abc.

Zatézmy, ze a,b € N i dla kazdego k € N a?*~1 | b** oraz b?* | a®**1. Udowodnij,
ze a =b.

Liczby p, q,r sa pierwsze, n € N, oraz p" + ¢" = r2. Udowodnij, ze n = 1.
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Male twierdzenie Fermata

Stw. 1. Niech m € N, a € Z. Wowczas NWD(a, m) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje liczba calkowita b taka, ze ab =1 (mod m). Ponadto, w zbiorze {1,2,...,m—1}
jest tylko jedna taka liczba b. (Liczbe b nazywamy odwrotnosdcig liczby a modulo m.)

Mate tw. Fermata. Liczba p jest pierwsza, a jest liczba naturalng. Wowczas
a? =a (mod p)
oraz, jesli NWD(a,p) =1, to
a ' =1 (mod p).
Definicja. Niech a,n € N i NWD(a,n) = 1 Rzedem liczby a modulo n nazywamy

liczbe

ord,(a) =min{k € N:a* =1 (mod n)}.

Z malego tw. Fermata wynika, ze jeSli n jest liczba pierwsza, to ord,(a) jest dobrze
zdefiniowana liczba.

1. Wyznacz (a) odwrotno$é 7 modulo 5, (b) odwrotno$é 10 modulo 13.

2. Liczba p jest pierwsza i ¢1,¢2,...,qp—1 € {1,2,...,p — 1} to odwrotnosci liczb
1,2,...,p — 1 modulo p. Wykaz, ze liczby q1, ¢, ..., qp—1 sa rézne.

3. Wyznacz reszte z dzielenia (a) 2198 przez 19, (b) 42°1 przez 23.
4. Wykaz, ze 2340 =1 (mod 341). Uwaga: 341 = 11 - 31.

5. Liczba p jest pierwsza, natomiast liczby aq,ae, ..., a, sa catkowite. Udowodnij,
zep|ar+az+ ...+ a, wtedy 1 tylko wtedy, gdy p | af + a8 + ...+ aP.

6. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze p | 2P + 1.

7. Dana jest liczba pierwsza p > 5. Udowodnij, ze liczba 11...1 (p — 1 jedynek) jest
podzielna przez p.

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2
P42 43 +...+(p—1)’»=0 (mod p).
9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje liczba naturalna n taka, ze

2" +3"+6"=1 (mod p).

10. Liczba p jest pierwsza, natomiast a i b sa liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
jedli p | a? — bP, to p? | aP — bP.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Niech a € N i liczba pierwsza p > 2 jest dzielnikiem liczby a? + 1. Udowodnij, ze
p=1 (mod 4).

Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze

p=1 (mod 4).

Liczba p jest pierwsza, a,m € N, NWD(a,p) =11 a™ =1 (mod p). Udowodnij,
ze ordy,(a) | m.

Niech a,n € N i NWD(a,n) > 1. Udowodnij, ze a* # 1 (mod n) dla kazdego
k e N.

Liczba p jest pierwsza, a,m,n € N, NWD(a,p) = 11 a™
Udowodnij, ze a¥WP(™") =1 (mod p).

a™ = 1 (mod p).

Niech k € N. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p takich,
ze p=1 (mod 2F).

Niech a,n € N, n > 21 p > 2 jest liczba pierwsza taka, ze a? = 1 (mod p™).
Udowodnij, ze a = 1 (mod p"~1).
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Twierdzenia Eulera 1 Wilsona

Funkcja Eulera ¢. Niech ¢(n) oznacza liczbe naturalnych nie wigkszych od n i
wzglednie pierwszych z n.

Lemat 1. Niech m,n € N, NWD(m,n) = 1, ¢c € Zi A, = {0,1,2,...,n — 1}.
Dla k € A, niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby km + ¢ przez n. Woéwczas
{To,’r‘l, e ,T‘n_l} = An

Uwaga. Kazdy uklad liczb catkowitych (z1, o, ..., z,) takich, ze z; # x; (mod n) dla
1 # j jest nazywany pelnym ukladem reszt modulo n

Tw. 1. Jezeli m,n € Ni NWD(m,n) =1, to p(m -n) = ¢(m) - o(n).
Tw. 2. Niechn € N, n > 11 py,pa,...,pr to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n.

Wéwecezas . . )
e =n- (1) (1= 5,) (1 5):

Lemat 2. Niech a,n € N, NWD(a,n) =11
R,={reN:r<niNWD(r,n) =1} = {ri,re,...,7m)}

gdzie 1 =r; <71y <...<TyE) <n Dla kazdej z liczb ri niech si oznacza reszte z
dzielenia liczby a - r przez n. Wéwcezas {s1,52,...,5,(n)} = Rn-

Uwaga. Kazdy uktad liczb catkowitych (z1,22,...,2y)), gdzie z; # z; (mod n) dla
1 # j oraz x; = r (mod n) dla pewnego r € R,, dla kazdego i, nazywany jest zreduko-
wanym uktadem reszt modulo n.

Tw. Eulera. Jezeli a,n € N1 NWD(a,n) =1, to

a?™ =1 (mod n).

Tw. Wilsona. Jezeli p jest liczba pierwsza, to

(p—1D!'=-1 (mod p).

1. Dla jakich n € N liczba ¢(n) jest nieparzysta?
2. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze (a) p(n) = 10, (b) ¢(n) = 14.

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej m istnieje skonczenie wiele liczb natural-
nych n takich, ze p(n) = m.

4. Dla jakich liczb naturalnych n spelniona jest réwnosé o(n) = p(2n)?

5. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze p(2n) = n.

Niech m,n € Ni NWD(m,n) > 1. Udowodnij, ze p(m - n) > @(m) - p(n).

7. Niech d,n € Nid|n. Wykaz, ze p(d) | ¢(n).

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

Niech n € N. Udowodnij tozsamo$é
n=>_ o)
d|n

(suma przebiega wszystkie dzielniki naturalne liczby n)

12021

Wyznacz reszte z dzielenia liczby 202 przez 66.

Znajdz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczby 331492,

Niech n € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 32" przez 2".

Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 spetniona jest kongruencja p® = 1
(mod 240)

Liczby a,b € N sa wzglednie pierwsze. Pokaz, ze istnieja m,n € N takie, ze

a™+b" =1 (mod abd).

Liczba naturalna n jest nieparzysta. Udowodnij, ze

n|(22-1)2°-1)...2" 1 —1).

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej parzystej n
n?—1]2™ —1.
Udowodnij, ze n 1 2™ — 1 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze
n|1"+2"+...+(n—1)"

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta.
Liczba p > 2 jest pierwsza. Wyznacz reszte z dzielenia liczby (p—1)! przez p(p—1).
Niech a,n € N, n > 21 NWD(a,n) = 1. Udowodnij, ze

a" '+ (n—-1)!'=0 (modn)

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

Liczba p > 2 jest pierwsza i n < p jest liczba naturalna. Udowodnij, ze
m=1! (p—n)!=(=1)" (mod p).
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Zestaw 4. 9.10.2022

Powtdrzenie

S Utk W

10.

11.
12.
13.

. Niech &k > 1, p1,p2, ...

. Zmajdz trzy ostatnie cyfry liczby

. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n* + 4 ma tylko jeden

dzielnik pierwszy.

, P to pierwsze k liczb pierwszych i m = pips ... pg. Udo-
wodnij, ze liczby m — 1 i m + 1 nie s kwadratami.

Q77T

. Niech k € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 92"+ przez 19.
. Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 3k + 2, k € N, jest nieskoncznenie wiele.

. Liczby p i g sa pierwsze oraz p > ¢q. Udowodnij, ze

pg| (p+ 1)+ (¢—1)P —p—q.

. Niech n € N. Udowodnij, ze kazdy wiekszy od 1 nieparzysty dzielnik liczby

20212" +1

jest wiekszy od 271,

. Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamos¢

NWW(a,b,c)? - NWD(a,b) - NWD(b, ¢) - NWD(c,a) =
= NWD(a,b,c)* - NWW(a,b) - NWW (b, c) - NWW(c, a).

. Liczba p jest pierwsza, a,b € N i p{ ab. Udowodnij, ze

p? | (ab)P™t — Pt —pP7 41,

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych (p, q) takie, ze
pq | 2P 4 29,

Niech a,n € N i a,n > 1. Udowodnij, ze n | ¢(a™ — 1).
Niech n € Nin > 6. Udowodnij, ze p(n) > v/n.

Dla n € N niech 7(n) oznacza liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby n.
Udowodnij, ze
pn)+7(n) <n+1.

Dla jakich n zachodzi réwnoéé¢?

14.

15.

16.

17.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna n, ktorej
suma cyfr dziesigtnych wynosi s i taka, ze s | n.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 3™ — 2™ nie jest podzielna
przez n

Udowodnij, ze wérdd liczb postaci 2™ — 3, gdzie n € N, jest nieskonczenie wiele
liczb parami wzglednie pierwszych.

Niech n € N. Wyznacz NWD(n! + 1, (n + 1)!).
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Wprowadzenie do funkcji

Definicje. Jezeli kazdemu elementowi x zbioru X zostal przyporzadkowany doktadnie
jeden element y zbioru Y, to mowimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca
zbiér X w zbidr Y. Jedli taka funkcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y.

e Jezeli y € Y jest elementem przyporzadkowanym elementowi x € X, to piszemy
y = f(x) i méwimy, ze y jest wartoscig funkcji f dla argumentu x

e 7Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbidr Y przeciwdziedzing funkcji f.

e Dla podzbioru U C X obrazem zbioru U wzgledem funkcji f nazywamy zbior
fO)={f(x)eY:zeU}

Zbiér f(X) nazywamy obrazem funkcji f.

e Funkcje f taka, ze dla dowolnych u,v € X zachodzi f(u) = f(v) nazywamy funkcja
statq.

e Funkcje f : X — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi f(x) = x nazywamy
identycznoscig na zbiorze X.

e Dwie funkcje f,g: X — Y saréwne, jezeli dla kazdego = € X zachodzi f(z) = g(x).
Mozemy wéwczas napisaé f = g.

e Powiemy, ze funkcja f jest réZnowartosciowa (1 - 1), jezeli dla dowolnych zq1,z9 € X
z réwnosci f(z1) = f(x2) wynika, ze 1 = a2 czyli

Virmex fl@) = flas) = @1 = .

. s 1—-1 . . ;. . . .
Piszemy wéwczas f : X — Y. Funkcje réznowartosciowe sa tez nazywane injekcja-
mi.

e Powiemy, ze funkcja f jest na, jezeli kazdy element Y jest wartoscig funkcji f, czyli
\V/yeyﬂ zeX Y = f(x)

Piszemy woéwezas f : X =5 Y. Funkcje ,na” sg nazywane sg surjekcjami.

e Funkcje, ktéra jest jednocze$nie réznowartosciowa i ,na” nazywamy bijekcjg lub
funkcja wzajemnie jednoznaczng i piszemy f: X — Y.

Zlozenie funkcji f : X - Y ig:Y — Z jest to funkcja go f : X — Z, ktorej wartosc
dla elementu x € X jest zdefiniowana jako

(9o f)(x) = g(f(x)).

Skladanie funkcji jest taczne, tzn. jesli f : X - Y, g:Y — Z, h: Z — U, to
ho(gof)=(hog)of.

Definicja. Funkcja g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X — Y, jezeli
go f jest identycznoscia na zbiorze X i f o g jest identycznodcia na zbiorze Y. Funkcje
¢ oznaczamy woéwczas f L.

Twierdzenie. Funkcja f : X — Y posiada funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest bijekcja.

Whiosek. Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotna, to tylko jedna.

1. Wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:Z—Z, f(n) =2n+ 3, (d) f:R—-R, f(z)=|z+2| -2
(b) f:R—-R, f(z) =42 -7,
(©) fiR=R, f(2) = T, () f: R\ {1} R, fz) = 212,

Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?
2. Niech k € N. Czy funkcja f : N = R, f(n) = ¥/n + 1— ¥/n, jest réznowartosciowa?
3. Podaj przyklady funkcji (a) f:Z = N, (b) g: N3 Z.

4. Podaj przyktad funkcji przeksztalcajacej zbiér N na zbidr liczb wymiernych do-
datnich.

5. Podaj przyklad funkcji f,g: N — N takich, ze fog # go f.

6. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest réwnoéé f(f(n)) = f(n) + 1 oraz 1 € f(N).

7. Funkcja f : N — N spelnia warunek: jezeli m — n jest liczba pierwsza, to
f(m) # f(n) Czy zbidr wartodci funkcji f moze byé skoficzony? Jezeli tak, to
wyznacz najmniejsza mozliwa liczbe jego elementéw.

8. Niech 4, ={1,2,...,n}.

e Kazda funkcje wzajemnie jednoznaczna f : A, — A, nazywamy permutacjqg
zbioru n-elementowego A,,.

e Permutacje f taka, ze dla pewnych réznych elementéow aq, as, ..., a; € A, za-
chodzi f(a;) = aip1 (i =1,2,....k = 1), flar) = f(a1) 1 f(z) = = dla z # a;,
nazywamy cyklem dlugosci k i zapisujemy (a1, as,...,ax). Cykl dlugosci 2 na-
zywamy transpozycjq.

e Moéwimy, ze cykle (ai,...,ax) i (b1,...,b;) sa rozlaczne, jesli {a1,...,ar} N
{bh...,bl} - (Z)

(i) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby parami roztacznych cykli.
(ii) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby transpozycji.
(iii) Permutacje f zapisano jako zlozenie p transpozycji i jako zlozenie ¢ trans-
pozycji. Udowodnij, ze p = ¢ (mod 2).
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Funkcje liczbowe 1

Definicja. Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f: D — R, gdzie D C R.

Czesto funkcja liczbowa jest podana samym wzorem bez wskazania dziedziny. Wow-
czas przyjmujemy, ze dziedzing takiej funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzor definiujacy funkcje ma sens. Na przyktad

Vv +1 jest zbiér Dy = [—1, +00),
x . .z
71 jest zbiér D, =R\ {—1,1}.

e dziedzina funkcji f(x) =
e dziedzing funkcji g(z) =

Jezeli chcemy napisa¢, ze mamy do czynienia z funkcja zmiennej x bez oznaczania jej
literg f, g itp., mozemy uzy¢ notacji z symobolem +, np. z — /1 — 22

Funkeje liczbowe f,g : D — R (okredlone na tym samym zbiorze D) mozna doda-
wad, odejmowaé i mnozy¢. Tak otrzymane funkcje oznaczamy f+ g, f — g, fg. Jesli
f(z) # 0 dla kazdego = € D, to mozna rozwazac iloraz funkcji 4.

Funkcje mozna réwniez definiowaé za pomoca kilku wzoréw, rozbijajac jej dziedzina
na kilka rozlacznych podzbioréw. Na przyklad funkcje zwana wartoscig bezwzgledng
lub modulem f(x) = || mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:

x gdy x > 0
flx) =
—x gdy x < 0.

Inne przyklady to funkcja signum: oraz funkcja Dirichleta

-1 gdyx<0
sgn(z) =40 gdyx=0 @) = 0 gdyzeR\Q
1 gdyx>0 1 gdyxe@Q

Definicja. Dla D C R takiego, ze x € D <= —z € D funkcje f: D — R nazywamy
parzystq, jesli f(x) = f(—z) dla kazdego = € R i nieparzystq, jesli f(x) = —f(—z) dla
dowolnego = € R.

Definicja. Wykresem funkcji liczbowej f : D — R nazywamy podzbiér plaszczyzny
{(z,f(z)) e RxR:x € D}.

1. Wyznacz dziedziny funkcji

(8) fla) = 02T ) f2) = Vo2 = or T
(22 —=2)(z+ 1)(z2+2) o,
(b) f(z) = \/ax(z —1)(z — 2)(z — 3), () fl@) = 5

(¢) f(z)= i;i,g(az): z—1 ,%

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Opisz, jak z wykresu funkcji f(x) otrzymaé wykres funkcji f(z) + a, f(z + a),

af(x), f(ax), gdzie a € R.
Korzystajac z poprzedniego zadania naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbio-
ry wartodci:

2z 43
b) f(z
(b) f@) = =,
Udowodnij, ze kazda funkcja f : R — R jest suma funkcji parzystej i funkcji
nieparzystej. Czy takie przedstawienie funkcji f jest tylko jedno?

(a) f(x) = 2% + 22 -2, () flz) = [Jx — 2] —2| — 2.

. Co mozna powiedzie¢ o (nie)parzystosci funkeji f + g, fg, f o g w zaleznoéci od

(nie)parzystosci funkcji f i g7

1422 14 22
1-— -1
\/ 2x + \/ 2x
1422 1+ 22
1 -1
\/ 2x * +\/ 2x

Punkt P jest érodkiem symetrii wykresu funkcji f : R — R. Udowodnij, ze P
nalezy do tego wykresu.

Narysuj wykres funkcji f(z) = |z-

Funkcja f(z) = 2;13 spelnia warunek f o f(x) = z dla kazdego x # —%.
Wyznacz wspodtezynnik c.

.I‘Q n n .
Dana jest funkcja f(z) = et Oblicz sume ;]; f (i)

Wyznacz wszystkie funkcje f : Q — R takie, ze dla dowolnych z,y € Q spelniona
jest réwnosé f(z) + f(y) = f(z +y).

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — [0,+00) takie, ze dla dowolnych z,y € R
spelniona jest nieréwnos$é f(x +y) > f(z) + f(y).
Wyznacz wszystkie funkcje f : N — N takie, ze f(m+n) =
kich m,n € N oraz f(f(k)) = f(k)? dla pewnego k € N

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych x,y € R spelniona
jest rownosé
(@) flz)- fly) —ay=f2)+ fly) -1, (d) f(@+y)+zy = fz)f(y)
(b) flz+y)* = f(2)* + f(y)* (e) f(z*)=f(y*) = (z+y)(f(z)—f(y)),
(c) flaty) - flz—y) =4y (f) zf(y) +yf(x) = (z+y)f(2)f(y)

f(m)f(n) dla wszyst-

Funkcja f : (0,4+00) — (0,+00) spenia réwnosé¢ f(zf(y)) + f(yf(z)) = 2zy dla
dowolnych z,y € (0, +00). Udowodnij, ze f jest injekcja. Wyznacz wszystkie takie
funkcje f.

Funkcja f : R — R spelania réwnosé f(f(z)+y) = 22+ f(f(y) —x) dla dowolnych
z,y € R. Udowodnij, ze f jest surjekcja. Wyznacz wszystkie takie funkcje f.
Funkcja f : N — N spelnia dla kazdego n € N nieréwnos$é f(n +1) > fo f(n).
Udowodnij, ze f(n) =n dla kazdego n € N.
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Funkcje liczbowe 11

Monotonicznosé funkcji. Méwimy, ze funkcja f jest

e rosngca, jesli f(z) < f(y), edy = < g,

e malejgca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e niemalejaca, jesli f(z) < f(y), gdy = < y,

o nierosngca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e monotoniczna, jesli jest niemalejaca lub nierosnaca,

e Scisle monotoniczna, jesli jest rosnaca lub malejaca

Przyktady: funkcja o — ¢/ jest rosnaca, funkcja x —= —z — 23 jest malejaca.
Przedzial monotonicznosci funkcji f jest to przedzial, na ktérym funkcja f jest mo-
notoniczna, ktéry nie jest zawarty w wiekszym przedziale o tej wlasnosci.

Przyklad: funkcja f(z) = 2? ma dwa przedzialy monotonicznosci: (—oo, 0], na ktérym
maleje i [0, +00), na ktérym rosnie.

Ekstrema funkcji. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie a € D

o minimum (minimum globalne), jezeli f(x) > f(a) dla kazdego = € D. Wowczas
piszemy min f = f(a) lub mgnf = f(a);

o maksimum (maksimum globalne), jezeli f(x) < f(a) dla kazdego x € D. Wowczas
piszemy max f = f(a) lub mgxf = f(a);

o minimum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b, c) C D taki, ze a € (b,c) i f(z) > f(a)
dla kazdego x € (b, ¢);

o maksiummum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,¢) C D taki, ze a € (b,c) i
f(z) < f(a) dla kazdego = € (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym
Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym.

Przyklady:

e funkcja f(z) = 2 ma w punkcie ¢ = 0 minimum globalne i lokalne. Funkcja ta nie
ma maksiméw lokalnych.

2

e funkcja g(z) =1 — |z + 1| ma w punkcie a = —1 maksimum globalne i lokalne.
1

e funkcja h(x) = — (z # 0) nie ma ekstreméw lokalnych i globalnych
x

Raczej oczywisty fakt. Niecha <c<bi f:(a,b) = R.
e Jezeli funkcja f jest niemalejaca na przedziale (a, ¢] i nierosnaca na przedziale [c, b),
to f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.

e Jezeli funkcja f jest nierosnaca na przedziale (a, ¢] 1 niemalejaca na przedziale [c, b),
to f ma w punkcie ¢ minimum lokalne.

Méwimy, ze funkcja f : D — R jest ogramiczona z gdry, jezeli istnieje A € R takie,
ze f(x) < A dla kazdego x € D i ograniczona z dolu, jezeli istnieje B € R takie, ze
f(z) > B dla kazdego « € D. Funkcja f jest ograniczona, jezeli f jest ograniczona z
gbry i z dotu.

1. Udowodnij, ze funkcja f(z) = = jest rosngca. Wyznacz funkcje 1.

T

vi4x

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z gory lub z dotu, wyznacz jej ekstrema globalne (jesli istnieja).

(a) f(@:TlZ,xeR (d) fl@)=|lz—2| —2,z €R
* z—3 1

(b) f(@z%,xe]& (¢) f(x):2x+1’m€R\{_§
v 22—z +1

(¢) fle)=lz+1+]z—1,z€R () f(l"):mﬂ?ER

3. Funkcje f1, fo : D — R sg rosnace. Czy jest prawda, ze funkcje

9(x) = min(f(z), g(x)), h(z) = max(f(x), g(x))

rowniez sa rosnace?

4. Funkcja f : D — FE jest bijekcja i jest Scisle monotoniczna. Wykaz, ze funkcja
f~! tez jest monotoniczna.

5. Funkcje f i g sa $ciSle monotoniczne. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci
funkcji f-gi fog?

6. Niech a < b. Wykaz, ze kazda funkcja monotoniczna f : [a,b] — R jest ograniczo-

na. Podaj przykltad funkcji montonicznej f : (a,b) — R, ktdra jest nieograniczona
z gory i z dotu.

7. Funkcja Riemanna. Funkcja Riemanna r : R — R zdefiniowano w nastepuja-
cy sposéb: r(x) = 0 dla x niewymiernych i z = 0, oraz r(}) = n dlaz = =

o
gdzie m € Z\ {0}, n € N i utamek 7 jest nieskracalny. Pokaz, ze funkcja r jest
nieograniczona na kazdym przedziale (a,b).

8. Podaj przyktad funkcji ograniczonej f : [0, 1] — R takiej, ze na zadnym przedziale
[a,b] C [0,1], a < b, f nie przyjmuje wartosci najwiekszej i najmniejszej.

9. Funkcja f : N — N jest rosnaca i spelnia dla kazdej liczby naturalnej n réwnosé

Oblicz £(999).
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Zadania powtorzeniowe

1. Wyznacz dziedzine funkcji:

V3r+5
V2w —3 -z —2
v +1
b r)=———
b e = ey

(c) f(x):,/ﬂé—z

2. Dla jakich liczb naturalnych n istnieje permutacja f zbioru A, = {1,2,...,n}
taka, ze dla kazdej liczby k € A,

(a) f(z)=

fR)#k i f(f(k) =k?

3. Zbadaj, czy ponizsze funkcje sa parzyste lub nieparzyste:

2% + |z x - |z
— T —
xt — 16 3+

(n e N)

v sgn(a) - [z

|z —10] |« + 10|
—
r+5 r—5

x—(14+2)"+(1—2)"

4. Funkcja f : R — R spelnia dla dowolnych z,y € R réwnanie f(z)f(y) = f(zy).
Udowodnij, ze f jest funkcja parzysta lub nieparzysta.

5. Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z géry lub z dolu, wyznacz jej ekstrema globalne (jesli istnieja).
(a) f(z) =lz+1—|z -1, zeR
(b) f(z) =14 —=5z|+[1 =3z|+2zx+4, 2R
(0) f@) =2z —1/+2|, 2 €R
22—z +1
d) fl&) = ——

(e) f(z) =

» © € R\ {0}

rz—1
x+1’

zeR\ {1}

6. Wykaz, ze funkcja f(z) = %H jest $cisle monotoniczna, wyznacz jej obraz i
x

wyznacz funkcje =1 : f(R) — R.

10.

11.

12.

13.

Wykaz, ze funkcja f : [0,4+00) — R dana wzorem

JT

f(x)zm

jest réznowartosciowa, jej obrazem jest przedzial [0, %) i wyznacz jej funkcje od-
wrotna.

Wskazowka: Jezeli funkcja ma funkcje odwrotna, to jest bijekcja.

Wyznacz najwigksza liczbe rzeczywista a taka, ze funkcja
flx)=2>4+2z+1
jest roznowarto$ciowa na przedziale [a,+00) i wyznacz funkcje odwrotna

f7t f(la, +00)) = R.

Wykaz, ze dla dowolnych a, b, c € R wykres funkcji f(x) = 23 + ax? + bz + ¢ ma
grodek symetrii.

ZnajdZ wszystkie funkcje f : (0, +00) — R takie, ze dla kazdego x # 1 spelniona
jest réwnosé f(z) +2f (%) =z

Wyznacz wszystkie (a) injekcje, (b) surjekcje f : R — R takie, ze dla dowolnych
x,y € R zachodzi réwnosé f(f(z) +vy) = fz +y) + 1.

Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze

fle—fy)=1-z-y

dla dowolnych z,y € R.

Podaj przyklad bijekeji f : [0,1] — [0, 1], ktéra nie jest funkcja monotoniczna na
zadnym przedziale [a,b] C [0,1].

Wskazowka: Zdefiniuj f oddzielnie dla liczb wymiernych i niewymiernych.
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Wartosé bezwzgledna

Njwazniejsze wlasnos$ci wartos$ci bezwzglednej.

(i)
(i)

(iii)

|z| > = dla kazdego = € R.

Jedlia > 01z € R to nieréwnoéé |z| < a jest réwnowazna koniunkcji nier6wnoséi
—a< T <a.

Jesli a > 01z € R to nieréwnoéé |x| > a jest réwnowazna alternatywie nieréw-
noséi x > a lub z < —a.

x

||

Jedli z,y € R to |zy| = |z| - |y| oraz gdy y # 0 to — =

]

Jesli 2,y € R, to [z +y| < |z| +[y| oraz |[z] —[y|| <[z —yl.

. Rozwiaz réwnania:

(a) lt+2/=23—-x) (e) |2z|+3z—5=|z—1]
(b) |z| — |z —2|=2 (f) [le+1]-2[=1
(c) lz—3|+|z+4 =9 (g) ||z +2|—|z|| =2
(d) 2lz|+ |z — 1|+ |z +1] =4 () [lz+1]—|z—1]|=3

. Rozwiaz nieréwnosci:

(a) b—2z| <1 (e) lx+2|—|z| >1
(b) 2—z|<1-2z (f) |2z + 6] + |3z — 12| + |z| < 20
(c) |30 —4|>7 (g) [lz+3]-2| <1
(d) |z —2| < |z +4] (h) ||z +3| -2 >3

. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m € R:

(a) ||x|73|:m (b) ||z|fm|:1 (c) |\:c7m|73|:1

. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

ly + 2|
ly| + ||

|2 + x|
2] + ||

|z + y|
2] + |y

z,y,2z € R\ {0}.

. Wyznacz najmniejsza warto$é funkcji

fl@)=lz -1+ |z —-2|+...+ |z — 100, xz € R.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Zatozmy, ze —1 < z,y < 1. Wykaz, ze
|z =yl < |1 —ayl.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz| + 1yl + |zl <|ly+z—z|+]z+z—y|+ |z +y— 2|
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, 2 zachodzi nieréwnosé
lo| + |yl + 2| F e+ y+ 2| > |z +y[+ |y + 2| + |2 + 2|

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R spelniona jest nieréwnos¢

Dla z,y € R niech d(z,y) =

. Udowodnij, ze jesli x,y,z € R, to

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Udowodnij, ze dla dowlnych liczb rzeczywistych x,y, z spelniona jest nieréwnosé

etytal ol lyl 2l
Ltle+y+z  1+z 14y 1+][2]
Wykaz, ze jedli a,b,c € R, to
‘\/a2+b2—\/a2+c2‘<|b—c|.
Rozwiaz rownanie
Q‘x—‘x—i-\w—lH’:‘x+‘x—|x—|—1|”.

Wyznacz wszystkie funkcje f : [0,1] — [0, 1] takie, ze dla dowolnych x,y € [0, 1]
[f(2) = f(W)| =[x —yl.

Wykaz, ze dla dowolnych funkeji f,g: [0,1] — R istnieja z,y € [0, 1] takie, ze
1
|f(z) +g(y) -yl > 7.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,aq, ..., an, b1,ba,..., b, za-

chodzi nieréwnosé

D (lai—ag| 10 = b)) <D lai —byl.

1<i<j<n i=1 j=1
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Czes¢ catkowita
Cze$é calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |x|) definiujemy jako najwigksza
liczbe calkowita mniejsza lub réwna 2. Mozna takze spotkaé oznaczenie [z].

Stw. Jezeli = jest liczba rzeczywista i k jest liczba caltkowita, to |x| = k wtw. gdy
E<x<k+1.

Najwazniejsze wlasnosSci czesci catkowitej:
(i) Jesli x <y, to |x] < |y] (czyli funkcja f(x) =
(i) |z] <z < |z] +1 dla kazdego = € R.

(iii) Jesliz e Rik € Z to (v + k| = |z] + k.

|| jest niemalejaca).

(iv) Jesliz e Rin €N, to “anJ - L%J
(v) Jesli z,y e Rto [z| + |y] < |z +y] <
0, to [z] - [y] < [xy].

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [z]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnosé [z] = — | —xz].

< lz| + |y] + 1.
(vi) Jesli z,y > <

Czes¢ ulamkowa liczby rzeczywistej x jest to liczba {z} = = — |x]

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi réwnosé
1
z+§ = |2z — |z].

2. Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

L$J+L—J

3. Funkcja f : N — N jest dana wzorem f(n) = L%J — L%J Wykaz, ze f jest surjekcja

i znajdz wszystkie liczby naturalne n takle ze f(n) = 2023.

4. Rozwiaz réwnania

(a) |z) + 3] = 17,
5+61’J _ 152z — 7

(b) ’
© %;17;6 (o) L[] =1,

7 4 (f) [(=+1)?] =

5. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

r= 3+ 5]+ 5]

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
12z] + [2y] > [z] + [y] + [z + 9]
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwnos¢

[3z] + [3y] + |32z] = 2(|z] + ly| + |[z)) + [z +y+ 2] .

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

|[Vr+Vn+1] = |vin+2].

Niech n € N, z € R. Udowodnij tozsamosé Hermite’a:

Inz) = |z + {m‘—i—iJ o+ {x+n_1J.

n

k
Niech z € R. Oblicz sume E Vc —; J .
0<k<i<n

Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne p, q. Udowodnij, ze

3] o5 -

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x > 1 takie, ze liczba {/[z]" jest calkowita
dla kazdego n € N\ {1}.

Liczby z1, 29, ...,

T, sa naturalne. Udowodnij nieréwnosé

+n<l+z+20+ ...+ 2,

1+ 2o+ ...+ 2,
n

Niech z > 0. Udowodnij réwnosé L LxJJ = |Vx].

Wykaz, ze jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych dodatnich ¢ takich, ze
{¢*}+{q} = 0,99 i nie istnieje liczba wymierna dodatnia q taka, ze {¢*}+{q} = 1.
- \/* TL2 -1
Udowodnij, 7 { k} <
owodnij, ze Z 5

k=1

dla kazdej liczby naturalnej n

Liczby a,b sa dodatnie, niewymierne i @ + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n

|na] + [nb] =n—1.
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[na] + [nb] = |nc].

Udowodnij, ze a + b = c.
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Funkcja kwadratowa I
Funkcje f: R — R dang wzorem
f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b,c € Ria # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym, funkcja kwadratows,
lub wielomianem stopnia 2 (zmiennej ).

Tw. 1. Postaé kanoniczna i wyréznik funkcji kwadratowej. Kazda funkcje
kwadratowa f(z) = ax® + bx + ¢ mozna zapisa¢ w postaci

f(m):a(x—i-b)Q—i,

gdzie A = b? — 4ac,
2a

zwana postacig kanoniczng. We wzorze powyzej liczba A jest nazywana wyréznikiem
funkcji kwadratowej f.

Tw. 2. (przebieg zmiennos$ci funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax?®+bz+c,
gdzie a > 0, jest malejaca na przedziale (—oo, —%) i rosngca na przedziale (—%, +00).
W pukcie z = ;—; funkcja f przyjmuje minimum lokalne.

Jezeli a < 0, to funkcja f jest rosnaca na przedziale (—oo, f%) i malejaca na przedziale

(f%, +00). W pukcie z = ;—{f funkcja f przyjmuje maksimum lokalne.

Tw. 3. Pierwiastki funkcji kwadratowej. Funkcja f(z) = ax? + bx + ¢ z wyr6zni-
kiem A = b? — 4ac

(i) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, z2, jezeli A > 0, i wéwczas

—b+ VA . —b— VA
:77 2:7.

o 2a 2a

—b
(ii) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x1, jezeli A = 0, i wéwczas x1 = Eye
a
(iii) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli A < 0.
Tw. 4. Wzory Viete’a. Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = ax? + bx + c. Niech
1,22 € R. Nastepujace warunki s réwnowazne:

(i) Liczby z1 i 2o sa (wszystkimi) pierwiastkami funkcji f.

b
(il) 21 + 22 = —— 121 - 293 = — (Wzory Viete’a).
a

C
a

(iii) Voer f(z) = a(z — z1)(z — x2) (postac iloczynowa funkeji kwadratowej).

10.
11.

12.

Sprowadz trojmiany kwadratowe do postaci kanonicznej, znajdz ich pierwiastki,

wyznacz ich przedzialty monotonicznosci i okresl ich warto$¢ najmniejsza lub naj-
wieksza:

1 3 1 3
(a) 22 — 2+ —, gxf\/é,

3 5T+ G (b) —v22? +

(c) 22 +2 38,

. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ tréjmianu kwadratowego na podanych

przedziatach:

(a) f(z) =22% —4x — 6, na [—4,4] i [1,5].
(b) g(z) = —22% + 11z — 5, na [0,5] i [-1,1].

Rozwiaz réwnania
(a) 2* — 1022 +9 =0, (d) 2* —22° — 522 + 20 +1=0

(b) 23 +42? +42+1=0, z \? z+1\2 17
(c) * — 223 — 22 —22+1=0, (e) (x+1) +< ) — 1

xT

Dla danych liczb a,b € R rozwiaz réwnanie
1 1 1 1

Cz4a+b

T a g

. Niech a, b, c > 0. Czy jest mozliwe, ze kazdy z tréjmiandéw

ar? +br+ec, cx’+ar+b, br’+cr+a

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste?

Niech f(x) = az? + bz + ¢ i zalézmy, ze réwnanie f(z) = x nie ma rozwiazan rze-
czywistych. Pokaz, ze réwnanie f(f(z)) = x tez nie ma rozwiazan rzeczywistych.

Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = az? + bx + c¢. Udowodnij, Ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

(i) Voez f(n) € Z,
(ii) liczby f(—1), f(0) i f(1) sa calkowite,
(iii) liczby 2a, a + b i ¢ sa calkowite.
Korzystajac ze wzoréw Viete’a, wyznacz (w pamieci) pierwiastki tréjmianéw
202+ — 1,
8z% + 2z — 3.

x2—|—2x—3,
x? + x — 56,

x2—6x—|—8,
622 — b5z — 1,

x2—5x—6,

x? 4+ 10z + 21,

Rozwiaz réwnanie 22 4+ = = 1111111122222222.
Liczby p i ¢ sa pierwiastkami tréjmianu 22 + px + ¢. Znajdz p i q.

Liczby x1, z2 sa pierwiastkami tréjmianu x2? + ax + be, liczby xo, 3 sa pierwiast-
kami tréjmianu 22 + bz + ac, przy czym ac # be. Udowodnij, ze liczby x1, 13 sa
pierwiastkami tréjmianu 2 + cx + ab.

Pierwiastki tréjmianu 22 + az + b + 1 sa liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze
liczba a? + b2 nie jest pierwsza.
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Funkcja kwadratowa 2

14

. Dla danych liczb rzeczywistych a, b takich, ze ) < |a| < 2|b|, rozwazamy funkcje

f(x) = (2% — ax + b*) - (2% + bz + a?). Dla jakich wartoéci a, b

min f = (b2—ci> . (a2—22>?

. Dla jakich @ € R réwnanie |22 — 6z + 8| + |22 — 62 + 5| = a ma wigcej niz 3
rozwigzania?
. Wyznacz najmniejsza warto$é¢ funkcji f : R — R danej wzorem

fl@)=@*+x+1)? (@ +2+1)+ 1.

. WyprowadZ wzér na odleglo$é punktu na plaszczyZnie o wspélrzednych (p, ¢) od

prostej o réwnaniu y = ax + b.

5. Wyznacz najmniejsza wartosé funkeji f(z) = z3(2® + 1)(2® + 2)(z3 + 3).

11.

12.

. Dla jakich wartosci parametru a € R suma kwadratéw pierwiastkow tréjmianu

22 — (a —2)z — a — 1 jest minimalna?

. Liczby x1, z9 sg pierwiastkami tréjmianu 2 — 6z + 1. Udowodnij, ze dla kazdej

liczby calkowitej n liczba ] + x5 jest calkowita i nie jest podzielna przez 5.

. Niech P(x) = 2 + bx + ¢ i zalézmy, ze réwnania P(z) = 0 i P(P(P(z))) = 0

maja wspélne rozwiazanie. Udowodnij, ze P(0)P(1) = 0.

. Wyznacz wszystkie nieujemne rozwiazania réwnania La:QJ —2|z] =3.

10.

Niech f(z) = ax?. Udowodnij, Zze na plaszczyZnie istnieje punkt P i prosta k
takie, ze kazdy punkt wykresu funkcji f jest rownoodlegly od punktu P i prostej
k.

Punkt P nazywamy ogniskiem paraboli o réwnaniu y = ax?, prosta k nazywamy
kierownicg tej paraboli

Wyznacz réwnanie paraboli postaci F'(x,y) = 0, ktorej ogniskiem jest punkt
P = (1,1), a kierownica k ma réwnanie x +y + 1 = 0.

Dane sg dwie parabole o réwnaniach
y = a(x — b)* oraz y = c(x —d)>.

Wykaz, ze jezeli ognisko pierwszej paraboli lezy na drugiej paraboli, to ognisko
drugiej paraboli lezy na pierwszej paraboli.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Drut o dlugosci 8 metréw nalezy podzieli¢ na dwie czesci i z jednej zrobié¢ kwa-
drat, a z drugiej trojkat réwnoboczny. Jak to zrobi¢, aby suma pdl tych figur byla
najmniejsza?

Zmnajdz pole i dlugosci bokdéw najwickszego prostokata zawartego w tréjkacie pro-
stokatnym o przyprostokatnych a, b, ktérego boki sg rownolegte do tych przypro-
stokatnych.

Pierwszy uczen rozwigzal 60 rownan kwadratowych w czasie o 3 godziny krétszym
niz drugi. Ile czasu potrzebuje drugi na rozwiazanie 90 réwnan, jezeli razem roz-
wiazuja w ciggu godziny 30 réwnan. (Zakladamy, ze uczen potrzebuje tyle samo
czasu na rozwigzanie kazdego réwnania.)

Dwie rury otwarte jednocze$nie napelniaja w ciagu godziny 3/4 basenu. Napel-
nienie basenu do 1/4 objetosci tylko przy pomocy pierwszej rury, a nastepnie
dopelnienie tylko przy pomocy drugiej rury do objetosci 3/4 basenu zajmuje 2,5
godziny. Jedli otworzy¢ pierwsza rure na godzine, a druga na po6t godziny, to na-
pelni sie ponad polowa basenu. W ciagu ilu godzin napelni basen kazda z rur
osobno?

Woda wplywa do zbiornika przez kran, zas wyptywa przez odptyw. Gdy otwarty
jest kran i odptyw, pusty zbiornik zostanie napetlniony woda w ciagu 12 godzin.
Napelnianie zbiornika trwa o godzing krécej od oprézniania. Ile czasu potrzeba
na napelnienie pustego zbiornika z zamknietym odplywem woda? Ile czasu trwa
oproznienie zbiornika z zamknigtym kranem?

Liczby rzeczywiste x1, s sg pierwiastkami tréjmianu ax? + bx + ¢, gdzie a > 0.
Udowodnij, ze |x1], |z2| < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a+b+c¢>0,a—b+c>0
ia—c>0.

Tréjmiany kwadratowe P(x) i Q(z) maja catkowite wspélezynniki i wspdlny pier-
wiastek niewymierny. Udowodnij, ze P(z) = AQ(x) dla pewnego A € R.
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Powtdrzenie

e

. Rozwiaz réwnania

(a) [z =1+ [z| + [z + 1] =z + 2,
(b) fz =1+ |z —4] =2,
(c) [lz—3]-2|=1.

2. Dla jakich wartosci a € R réwnanie (z—1)? = |z —a| ma dokladnie 3 rozwigzania?
3. Rozwiaz nieréwnosci

(a) |z —2|+ |z +1]| >3z —3,

(b) ||z —3]-5| <2,

(c) 22 — 10z + |z — 5| > 0.
5. Zalézmy, ze —1 < z,y, z < 1. Udowodnij, ze

20y +yz + 2z < |z +yl+ly+2[ + [z + 2],

6. Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y, z prawdziwa jest
nier6wnosé

|z +2y| |y + 22|

ly—z  |z—=|

2
|z + 2z| S
|z —yl

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba {\”/Hlj dzieli liczbe 111.

8. Rozwiaz rownania

() =75 3

(b) L&E—;—MJ _ 16(x11—|— 1)’

(©) Lz +1) = xﬂ,

(d) == 2] =3,

z— /] =
(e) |z]+ |2z + |4z]| + |62] + |8z ] = 2006.

192 +6 {417—&—7J

—

9. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[VR+Vn+1+vVn+2]=[VIn+3|.

10.

11.
12.

13.

14.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n istniejg liczby catkowite a i b takie,
ze
n=|av2| + [pv3].

Rozwiaz réwnanie 22* — 1323 — 322 — 132 + 2 = 0.

Dla jakich ¢ € R suma kwadratow pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
22 — (a —2)z — a — 1 jest najmniejsza?

Dla danej liczby a € R wyznacz najmniejsza wartosé funkeji
f(z) = (2® + 22 +2)% — a(z® + 22 — 2).

Wyznacz nieujemne rozwigzania réwnania 2 [z?| =1+ [z].



Analiza - klasa 2a Zestaw 14. 7.2.2023

Nieréwnosé¢ Cauchy’ego — Schwarza

Tw. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, as, ..., an,b1,b2,...,b, prawdziwa jest nie-

réwnoéé
n 2 n n
(Sooen) < (308 (2o
k=1 k=1 k=1

Ponadto, nieréwnos$é ta staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista x taka, ze by = x-ar dlak =1,2,...,n.

Whiosek (Posta¢ Engela nieréwnosci C-S). Jezeli aq,...,a,,b1,...,b, € R i
bi,...,b, >0, to

a2 a2 a? a1 +a +...+an2
R B .
by b by, by +ba+...+0b,

1. Udowodnij, ze dla liczb nieujemnych a, b zachodzi nieréwnos¢
(a® +b%)(a +b) > (a® + %)%
2. Niech ay,as9,...,a, € R. Udowodnij, ze

2 2 2
aj+ay+...+a, 2 ajaz +aa3 + ...+ an—10, + apay.

3. Niech a,b € R i |a], |b] < 1. Udowodnij, ze ab+ /(1 — a?)(1 — b2) < 1.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b € R zachodzi nieréwnosé

la® — b3 < |a — b|v/(2a2 + b2) (a2 + 2b2).

5. Zalézmy, ze a,b,c € Ria+ 2b+ 3¢ > 14. Udowodnij, ze a® + b2 + ¢ > 14.

6. Liczby dodatnie x,y speliaja réwnosé z2 + 32 = 1. Udowodnij, ze

<1+313> : (1+;) >3+ 2V/2.

7. Liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw pewnego tréjkata. Udowodnij nieréwnosé

Vala—b+¢)+Vob—c+a)+vVe(e—a+b) </(a2+b02+c2)(a+b+c).

8. Zalézmy, ze a,b,c € R i a® + 2b* + 3¢ < 6. Udowodnij, ze |a + b+ c| < V/11.
9. Zatézmy, ze a, b, c,d € Ria+2b+3c+4d > 30. Udowodnij, ze a®+b%4c%+d? > 30.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Udowodnij, ze dla liczb a1,...,a,,b1,...,b, > 0 zachodzi nieréwnos¢

vaiby + v asbs + ...+ anbn<\/al+a2+...an~\/b1+b2—|—...+bn.

Niech a,b > ¢ > 0. Udowodnij, ze v/c(a — c) + /c(b— ¢) < Vab.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwno$é
ava? 4+ 2 +bv/b2 + 2 < a® +b% + 2.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych ay,...,a, 1bq,. ..
jest nieréwnosc¢

, b, prawdziwa

n n

k=1

k=1 k=1
Niech n € N. ZnajdZ najwieksza warto$¢ funkcji

(" + "t x4+ 1)2

x2n 4 p2n=2 4 4241 vEeR

f(z) =

Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunek zyz = 1. Udowodnij, ze
x2 y? 22 3

+
y+z z+x

Z -
r+y 2

Za pomoca postaci Enegela udowodnij nieré6wnosé Nesbitta: Jezeli a,b,c > 0,
to

a n b + c S 3
b+c c4+a  a+bd 2
Niech z,y, z > 0. Udowodnij nier6wnosé
2 2 2 9
+ + > .
r+y yYy+z z+x r+y+z
Liczby ay, a9, ..., a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
2 2 2 2
a a a:s_ a
A4 24 o+l s tagt .. tay.
a9 as Qp, aq

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosc¢

a n b n c d S 9
b+c c+d d+a a+b”

Liczy a,b, c sa dodatnie i ab + bc + ca > 3. Udowodnij nieréwnosé

a n b n c >i
Vatb Vbtec Veta V2
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Wzér Legendre’a

Definicja. Niech p € P, n € N i 1,(n) oznacza najwigkszy wykladnik k taki, ze p* | n.
Liczbe vp(n) nazywamy wykladnikiem p-adycznym liczby n.

Tw. (Wzérr Legendre’a) Jezeli p jest liczba pierwsza i n € N, to
N | n n

1. Stosujac wzor Legendre’a, udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujem-
nych n, k takich, ze n > k liczba

(

2. Liczba p jest pierwsza i m € N. Oblicz v, ((p™)!).
3. Niech n € N. Udowodnij, ze 2" nie dzieli n!, ale 2™ dzieli (2n)!/nl.

jest calkowita.

4. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 2771 | nl.
2

5. Dla jakich liczb naturalnych n liczba ( n) jest podzielna przez 47
n

6. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N liczby
(2n)!- (2m)! ) (mn)!
_ i —_—
nl-m!- (n+m)! m! - (nl)m
sa catkowite.

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze zapis dziesietny liczby n! konczy sie
doktadnie 1000 zer.
8. Niech n € N. Udowodnij, ze n! = H NWW (1, 2,..., {ED
k=1
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Analiza - klasa 2a 28.2.2023

Kombinatoryka 1

Tw. (Zadada szufladkowa). Niech k,n € N. Jezeli kn+1 przedmiotéw rozmieszcza-
my w n szufladach, to w jednej z szuflad znajdzie sie co najmniej k& + 1 przedmiotéw.
Niech A bedzie zbiorem skoficzonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementéw. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.

Regula dodawania. Jezeli zbiory skonczone Ay, As, ..., A, sa parami roztaczne, to

[AyUAsU...UA,| = |A1| +|A2| + ...+ |A,].

Regula mnozenia. A;, As, ..., Ax to zbiory skoniczone. Liczba réznych ciggbéw k-
elementowych (a1, as, ..., ay) takich, ze a; € A; dla j =1,2,..., k wynosi

[Ay| - |As| - ... |Ag]-

Stw. Zbiory A i B sa skonczone. Wowczas

e |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A — B.

e |A| > |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f: A — B.
<

e |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f: A — B

1. Na przyjeciu jest n > 2 gosci. Udowodnij, ze pewne dwie osoby maja taka sama
liczbe znajomych wéréd oséb bedacych na przyjeciu.

2. W kazde pole tabeli n x n wpisano jedna z liczb —1,0,1, a nastepnie dodano
do siebie liczby z kazdego wiersza, z kazdej kolumny i z kazdej z przekatnych.
Udowodnij, ze pewne 2 z otrzymanych sum sa réwne.

3. Udowodnij, ze kazdy zbiér sktadajacy sie z n réznych liczb catkowitych zawiera
niepusty podzbioér, ktérego suma elementéw jest podzielna przez n.

4. Zezbioru{1,2,3,...,2n} wybrano n+1 réznych liczb. Wykaz, ze z tych n+1 liczb
mozna wybraé trzy liczby a,b, ¢ (nie musza byé parami rézne) takie, ze a = b+ c.

5. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+ 1 liczb. Udowodnij, ze jedna z wybranych
liczb jest dzielnikiem innej.

6. Wybrano 20 réznych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaz, ze wérdd wszyst-
kich réznic par tych liczb sa co najmniej 4 réwne.

7. Kazdy punkt na okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Udowodnij, ze pe-
wien tréjkat réwnoramienny wpisany w ten okrag ma wszystkie wierzcholtki tego
samego koloru.

8. Wewnatrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktéw. Wykaz, ze pewne 3 z nich leza
1

w kole o promieniu 2

9.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22,

23.

24.

Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnosci. Wykaz, ze mozna skresli¢ 90 z
nich tak, ze pozostate 11 bedzie ustawione w porzadku rosnacym lub malejacym.

Tw. Dirichleta. Liczba x jest niewymierna. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieja liczby catkowite p, ¢ takie, ze 1 < ¢ < n oraz

3\1—‘

lzg —p| <

Numer dowodu osobistego jest ciagiem trzech liter alfabetu lacinskiego i szesciu
cyfr. Ile r6znych dowodéw osobistych mozna wydaé?

Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, majacych ta sama cyfre setek i jednosci?
Ile jest réznych liczb pieciocyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach?

Ile jest zgodnych z regutami gry w szachy ustawien na szachownicy 8 x 8 dwéch
kroli?

Ile jest mozliwych ustawien na szachownicy dwoch hetmanéw tak, aby jeden nie
zagrazal drugiemu?

Zbiory |A| i |B] sa skonczone, |A| = k, |B| = n. Ile jest (a) funkcji, (b) injekcji
f+A— B.

Na ile sposobéw mozna wybraé (a) podzbiér zbioru n-elementowego, (b) dwa
roztaczne podzbiory zbioru n-elementowego?

Ile jest surjekcji ze zbioru 4 elementowego na zbiér 3 elementowy?

Zbiér A jest niepusty i skonczony. Udowodnij, ze

(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementow.

(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.

Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 2"~ ! 4 1 réznych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory roztaczne.

Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementéw jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?

Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwdch kolejnych liczb?

Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j =1,2,...,2"" ! to rézne podzbiory zbioru A,
przy czym kazde trzy z tych podzbiorow majg niepusta czeé¢ wspdlna. Udowodnij,
ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.

A1, As, ..., Ay, to rézne podzbiory zbioru {1,2,...,n}. Przyjmijmy, ze Agpi1 =
Aj. Znajdz najwigksza mozliwg warto$é sumy
Z |Ak N Agt1]
A TAg ]
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Kombinatoryka II

Wariacjg k-wyrazowq z powtérzeniami zbioru A nazywamy kazda funkcje odwozorowu-
jaca zbior {1,2,... k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna wzajemnie jednoznacznie
utozsamié z ciagiem diugoéci k o wyrazach ze zbioru A.

Tw. 1. Liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego wynosi

n*.

Wariacjg k-wyrazowg bez powtdrzen zbioru A nazywamy kazda injekcje (funkeje rézno-
wartos$ciowa) odwzorowujaca zbior {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna
wzajemnie jednoznacznie utozsamic¢ z ciggiem dhugosci k£ o réznych wyrazach ze zbioru
A.

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtdrzen zbioru n-elementowego wynosi
n!

——— jeSlin > ki0jeslin > k.

(n—k)’ Z e

Permutacjg zbioru n-elementowego A nazywamy kazda bijekcje odwzorowujaca zbiér

{1,2,...,n} na zbiér A. Kazda taka bijekcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsa-

mié z pewnynm ustawieniem wszystkich elementéow zbioru A w ciag dlugosci n.

Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Niech k,n € NU{0} i k < n. Kombinacjg k-elementowq zbioru n-elementowego A
nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér zbioru A.

Tw. 4. Niech k,n € NU {0} i ¥ < n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-

n
elementowych podzbioréw) zbioru n-elementowego jest réwna ( k:>

1. Tle jest ciagéw dlugosci 4 o wyrazach ze zbioru {1,2,...,15} takich, ze
(a) liczba 4 jest jednym z wyrazéw ciggu?
(b) pewna liczba wystepuje w ciagu dokladnie dwukrotnie?
(¢) pewna liczba wystepuje w ciagu co najmniej dwukrotnie?

2. Ile réznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6, jezeli
(a) cyfry moga sie powtarzaé?
(b) cyfry nie moga sie powtarzaé?
(¢) cyfry moga sie powtarzac¢ i 1 musi wystapié¢ co najmniej raz?
(d) cyfry moga si¢ powtarzaé i liczba musi by¢ wigksza od 4007
(e) cyfry nie moga si¢ powtarzaé i liczba musi byé wieksza od 4007

Ile jest réznych ustawien 9 osob w szereg takich, ze wybrane 3 osoby stoja jedna
po drugiej?

Ile jest réznych sposobéw posadzenia n 0séb przy okraglym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jezeli w obu kazda osoba ma tych samych sasiaddw.

. Sposréd uczniéw klasy 2a nalezy wybraé czteroosobowy samorzad. Na ile sposo-

boéw mozna to zrobi¢? Na ile sposobdéw mozna wybraé czteroosobowy samorzad
tak, aby nalezala do niego co najmniej jedna dziewczyna i co najmniej jeden
chlopak?

6. Wyznacz liczbe ciagéw (a1, as, as, as) takich, ze a; € N oraz a; +as+as+aq = 10.

7. Na plaszczyznie danych jest 14 prostych, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegle

i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Ile jest trojkatow, ktorych boki
naleza do tych prostych?

8. Ile réznych prostokatéw mozna utworzyé z pol szachownicy 8 x 87

9. Ile jest permutacji zbioru {1,2,3,...,31} takich, ze iloczyn kazdych dwéch sa-

10.

11.

12.

13.

15.

16.

17.

siednich liczb jest parzysty?

Na ile sposobéw mozna wypelnié¢ kupon totolotka (zakreslamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, ze zakres$lone zostana co najmniej 2 kolejne liczby?

Na ile sposob6w mozna posadzi¢ na 25 miejscowej tawie 10 panéw i 15 pan tak,
aby miedzy kazdymi dwoma panami siedziala co najmniej jedna pani?

Na ile sposobow mozna podzieli¢ zbiér 12 elementowy na 6 roztacznych podzbio-
row 2-elementowych?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentéw w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kazdy moze dzieli¢ pokdj z kazdym,

(b) pewnych dwéch studentéw nie chce mieszkaé razem,

(¢) pewnych dwéch studentéw chee mieszkaé razem?

. Podaj kombinatoryczne dowody tozsamosci (a) (Z) = ( " )

n—k

) (%) = () + (20) () k- (3) =n- (321) (d) Xjoo () = 2™

n 2
Niech n € N. Udowodnij tozsamosci: (a) Z <n> = (QT?), neN

k
k=0

= n+k\ (n+m+1 = n+k\ n-k _ ,on
(b)Z( . )_< - >,n,m€N (c) < i >2 =2"" peN.

k=0 k=0
Niech n € N. Udowodnij, ze liczba ciagéw m-wyrazowych (a1, asg, ..., a,;,) takich,
. . +n—-1
ze a; € NU{0} oraz ay + az + ...+ a,, = n wynosi (m " 1 )

m —

Niech n, k € N. Filemon i Bonifacy zapisuja ciagi liczb catkowitych:
e Filemon zapisuje wszystkie ciagi (a1, ag,...,a,) takie, ze |ai| + ...+ |an| < k.

e Bonifacy zapisuje wszystkie ciagi (b1,bo,. .., bx) takie, ze |b1| + ... + |bx| < n.

Udowodnij, ze obaj zapisza tyle samo ciagéw.



Analiza - klasa 2a

Zestaw 18. 17.3.2023

Powdtrzenie

Zakres: nieréownos$¢ Cauchy’ego - Schwarza, wzér Legendre’a, kombinatoryka.

1. Liczby a,b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

4. Wybrano 16 liczb ze zbioru {1,2,..

. Niech aq,as, ..

2 2 2 2 2 2
aVvVhZ+ 2 +bvVE+d2+ Va2 +b < V3.
a2+ b2 4 c2

an € Riaf+a3+...+a; =1 Udowodnij, ze

aias + asag + ...+ ap_1a, + ana; = —1.

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n, g liczba

(3m)! - (3n)!- (3¢)!
() (D) (g (o + 7+ )]

jest calkowita.

.,30}. Wykaz, ze pewne dwie réznia sie o 3.

5. Liczby a,b, ¢, d sa caltkowite. Wykaz, ze iloczyn

10.

(b= a)(c—a)(d — a)(c —b)(d — b)(d — o)

jest podzielny przez 12.

. Udowodnij, ze ze zbioru 102 réznych liczb catkowitych mozna wybra¢ dwie, kto-

rych suma lub réznica dzieli sie przez 200.

. Kazde pole tabeli o 2 wierszach i 10 kolumnach kolorujemy jednym z 10 koloréw.

Ile jest pokolorowan tabeli takich, ze pola w kazdym wierszu sg réznych kolorow?

. Oblicz, na ile sposobéw mozna zapisa¢ w jednym rzedzie cyfry 0, 1, 2, ..., 9 tak,

aby
(a
(b

) 011 wystepowaly obok siebie,
)

(c) 0,11 2 nie wystepowaly obok siebie,
)

0 i 1 nie wystepowaly obok siebie,

(d) ani 011, ani 8 1 9 nie wystepowaly obok siebie.

. Na ile sposob6w mozna wybraé¢ 4 uczniéw z 2 klas liczacych 28 oséb tak, aby z

kazdej klasy zostal wybrany przynajmniej jeden uczen?

Na ile sposoboéw mozna 28 osobows klase podzieli¢ na 7 - osobowe druzyny ozna-
czone kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym i z6ttym?

11.

12.

13.

14.

W turnieju tenisowym bierze udzial 2n tenisistéw. W 1. rundzie ma by¢ rozgra-
nych jednoczesnie n pojedynkéw. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ wszystkich
tenisistéw na n par przeciwnikow?

Wyznacz liczbe ciagéw (a, b, ¢, d) takich, ze a, b, ¢, d € N oraz (a) a+b+c+d = 300,
(b) 3a+ 3b+ 3¢ + d = 300.

Niech n € N. Wyznacz liczbe ciagéw dlugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1, 2, 3},
w ktorych liczba 0 wystepuje (a) parzysta, (b) nieprarzysta ilosé razy.

Niech m,r € N, m > r. Udowodnij tozsamo$¢

(1) () =0



Analiza - klasa 2a Zestaw 19. 4.4.2023

Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Definicja. Méwimy, ze ciag (an)n—i (gdzie m > n lub m = o) jest ciggiem (postepem)
arytmetycznym jezeli istnieje liczba d taka, ze dla kazdego n zachodzi an+1 = an + d. Liczbe
d nazywamy wéwczas przyrostem lub réznicq ciagu (an).

Tw. 1. Niech (an)n=1,gdzie m € Nim > 2 lub m = oo, bedzie ciagiem liczbowym. Naste-
pujace warunki sa réwnowazne:

(i) Ciag (an)n jest arytmetyczny.
An—1 + An+1

(ii) Dla kazdego n takiego, ze 1 < n < m zachodzi a, = 3

n

(iii) Dla kazdego n > 1 zachodzi Z ak =
k=1

a1 + an
2

Tw. 2. Jezeli (an)n jest ciagiem arytmetycznym z przyrostem d, to dla k > 1 zachodzi

. 2 —1)d
ak:a1+(k—1)dorazZak:%-n
k=1

Definicja. Méwimy, ze ciag (an)n—o (gdzie m € N lub m = c0) jest ciggiem (postepem) geo-
metrycznym, jezeli ap # 0 i istnieje stala ¢ # 0 taka, ze dla kazdego n zachodzi an4+1 = qan.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciggu (an).

Tw. Jezeli (a,)32 jest ciggiem geometrycznym z ilorazem g, to dla k > 0 zachodzi ax, = ¢*-ao

oraz, gdy q # 1
k
-1
Z e

1. Oblicz sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 11 daja
reszte 7.

2. Ciag (z,)52 jest arytmetyczny. Wykaz, ze ciag o wyrazach (a) a,, = 22, | — 22,

(b) by = Tp + Tpt1 + ... + Tpyr, gdzie 7 € N jest ustalone, tez jest ciagiem
arytmetycznym.

3. Niech S,, oznacza sume poczatkowych n wyrazéw pewnego ciagu arytmetycznego.
Udowodnij, ze Sz, = 3(S2, — Sp).

4. W pewnej rodzinie kazde z pieciorga dzieci dostaje na urodziny, poczawszy od
piatych, tyle ksiazek, ile w danym dniu konczy lat. Liczby wyrazajace wiek dzieci
tworza ciag arytmetyczny o przyroécie 3. Zbidr ksiazek wszystkich dzieci sklada
sie z 325 toméw. Ila lat ma kazde z dzieci?

5. Pola kwadratowych kartek papieru tworza ciag arytmetyczny, przy czym pierw-
sza ma pole réwne 12cm?, a piata 30 cm?. Kartki pocieto na kawatki, z ktérych
utozono kwadrat o boku 21 cm. Ile byto kartek?

6. Ciag arytmetyczny (a,)n>1 ma wszystkie wyrazy dodatnie. Udowodnij, ze dla
kazdego n zachodzi \/ara, < {/aiaz ... a, < %(al + ay).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

Wyrazy nieskoniczonego ciagu arytmetycznego sg liczbami naturalnymi i pewien
wyraz tego ciagu jest kwadratem. Wykaz, ze nieskoinczenie wiele wyrazéw tego
ciagu jest kwadratami.

Wyrazy ciagu (a,,)22; sa rézne od 0. Wykaz, ze (a,,) jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N zachodzi rownosé
1 1 1 n—1

+ ...

apaz  a20a3 An—10n ailn

Zbiér liczb naturalnych podzielono na kilka nieskonczonych ciagéw arytmetycz-
nych. Wykaz, ze pierwszy wyraz jednego z tych ciggéw jest podzielny przez jego
przyrost.

Dany jest rosnacy ciag arytmetyczny taki, ze iloczyn dowolnych dwoch wyrazow
tego ciagu tez jest wyrazem tego ciggu. Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciagu
s liczbami catkowitymi.

Ciag (ax)72, jest arytmetyczny, n € N. Wykaz, ze Z (Z) ap = 0.
k=0

Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, natomiast cigg
(a+1,b4+1,c+4,d+ 13) jest arytmetyczny.

Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych «, § takie, ze ciag (1, a, ) jest aryt-
metyczny i ciag (o, 8, a + §) jest geometryczny.

Czy istnieje ciag (a) arytmetyczny, (b) geometryczny, ktérego pewne trzy wyrazy
to liczby v/2,v/3,v/5?

Nier6éwnos$é Euklidesa. Liczby dodatnie a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego o ilorazie ¢ # 1. Udowodnij, ze a +d > b+ c.

Ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a + d = 10, ad = 7. Oblicz b® + 3.

Boki tréjkata tworza postep geometryczny. W jakim przedziale moze si¢ zmieniaé
iloraz tego postepu?

Ciag (an)n jest geometryczmy i S, = a; + az + ... + a,. Udowodnij, ze
Sn : (SSn - SQn) = (SZn - Sn)2
n
Ciag (a,)S2, jest geometryczny z ilorazem ¢q. Wyraz sume Z kay, przez aj i q.
k=1
n
Dany jest ciag liczbowy (bp)5%, ¢n = Z (k’) by dlan =0,1,2,...1ciag (cn)5
k=0
jest geometryczny i nie jest staly. Wykaz, ze ciag (b,)52, tez jest geometryczny.
Udowodnij, ze dla kazdego n € N, n > 2 zbiér odwrotnosci wszystlich liczb na-
turalnych zawiera wyrazy pewnego nie stalego ciggu arytmetycznego dtugosci n.
Wykaz, ze zbiér ten nie zawiera wyrazéw nieskonczonego nie stalego ciagu aryt-
metycznego.

Tw. Bernoulliego. Dane sa ciagi arytmetyczny (a,)52 1 geometryczny (b,)5
takie, ze 0 < ag = by < a; = by. Udowodnij, ze a,, < b,, dla kazdego n > 2.



Analiza - klasa 2a Zestaw 20. 13.4.2023

Ciagi rekurencyjne

Definicja. Méwimy, ze ciag liczb (zn)n—o jest ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 1, jezeli
istniejg state a, b takie, ze ©,+1 = ax, +bdlan=0,1,2,3,....

Jezeli a = 0, to ciag (zn)n jest staly; jezeli a = 1, to jest to ciag arytmetyczny; jezeli b = 0,
to geometryczny.

Tw. 1. Jezelia #0,11b# 0 oraz xpy1 = axn, +bdlan=0,1,2,..., to

o) -
Tn = a To+ ——— ) — .
a— a—1

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (zn)n—o spelniajacy réwnanie rekurencyjne

Tn42 = PTnt+1 +qTn + 7, p,g,r ER, ¢g#0,n=0,1,2,.... (1)
nazywamy ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2. Jezeli dodatkowo r = 0, to nazywamy go
jednorodnym ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2.

Tw. 2. Niech (z,), bedzie jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 (czyli r = 0).
Réwnanie A> = p\ + ¢ nazywamy réwnaniem charakterystycznym ciagu (,,). Wowczas

(i) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 2 rézne pierwiastki A1, A2 € R to istnieja liczby
a,b € R takie, ze x, = a\] + bA\y dlan=0,1,2,..;

(ii) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 1 pierwiastek A1, to istnieja liczby a,b € R takie,
ze Tn = (a+bn)AT dlan=0,1,2,....

1. Znajdz jawny wzéry na n-ty wyraz ciaggu:

(a) 20 =0, Tnt1 = *lIIJn + 1; (C) fO =0, fl =1, fn+2 = fn+1 + f'fl;

2

(b) w0 = =2, Tn41 =3an — 2% (d) ao=1,a1 =3, any2 = —any1+6an;
(e) wo =2, 21 = =3, Tnya = 6Tnt1 — 9Tn;
() yo =0, y1 =20, Ynt2 = —2Yn+1 + Syn + 10;
_ . _ 2(n+1)
(8) w1 =002 =6, una = S unss + o
(h) a0 =3, a1 = 3, ny2 = 52—

2. Ciagl (£,)5%0 1 (Yn)S%, gdzie zg = «, yo = 3, spelniaja zaleznosci

Tn+1 =2Yn + 1, Yny1 =2z, — 3, dlan=0,1,2,...

Znajdz jawne wzory na X i yn.

3. Na ile sposobéw mozna pokry¢ prostokat o wymiarach 2 x n ptytkami o rozmiarze
(a)2x1,(b)2x112x27

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ciag (z,)22, jest zdefiniowany nastepujaco: o = 01 41 = by, + /2422 + 1.
Wykaz, ze ciag (), jest jednorodnym ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2,
znajdz jawny wzor na x,, i wykaz, ze kazdy wyraz ciagu x,, jest liczba catkowita.

. Ciag (,)5%, jest zdefiniowany nastepujaco: zo = 11 241 = 3z, + |2,V5]. Wy-

kaz, ze (x,)n jest jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 i znajdz
jawny wzor na x,.

Ciag (an)22, jest zadany nastepujaco: ag = 0, a1 = 1 oraz an42 = 2an4+1 + an
dlan=0,1,2,.... Wykaz, ze 2* | a,, wtedy i tylko wtedy, gdy 2* | n.

Wyznacz wszystkie funkcje f [0,400) — R takie, ze f(0) = 0 i
flz) =1+5f(|5]) —6f([3]):

Liczba rzeczywista a # 0 spelnia zaleznosé {a} + {a~'} = 1. Udowodnij, ze
{a"} + {a~ "} =1 dla kazdej liczby naturalnej n.

Znajdz jawny wzor na n-ty wyraz ciagu:

_n dlan=0,1,2,...,

1+ na,

(b) a1 =1, apy1 =3a, + 2" dlan=1,2,3,...,

(¢) ap=3,a1 =1, any2 =3an41 +a, +3-2"dlan=0,1,2,....

(a) ap =1, apy1 =

Dla jakich wartosci xq ciag spelniajacy zaleznosé rekurencyjna x, 41 = 22, (1—2,)
jest rosnacy?

Permutacje p zbioru {1,2,...,n} nazywamy inwolucjq, jezeli p(p(k)) = k dla
k=1,2,...,n. Niech a, oznacza liczbe takich inwolucji. Znajdz zaleznos¢ reku-
rencyjna na a,.

Ciag (a,)S; jest zdefioniowany przez warunki a; = 1i a,11 = a2 +a, dlan > 1.
n

Udowodnij, ze dla kazdego n zachodzi Z
k=1

<1

ap +1

Ciag (2,)%2 spelnia z1 = 29 = 1, x5 = 4 oraz Tpy3 = 2Tpi2 + 2Tpy1 — Tne
Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest kwadratem liczby naturalnej.

Udowodnij, ze kazdy wyraz ciagu (a,)5; okre$lonego przez warunki a; = as = 1,

2
Qp = LR | 2,3,4,... jest liczba catkowita.

QApn—2
Ciag liczb dodatnich (z,), spelnia réwnanie rekurencyjne z,+1 = V&, + 1. Udo-
wodnij, ze pewien wyraz tego ciagu jest liczba niewymierna.

Ciag (an)S2 spelnia dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m > n zalez-
108¢ 2(amin + Gm—n) = a2m + a2y, oraz a; = 1. Wyznacz a,.

Dany jest ciag rekurenycjny (a,)22¢: a1 = 1 oraz as, = an + 1, aspt1 = .
dla n > 1. Udowodnij, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu
doktadnie jeden raz.

Dla n € N niech F, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Udowodnij, ze
Fyp = (Fpy1)? — (F,_1)? dla kazdej liczby naturalnej n > 2.



Analiza - klasa 2a

Zestaw 21. 21.4.2023

Powtérzenie — ciagi

1. Ciag (a, b, c) jest arytmetyczny. Wykaz, ze 3(a?+b%+c?) = 6(a—b)?

10.

. Niechn € N, n >

. Ciag (an)y?

+(a+b+c)?

. Znajdz wszystkie ciagi arytmetyczne z przyrostem 6 sktadajace sie z 5 liczb pierw-

szych.

. Czy istnieje nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny, ktorego wszystkie wyrazy

sg liczbami pierwszymi?

. Ciag (an)$2, jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; = a i przyroscie

d. Oblicz sumy

n n n
) D ak ) D axai ) D ka
k=1 k=1 k=1

. Skoficzony ciag arytemtyczny (a,) ma nieparzysta liczbe wyrazéw. Suma wszyst-

kich wyrazéw tego ciagu jest réwna 165, a suma wyrazéw o nieparzystych nume-
rach jest réwna 88. Z ilu wyrazéw sklada sie ciag (a,)?

3, wyrazy ciagu arytmetycznego (a1, as, ..., a,) sa dodatnie i

ich suma jest rowna S. Wykaz, ze

n—2

Yarazas + Jazazas + . .. S.

+ e'an——2an——lan <

n

2022

. Dany jest ciag arytmetyczny (a);2%), przy czym 0 < ag < a;. Rozstrzygnij, ktéra

liczba jest wieksza

)2022

(ao +a1) - (a1 + az) - - (ag021 + a2022) czy  (ao + az022

. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a+b+c+d =

1301 a® + b2 + ¢ + d? = 5044.

2o jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie ap = a > 0 i
ilorazie ¢ > 0. Oblicz sumy

) Z kag(ar + 1), ) ZakakH,
k=0 k=0

Z —
Dla jakich wartosci z,y, z ciag (z,y, z) jest geometryczny, a ciagi
(dr—4,2y—2,z—1) i (z+5,y+3,z—15)

sa arytmetyczne?

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Ciag (zn)52

Ciag (a,b, ¢) jest geometryczny. Ciag (3a+ 3,2b, ¢ — 12) jest arytmetyczny i suma
jego dwoch pierwszych wyrazow jest réwna trzeciemu. Oblicz a, b, c.

Ciag (an)S%, jest arytmetyczny. Wykaz, ze istnieja ciagi arytmetyczny (b,,)52; i
geometryczny (c,, )22, takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

Zn: <Z) ar = bpcp,.

k=0

Ciag (an)22, jest arytmetyczny, a ciag (by), jest geometryczny z ilorazem gq.
Udowodnij, ze ciag o wyrazach ¢, = a,b, jest ciagiem jednorodnym liniowo —
rekurencyjnym rzedu 2 i wyznacz réwnanie rekurencyjne tego ciagu.

Ciag (an)S2 jest zadany przez warunki:

1 1 AnGn+t1

== nt1 = ——————— dl =0,1,2,....
ay 5 oraz Gp41 Say + 100,11 an

2022
1

Wyznacz asges 1 oblicz sume E —.
n=0 "

Niech F,, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Wykaz, ze ciag
an =5F2 +2.(=1)"

jest jednorodnym ciggiem liniowo — rekurencyjnym rzedu 2.

Ciag (an)S2, jest zdefiniowany przez warunki

apt1 = 2an, ++/3a2 —2 dlan=1,2,3,....

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciggu jest liczba catkowita i wyznacz asges.

ayp = 1 1

Ciag (an)S2, jest zadany przez warunki

3
ay = —

5 Gn+1 =V3a, —2dlan=1,23,....

Udowodnij, ze ciag ten jest rosnacy i a,, < 2 dla kazdego n.
o spelnia warunki:

2z,
14z,

o >1 oraz T,y =

Udowodnij, ze ciag ten jest malejacy i x,, > 1 dla kazdego n.



Analiza - klasa 2a Zestaw 22. 10.5.2023

Funkcje trygonometryczne I

Definicja. Niech D C R, X to pewien zbior. Méwimy, ze funkcja f : D — X jest
okresowa z okresem T' > 0, jezeli dla kazdego x € D zachodzi réwnos¢ f(z+T) = f(x).
Liczbe T nazywamy okresem funkcji f. Najkrotszy okres funkcji f nazywamy jej okre-
sem podstawowym.

Miara kata skierowanego

Niech S oznacza okrag o promieniu 1 (zwany okregiem jednostkowym), ktéry zostal
umieszczony w uktadzie wspélrzednych na plaszczyznie tak, ze jego srodkek znajduje
w punkcie O = (0,0). Na tym okregu wybrano dwa punkty B i C. Miarg (lukowg)
kqta skierowanego £ BOC' okreslamy za pomoca dtugosci tuku okregu od punktu B
do punktu C, przy czym:

e jezeli od B do C idziemy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to
miara kata jest dodatnia i rowna dlugosci tuku od punktu B do punktu C;

e jezeli od B do C' idziemy w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, to mia-
ra kata jest ujemna i rowna ditugosci tuku od punktu B do punktu C' pomnozonej
przez —1.

+

C

£BOC >01i 4BOD <0

Funkcja P: R — S

Na okregu S ustalmy punkt A = (1,0). Kazdej liczbie rzeczywistej o mozemy przypo-
rzadkowaé punkt P(a) na okregu S w taki sposéb, ze miara tukowa kata skierowanego
£LAOP(a) jest réwna a:

o P(0) = A4;

e jezeli o > 0, to idziemy sie po okregu od punktu A w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara az przejdziemy droge dtugosci «, dochodzac do punktu P(a);

e jezeli a < 0, to idziemy po okregu od punktu A w kierunku zgodnym z ruchem
wskazdwek zegara az przejdziemy droge diugoséci —c«, dochodzac do punktu P(«).

Fakt. Funkcja P : R — S jest okresowa i jej okres jest réwny 27. Ponadto, jezeli
a € [0,27), to funkcja a — P(«) jest bijekcja.

Sinus, cosinus, tangens i cotangens

Niech « € R i przyjmijmy, ze punkt P(«) ma wspdlrzedne (z,y). Definiujemy naste-
pujace funkcje, zwane funkcjami trygonometrycznymi:

(i) sinus: sina =y; (iii) tangens: tga = ¥ , (z #0);
x
. x
(i) cosinus: cosa = (iv) cotangens: ctga = 7’ (y #0).

Stw. 1 (wlasno$ci sinusa). Funkcja sin(a) jest okreslona dla kazdej liczby o € R i
(i) jej zbidr wartosci to przedzial [—1, 1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosnaca na przedzialach [(2k — )7, (2k + 3)7] i malejaca na przedziatach
[(2k + L), (2k + 3)], gdzie k € Z.

Stw. 2 (wlasnosci cosinusa). Funkcja cos(«) jest okreslona dla kazdej liczby o € R
oraz

(i) jej zbiér wartosci to przedzial [—1,1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest parzysta;
(iv) jest malejaca na przedziatach [2kw, (2k + 1)7] i rosnaca na przedzialach
[(2k + 1)m, (2K + 2)7], gdzie k € Z.

sin o

Stw. 3 (wlasnosci tangensa). Funkcja tg(a) =
liczby o € R\ {(k+ )7 : k € Z} oraz

jest okreslona dla kazdej

(i) jej zbior wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;

(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 7;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosngca na przedzialach ((k — 1), (k + 3)7), gdzie k € Z.
Stw. 4 (wlasno$ci cotangensa). Funkcja ctg(a) = cona
liczby v € R\ {k7 : k € Z} oraz

jest okreélona dla kazdej

(i) jej zbidér wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi T;
(iil) jest nieparzysta;
(iv) jest malejaca na przedzialach (km, (k + 1)7), gdzie k € Z.



Stw. 5 (jedynka trygonometrycz-
na). Dla kazdej liczby rzeczywistej a

Najazniejsze wartoSci:

sin? a + cos® a = 1. a 01 % I 3 |2
¥ 1 V2 | V3
Stw. 6 (wzory redukcyjne). sina || O | 5 |5 |5 |1
e sina = sin(m — o) = —sin(7 + ) cosa || 1 @ @ 1o
e cosa = —cos(m—a) = —cos(m+a)
V3
e sin(§ — ) =sin(§ +a) =cosa fga || 0] 5 L | V3] x
e cos(§ —a) = —cos(§ +a) =sina ctga || x | V3] 1 @ 0
Stw. 7. (Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy)
e cos(a—f3) = cosa-cos f+sina-sinf o tg(a—f) = tga — tgf
. cos(a—&-ﬂ) = cos a-cos 3—sin a-sin 3 1+ tgatgf
— t t —1
e sin(a— ) =sina-cos B —cosa-sin . ctg(a+ﬁ):cgac gl
e sin(a+3) = sina-cos S+ cos a-sin 3 ctg S+ ctga
t t t t 1
o tg(a+g) = BOTBO o ctg(a — g) = SBOCBATL
1—tgatgp ctg B — ctga

Stw. 8. (Sinus i cosinus podwojonego i potrojonego kata)
e sin(26) = 2sin 6 cos e sin(30) = 3sinf — 4sin® 0
e cos(26) = cos? f — sin” 6 e cos(30) = 4cos® — 3cosd

Stw. 9. (Zamiana sumy funkcji sinus i cosinus na iloczyn)

¢ snoeang =2 (255 on (457
B e I
e cosa + cos 3 = 2cos <M> cos (a _ﬂ)

2 2

e cosa —cos 3 = —2sin (M) sin (M)
2 2

Stw. 10. (Zamiana iloczynu funkcji sinus i cosinus na sume)
e cosacos = 3 (cos(a — B) + cos(a + f3))
e sinasinf = % (cos(a — B) — cos(a + B))

1

2

(sin(a — B) + sin(a + B))
Stw 11. (Wyrazenie za pomocg t = tg%) Dlaa# (2k+1)m ke Z

e sinacosf =

Sina:m, Cosa:m, tga:l—iﬁ7 Ctgaz o

2 1—¢2 2t 1—¢2

1. Uzupelnij wartosci w tabeli:

« 0

ol
bl
w3
NI

|

|

|

3

|

|
[\

3

stopnie

sin o

COS «x

tga

ctga

2. Zbadaj znaki liczb sin Z, cos 93, tg 2™, tg1, cos(sin4), tg(cos1).
3. Poréwnaj pary liczb: (a ) sinlicosl, (b) licosa+sina, 0 <a< 7.
4. Znajdz funkcje f : R — R taka, ze ctg = tg o f.
5. Uprosé wyrazenia:
(a) V1—cos?t, v/1—sin’t, (d) 1 + 1
1+tg2y  1+ctg?y’
(b) tg26 !
& cos2 6’ tgx

°) V1+tgle

(c) sin ¢ + 2sin? ¢ cos? ¢ + cos? b,

) Vsin?z + 4cos? x — Vcost z + 4sin x
6. Rozwiaz réwnania: (a) |sinz| =

(d) sing =1+ |sinz|, (e) |sinx — cosz| = |sinz| + | cos z|.

7. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie sin? z +sin  +m = 0 ma rozwiazanie?

8. Zaldzmy, ze 0 < x1 <z < ... < x, < 5. Udowodnij nieréwnosci

sinz) +sinzo + ... +sinz,
tgr < < tgxy,.
cosSx1 +Ccosxa + ...+ cosxy,

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « takiej, ze |sina| # 1

\/l—sina+\/1+sina_ 2
1+ sina 1—sina |cosal
. 4 4
S cos 1
10. Dane sg liczby rzeczywiste a, b i = takie, ze e + T .
a b a+b

(a) Wyraz sin?z i cos® & poprzez a i b.
(b) Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

sin?”z  cos*z 1
(a + b)n—l :

an—l bn—l

%, (b) |sinz| + |cosz| =1, (c) |sina| = |cos x|,



Analiza - klasa 2a

Zestaw 23. 17.5.2023

Funkcje trygonometryczne I1

N gk

9. Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$é funkcji f(z) =
10.
11.

12.

. Oblicz wartosci funkcji sin i cos dla argumentéw: %,

. Oblicz cos* % — sin? 1

24"

Dla danych liczb rzeczywistych a i b wyznacz najmniejsza i najwicksza wartosé
funkeji f(z) = asinx + beosx.

Udowodnij, ze (1 — ctg(23°))(1 — ctg(22°)) = 2.
Zamieh sume sin(z — y) + sin(y — z) + sin(z — z) na iloczyn.
Niech 0 < o, 8,7 < §ia+p+v = 5. Wykaz, ze tgatg B+tgBtgy+tgytga = 1.

Udowodnij nieréwnosci:

(a) sinz <z <tgrdlal<z<y;
(b) |sinz| < |z| dla z € R;

(¢c) |sinz —siny| < |z —y| dla z,y € R;

(@ sm:z:;smy < sin <x+y

(e) w > tg (‘T) dla 0 <

)dla()é:ﬁ,ygﬂ'.

a,B< 3.

. Udowodnij, ze funkcja f(x) =z + sinz (dla x € R) jest rosnaca.

(cosx + 1)(sinx 4+ 1).
Niech z € R. Udowodnij, ze cos(sin ) > sin(cos z).

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze funkcja f(x) = |sinax + cos z|
przyjmuje warto$é 2.

Rozwiaz réwnania
. . 1
(a) 2sin®z +sinz = 1; (i) sin’@ + 3 sin®(20) = ;
(b) cos(2z) — cosx = 0; o . )
(¢) sinz + cosa = /3 (j) sinz -sin(3z) = 3;
’ k) sin3 3.
(d) sin(2z)sinz = cos x; (k) smg S c053 z=0,
() sin(2z) — V3cosz = 0; (1) sin®x +cos®z = 1.
(f) cosz — cos(3z) = sin(3z) — sinz (m) 2cos’x + 3sin’z =2
(g) tgz =2cos ; (n) 4sin(4z) cos(6z) = 2sin(10z) + 1
(h) sin®z + cos z = Z; (0) 6sinz 4+ 2v/3cosz + 3tgx ++/3 =0

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Rozwiaz nieréwnosci w przedziale [0, 27]:

(a) cosz > 3; (6) ta(20) - cts(2r) > —,
(b) ctgz > —V/3; ~
tgr <2
(¢) sinz > cosw; () ctg 1+cosz’
(d) cosz +tgx <1+sinz (h) cosdx +2cos’z > 1.
(e) 2sin’(x) + sin?(2z) < 2 (i) sinz —cosz > 1.
Sprawd? tozsamosci
(a) cosa —cosda _ tg2a, (d) 4(sin® o 4 cos® ) = 1 + cos? 2,

sin 3o — sin «
(b) sin7c - th +cosTa=1 (e) 2sin* o + 2 cos” o = 1 + cos® 2a,
2 bl

sin 2« COS (v o
1+ cos2a 1+ cosa 2

3
(c) sin® a4 cos® a + Zsin2a =1,

(g) cos2acosa — sin4dasin o = cos 3 cos 2a.

Udowodnij tozsamosci
a+B . B+ . v+«
- 8in - sin

(a) sina +sin 8 + siny =4 - sin 5 5 5 +sin(a + 6+ 7),
! !
(b) cosa + cos 3+ cosy =4 - cos ;5%3086;_7-005,}/—’2— —cos(a+ B +7).
Oblicz
(a) cos T cos n cos el (d) cos— T cos X 27 + cos 3m
9 9 9 7 7 7
(b) cos 2 + cos m + cos 6m (e) cos10° - cos30° - cos50° - cos 70°,
i 170 i Z i °7 () 51n151n3—7rs1n5i51n7—7rsm9—7r
(¢) sin10° - sin 50° - sin 70 3 13 3 3 13
(a) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej o zachodzi

nieréwnos$¢é | sin na| < nlsinal.

(b) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistych a, 8 za-
chodzi nieréwnoéé | cos na — cosnB3| < n?|cosa — cos 3.

Udowodnij, ze jedli tga + tgf + tgy = tga - tgf - tgy, to a + 8+ v = kr dla
pewnego k € Z.

Zalézmy, ze 0 < o, B,y < 5 i cos? a + cos? B 4 cos?y = 1. Udowodnij, ze
a+f+y<m.

Udowodnij, ze dla dowolnych n € N, z € R zachodzi nier6wnosé

+|cos2"z| > n

| cos x| + | cos 2x| + | cosdx| + . .. 5

n—1
ZnajdZz wzér na sume Z tgkx - tg(k+ 1)z.
k=1



Analiza - klasa 2a Zestaw 24. 24.5.2023

Liczby zespolone I

Liczba zespolona jest to para uporzadkowana liczb rzeczywistych (a,b). Zbiér wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

Na zbiorze C sa okreslone dzialania

e dodawanie: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), z elementem neutralnym 0 = (0, 0);

e mnozenie: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be), z elementem neutralnym 1 = (1,0).
Stw. 1. Dzialania dodawania i mnozenia liczb zespolonych sa przemienne i taczne, oraz

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Z tego wynika, ze dla liczb zespolonych
zachodza wzory skroconego mnozenia i wzér dwumianowy Newtona.

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostkqg urojong i oznaczamy symbolem i. Liczba
i spelnia ré6wnoéé i2 = (—1,0). Wykorzystujac jednostke urojona i kazda liczbe zespo-
lona z = (a,b) mozemy zapisa¢ w tzw. postaci algebraicznej:
z=a+ bi.

Zachodzi i2 = —1 4 0i = —1 (czyli i to pierwiastek kwadratowy z —1).
Stosujac postaé¢ algebraiczna, kazda liczbe rzeczywista mozna traktowacé jako liczbe
zespolona: a = a + 0i dla a € R. Liczby zespolone postaci (0,b) = bi nazywane sa
liczbami urojonymi.
Jezeli z = (a,b) = a + bi jest liczbg zespolona, to
e liczbe rzeczywista a nazywamy czescig rzeczywistg liczby zespolonej z i oznaczamy

Rez = a.

e liczbe rzeczywista b nazywamy czeSciqg urojong liczby zespolonej z i oznaczamy
Imz =b.

e modul liczby zespolonej z jest to liczba nieujemna |z| = Va? + b2.
o sprzezeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbe zespolona z = (a, —b) = a — bi

Odwrotno$cig liczby zespolonej z = (a,b) # 0 jest liczba

4 1 a —b a b ) 1 _
z = - = R = — =5 0 2.
z a? +b2" a? + b2 a? +0b2  a?+ b2 |z|?
Stw. 2. Niech z € C. Wéwczas
(i) z+ 7%z =2 Rez,
Stw. 3. Niech z,w € C. Wowczas

(ii) 2 — 2 = 2i - Imz, (iii) z -z = |2|°.

(v) ‘%‘ = ||Z| (dla w # 0).

(i) zvw =z - W,

i) (2) =2 (Vi) |2+ w| < |z] + |wl,
(iii) (w) = (dla w # 0)

(iv) |zw] = [2] - w], (vii) [lz] = [wl] < |z = wl,

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej: Kazda liczbe zespolona z # 0 moz-
na zapisa¢ w postaci

z =r(cosf +isinh), gdzie r = |z] > 0,0 € R.

Liczbe 6 nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Dla z # 0, jezeli § € [0, 27), to
moéwimy, ze 0 jest argumentem gtéownym liczby z.

Stosowana jest réwniez notacja cos# + isinf = cisf = e*’. Pelny sens matematyczny
zapisu €' stanie sie jasny kiedy indziej.

Stw. 4. Jezeli z = r(cosf +isinf) i w = s(cos ¢ + isin @), gdzie r,s > 0, 6, ¢ € R, to

(cos(—0) 4 isin(—0)), jesli z # 0;

1

P

z-w=rs-(cos(d + @) +isin(6 + ¢));
% L (cos(0 — ¢) + isin(f — ¢));

S

=
<
3
O
=
[¢]
=
0]
=]
-
<
=
(‘D\'
o
~—
=
&
S
m
N
IS
S
)
N
&
o
=
[}
oL
.

2" =r" - (cos(nb) + isin(nd)).

Tw. 5. (pierwiastki z liczby zespolonej). Niech a = |a| - cis¢p € C\ {0} in € N.
Wszystkie liczby zespolone w spelniajace rownanie w™ = a sa postaci

2 2
wy = "/|a\ (COS<W>++isjn(W)>7 k=0,1,....n—1

Liczby te nazywamy zespolonymi pierwiastkami stopnia n z liczby zespolonej a.

Uwaga 1. Liczby wy, sa wszystkie rézne, wiec kazda liczba zespolona a # 0 ma doktad-
nie n réznych pierwiastkow stopnia n.

Uwaga 2. Ze wzgledu na niejednoznacznosé pierwiastkéw zespolonych, dla @ € C\ R
nie bedziemy stosowaé zapisu {/a na oznaczenie ktérejkolwiek z liczb wy.

Pierwiastki z jednoSci. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych zespolonych pierwiastkéw
z jednosci stopnia n:

2k 2k
ukcos(7>+isin(ﬂ>, k=0,1,...,n—1.
n n

1. Sprowadz wyrazenia do postaci algebraicznej:

(a) (244)(3—1)+ (24 34)(3 +4i), @ (5+14)(7 - 6i)
. . 3+/L b)
(b) W () (341 +(3— i),
1+414)°
(c) ﬁ+2i+i (£) M



. Udowodnij, ze

e liczba zespolona z jest liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z = Z;
e liczba zespolona z jest liczbg urojong wtedy i tylko wtedy, gdy z = —Z;

. Niechu:—%—i—@i. Oblicz u™ dla n € Z oraz 1 + u + u?, 1 + @ + u>.

4. Niech z € C\ {0}. Udowodnij réwnowazno$¢ warunkéw:

10.

22 -1

21z

22+1

L
(i) I2 = 1, .

(ii) Rez =

(iii) Imz =

. Niech a,b € C. Udowodnij, ze |a + b| = |a| + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab jest

nieujemny liczba rzeczywista.

. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:

(a) |z| —z=1+42i, (e) 23 =7%,

(b) 22 =1,

© =3 ©) 2+ =2,
(d) 22 =7%, (g) 22+ |22 +2=0,

(¢) {z € C:Rez + Imz = 2};
(d) {zeC:lz—i|+|z+i=a}dlaa=1,23;
(e) {z€ C:1< |Rez| < 2};
(f) {z € C:0 < Re(iz) < 1};

( i |z| = Imz 4 1};
(h) {z € C:Im(2?) =1}.

. Niech z,w € C. Udowodnij tozsamosci

(@) lz+wl?+ |z —w® =2(]2* + [w]?),
(b) [1+2W]* + |z — w]* = (1 + [2[*) (1 + [w]*),

(¢) 1= 2> = |z — w|* = (1 = [2[*)(1 = [w]*).

Podaj interpretacje geometryczng pierwszej tozsamosci.

. Niech z,y, z € C. Udowodnij, ze

() |z +ylP +ly+ 2 + [z + 2 = 2 + |y[> +[2]* + |z + y + 2|
(ii) le+yl+ly+zl+lz+z| <|z|+ |yl + 2|+ |z +y+ 2|
Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2+2i, (c) —1-++/3,

(d) % (e) (V3+1)+ (V3 —1)i, (f) 2+ V3 +1.

11.
12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

Niech z = r - cisa i n,m € Z. Wyznacz posta¢ trygonometryczna liczby z™ - Z".

Wyznacz postaé trygonometryczna liczb: (a) sina +icosa, (b) 1+ itga,

o 14 itga
1 ydlaae(0,3), (d) ———.
(c) +cosa +sina, dla o ( 2) ()1—ztga

Znajdz postaé algebraiczna liczb (dla n € Z): (a) (1 + )22, (b) (1 4 i1/3)1900,
© ( 1+ )‘100 @ (9+5z‘)8 ©) (V3 + 34)%0
1+iv3 ’ T=2i) 7 (VB4

Wyraz cos(5z) i sin(5x) poprzez cos z i sinz oraz tg(5x) przez tgx

Wyznacz w postaci algebraicznej pierwiastki zespolone (a) stopnia 3 z liczb 1, i,
—1, (b) stopnia 4 z liczb i i —1.

Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.
Rozwiaz réwnania

(a) 81(z +14)* = |2I%,

(b) (2 +2)° = (2 —2)°,

(c) (z+14)(z—1)2(iz—1)3 =64

Wykaz, ze liczba £ = (2+4)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek
stopnia, mimo ze [£| = 1.



Analiza - klasa 2a Zestaw 25. 7.6.2023

Liczby zespolone I1

1. Rozwiaz réwnania
(a) 22 —42-5=0
(b) 22— (14+14)z+6+3i=0
(¢) 22+ (2i—T)2+13—-i=0

2 2
2. Oblicz cos -~ oraz sin —.
5 5
3. Niech 0. Pokaz. 5 (0)1n+1 in(nd) 1/, 1
. Niech z = cisf. Pokaz, ze cos(nf) = = [ 2" + — | oraz sin(nf) = — [ 2" — — |.
’ 2 2" 24 2"
3 5 7 9
4. Oblicz cos 111 + cos % + cos % + cos 1—7{ + cos 1—7;
5. Niech x € R. Znajdz wzory dla sum
Z cosnx, Z sin nz.
k=0 k=1
6. Dane sa liczy zespolone u, v, w takie, ze u+v+w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij,
ze u? +v2 +w? =0.

7. Zalézmy, ze cos a + cos § + cosy = sin a + sin § + siny = 0. Udowodnij, ze

(a) cos(2ar) + cos(28) + cos(2y) = sin(2a) + sin(28) + sin(27y) = 0,

(b) 3cos(a+ B+ 7) = cos(3a) + cos(35) + cos(3y),

(c) 3sin(a + B+ ) = sin(3a) + sin(35) + sin(3y).
8. Niech z,y,2 € C, |z| = |y| = |2| = a > 0 oraz x + y + z # 0. Udowodnij, ze

Ty + Yz + zx
r+y—+z

9. Niechn e N, n > 21i¢p,¢e1,...,6,-1 0znaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z

jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi réwno$é

9 n—1
= 23 " Re(e12) - e
2= ,;J e(exZ) - ex

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnosc¢

(o)t

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz warto$¢ wyrazenia

1 1
Niech z € C. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (z + iz)™ jest rzeczywista?
Rozstrzygnij, dla jakich liczb calkowitych n istnieje liczba rzeczywista a taka, ze

la— (1+1)"] = a.

Dana jest liczba naturalna n > 3, ¢ # 1 jest pierwiastkiem z jednosci stopnia n.
Udowodnij, ze

2
1—¢l>—.
| | n—1
Dane sa liczby zespolone z1, 22, ..., 2, takie, ze |z1| = |z2| = ... = |z, > 0.
Udowodnij, ze
Re Zl=0
=1 k=1 Ck
wtedy i tylko wtedy, gdy
n
ZL = 0.
k=1

Niech n € N oraz z jest liczba zespolona o module 1. Udowodnij, ze

nll+ 2|+ |1+ 22+ 1423+ T+ 22" + |1+ 22" > 2n.

Niech z1, 22, ..., Tn, Y1, Y2, --,Yn € C. Stosujac zasade indukeji (lub innym spo-
sobem) udowodnij tozsamo$é Lagrange’a:

@ W) (; |yk|2> - ;xkyk

Nastepnie udowodnij nieréwnosé Cauchye’ego — Schwarza:

n n n
Tk Yk P TrYk
E lyk|?
k=1 k=1 k=1

2

= Dl - wyl
1<j<k<n

2




