Analiza - klasa 1a Zestaw 1. 7.9.2021

Kilka zadan na dobry poczatek

Umawiamy sie, ze liczby naturalne to 1,2,3,4, . ... Zbiér wszystkich liczb naturalnych
oznaczamy N.

1. Liczby a i b sa naturalne. Ktéra z liczb jest wieksza, a® - b° czy a® - b?

2. Liczbe naturalng n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a
jako 111. Udowodnij, ze n nie jest kwadratem liczby naturalnej.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n utamek

1n : :
Tin+3 jest nieskracalny.
4. Kazda osoba na $wiecie uscisneta dlon pewnej liczbie innych oséb. Udowodnij, ze
liczba 0s6b, ktére uécisnety dton nieparzystej liczbie osob, jest parzysta.

5. W pewnej grupie dziewczat i chlopcow kazda dziewczynka zna n chtopcéw i kazdy
chlopiec zna n dziewczat, liczba n jest naturalna. Udowodnij, ze w grupie jest ta
sama liczba chlopcow i dziewczat.

6. 200 oséb posadzono w 10 rzedach, po 20 w kazdym rzedzie. Z kazdej z tak utwo-
rzonych 20 kolumn wybrano najnizsza osobe i z tych wybranych 20 os6b wybrano
najwyzsza i dano jej do potrzymania niebieski balonik.

Nastepnie, wybrano najwyzsza osobe z kazdego rzedu i z tych 10 oséb wybrano
najnizsza i dano jej do potrzymania czerwony balonik.

Okazalo sig, ze te dwie wybrane osoby sa réznego wzrostu. Ktéra z nich jest
wyzsza?

7. Udowodnij, ze jezeli
a b c

b+c+c+a+a+b:

?

to
a? b2 2
+ + =
b+c c+a a+bd
8. Pokaz, ze
9 < 1 n 1 n 1 L n 1 < 1
100 102 112 122 77 1002 10°
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Elementy logiki

Zmienna logiczna moze przyjmowaé¢ wartosé¢ prawda (1) lub falsz (0).

Wiyrazenie logiczne sktada si¢ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-
stawionych w tabelce ponizej. Wyrazenie logiczne réwniez moze przyjmowaé wartosé
prawda lub falsz, w zaleznosci od wartosci zmiennych logicznych, ktére w nim wyste-
puja.

Operacje logiczne:

negacja | koniunkcja | alternatywa | implikacja | rOGwnowaznos§é
nie p piq p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
P4 ~p PAQ pVyg p = q P = ¢
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Kolejno$¢ wykonywania operacji w wyrazeniach zlozonych jest taka jak kolejnosé od-
powiednich kolumn w tabelce. Kolejno$é operacji mozna zmieni¢ wstawiajac w odpo-
wiednich miejscach nawiasy. Nawiaséw mozna takze uzywac, aby poprawi¢ czytelnosé
wyrazen. Nawiaséw nalezy uzy¢ w wyrazeniach niejednoznacznych z implikacja postaci
(= ¢ = nrnp = (¢ = r)itp.

Tautologia nazywamy wyrazenie logiczne, ktére przyjmuje wartos¢ prawda niezalez-
nie od wartosci wystepujacych w nim zmiennych logicznych. Przyktady tautologii to

e prawo podwdjnego przeczenia: ~ (~p) < p,

e prawa przemiennosci alternatywy: (pV q) < (qV p),

1. Sporzadz tabelke wartosci dla wyrazen logicznych
@pAle = @ = ¢ O (Pr)V(~D) = a
2. Ktére z dwuargumentowych operacji logicznych sa (a) przemienne, (b) laczne?

3. Wykaz, ze koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy i alternatywa jest
rozdzielna wzgledem koniunkcji.

4. Sprawdz, ze nastepujace wyrazenia logiczne sa tautologiami:
(a) Prawo wylgczonego $rodka: pV ~ p,
(b) Pierwsze prawo de Morgana: ~ (p A q) <= ((~p)V (~q)),
(¢) Drugie prawo de Morgana: ~ (pV q) < ((~p) A (~ q)),
(d) Prawo przechodnosci implikacji: ((p = QAN (g = r)) = (p = ).

5. Ktére dwuargumentowe operacje logiczne, poza implikacja, sa przechodnie?

6. Zapisz alternatywe, implikacje i réwnowazno$¢ tylko za pomoca koniunkcji i ne-

10.

11.

12.

13.

14.

gacji.

Udowodnij, ze implikacji nie da sie zapisaé¢ tylko za pomoca alternatywy i ko-
niunkcji.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan dotyczacych liczby catkowitej a:

(a) —10 < a <2019, (b) |a] <50, (c)3|aV5ta, (d)z=10Vz>>5.

W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
ktadnie 1 zdanie jest falszywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dokladnie 2 zdanie sq falszywe., itd, az do ostatniej kartki, na ktérej jest napisane
zdanie W tym zeszycie dokladnie 100 zdan jest falszywych. Czy wérdd tych zdan
sa zdania prawdziwe. Jesl tak, to ktére? (Zakladamy, ze w zeszycie nie zapisano
zadnych innych zdan).

Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i oszusci. Rycerze zawsze moéwia prawde, oszu-
Sci zawsze ktamia. Podréznik napotkal trzech mieszkancéw wysypy i dwoch z nich
zapytal, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzial, ze ani jeden, drugi, ze
tylko jeden. Ktéry z napotkanych mieszkancéw jest rycerzem, a ktéry oszustem?

W sadowej sprawie o kradziez konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, ze
dokltadnie jeden z nich ukradl konia. B zeznal, ze konia ukradt C. Zeznan A i C
nie znamy. Ustalono jednak, ze tylko jeden z podejrzanych zeznal prawde i ze to
on ukradl konia. Kto ukradt konia?

Agent Tajny ma dwoéch informatorow. Kazdy informator albo zawsze ktamie, albo
zawsze méwi prawde. Kazdemu z informatoréw Agent Tajny zadal dwa pytania:
(1) Czy ten drugi informator jest klamcq? i (2) Czy, jesli ty jestes klamcq, to dru-
gt informator nie jest klamcg? Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent
Tajny moze stwierdzié¢, ktéry z informatoréw méwi prawde, a ktéry klamie? (Jest
mozliwe, ze obaj klamia lub obaj méwia prawde.)
Sporzadz tabelki wartosci ponizszych wyrazen logicznych. Ktore z tych wyrazen
sa tautologiami?

(@) (PAQ V(e = p)

b) (0 = Al = 1) = ( = 1),

)(p\/q /\r) = ( AT) q/\r))

@@= (@@=r)=(E=2q9=r),

O liczbach a, b, ¢, d, e wiadomo, ze

(i) (e>a) = ((e>b)\/(e<c)),
(i) (e<b) = (e <d),
(iii) ((e<d)A(e>a)) = (e>c),
(iv) ((e<d)A(e<b) = (e>a).

Ktéra z liczb jest wigksza: e czy b7
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Zbiory i kwantyfikatory

Suma zbioréw: A U B, przeciecie (cze$¢ wspélna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B.

Zbiér pusty oznaczamy ().

Zapis € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru Jezeli A C , to zbiér A’ = Q\ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze ). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowaznos¢ A C B < B’ C A'.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwoch zbioréw A, B C ) za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C Q:
(a) (AuBUC) =A'NB'NnC’, (b) (ANBNC) =AUB UC'.

3. Niech A, B C ). Zaznacz na diagramie Venna
(a) zbidér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A = x € B
(b) zbiér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A < z € B

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC,

(b) ANB =0 < AUB = AAB,
(¢c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

(d) AUB=AABA(ANB),
(e) A\ B =AA(ANB),
(f) AAC C (AAB)U(BAC)

5. A, B, C to zbiory. Ktory zbidr jest wigkszy: AU (BAC) czy (AU B)A(AUC)?
6. A, B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AAE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).
7. A, B,C, D to zbiory. Czy jest prawda, ze

(a) (A\B)AB\C)A(C\ A) = (B\ A)A(A\ C)A(C\ B),

(b) (A\NB)A(B\C)A(C\D)A(D\A) = (BN A)A(C\ B)A(D\ C)A(A\ D)?

e N=1{1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,
o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbiér liczb catkowitych,

e Q - zbiér liczb wymiernych,

e R - zbiér liczb rzeczywistych

Ponadto, spotyka si¢ oznaczenia:

e 7, — zbidr liczb caltkowitych nieujemnych,
e 7_ — zbiér liczb caltkowitych niedodatnich.
Podobnie definiuje sie Q4+, Q_, R4, R_.

Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dia kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), np:
(a) Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa jest nieréwnosé x > 1,
(b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi x =0 lub x < 0 lub x > 0
mozna zapisaé¢ jako

(a) Veewz>1, b) Veer (z=0Vz<0Vaz>0).
Y nazywamy kwantyfikatorem ogélnym.

Kwantyfikator szczegdlowy. Zdania postaci Istnieje x ze zbioru X, dla ktdrego za-
chodzi p(z), np:

(a) Istnieje liczba naturalna x taka, ze x > 2020,

(b) Istnieje liczba rzeczywista v taka, ze x* = 2

mozna zapisaé¢ jako
(a) daen x> 2020, (b) daera®=2.

= nazywamy kwantyfikatorem szczegolowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogdlne lub dwa kwantyfikatory szczegdlowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmienié¢ ich kolejnosé, np.

Vier Vaen (>1 = 2">1) < VoenVeer (@ >1 = 2" >1)

E]xeR ElneN (#2=n+1Az>n) < ElneN ElxeR (2 =n+1Az>n).

Nie mozna zmienié¢ kolejnosci kwantyfikatora ogdlngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa

zdania nie sg réwnowazne:
(1) VQTER 3 neN T < 1n, (11) 3 neN vme]R T <n.

Zawsze prawdziwa jest jednak implikacja:

(3 ex Vyey pla, y)) = (\V/er Jex pla, y))
Na przyktad:

(El z€N \V/y>1 ¥ > x) = (\v’y>1 = ven 42 > z) .

Prawa de Morgana: Jezeli Q jest zbiorem, a p(x) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € (2, to

() ~ (Vecar(@) <= Juca ~p@), () ~ (Fecap@) = Viea ~p().




8.

11.

12.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) vneN 2| n*+n’

(b) dpen n™ = 16777216

(€) Voer Jnenz #0 = 2?>n
(d) HIeRvnezx>0/\x<n2—n+2—10

(€) Tnen Vaso Jren V@ <n

(f) vkeN = >0 vneZ+ (n+ ﬁ)k > xn

(8) Jgeq Vaoer Viezg=2k = g=2Vg=n

Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

. Zapisz za pomoca kwantyfikatorow i dziatan logicznych definicje liczby pierwsze;.
10.

Ay, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru €. Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (ALUAU...UA,) =A1nALn...NnA,
(ii) (A1NAan...NA,) =A4A1UA,U...UA,

Dane sa zbiory A, As,..., A, i By,Bs,...,B,, przy czym B, C Byyp dla
k=1,2,...,n — 1. Udowodnij, ze

(A1AB) N (A2ABy) N ...N(AAB,) C(A1NAsN...NA,AB,.
Dane sa zbiory Aj, As, ..., A, takie, ze A C A; dla k =2,3,...,n. Udowodnij,

ze

Ay = (A1 \ A2) U (A1 \ A3)U...U (A1 \ 4,) U A,.
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1 1 1

a + o

()ﬁ+ﬂ V243 Vn+y/n+1
Wzory skréconego mnozenia b —— L 1

VI+V3  V2+ V4 Vn+vnt2

Prawdziwe sa nastepujace tozsamosci: © 1 1 N 1 1 - (—1)n+1

c — — Y

s ) ) V2-V1 o VB3-v2 VA-V3 V-4 vn+1l-yn
(a+b)*=a*+2ab+b Wzér na kwadrat sumy, 1 1
. feo s d + + +...+ .
(a—b)* =a*—2ab+b? Wzér na kwadrat réznicy, (d) 2V14+1-vV2 3v2+2V3 4V3+3V4 (n+1)v/n+nyn+1
(a+b)(a—b) = a® — b? Wz6r na réznice kwadratow. 7. Rozwiaz réwnania
1
oraz (@) 2%+ (y = 1)+ (& -y)* = 5,
(a+b4c)? =a® +b* +c +2(ab + be + ca) (b) 2% — 3y? + 22y = 2(z — y),

(c) y* + 22t + 1 = 4a22y.
ngsnoéci liczb rzeczywistych, ktére warto pamietaé: Dla dowolnych liczb rze- 8. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste ,y, z, dla ktérych zachodzi réwnosé
czywistych a, b

2_,2 .2, 2
(i) a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub b = 0. (@ —y+2)" =27 -y +2%
(i) a® + 0% = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =01 b= 0. 9. Wyznacz rozwiazania ukladu réwnan w liczbach catkowitych z, vy, z
r+y=2
1. Za pomoca wzoréw na kwadrat sumy lub réznicy oblicz (w pamieci) 192, 522, xy— 22 =1

1952, 1072, 9992
10. Rozwiaz uklad réwnan

2. Za pomoca wzoru na réznice kwadratéw oblicz iloczyny 18 - 22, 53 - 47, 495 - 505. {IQ 1 2y% — 29z = 100
2 _
3. Rozwiaz réwnania 2zy — 2% =100
11. Rozwiaz uktad réwnan
(a) 22 =22 =3 ry+xz=8—12
(b) 22+ =2; ry+yz =12 —y?
yz+ 2w = —4— 2°
(c) 22 +1=um;
12. Wyznacz wszystkie trojki x, y, z liczb rzeczywistych spelniajacych rownanie
(d) 422 — 22 =3

VI+y—14+Vz— :%.

4. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze postaci k2" — 1, gdzie k,n € N.
13. Roztéz na czynniki wyrazenia: (a) a*+4b%, (b) a®—16b8, (c) a'?—4b'2+4a8b*—a*b8

5. (a) Kazda z liczb catkowitych a, b jest suma dwdch kwadratéw liczb catkowitych. 14. Uprosé sumy
Wykaz, ze liczba a - b tez jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych. n Ak nop2_ 1
@ > b)) T
(b) Kazda z liczb catkowitych a, b jest réznica kwadratéw liczb catkowitych. Czy ; 4kt +1 ,; k* + i

liczba a - b tez jest roznica kwadratéw liczb catkowitych?
15. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna postaci a* 4+ 3, gdzie a € Ni a > 1, jest

(c¢) Ktore liczby naturalne sa réznicami kwadratéw dwéch liczb catkowitych? sumy trzech kwadratéow liczb naturalnych.
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Nieréwnosci

Ponizej a, b, ¢, d oznaczaja liczby rzeczywiste.
(1) jeSlia<bib<c toa<c

(2) jeSlia<b toa+c<b+cia—c<b—g

b
(3) jeélia<bic>0,t0ac<bci2<7;
c ¢

(4) jeélia<bic<0,t0ac>bci%>g;
(5) jeSlia<bic<d,toat+c<b+d
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSlia<bic<d,toa—c<b—d!!!
(6) jesli0<a<bil<c<d, toac<bd;
(7) jeflioO<a<biec<d<0,toad> b

b
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSli a < bic<d, to % < p m
- 1 1
8) jeslia>b>0,to - < —;
a b

—~~

9) jedli a # 0, to a® > 0;
(10) jedlia > 0,b>01ia? > b% to a > b;
(11) jedlia > 0,b > 01iv/a > Vb, to a > b.

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelnione sa nieréwnosci:

2402 b 2
max(a, b) > a ;— > a—2|— > Vab > ! > min(a, b).
b

Q|-

Kiedy kazda z tych nieréwnosci staje sie réwnoscia?
1
2. Niech x > 0. Wykaz, ze x + — > 2. Kiedy zachodzi réwnoéc¢?
x
3. Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, c spetniona jest nieréwnosé

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

4. Liczby a1, a9, ...,a, sa dodatnie i ich iloczyn jest réwny 1. Wykaz, ze

(I+a)(1+a2)...(1+a,)>2".

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Udowodnij nierowno$¢ miedzy srednimi arytmetyczna i geometryczna czterech
liczb dodatnich a, b, ¢, d:

W > vabed.

Niech n bedzie liczba naturalna. Ktéra z liczb jest wicksza: /n + vn + 2 czy
2vn+17
Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosci
a+b+c<3d, b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3ec
Wykaz, ze a =b=c=d.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé
a? + 0%+ > ab+ be+ ca.
Liczby a, b, c sa rzeczywiste. Udowodnij, ze wéréd trzech liczb a — b2, b—c?, ¢ — a?
przynajmniej jedna jest mniejsza lub réwna %.
Zatézmy, ze 0 < a1,aq,...,a, < 1. Udowodnij, ze

1
a1a2...an<2—n lub (17a1)(1—a2)...(17an)<ﬁ.

Ktoéra z pieciu liczb a, b, ¢, d, e jest najmniejsza, a ktéra najwieksza, jesli spetniaja
one nieréwnosci

a+b<c+d, b+ec<d+e, c+d<e+a, d+e<a+bd.

Wykaz, ze dla liczb dodatnich a,b prawdziwe sg nieréwnosci

(a) (i +3b) (2 —|—3a> <‘Z + Z) >24,  (b) (a+b)~@> avb+by/a.

Zatézmy, ze a,b > 0. Udowodnij nieréwnosci
a+b < ° b < 2(a+0) .
l4a+b 14a 14+b 24a+0d

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréw-
nosé
ab+ ad + be + cd ab n cd
a+b+c+d T a+b  c+d

Agent Tajny ptywa w érodku kwadratowego basenu, Wrogi Agent stoi w jednym
z rogéw. Wrogi Agent nie umie ptywaé, ale biega 4 razy szybciej niz Agent Tajny
plywa. Agent Tajny biega szybciej niz Wrogi Agent. Czy Agent Tajny moze uciec
Wrogiemu Agentowi?

Samochody A i B jada po okreznej trasie, ktérej 1/4 dlugosci przebiega w miescie.
Szybko$¢ A w miescie wynosi 2v, a poza miastem 9v/4. Szybko$¢ B w miescie
wynosi v a poza miastem 3v. Samochody razem wjezdzaja do miasta. Ktory z
nich i po jakim czasie minie drugiego, jezeli dlugo$é miejskiej drogi wynosi s?
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{2y2+4z2—4yz+2y—|—1:0

, . 2 _ .2
Powtodrzenie 3:2-624+3=2z

8. Dane sg liczby dodatnie a, b, ¢, d takie, ze

1. Czy ponizsze zdanie logiczne jest tautologia? atb<ecetd i ate<brd

((pva) = (aAr) <= ((vpA~a)VaAr). Udowodnij, ze

Uzasadnij odpowiedz. a-(a+b+c)<d-(b+c+d).
2. W trakcie kolejnej mis.ji Agent Tajny (A;T:) ma 3 informatorow. Kazldy inforrr,la— 9. Liczby z,v, z sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
tor albo zawsze klamie, albo zawsze méwi prawde. Informatorzy wiedza, ktéry
z nich klamie, a ktéry méwi prawde. Kazdemu informatorowi A.T. zadat dwa (x4 y)(y +2) <2 + 2% + 22
pytania:
1. Czy ktorys z pozostalych informatorow klamie wtedy i tylko wtedy, gdy ty mo- 10. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest
wisz prawde? nieréwnoscé
2. Czy, jesli ktamiesz, to ktérys z pozostalych informatoréw méwi prawde? a® + 0% + ¢ > Vabe(Va + Vb + Ve).

Czy na podstawie otrzymanych odpowiedzi A.T. moze stwierdzi¢, ktéry informa-
tor méwi prawde, a ktéry klamie?

3. Zapisz zaprzeczenie ponizszego zdania i rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie,
czy jego zaprzeczenie.
3 £€R\ {0} VyeR El 2er (2y <0) V(x4 2 > y).
4. Dane sg zbiory A, B, C, D. Udowodnij, ze zbi6r
X =(AA(BUCUD))N(BA(CUDUA))N (CA(DUAUB))

sklada sie z tych elementow, ktore naleza do dokladnie jednego ze zbioréw
A, B,C,D.

5. Dla danej liczby naturalnej n niech A,, oznacza zbiér wszystkich liczb naturalnych
wiekszych od n.

(a) Udowodnij, ze jesli k,I,m € N, to
(m e App A (AR \A)) <= (m>k+1)V(k<m<I)).
(b) Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie:
Vien Jien Vinew m € Api & (A \ A)).

6. Rozwiaz uklad réwnan
(x+y) z+2*=-3
(y+2)-z+32=0
(z+z) y+2>=3
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Wzory dla trzecich poteg

Dla dowolnych liczb a,b

e (a+0b)®=a®+3a?b+ 3ab® + b?,

(a —b)? = a® — 3a%b + 3ab? — b3,

a® — b3 = (a—b)(a® + ab+ b?),

a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?),

a’ + b3 + ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b% + ¢ — ab — bc — ca).

1. Rozwin potegi:

(a) <2x + %)3; (¢) (¢y —2%)%

1 3
N y (e) <x—1+x>.
(b) <3a+2b>; (d) (x—m>;

2. Przedstaw wyrazenie w postaci szeScianu sumy lub réznicy dwéch wyrazen:

(a) 8a® + 12a2%b + 6ab® + b?; (c) éxfs _ g$2y + 6y — 8y
3 3 1 1
3 ) 6 3
‘- . 1 . s, L o 1. 4 1
3. Zalézmy, ze ¢+ — = 3. Oblicz z° + —, 2° + —i2° + —.
x 3 x5 x9
. . 1 . s 1. 45 1
4. Zalézmy, ze * — — = —2. Oblicz z° — — 12° — —.
x x x
5. Znajdz wszystkie liczby pierwsze, ktére sa sumami dwoch szescianéw liczb natu-

ralnych.

6. Zalézmy, ze x +y = a i zy = b. Wyraz za pomoca a i b wartodci wyrazen (gdy
trzeba, zakltadamy, ze  # 01y # 0):

1 1

-4 = 4
r y

Z‘2+y2, $3+y37 |l‘—y|, ‘xB_y3‘7 .’L‘4+y .
7. Zaltozmy, ze x +y + 2 = a, vy + yz + zx = b, xyz = c. Wyraz poprzez a,b,c
wartod$ci wyrazen

(a) 2% +y* + 2%,
111
+-+

(d) (@ +y)(y+2)(z+ ),
() w22 +y222 + 2222,

(f) (z+y—2)(y+2z—2)(z+z—y).

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wykaz, ze nie istnieje trojka liczb rzeczywistych a, b, ¢ takich, ze
a+b+c=4, ab+bc+ca=2, oraz abc=1.
Roz16z na czynniki wyrazenia

(¢) a®+b® + 3ab — 1;
@) (=)’ +@y—2)°+(z—2)%

(a) 2 —ay? + 2%y — y%;
(b) 2® +ay® — 2%y —

(e) (a+2b—3c)®+ (b+2c—3a)® + (c+ 2b— 3a)3;
f) (x4+y+223—(y+tz—2)P—(z+x—y)>—(z+y—2)>

Niech a,b,c € R. Wykaz, ze Va —b+ v/b—c+ /c— a # 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczby a, b, ¢ sa parami rézne.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'? + 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych wieszych od 1.

Liczby catkowite k, [, m spelniaja réwnoscé
(k=024 (1 —m)*+ (m —k)* = klm.

Wykaz, ze liczba k2 + I3 + m? jest podzielna przez k + 1 + m + 6.

Udowodnij nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna, geometryczna i harmonicz-
ng trzech liczb dodatnich z,y, z:

z+y+z s 3
—3 > Jxyz > T 1 1
T Yy z
Kiedy te nieréwnosci stajg sie rownosciami?
Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij, ze
a b ¢
—+-+-2>3.
b ¢ a
Zatézmy, ze x,y,z > 0. Udowodnij, ze
1 1 1
(z+y+2) (++) > 9.
x Yy =z

Zatézmy, ze a, b, ¢ > 0. Udowodnij nieréwnos¢

a+b+c 3>a+b b+c c+a
3 -2 2 2



17.

18.

19.

20.

Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnij, ze

a® b A
— + —+ — > ab+ be + ca.
b c a

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

sfla® + b3+ 3 - a+b+c
3 - 3

Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunek x + y + z = 1. Wykaz, ze

4 1 1 1
0 > 14+—=)-(1+—-)-{14+-) > 64
2Txyz T Y “

Liczby a, b, c sa dlugo$ciami bokéw tréjkata. Wykaz, ze

§/a3 + b3 + 3 + 3abe

5 > max(a, b, ¢).
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Indukcja matematyczna I

Zasada indukcji matematycznej. Dla n € N niech 7T;, oznacza zdanie, ktore, w
zaleznosci od n, moze byé prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:
(i) baza indukcji: prawdziwe jest zdanie T} ,
(ii) krok indukcyjny:
Vaew Tn = Topr,
czyli dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T,, wynika zdanie T},11,
to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T;, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze by¢ takze zdanie T}, gdzie k jest pewng liczbg catko-
wita. Woéwcezas krok indukeyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby caltkowitej
n > k implikacji T,, = 7T,41. Wowczas zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

1. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sa rownosci:

n+1 " 1 n
Zk (e);k(kJrl)_nJrl’

(b)zk2 ”“)6(2”“), (f)zn:k!%:(nJrl)!fl,

k=1
N D> el

<d>Zk3 ( ”“)>, w T (1—,32>—”2+nl (n>2),

. 1 1
mzk k+2) T 1 2+ D(n+2)

. + 1 1
(J)EE{} 18 3(n+1)(n+2)(n+3)

2. Niech n € N. Udowodnij réwnosci

2n ( 1)k+1 2n n

CP PRty ol ) T k=2 [Tk -1

k=1 k=n-+1 k=n-+1 k=1

10.

11.

12.

13.

14.

Zmajdz i udowodnij wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy
dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

Zmajdz i udowodnij wzory na sumy
n

(a) > (—1)Fk?, () > Ek(k+1)(k+2).

k=1 k=1

3

. (WAZNE!!) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych

a,b prawdziwa jest tozsamosé
a" = b =(a—b)(a" M+ a" b+ a" B 4. F a2 Y.
Natomiast jeseli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

a"+b" = (a+b) ("t —a" b+ a" B — L —ab" 2 Y.

Udowodnij, ze dla kazdego n € N

(a) 6| n3+5n, (e) 37]1000™ —1,

(b) 94" +15n —1, (f) 13| 1000™ + (—1)"+1,
(c) 3]10™ 4" —2, (g) 41| 5. 72(nH1) 4 93n,
(d) 11| 26n+1 4 32n+2, (h) 10 | 22" —6.

Udowodnij, ze n prostych dzieli plaszczyzne na nie wigcej niz 2™ obszaréw.

Na ile obszaréw dzieli plaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
maja 2 punkty wspdlne i zadne trzy nie maja puktu wspolnego?

Na ptaszczyznie narysowano n prostych w taki sposéb, ze zadne dwie nie sg réw-
nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziely plaszczyzne na (n? + n + 2)/2 obszaréw.

Udowodnij, ze wéréd obszaréw na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
(n—1)(n—-2)
2
Z tablicy o wymiarach 2" na 2™ usuni¢to jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostata czesé tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie ptytkami

w ksztalcie litery L, sktadajacymi sie¢ z 3 kwadratow.

Ajq, As, ..., A, to zbiory. Udowodnij, ze zbior A;AAsA ... AA, sktada sie z tych
elementéw zbioru A; U Ay U. ..U A, ktore naleza do nieparzystej liczby zbioréw
Ag.

Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
torow stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mogt otrzymywac informacje od pozostalych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byt
zawsze ten sam!)

najwyzej obszarow ograniczonych.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 22") — 1 ma co najmniej n
roznych dzielnikéw pierwszych.
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Indukcja matematycnza II (Nieréwnosci)

1. Wykaz, ze dlan € N i a,b > 0 zachodzi nier6wnosé
(a+b)" < 2" Ha™ 4 b™).

2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

V<Y

k=1

< 24/n.

n

Sl-

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnosc

(a) 2" >n? (d) 2"+ (n!)? < (2n)!
(b) n!>n3 (e) (n!)? >nn
(¢) 3" > (n+1)-2" (f) (2n)! > 3"~ 1. (n!)2 + 47

4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

(a) 1 N 1 N +1>1
a —_— —
n+l n+2 om” 2
1 1 1 7
b) — et = 2> —
()n+n+1+ +2n 12

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

sn <1+1+1+ +1<2
m+1 22 1 32 T p2 ‘

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
2" 1
<2
k=1
7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci
(a) ! + ! +
a) —— + —— + ...
n+1 n+2 3n+1
1 1 1 13
by - +—+.. .+ — > —
()n+n—|—1+ +3n—|—1 12

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 1
l+ﬁ+%+...+%>2(\/n+lfl)

< n.

|3
T =

+ >1

9.

10.

11.

12.

13.
14.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

2 1 1 1
< +—= <3

2 — K1+ —+—=+...
Vn+1 2v2  3V3 ny/n

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2n—1 1

< .
2n V2n

13
S

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza (czyli p1 = 2, p2 = 3, itd.) Udowoduij, ze
pn > 3ndlan > 12.

Udowodnij nieré6wnosé Bernoulliego:
Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywiste] x > —1 prawdziwa jest nie-
rownosé
1+2)" > 1+ nx.
Kiedy nieréwnos¢ Bernoulliego staje sie rownoscia?
Udowodnij nieré6wnos$é Weierstrassa:
Dla liczb z1,22,...,2, > —1, ktére wszystkie sa tego samego znaku, prawdziwa

jest nieréwnosé

(I+x) - A+a2) ... - A4z 214z 422+ ...+ 2y
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Indukcja matematyczna I11

Twierdzenie (Silna indukcja). Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zda-
nie T,,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe
oraz

(i) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdan Ty, T, . . ., Ty, wynika prawdzi-
wos¢ zdania Ty

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Wskaz blad w ponizszym rozumowaniu:

Udowodnimy, zZe wszystkie konie sq tego samego koloru, tzn. dla kazdej liczby na-
turalnej n wykazemy zadanie Ty, : kazide n kotow jest tego samego koloru.

Ty jest zdaniem prawdziwym, bo jest tylko jeden kot.

Zalozmy, Ze prawdziwe jest zdanie Ty. Rozwazmy dowolng grupe k + 1 kotow 1
ponumerugmy koty liczbami 1,2, ...k, k+ 1. Koty o numerach 1,2,... k sq tego
samego koloru, bo jest ich k, tak samo koty o mumerach 2,3,...,k + 1 sqg tego
samewgo koloru, bo jest ich k. Zatem dla dowolnego j = 1,2,...,k koty o nume-
rach j i j +1 sq tego samego koloru, wiec wszystkie k + 1 kotow jest tego samego
koloru. Na mocy zasady indukcje zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdego n € N.

2. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wieksza od 3, to kwote n zlotych mozna
wyplaci¢ monetami 2 i 5 ztotowymi.

1

3. Dana jest liczba rzeczywista x taka, ze liczba x 4+ — jest calkowita. Udowodnij, ze
x

1

xn

dla kazdej liczby naturalnej n liczba ™ + = tez jest calkowita.

4. Zalézmy, ze a; =5, ag = 13 oraz ap42 = Hap+1 — 6a, dla n € N. Udowodnij, ze

ap, =2" +3" dla n € N.

5. W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 8 lub ~, przy
czym kazda z liter wpisano w doktadnie n p6l. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawiaé litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly si¢ trzy rézne
litery.

6. Wierzchotki n-kata wypuktego pomalowano trzema réznymi kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz
kazde dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wie-
lokat mozna podzieli¢ przekatnymi na trojkaty w taki sposob, ze wierzchotki kaz-
dego tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ jako sume réznych poteg
calkowitych nieujemnych liczby 2.

8. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna zlozona jest iloczynem liczb pierwszych.

9. Znajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnoéci, ze grupe skladajaca sie z n oséb

10.

11.

12.

mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i piecioosobowe.

Liczby Fibonacciego. Niech f; = fo =1idla f,10 = foy1 + fr dlan € N,

(a) Udowodnij, ze f, < 2"~ ! dla kazdego n € N.
(b) (Wzér Bineta) Udowodnij, ze dla kazdego n € N

() ()

(¢) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna zapisaé jako sume réznych liczb
Fibonacciego.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych dzielnikéw
liczby n!, ktérych suma jest rowna n!.

Niech x1,29,...,2Zn 1 Yy1,¥2,...,Ym to liczby naturalne takie, ze

1 t+xe+ ...+ =y1+y2+... +ym < nm.
Udowodnij, ze z kazdej z sum x1 +x2+...+ Ty 1 Y1 +y2 + . - . + Y mozna usunad

czedé wyrazdéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
roéwne.
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Powtdrzenie

1. Dana jest liczba rzeczywista = taka, ze
1 . 9
r>— 1 '+ 5= 11.
x x
gy - . 1 6 1
Zmajdz wartosci wyrazeh x — — oraz x° + —.
x x
2. Dane sg liczby rzeczywiste x,y, z takie, ze
r+y+z=-5, zxyt+yz+zr=2 ayz=12.
Wyznacz wartosci wyrazen:
23+ 3+ 23 oraz  z?y? 4 2% + 222t

3. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

2 n 2 n 2 S 3
a+b b+c c+a a+b+c

4. Liczby a,b,c,d sa dodatnie i a + b + ¢+ d = 1. Udowodnij nieréwnos¢
1 1 1 1
-——1)-{==1)-|==1)-(=—-1) >81.
)G G )
. oo 5 4. .
5. Niech z € [0, 1]. Udowodnij, ze z - (1 — x)? < o7 1 Wyznacz o € [0,1] dla ktérego
nieréwnosé staje sie réwnoscia.
6. Niech n € N. Udowodnij przez indukcje, ze
(a) 915%™ +3n—1, (b) 25 |27*2.3" 4 5n — 4.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

1)(4n% + 8 3
12+32+52+...+(2n+1)2:(njL X n3+ nt ).

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2

i(k—n.k! _ (n+1)!—2”'

2k+1 2n+1

k=2

10.

11.

12.

13.

14.

Niech a; = 31 apy1 = an(a, +2) dlan =1,2,3,.... Udowodnij, ze dla kazdego n
a, =2% 1.
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze spelniona jest nieréwnosé
(a) 3" >mn-2m, (b) n-5" > 3" + (n+41)2. 2"

Udowodnij, ze dla kazdej liczbyu naturalnej n

1 1 1

Niech z > 0 i n € N. Udowodnij nier6wnosé¢

-1
(1+z)">1+nz+%x2.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
- 1
11 (1 + k:3> <3.
k=1

Niech g = 21 = 1 oraz z,, = 2x,_1 + z,_o dla n > 2. Wykaz, ze istnieja liczby
rzeczywiste a, b takie, ze dla kazdego n > 0

zn = a(l4+V2)" +b(1 —V2)".
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v:¢c>1 vkEN 3 c>0 vnEN " > an-

. . s , . . 10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
Zastosowania nieréwnosci Bernoulliego

n
[k+1
Tw. (Nieré6wno$¢ Bernoulliego) Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej Z iy % <n+l
x > —1 prawdziwa jest nieréwnosé k=1
(I1+2)">1+nz. 11. Niech ki,ks, ...k, € Nik,11 = k1. Udowodnij nieréwnosé

Ponadto, réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0 lub n = 1. ﬁ (1 N 1)ijrl 5 on

k; -

j=1 /

1. Udowodnij, ze je§lin e Niz > —1, to . . e, s
] . 12. Niech aj,a9,...,a, € Nia,4+1 = a;. Udowodnij nieréwnosé

Vra<it "
: SRR
Citl/ A

=1

2. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

1 n
<1+> > 2.
n

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

+2 n2—n n2+2n 1
n n

>om—1, b
(a)( n > " ()<n+1> <n—|—3

4. Niech n € N. Znajdz najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia
-b\" —-b\"
19 c(1s a ’
a+b a+b

5. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktora z liczb jest wicksza: n™ czy
(n + 1)n—1

6. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wigksza: "v/n + 1
czy {/n.

7. Dla n € N udowodnij nieréwnoéci

1 n 1 n+1 1 n 1
1+-) <(1+ oraz (1+—) <3.201 -3
n n—+1 n n+2

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

2
(L/ﬁ<l+\/7.
n

gdzie a,b > 0.
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Nier6éwnosé Cauchy’ego 1

Definicja. Niech aq,as,...,a, € R.

e liczbe Grtazt...+an nazywamy Sredniq arytmetyczng liczb ay,as, ..., a,.

n
e dlaag >0 (k=1,2,...,n), liczbe /ajas...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb aq1,as,...,ay.

n )
edlaap #0 (k=1,2,...,n), liczhe < T T nazywamy Srednig harmo-
niczng liczb ay,as, ..., a,
Twierdzenie (nieré6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,

prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ag+...+ay
n

> Yaias...ay,.

Ponadto, rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = a,.

e 7 wykorzystaniem tzw. indukcji Cauchy’ego: jezeli prawdziwe jest twierdzenie Ty
oraz zachodzg implikacje T, = To, dlan =1,2,3,... oraz T, = T,_1 dla
n=2,3,4,..., to dla kaZdego n prawdziwe jest zdanie T, .

e 7 wykorzystaniem zwyklej indukcji (zob. zadanie 13),
e 7z wykorzystaniem nieré6wnosci Bernoulliego,
e za pomoca ciagdw jednomonotonicznych.
Whiosek (nieré6wno$é miedzy $rednia geometryczna i harmoniczng). Dla
liczb dodatnich aq,aq,...,a, prawdziwa jest nierownosé

n
L+i++L

Qn

Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.

1. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

n+1\"
n!<( > )

2. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwnoé¢ Bernoulliego.

3. Liczby ay,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

a1 az Qp—1 Gnp
— 4+ —+...+ + —=>n.
a2 a3 Qp, a1

10.

11.

12.

13.

14.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nier6wnos$é

2v/a + 3Vb > 5V ab.

. Liczby a,b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

a'+20% +4c > 7.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnosc¢
z? +y? + 2% > 8/zyz — 16.

Kiedy ta nieréwno$¢ staje sie rownoscia?

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2
UYn <1+ —.
V<t o

Jezeli a, b, ¢ sa dugodciami bokéw tréjkata ip = 3(a+b+c), to pole tego tréjkata

wynosi v/p(p — a)(p — b)(p — ¢) (wzér Herona). Udowodnij, Ze sposréd wszystkich
trojkatéw o danym obwodzie najwieksze pole ma trojkat réwnoboczny.

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosc¢

1 1 L 4 n 16 S 64
b ¢ d” at+btctd
Liczby ay, a9, ..., a, sa dodatnie. Udowodnij, ze

11 1 )
(ar+as+...+an) - | —+—+...+4— | =2n°.

ai a2 Qn,

Dane sa liczby dodatnie aq,...,a,, takie ze a1 + a2 + ...+ a, = 1 oraz k € N.
Udowodnij, ze

1 1 1
7k+7k+..+7k>nk+l
ay G an
Dane sa liczby rzeczywiste ai,aq,...,a, wszystkie wieksze od —1. Udowodnij,
nier6wnosé
1 1 1 n?
+ e > .
a1 +1 as+1 a, +1 a1 +as+...+a,+n
Udowodnij (nie korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego!), ze jesli liczby

ai, as,...,0ay 83 nieujemne i a3 +as + ...+ a, =n, to ajas...a, < 1. Nastepnie
udowodnij nieréwnosé¢ Cauchy’ego, korzystajac z powyzszej tezy.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a1, a3, - .., ay zachodzi nierownosé

(1+a)(l+az)...(L+ay) > 1+ Yaraz...a,)".
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Nieroéwnosé Cauchy’ego 11

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a1, aq, ..., an,b1,bs,. .., b, spelnio-
na jest nieréwnoséé

’{/alag...an—i— {/blbzbn < (/(al+b1)(a2+b2)...(an+bn).

2. Liczy dodatnie x1, x2, ..., x, spelniaja warunek x1+xzs+...+2x, = 1. Udowodnij,
1 1 1 ,
(1+> . (1+> (1+> > (n+1)"
T T2 Ln
3. Suma liczb dodatnich aq,as, ..., a, jest réwna 1. Udowodnij, ze
1 1 1
(_1) . (_1> (_1) > (n— 1)
aq as An,
4. Liczy dodatnie x1, x2, ..., x, spelniaja warunek x; +x2+. ..+ z, = 1. Udowodnij,
ze

1)\? 1\° 1\? _ (n241)2
s+ —) 42+ —) +.F (Tt — ] > ——
Z1 T2 T n

5. Niech n € N. Za pomoca nieréwnosci Cauchy’ego udowodnij nieréwnoéci

<@@+AJH3@+Di @@+D“>@ﬂﬁgw

6. Niech z,y, z > 0. Udowodnij nieréwno$c¢

(z+y+2)°

3 2 T\/YZ + YV 2T + 2,/TY.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

n"—1>vnrtl.(n—1).

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé
"1
nFl<n+) T
n n —+ n —+ 2 A

9. Niech ¢ > 1 i n € N. Udowodnij nier6wnosé¢

(¢" = 1)(¢"T" +1) > 2nqg(q — 1).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Niech a > 1 i n € N. Udowodnij nieréwnos¢

a"—1>n (\/a’“rl — \/a”*1>.

Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abcd = 1. Udowodnij, ze

a b c d
>1
b+c+d+1+c+d+a+1+d+a+b+1+a+b+c+1

Liczby aq,as,...,a,,b1,ba,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnos¢
n 1 n
. a; + b;)? > 4n?,
2an,

Niech n € N. Udowodnij nieréwnosé
(n 4 1)* > 3™ . (n!)2.
Niech m,n € Nia,b € R, a <b. Wyznacz maksymalng wartos¢ iloczynu
(z—a)™-(b—=)",

gdzie a < x < b.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢

a 4 b 4 c 4 d S 9
b+c c+d d4+a a+b” 7
Rozwiaz réwnanie x4 + y* + 2 = 4ay.

Rozwiaz uklad réwnan

1

Vidtzi+vV14+z0+ ... +V1+ 2190 = 100 - 1+ﬁ

/ 1
\/171’1+\/17£B2+...+\/17Z100:100' 17@
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Ciagi jednomonotoniczne
Definicja. Méwimy, ze dwa ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) i (b1,b2,...,by,)
s jednomonotoniczne jezeli a7 < a2 < ... < ap, 1 by < by < ... < b, lub
CL1>CL2 >an1b1>b2 >bn
Umawiamy sie, ze dla dwéch ciagéw liczb rzeczywistych (a1,a9,...,a,) i
(b1,b2,...,by)

ap a2 an|

l:bl by bn:| = a1by + asbs + ...+ a,b,.

Méwimy, ze cigg (b)), b5, ..., b)) jest permutacjq ciagu (by, b, . .

rn
kolejno$é¢ wyrazéw w jednym ciggu mozemy otrzymaé drugi.

., bn), jezeli zmieniajac

Twierdzenie. Jezeli ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,an) 1 (by,ba, ..., by) sa jed-
nomotoniczne, to to dla dowlonej permutacji (b}, b5, ...,b)) ciagu (b1,be,...,b,) za-
chodzg nieréwnosci

ay a2 ... Qnp S ay a2 ... Qp S aiy a9 s Qp

bi by ... bo| T W o VT b baet ... b

1. Liczby a,b sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci
© 1+1<1\/3+1\/3
ad "B T adVa Vb
3 3 2 b2
“ v (d) /& /= > Va+ Ve
b a b a

(a) a® +b% > a®b + ab?,

(b) a®?+bv* < —+ —

2. Liczby z,y sa dodatnie, m,n € N. Udowodnij, ze a™+™ + b™*" > a™b" 4 a™b™.
3. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodza nieré6wnosci
(a) a® +b% + ¢ > a?b+ bc + c*a
(b) a®b+b3c+ c3a > a’be + b2ca + c*ab
a4+ +8 1 1 1
© e ZatrTe
4. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich aq,as, ...,

a, zachodzi nieréwno$é

a a Ay a 1 1 1
St et —
a; aj a? ay ar  as an,

ab  alc bla b Ba  3b

10.

11.

12.

13.

14.

Wykaz, ze dla dowolnej permutacji (ay, a5, ..., al,) liczb dodatnich ay,as,...,a,
aq as a
—+—+...+—F>n
ap G an

Nastepnie za pomocy tej nieréwnoéci udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego.
Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to

a+ b L c o
b+c c+a a+b”

N w

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

a? b2 2 at+b+ec
+ + > .
b+c c+a a+bd 2

Dane sa liczby 1 < z2 < ...
(21,22, ..,2,) clagu (y1,ya, - . -

n n
Z T — )’ < Z(ﬂfk—zk)Q-
k=1 k=1

SaTpiyn < Y2 < .o
,Yn)- Udowodnij, ze

<y, 1 permutacja

Nieré6wnos$é Czebyszewa. Niech a; < as < ..
wodnij, ze woéwczas

.anibl <b2 SO gbn Udo-

a1b1+a2b2+...+anbn S a; +ag+ ...+ an b1+b2++bn
=z : .

n n n

Niech kK € Ni ay,as9,...,a, > 0. Udowodnij, ze wéwczas zachodzi nierownosé

i/a’f—l—a’g—i—...—i—aﬁ o a1 +as+...+a,
n - n ’

Niech a, b, ¢ to dlugosci bokéw pewnego trojkata. Udowodnij nieréwnosci

b+c—
alb+c a)+

blc+a—>b) cla+b—rc) a b c
+
be ca ab

<3< .
b+c—a+c+a—b+a+b—c

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb naturalnych xq,xo, ...
nieréwnoéé

, T, zachodzi

T S S I

12 22 n2 = 2

Liczby aq,as,...,a, sa dodatniei S = a1 +as +. ..+ a,. Udowodnij, ze wowczas
prawdziwe sg nieréwnosci

ai a2

an, n
> 7
(2) S—a1+S—a2+ +S—an n—1
S S S n?
b > .
()S—aleS—otgJr +S—an n—1
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a® + b3+ + d® > a®b+ bPe+ Ad + da.
Powtoérzenie — nieréwnosci 10. Liczby dodatnie a1, as,...,a, speiniaja warunek a;+as+...4a, = 1. Udowodnij,
ze

ai az Qn n
+ +...+ > .
1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 1 prawdziwa jest nie- Vi—a; 1-a3 Vi—a, Vn-1
réwnosé

n?—1 n—1
n—1 1 n 1
- b) | —— < —.
(a> ( n ) <n+27 ( ) (TL+2> 71/2n_1
2. Niech n € N. Udowodnij nieréwnos¢

H k+1 S 1) -
balet + n+

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 prawdziwa jest nieréwnosé

on n 22n—1
14+ — >14+ —.
( +n!> =t o

4. Wyznacz maksymalng warto$é wyrazenia (1 + x)% - /1 — z, gdzie —1 < z < 1.
Wskaz liczbe z, dla ktorej ta warto$c jest przyjmowana.

5. Liczby ay,aq,...,a, sa dodatnie oraz a,4+1 = a; i ap42 = az. Udowodnij nieréw-
nosé
n n 1
2 2 2 2
Yodiai i | (D | 20t
k=1 =1 Yk P41
6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby dodatniej b i liczby naturalnej n zachodzi nieréw-
nosé
14+ nb\"! "
> b".
n+1
7. Liczby dodatnie aq,as,...,a, spelniaja nieréwnoé¢ a1 +as + ...+ a, < 1. Udo-
wodnij, ze

arag...an(l—ay —ag — ... —ay) < 1
(ay+as+...4a)(1—a))(l—ag)...(1—a,)  nntl’

8. Liczby a, b, c sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci

a’?+b P+ A4a? a® 3
+ + < —

b < < —
atbhte 2 % 2

bc ca ab’
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Wzér dwumianowy Newtona
Dla liczb k,n € NU {0} definiujemy symbol Newtona (symbol dwumienny) jako: gdy

et (1) - 2o ot ken |

k)~ 3] T K-k

natomiast gdy n < k przyjmujemy, ze < k;> =0.
Tozsamos$é¢ Pascala. Dla k,n € NU {0} zachodzi réwnosé
n+1 n n
= + .
kE+1 k E+1
Tréjkat Pascala. Wartoéci symbolu Newtona (Z) mozna dla niezbyt duzych n tatwo

wyznaczy¢ za pomoca tzw. trojkata Pascala. Jest to trojkatna tabela, ktorej wiersze
odpowiadaja kolejnym wartosciom n:

n=o o

n=1 ) (0) ) (1) )

n=2 X (0) . (1) . (2) 5

n=3 . (0) . (1) . (2) . (3) .
n=4 (0) (1) (2) (3) (4)
n=5] (g () 3 (3) () )

Z tozsamosci Pascala wynika, ze w kazdym wierszu poczawszy od trzeciego kazdy nie-
skrajny wyraz jest suma dwoch wyrazéw bezposrednio nad nim. Mozna wiec szybko
wypelniaé kolejne wiersze. Dla 6 wierszy (do n = 5) otrzymamy:

n=2>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

Twierdzenie (wzér dwumianowy Newtona). Dla dowolnych liczb rzeczywistych
a,b i liczby naturalnej n prawdziwy jest wzér

(a+b)" = Zn: <Z> akpnk,

k=0

. Udowodnij, ze dla n,k € NU {0} i k < n liczba (Z) jest caltkowita.

. Rozwin wyrazenia:

(a) (a+0b)° 1\° () (a+b—c)*
(b) <2a2b> ,

. Niech n € N. Znajdz wzory na liczby catkowite a,, i b,, takie, ze

<3+ \@)n = a, + b, V2.

. Korzystajac ze wzoru Newtona udowodnij tozsamosci

(a) 2" = zn: (Z) (b) i(_nk (Z) — 0.

(a) i: (Z) ka¥b"* = na(a + b)"!

5> <Z) Bk = 1)a"b" ™" = n(n — 1)a(a +b)"

(a) En: (Z) k2ak bk,

(b) zn: <Z)k(k —1)(k — 2)akbnk,

k=3

. Niech n € N. Oblicz sumy

oSG wER)E eRE)e

k=0

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

(1+\/§)n+ (1—\/§)n

jest calkowita i parzysta.
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Podzielnosé liczb

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b (liczba b jest podzielna
przez a), jezeli istnieje liczba ¢ € Z taka, ze b = a - c. Piszemy wtedy a | b. Jezeli a nie
jest dzielnikiem b, piszemy a 1 b.

Przydatne wlasnosci podzielnosci liczb:
(i) a| 0 oraz a | a dla kazdej liczby catkowitej a.

) Jezelia | bib+#0, to|al < bl
) Jezelia|bia|coraz z,y €Z, to a| bx + cy.

(iv) Jezelia |bib|c, toa]c.
) Jezelia | bib|a,to|al = bl
) Jezelia|bib+#0,to2|b.

(vii) Jezeli ¢ € Z\ {0} to a | b wtedy i tylko wtedy, gdy ac | be.

Tw. o dzieleniu z resztg. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite k i r takie, ze 0 < r < a—1oraz b = ak+r.
Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia a przez b.

W dowodzie tw. o dzieleniu z reszta, jak i w dowodach innych twierdzen z teorii liczb,
mozna skorzystaé z nastepujacego twierdzenia:

Zasada minimum. Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera ele-
ment najmniejszy.

1. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze
(a) n+1]n?+1,
(b) n—1|n®+5.
Udowodnij, ze iloczyn n kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez n!.
Udowodnij, ze 13 | 270 + 37°.
Wyznacz reszty z dzielenia liczby 22022 + 1 przez 5,7, 9.

AN

Udowodnij (korzystajac tylko z zawartosci tej kartki), ze jesli liczba nieparzysta
d jest dzielnikiem liczby 2Fn, gdzie k,n € N, to d jest dzielnikiem n.

6. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze 2n + 1| n3 — 3n + 2.

7. Liczba n jest nieparzysta. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 3n3 + 2n% +n — 1
przez 8.

10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

Liczba k jest parzysta. Czy istnieje k liczb naturalnych nieparzystych
ni,Na,...,ny takich, ze

1 1 1
l=—+—+...+—=7
ni1 no ng

Niech n € Z. Jakie sa mozliwe reszty z dzielenia n? przez 3,4, 7?
Liczby a i b sg nieparzyste. Wykaz, ze liczba a? 4 b? nie jest kwadratem.

Suma reszt z dzielenia liczb catkowitych a,b przez d wynosi d. Udowodnij, ze

(a) d|a*F —b* dla dowolnej liczby naturalnej parzystej k,
(b) d| a* + b* dla dowolnej liczby naturalnej nieprarzystej k.

Niech a,b,¢,d € Z i a—c|ab+ cd. Wykaz, ze a — ¢ | ad + be.

Zmnajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba otrzymana z n poprzez usu-
niecie cyfry jednosci w zapisie dziesietnym jest dzielnikiem n.

Zatézmy, 7e a,b € Z oraz a + b | a® + ab + b2. Udowodnij, ze
(a+0)? | a* + b*.

Niech a,b,c € Z. Wykaz, ze 6 | a + b+ c wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | a® + b® + ¢3.
Niech a,b,c,d € Z i

dla+b+c  oraz d|a®+b* + 2
Udowodnij, ze dla kazdego n € N

d]a®) 42" 47,

Liczby p, g > 2 sa nieparzyste. Udowodnij, ze

p|19+294 ...+ (p— 1%
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Kongruencje

Niech a i b beda liczbami calkowitymi, zas m liczba naturalna.

Definicja. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m | a — b.
Zapisujemy to jako

a=b (modm) <<= ml|a—0b
i nazywamy kongruencjq / przystawaniem modulo m.

Zauwazmy, ze a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja te same reszty
po podzieleniu przez m.

Jezeli a nie przystaje do b modulo m, to piszemy a #Z b (mod m).
Stw. (Podstawowe wlasno$ci kongruencji) Niech a,b,¢,d € Z, m € N.
(i) a =a (mod m) (zwrotnosé),
(ii) a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m) (symetria),
(iii) jeslia=b (mod m)ib=c (mod m), to a =c¢ (mod m) (przechodniosé),
)

(iv) jeslia=b (mod m)ic=d (mod m), to a4+ c=b+d (mod m) oraz
a—c=b-d (mod m);

(v) jeslia=b (mod m)ic=d (mod m), to ac = bd (mod m).

Uwaga. Nie jest prawda, ze jeSlia =b (mod m) oraz d |aid |b, to = = = (mod m).

al o

¢
d

1. Wyznacz reszte z dzielenia liczby
(a) 28-33- 73 przez 35, (b) 111111 przez 7, (c) 123456789 przez 13

2. Niech n € Nin =3 (mod 4). Udowodnij, ze n nie jest sumg dwoch kwadratéw
liczb catkowitych.

3. Liczb n jest nieparzysta. Wykaz, ze n?> = 1 (mod 8).

4. Niech n € Nin =k (mod 8), gdzie k = 3,6, 7. Udowodnij, ze liczba n nie jest
suma kwadratéow dwoch liczb catkowitych.

5. Udowodnij, ze 10 | 53°% — 3333,

6. Niech z,y € Z. Wykaz, ze 7 | 10z+y wtedy i tylko wtedy, gdy 7 | —2y. Nastepnie
sprawdz, czy 7 | 4378479.
7. Niech n,m € N i ry, to reszta z dzielenia liczby r* przez m dla k = 1,2,3,.... Wy-

kaz, ze od pewnego momentu liczby 7y beda si¢ powtarza¢ cyklicznie. Wyznacz
te cykle dla (a) n =2, m = 17; (b) n =6, m = 32.

8. Znajdz reszte z dzielenia

(a) 3% przez 7, (b) 42022 przez 26, (c) 9999 przez 210

9. Niech n € N. Udowodnij, ze

(a) 7 | 2n+2 + 32n+1,
(b) 13 | 33n+1 + 93n+1 + 17

(c) 21 |2%" + 5,
(d) 323 |20%" + 162" — 32" — 1.

10. Wyznacz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczb

(a) 9999 — 5151, (c) 9%,
567

(b) 55557 (d) 34

11. Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 liczby
10
S 101",
k=1

12. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 7 | 2" — 1.
Wykaz, ze 712" + 1 dla kazdej liczby naturalnej n.
13. Liczby a,b, ¢ sa catkowite i 9 | a + b? + ¢2. Udowodnij, ze

9]a? 0% lub 9|b*—c* lub 9|c* —a®

14. Udowodnij, ze 7 | 2222%555 4 55552222,
15. Niech n € N. Udowodnij, ze
(a) 3| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 3.

(b) 9| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 9.

(c) 11 | n wtedy i tylko wtedy, gdy naprzemienna suma cyfr dziesigtnych liczby
n jest podzielna przez 11.

16. Niech n € N i zalézmy, ze liczby 2n+ 11 3n+ 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze 40 | n.
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NWD i NWW

Niech S C N. Wéwczas min S oznacza najmniejsza liczbe ze zbioru S. Jezeli zbiér S
jest skonczony, to max S oznacza najwigksza liczbe z tego zbioru.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a1, as, ..., ar € Z\ {0} jest to liczba
NWD(ay,az,...,a;) =max{d € N:d |ay,d| ag,...,d | ar}.
Tw. 1. (Tozsamo$é Bezout’a) Dla dowolnych liczb naturalnych aq,aq, ..., ay ist-
nieja liczby catkowite x1,xs, ..., x; takie, ze
NWD(a1, as,...,ar) = a121 + asa + ... + apxy.
Tw. 2. Jezeli d jest wspélnym dzielnikiem liczb a1, as, ..., ax, to
d | NWD(aq,as,...,ax).
Definicja. Méwimy, ze liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze, jezeli NWD(a, b) = 1.

Tw. 3. Liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x,y € Z
takie, ze ax + by = 1.

Tw. 4. (Algorytm Euklidesa) NWD(a,b), gdzie a > b > 0, mozna wyznaczyé za
pomoca nastepujacego algorytmu: Niech x1 = a, 5 = b. Wykonujemy kolejne dzielenia
z reszta, az do otrzymania zerowej reszty:

0< a3 <xo

0< a2y <3

T1 = 122 + T3,
Ty = (223 + T4,
Th—1 = Qk—1Tk + Tht1, 0 <zp1 <
Tk = qkLk+1-
Wéwezas NWD(a, b) = w11 (ostatnia niezerowa reszta).

Definicja. Niech ay,as,...,a; € Z. Kazda liczbe m € N taka, ze a; | m, ag | m, ...,

ay | m nazywamy wspdlng wielokrotnoscig liczb a1, as, ..., ak.
Najmniejsza wspolna wielokrotno$é liczb ay,ae, ..., ay jest to liczba
NWW(aq,as,...,ar) =min{m € N:a; | myaz | m,...,ar | m}.
Tw. 5. Jezeli m € N jest wspdlng wielokrotnoécia liczb aq,as, ..., a, to
NVVVV(CIJ7 as, ... ,ak) ‘ m.

Tw. 6. Niech a,b € N. Wéwczas
NWW(a,b) - NWD(a, b) = ab.

AN I

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

Niech n € Z. Udowodnij, ze (a) NWD(n,n+1) =1, (b) NWD(2n—1,2n+1) =1
Zalézmy, ze a,b € Z. Pokaz, ze NWD(5a + 3b, 13a + 8b) = NWD(a, b).

Niech a,b € Z i d = NWD(a, b). Wykaz, ze liczby § i % sa wzglednie pierwsze.
Niech a,b,c € N, NWD(a,b) =11 c| a. Wykaz, ze NWD(b,c) = 1.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. Niech a,b,d € N NWD(a,d) =1id | ab.
Udowodnij, ze d | b.

Liczby a,b,n € N spelniaja warunki a | n, b | n i NWD(a,b) = 1. Udowodnij, ze
ab|n

Niech a, b, k € N. Udowodnij, ze

(a) jezeli k € N, to NWD(ka, kb) = k- NWD(a, b);

(b) jezeli k € NiNWD(k,b) = 1, to NWD(ka,b) = NWD(a, b);

(¢) NWD(a,b) = NWD(a — b, min(a, b)).
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej k£ liczby 2k + 1 1 9k 4+ 4 sa wzglednie
pierwsze.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 6 jest sumg dwdéch liczb naturalnych
wiekszych od 1 i wzglednie pierwszych.

Niech n € N. Udowodnij, ze NWD(n! +1,(n +1)! +1) = 1.
Niech n € Ni NWD(6,n) = 1. Udowodnij, ze 24 | n? — 1
Stosujac algorytm Euklidesa oblicz NWD(a,b) i znajdZz z,y € Z takie, ze
NWD(a,b) = ax + by, dla
(a) a =329, b= 182,
(b) a = 1492, b = 1066,

(c) a=1745, b = 1485,
(d) a = 13832, b= 7254,

Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij, ze NWD(a, b, ¢) = NWD (NVVD(CL7 b), c).

Niech m,n € N i m jest liczba nieparzysta. Udowodnij, ze liczby 2™ — 11 2" + 1
sa wzglednie pierwsze.

Niech a,n € Nia > 1. Udowodonij, ze

a™ —1
a—1

NWD( ,a1> =NWD(a — 1,n).

Niech n € N. Pokaz, ze
NWW(1,2,3,...,2n) = NWW(n+1,n+2,...,2n).

Niech a,b € N. Udowodnij, ze NWD(2% — 1,20 — 1) = 2NWD(a.b) _ 1,

Liczby a,b,n sa naturalne i NWD(a,b,n) = 1. Udowodnij, ze istniejg liczby na-
turalne z,y takie, ze NWD(z,y) = 1 oraz

a=z (modn) i b=y (mod n).
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Powtdrzenie

1.

NS ew

Udowodnij tozsamosci (n, j, k to liczby calkowite nieujemne)
n—1 n—1 n—2k(n )
(a) ( k )—(kl)—n(k>,gd21ek<n,
n n—j n n—k n j+k .
b . — . = . d k < .
()<j> <k> (k) (y) <j+k> <j>’gz}e” !

n—1 o, n—1 2,
. k: . k
> (o) ()

k=0

. Uproé¢ sumy

Niech z,y € Z 1 23 | 3z + 2y. Wykaz, ze 23 | 17z + 19y.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n takie, ze 2n + 1 | 8n2 + 17.
Znajdz najwieksza liczbe calkowita n taka, ze n + 10 | n® + 100.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi n? | (n +1)" — 1.

Liczby a, b, ¢, d sa nieparzyste. Udowodnij, ze liczba a? +b% +c? 4 d? jest podzielna
przez 4 i nie jest podzielna przez 8.

8. Znajdz reszty z dzielenia liczby 319° + 4105 przez 7, 111 13.

9. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 202
10.
11.

12.

13.

14.

12022

Wyznacz reszte z dzielenia (a) 77 przez 9, (b) 9°° przez 7.

Znajdz liczby z,y € Z takie, ze NWD(a,b) = ax + by dla (a) a = 91, b = 279,
(b) a = 589, b = 1919.

Liczby k,n sa catkowite. Udowodnij, ze

NWD(17k + 3n, 11k + 2n) = NWD(k, n).

Liczby a,b, ¢ sa naturalne. Udowodnij, ze NWD(a, b, c) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja liczby catkowite x,y, z takie, ze ax + by + cz = 1.

Liczby a, b, n sa naturalne. Udowodnij (nie korzystajac z rozkladu na liczby pierw-
sze), ze NWD(ab,n) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,n) = NWD(b,n) = 1.
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Kilka zadan na koniec

1. Dane sa liczby naturalne a, b takie, ze a + k | b+ k dla kazdej liczby naturalnej k.
Udowodnij, ze a = b.

2. Niech a,b € Z, n € Nia = b (mod n). Udowodnij, ze a® = b" (mod n?). Czy
zachodzi implikacja przeciwna?

3. Dane sa liczby naturalne k, n, przy czym k jest nieparzysta. Udowodnij, ze

(A+2+4...+n)| A" +28 +.. k).

4. Dana jest liczba naturalna n > 4. Udowodnij, ze 1!4-2!4. . .4+n! nie jest kwadratem
lub wyzsza potega liczby naturalnej.

5. Niech a,m,n € N;a>1ia™+1]|a"+ 1. Udowodnij, ze m | n.

6. Dane sa takie liczby naturalne m i n, ze
NWD(m,n) + NWW(m,n) =m + n.

Udowodnij, ze jedna z tych liczb jest podzielna przez druga.

7. Liczby naturalne n,aq,aq, ..., a, sa nieparzyste. Udowodnij, ze

NWD(ar, as. .. an) = NWD <a1+a2 an—1+an an+a1>.

5 5 , B
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Kilka zadan na koniec

1. Niech a,b € Z, n € Nia = b (mod n). Udowodnij, ze a® = b" (mod n?). Czy
zachodzi implikacja przeciwna?

2. Dane sg takie liczby naturalne m i n, ze
NWD(m,n) + NWW(m,n) =m + n.

Udowodnij, ze jedna z tych liczb jest podzielna przez druga.

3. Dane sa liczby naturalne k, n, przy czym k jest nieparzysta. Udowodnij, ze

(A+2+...+n)| A" +28 +.. k).

4. Niechay > as > ... 2 a, >010<b; < by <...<b,. Udowodnij nier6wnosé

a1 as (025 ar+ax+...+an
>n- .
by b TN, bi+bo+...+0b,




