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Granica ciggu 1V

Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Z kazdego ciagu ograniczonego liczb rzeczy-
wistych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Tw. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu) Ciag liczb rzeczywistych (a, )n jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

vs>0 3 NeN vm,n>N |an - am| <E€.

Twierdzenie Stolza. Ciagi liczb rzeczywistych (ay,), 1 (by), spelniaja warunki:

(i) ciag (bn)n jest $cisle monotoniczny i b, # 0 dla kazdego n,

cey e .. . . Gn+1 — Ap

(ii) istnieje granica lim ——— =
n—=00 Op41 — by

(iii) lim b, = oo lub lim a, = lim b, = 0.

)
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Woéwcezas lim — = g.

n—oo n

1. Korzystajac z warunku Cauchy’ego, zbadaj zbiezno$¢ ciagow:
"o n n (_1);6,1 n
(a) ap = Z = (b) bn =
o VE

k k
dge @e=3 —— Wdi=>
k=1 3 k=1 k k=1 (k+1)

2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu (x,,)5% ; zdefiniowanego nastepujaco:

T =3, Tpy1 = (

Jezeli ciag jest zbiezny, wyznacz jego granice.
3. Kryterium Leibniza zbieznosci szeregéw. Dany jest nierosnacy ciag liczb
n

dodatnich (ay), taki, ze lim a, = 0. Wykaz, ze ciag b,, = z:(—l)ka;€ jest zbiez-
ny. =1
(_1 n+1

4. Niech z,, = ———. Wykaz, ze istnieje bijekcja f : N — N taka, ze ciag
n

an = Z Lf(k)
k=1

(a) jest rozbiezny,
(b) jest zbiezny do danej liczby rzeczywistej g.

5. Niech (a,)n to ciag liczb rzeczywistych. Zaldzmy, ze istnieje stata A € (0, 1) taka,
ze dla dowolnego n € N zachodzi |ant2 — ant1] < Mant1 — an|. Wykaz, ze ciag
(an)n jest zbiezny.
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12.

13.

14.

Niech k € N i k > 1. Ciag liczb rzeczywistych (ay), spelnia warunki

lim (ani1 —a,) =0 i VesoJwen vn,m>N |akn — apm| < €.

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny.
Podaj przyklady, ze z zadnego z tych warunkow osobno nie wynika zbieznosé
ciggu.
Wykaz, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwigkszy.
Wykaz, ze z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé pod-
ciag zbiezny.
Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,), taki, ze ciag b, = Y.,_, ax jest zbiez-
ny. Niech f : N — N bedzie bijekcja taka, ze dla kazdego k € N zachodzi
|f(k) — k| < 2023. Wykaz, ze ciag ¢, = Z ag (k) jest zbiezny.
k=1
Oblicz granice
2n
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im — -, b) lim — —, ¢) lim — —.
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Niech p € N. Oblicz granice
1P+ 2P 4 ..+ nP

(a) lim e :
1P+ 2P ...+ nP n
b) I —
1 @tk
(c) Nim —=g s
k=0

Wykaz, ze jedli lim a, =g, b, > 0 dlan € N, oraz
n—oo

lim (by + b2+ ...+ b,) = 400,

n—oo

to
lim aiby + asbs + ...+ a,b, —y
n—00 bi+bo+...+0b,

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (z,), taki, ze
lim (:lign + I2n+1) = 2022, lim (l‘gn,_l + l'gn) = 117.
n—oo n—oo
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Ton+1

Wykaz, ze ciag ( )n jest zbiezny i znajdz jego granice.

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,,)5 ; taki, ze

n
nh—vIgo an, ;ai =1
Wykaz, ze
lim a,Vv3n = 1.
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