Analiza - klasa 3a Zestaw 11. 19.3.2024

Granica ciggu II1

Tw. 1. Niech (a,), bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktory jest
(i) niemalejacy i ograniczony z géry

lub

(ii) nierosnacy i ograniczony z dotu.

Woéwezas ciag (an)n jest zbiezny.

Lemat 1. Dlan e N, n > 2

e [ =)

Lemat 2. Jesli n € N, to
1 n 1 n+1
2<(1+> <(1+> < 3.
n n+1

1 n
Tw. 2. (Stata Eulera) Ciag a,, = (1 + ) jest rosnacy i ograniczony z géry, wiec
n

zbiezny. Jego granice, czyli liczbe

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

nazywamy stalq Fulera.
n 1
Tw. 3. e= nh—{golgg

br
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Lemat 3. Dla kazdego n € N istnieje liczba 6,, € (0,1) taka, ze e = Z 7l +—.
I nn!

k=0
Tw. 4. Liczba e jest niewymierna.

1. Wykaz zbiezno$¢ ciagoéw

1 2n)!l n 1
(a)an:;ﬁ, (b)bn:m’ (c) en = H (1—|—2k>,

k=1

1 1

2. Niech 1 > 01z = 3 (xn + > Wykaz, ze ciag (zn,), jest zbiezny i znajdz

T
jego granice.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Dany jest ciag (ay), taki, ze a1 > 01
1
ay +ag+...+an

Any1 = dlan=1,2,3....

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny i znajdz jego granice.
Niech a; > b7 > 01

a, + by, b B 2
2 ) n+1 — aT_Ll + by_Ll,

Apt1 = dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i wyznacz ich granice.

. Niech a; >b; > 01

a, + by,

9 3 bn+1 =V anbn7

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne do tej samej granicy (zwanej srednig
arytmetyczno — geometryczng liczb aq,by).

pt1 = dlan=1,2,3,....

1
Ciag (an)n, spelnia warunki 0 < a,, < 11 a,(1 —apt1) > 1 dla n > 1. Wykaz, ze
ciag ten jest zbiezny i znajdz jego granice.

1+an41 +a?

Niech a1 =0, ag = = 3 % dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest

2
zbiezny i znajdz jego granice.
Niech by =1, b3 =21 b2 = Vb, + /bnt1 dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest
zbiezny i znajdz jego granice.

i Up42 =

1 n 1 n+1

Wykaz, ze (1+> <e<<1+> dlan eN
n n

Oblicz granice

(a) lim (1—1)n+1, (b) lim <1+i)n, (©) lim ™ (d) lim n(/e—1).

n—oo n n—oo n—oo nN n—oo
22 — 1)
Wykaz, ze lim (2%/a —1)" =a? dlaa > 1, oraz lim (\/572) =1.
n—oo n—oo n
Oblicz lim Xn:;
n—oo £~ k(k + 1)(k + 1)!"
Pokaz,ze jedli a,, € Qi lim a, = 400 lub lim a, = —o0, to

n—oo n—oo

1 an
lim <1 + ) =e.
n—o0 an

Niech (6,,), to ciag zdefiniowany w lemacie 3. Wykaz, ze lim 6, = 1.

n— oo

Oblicz granice lim nsin(2wen!).
n—oo

1

Ciag (an)n jest ograniczony z gory i any1 — an > —— dla kazdego n. Wykaz, ze
n

ciag (an)n jest zbiezny.



