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Granica ciggu II

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (ay,)n jest rozbieiny do +o0o (—oo) wtedy i tylko
wtedy, gdy
Viarso Iven Visn an > M (an, < —M).

Piszemy wéwczas lim a, = +oo lub a,, — 400 ( lim a,, = —oc lub a,, —» —0 ).
n—oo n—oo

Definicja. Méwimy, ze ciag (a,, ), ma granice, jezeli jest on zbiezny (wtedy ma granice
skoticzona) lub rozbiezny do +oo (wtedy ma granice nieskonczona).

Stw. Zalézmy, ze a,, — +0o0. Wowczas
e — — 0,
an,
o jedli ciag (by)n jest zbiezny lub ograniczony z dotu, to a, + b, — +0o0;

e jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze b, > ¢ dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
a"nbn — +OO;

e jesli istnieje stala ¢ < 0 taka, ze b, < c dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
anbn — —O0;

° Jeéh bn — +OO, to Ay + bn — 400 i anbn — +00;

1
Stw. Jedli a,, — 01 a, > 0 dla prawie wszystkich n, to — — +o0.
an

Stw. Jezeli a,, — +00 i b, > a, dla prawie wszystkich n, to b, — +o0.
Wyrazenia nieoznaczone:

e co—oo,np. (n+1)—n, n®—n, Vn+1-/n;
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1. Udowodnij, ze ciag (sinn), nie ma granicy.

2. Dana jest liczba naturalna k oraz ciag (a,)52; o wyrazach ze zbioru {0, 1,...,k}.
Niech

bn:’(/a{’—i-ag—&—...—&—ag, dlan € N.

Zalézmy, ze w ciagu (b,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw caltkowitych.
Wykaz, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa calkowite.

3.

10.

11.

12.

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze nie istnieja:
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(a) Zalézmy, ze a,, € R1 lim Gntl] . Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo | Gy n—oo
Ap41

(b) Zal6zmy, ze a, > 01 lim

n—oo

> 1. Wykaz, ze lim a, = +o0.
n—oo

an

. Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagdéw

on (’I’L')2
ol @2n)

(a)

Liczby catkowite a,, b, spelniaja zaleznos¢ a, + b3 = (2+\/§)n. Oblicz

. Qp,
lim —.
n—oo n

Zatézmy, ze a, > 01 lim Ya, < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.

n—oo n—oo
(a) Ciag (an)n jest zbiezny do g. Wykaz, ze
. ay+ax+...+ap
lim =g

n— o0 n

(b) Ciag (an)n ma wyrazy dodatnie i jest zbiezny do g. Wykaz, ze

lim aias...a, =g.
n—oo

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,)22; taki, ze nlg%o GZH
lim a, =g. "
n—oo

Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagow

(a) V25" — 3" +n3sinn, (b) Vnl.

Oblicz granice

. sin?1 +sin?2 + ... +sin’n
lim .

n—oo n

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Wykaz, ze

1 —1
lim 1-— = +o00.
J TT (1)

=g. Wykaz, ze



