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Granica ciggu I

Definicja granicy ciagu. Liczba ¢ jest granica ciagu liczbowego (an)n, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich
n > N spelniona jest nieréwnos¢

lan, — g] < e.

Piszemy wéwczas lim a, = g, a, — ¢ lub po prostu a, — g.

n—oo
Jezeli liczba g € R jest granica ciagu (ay),, to méwimy, ze ciag (a,)n jest zbiezny do
g. Ciag, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Stw. 1 (jednoznaczno$é¢ granicy). Ciag liczbowy (a,) ma nie wiecej niz jedna
granice.
Stw. 2. Jezeli lim a, =ai lim b, =b, to

n—oo n—oo

(i) lim ca, = ca dla dowolnego ¢ € R, (ii) lim (a, +by) =a-+b.

Stw. 3. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Tw. 4. (o trzech ciagach) Dane sa trzy ciagi liczbowe (an)n, (bn)n 1 (Cn)n, Przy

czym lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba N > 0 taka, ze dla kazdego n > N
n—oo n—oo

spelniona jest nieréwnosé a,, < b, < ¢,. Wéwczas ciag (by,),, jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo

Stw. 5. Ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i lim a, =a, lim b, = b. Wowczas

(i) lim a,b, = ab,
(ii) jesli b # 0, to b, # 0 dla dostatecznie duzych n i lim dn _ &

n—oo n b
Stw. 6. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, = g. Jezeli 2 | k i a,, > 0 dla
kazdego n, lub 2t k to ciag (¥an), jest zbiezny i lim ¥/a, = /9.

. . - I . 1 .22 +1
1. Wykaz, korzystajac z definicji granicy ciagy, ze (a) lim — =0, lim — T = 2,
n—oo N, n—oo Nn“ —
(b) jedli || < 1, k€N, to lim ¢" =01 lim n*¢" =0.
2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu a, = vn+1—+/n.

a—1

3. Wykaz, ze dla kazdego n € Nia > 1 prawdziwa jest nieréwnos$é {/a —1 <
Nastepnie udowodnij, ze lim /a = 1.

n—o0

4. Wykaz, ze lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a, — g| = 0.
n—00 n—oo

5. Zalézmy, ze a, — a. Wykaz, ze |a,| — |a|. Podaj przyktad, ze nie zachodzi
implikacja w druga strone.

10.

11.
12.

13.

. Wykaz, ze ponizsze ciagi sa rozbiezne:

a) an, =n, "1
(a) 1 @ a3 !
(b) bp = (1" + —, k=1
n
q" . nn
(c) en = -, gdzie lg| > 1, k€N, (&) by ==

. Ciag (an)n, jest zbiezny i lim a, > a. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze a, > a
n—oo

dlan > N.

. Ciagi (an)n i (bn)n sa zbiezne i lim a, > lim b,. Wykaz, ze istnieje N € N

n—oo n—oo
takie, ze a,, > b, dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i istnieje N € N takie, ze a, < b, dlan > N.
Wykaz, ze

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Podaj przyklad ciagéw (an)n i (bn)n takich, ze a, < b, dla wszystkich n oraz

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Zalozmy, ze a,, — g. Wykaz, ze ciag b, =

tez jest zbiezny do g.

[nay, |
n
Wykaz, ze lim /n = 1.
n—oo
Ciag (an)n Jjest ograniczony, a ciag (b,), jest zbiezny do 0. Wykaz, ze

lim a,b, = 0.

n—oo

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:
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