Analiza - klasa 3a Zestaw 4. 17.10.2023

Wielomiany III

Moéwimy, ze liczba xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z) stopnia n, jezeli
istnieje wielomian Q(z) stopnia n — k taki, ze P(z) = (x — 20)*Q(x) i Q(z0) # 0.

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian o wspdlczynnikach zesolonych
dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

Whiosek 1. Kazdy wielomian p € C[z], p(z) = an2™ + ...+ a1z + ag stopnia n > 1,
ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych zg,z1,...,2,—1 (niekoniecznie réznych) i
p(z) =an(z—20)(z —21)...(2 — zp—1).

Whiosek 2. Kazdy wielomian z R[z] dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
z R[z] stopnia 1 i wielomianéw z R[z] stopnia 2 nie majacych pierwiastkéw rzeczywi-
stych.

Whniosek 3. Kazdy wielomian o wspo6tczynnikach rzeczywistych nieparzystego stopnia
ma pierwiastek rzeczywisty.

Twierdzenie (Wzory Viete’a). Liczby x1,xo,...,z, sa wszystkimi zespolonymi
pierwiastkami wielomianu f(z) = ap,2"™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag, gdzie a; € C i
an, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnoéci
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Uwaga: W powyzszym twierdzeniu nie zaktadamy, ze pierwiastki x1, 2, ..., x, sg r6z-
ne.

1. Wielomian w(z) = 23 + pr + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste x1, 2,13, przy
czym x1 = x2 i 3 = 21 — 6. Wyznacz pi q.

2. Niech n € N, n > 1. Oblicz sume, sume kwadratéw i iloczyn pierwiastkow wielo-
mianu 2" — (z — 1)™.

3. Liczby z1,%2,23 sa pierwiastkami wielomianu 22 + 6z? + 11z — 6. Znajdz
wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastkami sa liczby (a) zyxe, xoxs, T3,
(b) x1 + 22, 2 + 73, T3 + 11

4. Znajdz pierwiastki wielomianu 2% — 1023 + 3222 — 342 + 7, wiedzac, ze suma

pewnych dwdéch jego pierwiastkow jest rowna 4.

5. Wielomian p(z) = 2° —10x* +ax3 +bx? + cx — 32 ma pieé pierwiastkéw dodatnich.
Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.
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Wielomian w(z) = az® + bx? + cx + d (a # 0) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Udowodnij, ze b > ac i ¢? > bd. Czy jest prawdziwe twierdzenie odwrotne?

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci a + b+ ¢ > 0, ab+bc+ca > 0 i
abc > 0. Udowodnij, ze a >0, b>01ic> 0.

Liczby z,y, z, u, v, w spelniaja warunki
r+yt+z=ut+v4+w, zyz=uww, O0<u<zr<y<z<<w, u<v<w.
Udowodnij, ze u = z,v = y,w = 2.

1 1 1
Liczby dodatnie x,y, 2z speliaja warunki zyz > liz+y+2 < — + — + —.
x Yy oz
Udowodnij, ze doktadniej jedna z liczb x,y, z jest mniejsza od 1.
Rozwiaz uklad réwnan
r+y+z=2

4y 422 =14
2497+ 22 =20

Niechn € Nin > 3, ap,a1,...,a,—3 € R. Udowodnij, ze nie wszystkie pierwiastki
wielomianu P(z) = 2"+ 2n2" "t +2n22" 2 +a,_32" 3 +...+a1r+ag sa liczbami
rzeczywistymi.

Wielomian az? + bx? + cx + d wspoétezynniki catkowite i trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Liczba ad jest nieparzysta, a liczba bc jest parzysta. Udowodnij, ze pewien
pierwiastek tego wielomianu jest liczbg niewymierna.

Wszystkie wspoétezynniki wielomianu P(x) = 2" +a, 12" ' +...+ajz+1 sa licz-
bami nieujemnymi i wielomian P ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Udowodnij,
ze P(2) > 3".

Liczby zespolone 21, s, . .., Z, to pierwiastki wielomianu z" 4+ 2" ' +... +z + 1.

Udowodnij, ze
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Udowodnij, ze suma pewnych dwéch pierwiastkéw zespolonych wielomianu
r* — 122 — 5 wynosi 2.



