Analiza - klasa 3a Zestaw 3. 3.10.2023

Wielomiany 11

Tw. 1. (o dzieleniu wielomianéw) Dla kazdej pary wielomianéw f(x) i h(z), gdzie
deg h > 0, istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢(x) i r(z) taka, ze

f=h-q+r, 1 degr <degh.

Moéwimy wowczas, ze r jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f =h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.

Tw. 2. (Bézouta) Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest réw-
na f(c), czyli f(x) = (x — ¢)q(z) + f(c) dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze
degg =deg f — 1.

Whiosek. Jezeli rézne liczby ci,ca,. .., cr sa pierwiastkami wielomianu f, to f jest
podzielny przez wielomian (z — ¢1)(z — ¢2) ... (x — cg).

Definicja. Méwimy, ze liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f krotnosci k, jezeli
f(x) jest podzielny przez dwumian (x — ¢)* i nie jest podzielny przez (z — c)k*1.
Schemat Hornera. Dany jest wielomian f(z) = anz™ + A1z ' + ...+ aix + ao
(an # 0) i liczba c. Wspétezynniki wielomianu g(z) = bp—12" "' + ... + bz + bo takiego,
ze f(z) = (x — ¢)g(z) + f(c) i liczbe f(c) mozna sprawnie wyznaczyé za pomocy algorytmu
zwanego schematem Hornera:

‘ Qn ‘ An—1 ‘ ‘ al ‘ ao
c ‘ bp_1 = an ‘ bn—2 = Gn_1 + cbn_1 ‘ ‘ bo = a1 + cby ‘ f(c) = ao + cho

Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta: Dla danych wielomianéw w i ¢, gdzie
deg w > deg g, szukamy wielomianéw v i r takich, ze w =p-v + r i deg(r) < deg(q):

Niech wo(z) = w(z), vo(z) = 0.

Jezeli mamy juz wyznaczone wielomiany wy i vk, t0 vk41 otrzymujemy dodajac do vy iloraz
najwyzszych stopniem wyrazéw wielomianéw wy i p: vit1(x) = vi(z) + cpaz’*. Nastepnie
wyznaczamy w41 () = wi(z) — cpz’ - p(x). Wowczas deg(wit1) — deg(wy).

Powtarzamy tak dlugo, az deg(wi) < deg(q). Wtedy v = vg i r = wy.

Tw. 3. (O interpolacji wielomianowej) Niech zg,z1,...,2, € C1i 2; # z; dla
i % J, Y0,Y1,---,Yn € C. Wowczas istnieje doktadnie jeden wielomian p stopnia nie
wiekszego od n taki, ze p(z;) =y; dlaj =0,1,...,n.

Whniosek. (Drugie tw. o réwno$ci wielomianéw) Jezeli wielomiany p, ¢ stopnia
nie wiekszego niz n przyjmuja te same wartosci dla n 4+ 1 réznych argumentéw, to
p=gq

1. Nie wykonujac dzielenia wielomianéw, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
(a) 2* + 22 — 6 przez 22 — 2z — 3, (b) 22° — 32* + 52% — 222 + = — 1 przez 2% + 1.

. Dla jakich wartoéci a, b wielomian 3 + az? + bz — 6 jest podzielny przez (a) x +1,

(b) 2?2 — 3z + 27

Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (z — 1)(z — 2)(x — 3).

Stosujac schemat Hornera oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu
(a) f(x)=3z*— 2% +222+ 2 —1 przez x — 1,
(b) g(x) = 42 + 323 — 20 + 1 przez x + 2,

(c) h(x)=La* —32% + 22 — 2 przez z + §.

. Stosujac schemat Hornera zapisz wielomiany (a) 2° + 23 +z, (b) 2* — 223 +32+5

jako sume poteg dwumianu x — 1.

Wykonaj dzielenie wielomianu z reszta:
(a) @+ 322 — 22 — 1 przez 22 + 2z,
(b) 2% +1 przez 22 +x — 2

(¢) 327 — 25 + 225 + 22* — 323 + 2% — 42 — 2 przez 2 + 1
)

(d) 2% przez 2t — 23 — 2?2 — 2+ 1

7. Dla jakich wartoéci a, b € R wielomian az?+ bx3 +1 jest podzielny przez (z —1)2?

8. Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian nz"*! — (n+1)z™ + 1 jest podzielny przez

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(x —1)2
Dla jakich n € N wielomian 22 + z + 1 dzieli wielomian (a) (x — 1)" — 2™ — 1,
(b) (x+1)" + 2™+ 17

Niech f(x) = 2"~ !+ 2"~2 + 2 + 1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu f(x™)
przez wielomian f(x).

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(x™) jest
podzielny przez wielomian z" ' + 2" 24+ ...+ + L.

Udowodnij, ze nie istnieje wielomian p taki, ze p(x) = sinx dla kazdego = € [0, 7].

Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = il dla k =
0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).

Wykaz, ze liczby 1 i —1 to jedyne rzeczywiste pierwiastki wielomianu
f@)=a"+a5—2® —a* + 23 42 — 2z - 1.

Udowodnij, ze wielomian P(z) = 22" — 22?71 4+ 322772 — .. —2nz + (2n + 1)
nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.



