Analiza - klasa 1a Zestaw 1. 6.9.2023

Wprowadzenie

1. Liczby a i b sa naturalne. Ktéra z liczb jest wieksza, a® - b° czy a® - b?

2. Liczbe naturalng n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a
jako 111. Udowodnij, ze n nie jest kwadratem liczby naturalnej.

3. Kazda osoba na $wiecie uscisnela dlon pewnej liczbie innych oséb. Udowodnij, ze
liczba oséb, ktore uscisnely dton nieparzystej liczbie osob, jest parzysta.

4. W pewnej grupie dziewczat i chlopcéw kazda dziewczynka zna n chlopcow i kazdy
chlopiec zna n dziewczat, liczba n jest naturalna. Udowodnij, ze w grupie jest ta
sama liczba chlopcow i dziewczat.

5. 200 os6b posadzono w 10 rzedach, po 20 w kazdym rzedzie. Z kazdej z tak utwo-
rzonych 20 kolumn wybrano najnizsza osobe i z tych wybranych 20 os6b wybrano
najwyzsza i dano jej do potrzymania niebieski balonik.

Nastepnie, wybrano najwyzsza osobe z kazdego rzedu i z tych 10 osé6b wybrano
najnizsza i dano jej do potrzymania czerwony balonik.

Okazalo sie, ze te dwie wybrane osoby sa réznego wzrostu. Ktora z nich jest
wyzsza?

6. Dane sa liczby z,y, z takie, ze xyz = 1. Znajdz wartos¢ sumy

1 1 1
+ + .
l4+x+zy 14+y+yz 14+z+z2x

7. Udowodnij, ze jezeli
a b c

b+c+c+a+a+b:

3

to
a? b2 2

b—|—c+c+a+a+b:

8. Liczby a, b, c sa dodatnie i a < b+ ¢. Udowodnij, ze

a < b n c
1+a 14+b 1+4+c¢

9. Udowodnij, ze

9 1 1 1 1 1
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Elementy logiki

Zmienna logiczna moze przyjmowaé warto$¢ prawda (1) lub falsz (0).

Wiyrazenie logiczne sktada si¢ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-
stawionych w tabelce ponizej. Wyrazenie logiczne réwniez moze przyjmowaé wartosé
prawda lub falsz, w zaleznoéci od wartosci zmiennych logicznych, ktére w nim wyste-
puja.

Operacje logiczne:

negacja | koniunkcja | alternatywa | implikacja | r6wnowazno$¢
nie p piq p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
P4 ~p PAQ pVyg p = q P = ¢
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

Kolejnoéé wykonywania operacji w wyrazeniach zlozonych jest taka jak kolejno$é od-
powiednich kolumn w tabelce. Kolejnos¢é operacji mozna zmieni¢ wstawiajac w odpo-
wiednich miejscach nawiasy. Nawiaséw mozna takze uzywaé, aby poprawié czytelno$é
wyrazen. Nawiaséw nalezy uzy¢ w wyrazeniach niejednoznacznych z implikacja postaci
r = ¢ = nrnp = (¢ = r)itp.

Tautologiag nazywamy wyrazenie logiczne, ktore przyjmuje wartosé¢ prawda niezalez-
nie od wartosci wystepujacych w nim zmiennych logicznych. Przyktady tautologii to

e prawo podwdjnego przeczenia: ~ (~ p) <= p,
e prawa przemiennosci alternatywy: (pVq) < (¢Vp),

1. Sporzadz tabelke wartosci dla wyrazen logicznych
@pAlp = o = ¢ O (Pr)V(vD) = a
2. Sprawdz, ze nastepujace wyrazenia logiczne sg tautologiami:
(a) Prawo wylgczonego $rodka: pV ~ p,
(b) Pierwsze prawo de Morgana: ~ (pAq) <= ((~p)V (~q)),
()
(d)
)

(e) Prawo przechodnosci implikacyji: ((p = QAN (g = r)) = (p = 7).

Drugie prawo de Morgana: ~ (pV q) < ((N p) A (~ q))7
Prawo negacji implikacji: ~ (p = q) < pA~gq,

3. Ktére z dwuargumentowych operacji logicznych sa (a) przemienne, (b) taczne?

4. Wykaz, ze koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy i alternatywa jest
rozdzielna wzgledem koniunkcji.

5. Ktére dwuargumentowe operacje logiczne, poza implikacja, sa przechodnie?

6. Zapisz alternatywe, implikacje i réwnowazno$é¢ tylko za pomoca koniunkcji i ne-

10.

11.

12.

13.

14.

gacji.

Udowodnij, ze implikacji nie da sie zapisaé¢ tylko za pomoca alternatywy i ko-
niunkcji.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan dotyczacych liczby catkowitej a:

(a) -10<a<2019, (b)3|aVvbfa, (¢c)a=72 = 9la;(d)z=10Vze>5.

W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
ktadnie 1 zdanie jest falszywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dokladnie 2 zdanie sq falszywe., itd, az do ostatniej kartki, na ktérej jest napisane
zdanie W tym zeszycie dokladnie 100 zdan jest falszywych. Czy wérdd tych zdan
sa zdania prawdziwe. Jesl tak, to ktére? (Zakladamy, ze w zeszycie nie zapisano
zadnych innych zdan).

Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i oszusci. Rycerze zawsze moéwia prawde, oszu-
Sci zawsze ktamia. Podréznik napotkal trzech mieszkancéw wysypy i dwoch z nich
zapytal, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzial, ze ani jeden, drugi, ze
tylko jeden. Ktéry z napotkanych mieszkancéw jest rycerzem, a ktéry oszustem?

W sadowej sprawie o kradziez konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, ze
dokltadnie jeden z nich ukradl konia. B zeznal, ze konia ukradt C. Zeznan A i C
nie znamy. Ustalono jednak, ze tylko jeden z podejrzanych zeznal prawde i ze to
on ukradl konia. Kto ukradt konia?

Agent Tajny ma dwoéch informatorow. Kazdy informator albo zawsze klamie, albo
zawsze méwi prawde. Kazdemu z informatoréw Agent Tajny zadal dwa pytania:
(1) Czy ten drugi informator jest klamcq? i (2) Czy, jesli ty jestes klamcq, to dru-
gt informator nie jest klamcg? Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent
Tajny moze stwierdzié¢, ktéry z informatoréw méwi prawde, a ktéry klamie? (Jest
mozliwe, ze obaj klamia lub obaj méwiag prawde.)

Sporzadz tabelki wartosci ponizszych wyrazen logicznych. Ktore z tych wyrazen
sa tautologiami?

(@) (A Vg = p),
(pVaq) /\r) — ((p/\r)\/(q/\r)),
(@ = 1) = (p =9 = 1),

(p:>(q:>r))<:>(q:>(p:>r)).

(b) ((
() (p =
(d)

O liczbach a, b, ¢, d, e wiadomo, ze spelniaja wszystkie 4 warunki ponizej:
(i) (e>a) = ((e>b)V(e<c)),

(ii) (e<b) = (e<d),

(iii) ((e<d)A(e>a)) = (e>c),

(iv) ((e<d)A(e<b) = (e>a).

Ktéra z liczb jest wigksza: e czy b?
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Zbiory i kwantyfikatory

Suma zbioréw: A U B; przeciecie (czes¢ wspdlna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B.

Zbiér pusty oznaczamy ().

Zapis € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru. Jezeli A C , to zbior A’ = Q \ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze 2). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowaznos¢ A C B <— B’ C A'.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwoch zbioréw A, B C ) za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C §:
(a) (AuBUC) =ANnB'NnC’, (b) (ANBNC) =AUB U

3. Niech A, B C Q. Zaznacz na diagramie Venna zbidr elementéw x € €, dla ktorych

prawdziwe jest zdanie
(a)z€eAd < z€B, (b)zeAd = z€B, (c)zed = zeBNA

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC, (d) AUB =AABA(ANB),
(b) ANB =0 < AUB = AAB, (e) A\ B=AA(ANB),
(c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC) (f) AAC C (AAB)U (BAC)
5. A,B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AANE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).

e N={1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,

e Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbidr liczb calkowitych,

e Q - zbidr liczb wymiernych, R - zbioér liczb rzeczywistych.

Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dla kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), zapi-

sujemy nastepujaco: Vme x p(x). Np. zdanie Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa

) . . . . 1
jest nierownos$é x > % mozna zapisaé jako ngeN x> ok

Symbol WY nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym.

Kwantyfikator szczegélowy. Zdania postaci Istnieje z nalezgce do zbioru X, dla
ktdrego zachodzi p(z), np. zdanie Istnieje liczba naturalna x taka, ze x > 2023, mozna

zapisa¢ jako = reN T > 2022.
Symbol = nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogélne lub dwa kwantyfikatory szczegdtowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmienié ich kolejnosé, np.

(VxeRVneNx>1 = x”>1) — (VnevieRx>1 = x”>1)
(3$€R3neNm2:n+1/\x>n) = (HneNaweRx2:n+1/\x>n).

Nie mozna zmieni¢ kolejnosci kwantyfikatora ogdlngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa

zdania nie sg rownowazne:
(i> \V/wER 3 neN T <, (ii> 3 neN \V/weR T <n.

Zawsze zachodzi implikacja (3 zeX Vyey p(x,y)) = (Vyey 3 zeX p(amy)).

Na przyktad: (3 zEN \V/y>1 y? > JI) = (\V/y>1 = ven Y2 > x) .

Prawa de Morgana: Jezeli 2 jest zbiorem, a p(z) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € €, to

() ~ (Vecap(@) <= Juca ~p@), (i) ~ (Fecap@) < Viea ~p(e).

6. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) Ve 2 | n2 +nd

(b) T pew n® = 16777216

(c VmeRzlneN$7é0 = z2>n

(d EleRvnerE>O/\$<n2—n+%

ElneN vx>0 EI keN \"/Jj" <n

£) Vien Fuso Vanez, (n+ 155)* > an

€

)
)
)
()
(f)
)

(g Elqu\V/we]RvkeZq:xk = g=zVg=n
Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

7. Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw i dzialan logicznych definicje liczby pierwszej.

8. A, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru . Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (A1UAU...UA,) =A1NnA,n...NA,
(i) (AiNAan...NA,) =AUA,U...UA,



Analiza - klasa 1la Zestaw 4. 3.10.2023
Wzory skré6conego mnozenia I
(a+b)?2=a*>+2ab+b*, (a—b?%=a®>—-2ab+b? a®>—-b>=(a—0b)(a+b)

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b3
a® — b3 = (a —b)(a® + ab + b?)

(a —b)? = a® — 3a%b + 3ab? — b3,
a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?),

1. Za pomocgy wzoréw na kwadrat sumy lub réznicy oblicz 192, 522, 1952, 1072, 9992.
2. Za pomoca wzoru na réznice kwadratéw oblicz iloczyny 18 - 22, 53 - 47, 495 - 505.

3. Przedstaw wyrazenia jak kwadraty lub sze$ciany:

1

(a) p* +6p+9, (e) 57a° - §a2b+ab2+b3
(b) a? — 10a + 25, 1
f) 27p% + 9p?q + pg® + —=
(c) 922 — 12y + 492, ® 27
1
(d) x° + 3m4y2 + 3$2y +y (g) 20— 323 +3 - E

4. Rozwiaz réwnania

(a) 22 — 22 =3, (b) 2% + 2 =2, (c) 22 +1=un, (d)4x272w:%
5. Zapisz jako iloczyny:

(a) 42% —y?, (i) 2® —zy® + 2%y — 9,

(b) 2° — 16z, () ® +zy? — 2%y — o,

(c) a® + 4ab + 3b?, (k) a® + b3+ 3ab — 1,

(d) 22% + 22y — o2, (1) a* + 4b*,

(e) a® — bS5, (m) a® — 1688,

(f) 8a® + b3c? (n) a'? —4b'2 + 4a8b* — ab®,

(g) a®+6a + 12a + 9, (0) 23 +y3 + 22 — 3zyz,

(h) a® — 3a*b? + 3a?b — 2b3 (p) (x—y)32+(y—2)3>+(z—2)3,

6. (a) Kazda z liczb catkowitych a, b jest suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych.
Wykaz, ze liczba a - b tez jest suma dwoch kwadratow liczb catkowitych.

(b) Kazda z liczb catkowitych a, b jest réznica kwadratéw liczb catkowitych. Czy
liczba a - b tez jest réznica kwadratéow liczb catkowitych?

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Upros¢ sumy

4k
d ;
gf+\/k+ (),;4k4+1
n 1 n kg 1
(b) 2
,;f+\/k+ (©) it ]
- 1
(c) :
= (k+DVEk+kvVE+1
Rozwiaz uklady réwnan
=8 — g2
Tyt o v ) 2% +2y% — 2yz = 100
(a) Jay+yz=12—y (b) 2
9 2xy — z° =100
yz+zex=—-4—=z2

Rozwiaz rownania
(a) (z—y+2)” =2 —y? +2°,

) Va+ vy —T+vz—2= %

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna postaci a* + 3, gdzie a € Nia > 1, jest
sumy trzech kwadratow liczb naturalnych.

Zalézmy, 7ze © +y = a i xy = b # 0. Wyraz za pomoca a i b wartoSci wyrazen:

1 1 .
() L+ B)a?ty? (@ ad o (@) Jr—yl (@) "~y () a4y

Zatézmy, ze x +y + 2z = a, xy + yz + zz = b, xyz = c. Wyraz poprzez a,b, c
wartosci wyrazen

(a) 2* +y* + 2 (d) (@+y)(y+2)(z+2),
(b) §+§ 3 (6) 2%y + 1222 + a2,
(c) 2 +y° + 2%, () (@+y—2)(y+z—2)(z+z—y).

Niech a,b,c € R. Wykaz, ze va —b+ b —c+ /c— a # 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczby a, b, ¢ sa parami roézne.

Liczby catkowite k, [, m spelniaja réwnosé

(k—0D2+(1

Wykaz, ze liczba k% + 13 +m3 jest podzielna przez k + 1 + m + 6.

—m)? + (m —k)? = kim.



Analiza - klasa 1a

Zestaw 5. 11.10.2023

Wzory skréconego mnozenia I1

1 1 1 1
. Zalézmy, ze x + — = 3. Oblicz 2> + —, 2 + = i 2% + —.
x 23 b x9
. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelnione sa nieréwnosci:

2 p2
a®+b >a+b> b > 2
2 2 +%

max(a, b) > > min(a, b).

Q-

Kiedy kazda z tych nieréwnosci staje si¢ réwnoscia?
1

. Niech z > 0. Wykaz, ze x + — > 2. Kiedy zachodzi réwnosé?
x

. Udowodnij nieré6wnosci miedzy $rednimi arytmetyczna i geometryczna dla trzech
i czterech liczb dodatnich:

%ﬂc > {/abe, W > Vabed.

. Nier6wno$¢ miedzy $rednig kwadratowg i arytmetyczng. Udowodnij, ze
dla dowolnych liczb ai,as, ..., a, zachodzi

\/a%—i—a%—&—...—i—ai L mtat.. . +an
n - n '

Powtodrzenie

1. Czy ponizsze zdanie logiczne jest tautologia?

(pVa) = (gAr)) <= ((~pA~q)VgAT).

2. W trakcie kolejnej misji Agent Tajny (A.T.) ma 3 informatoréw. Kazdy informa-

tor albo zawsze klamie, albo zawsze méwi prawde. Informatorzy wiedza, ktéry
z nich klamie, a ktéry méwi prawde. Kazdemu informatorowi A.T. zadal dwa
pytania:

1. Czy ktorys z pozostalych informatoréw klamie wtedy i tylko wtedy, gdy ty mo-
wisz prawde?

2. Czy, jesli klamiesz, to ktorys z pozostalych informatoréw mowi prawde?

Czy na podstawie otrzymanych odpowiedzi A.T. moze stwierdzié, kt6ry informa-
tor méwi prawde, a ktéry kltamie?

10.

11.

Zapisz zaprzeczenie ponizszego zdania i rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie,
czy jego zaprzeczenie.

= £€R\{0} vyeR J.er (zy <O)V(z+2z>y).
Dane sa zbiory A, B,C, D. Udowodnij, ze zbior
X =(AABUCUD))N (BA(CUDUA)) N (CA(DUAUB))

sklada sie z tych elementéw, ktore naleza do dokladnie jednego ze zbioréw
A, B,C,D.

1 1 1
. Zalézmy, ze x — — = —2. Oblicz 23 — — i 2% + —.
T 3 x6
Liczby aq,as, ..., a, sa dodatnie i ich iloczyn jest réwny 1. Wykaz, ze

(I4+a1)1+as)...(1+a,) >2™

Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Udowodni, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

a®> + b+ 2 > ab+ be+ ca.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 zachodzi nieréwnosé

s/ad + b3 S a—}—b.
2 2

Dane sg liczby rzeczywiste x,y, z takie, ze

T+yYy+z=-5 aytyz+zer=2 zyz=12.

1 1 1
Wyznacz wartoéci wyrazen: =2 + y® + 22 oraz S +t5+t=
x Y z

Rozwiaz uklady réwnan

2% +422 —4yz +2y+1=0

a . 20
(@) §+2) -2ty 322 — 62 +3 = a?

(x4+y) - z+22=-3
(b){
(z+2)-y+22=3



Analiza - klasa 1la Zestaw 6. 24.10.2023 5. Wykaz, ze jesli 0< 2 <1i0<y <1, to

z Y

+ < 1.
. » s e 1 + Yy 1 +x
Nierownosci
o o ) 6. Niech n bedzie liczba naturalna. Ktéra z liczb jest wieksza: v/n + v/n+2 czy
Ponizej a, b, ¢, d oznaczaja liczby rzeczywiste. oNm+ 17
(1) jeslia<bib<ec toa<c 7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg nieréwnosci

(2) jeSlia<b toa+c<b+cia—c<b-—g
a+b+c<3d, b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3c

b
(3) jeélia<bic>0,t0ac<bci9<7;
c

¢ Wykaz, ze a = b= c =d.
(4) jeSlia<bic<0,toac>bci 4 > - 8. Liczby a, b, ¢ sg rzeczywiste. Udowodnij, ze wéréd trzech liczb a — b2, b—c?, ¢ — a?
o . € ¢ przynajmniej jedna jest mniejsza lub réwna i.
(5) jeSlia<bic<d,toa+c<b+d Zal Udowod
9. ormy, ze 0 < ay,ag,...,a, < 1. ij, 7
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSlia<bic<d,toa—c<b—d ! arozmy, 26 US a1, a2, -+, Gn owodm), ze
. . . 1 1
(6) jesliO<a<bil<c<d,toac< bd; a1as . .. a, < o lub (1 —a)(1—as)...(1—an) < o
(7) jeslioO<a<bic<d<0,toad> b
b , . . . . . o . , o . AT ..
UWAGA: Nie jest prawda, #e jesli a < b i ¢ < d, to a <2m 10. Ktora. z E)l(gcu% 1.1czb a, b, c,d, e jest najmniejsza, a ktéra najwicksza, jesli spetniaja
c  d one nieréwnosci
e 1 1
8) jeslia>b>0,to PR a+b<c+d, b+c<d+e c+d<e+a, d+e<a+b.

(3)

(9) jedli a # 0, to a® > 0;

(10) jedlia > 0,b>01ia? > b% to a > b;
)

11) jeSlia > 0,b >0 i b, t > b. 1 1 b b
(11) jesli a > 0, i va> b, toa (@) <a+3b><+3a><a+a)>24’ ) (atd) /a; > av/Bbya.

11. Wykaz, ze dla liczb dodatnich a, b prawdziwe sa nieréwnosci

b b
1. Liczby a1, az,...,a, sa dodatnie i ich iloczyn jest rowny 1. Wykaz, ze 12. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréw-
n nosé
(1+a)(I+a2)...(1+a,) > 2" ab+ad+bctcd  ab cd

Z + .
a+b+c+d a+b c+d
2. Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé
13. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja rownosci
(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.
atbt+c=1 a® + 0%+ =1.
3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 zachodzi nieréwnosé
Udowodnij, ze a-b- ¢ < 0.
3/ a® + b > a+ b. 14. Agent Tajny pltywa w srodku kwadratowego basenu, Wrogi Agent stoi w jednym
2 2 z rogow. Wrogi Agent nie umie plywacé, ale biega 4 razy szybciej niz Agent Tajny
plywa. Agent Tajny biega szybciej niz Wrogi Agent. Czy Agent Tajny moze uciec
Wrogiemu Agentowi?

4. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan nieréwnosci.

(a) 2% > 2z, (d) (z*=1)(z*+1) >0
(b) z(z—1)(z—2)(z—3)(z—4) > 0, A 3
() (2~ 4)(@+1)? <0, © e Ty <0



Analiza - klasa 1a Zestaw 7. 7.11.2023

Indukcja matematyczna I

Zasada indukcji matematycznej. Dla n € N niech 7T, oznacza zdanie, ktére, w
zalezno$ci od n, moze by¢ prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:
(i) baza indukcji: prawdziwe jest zdanie T} ,
(ii) krok indukcyjny:
Viaew Tw = Tui1,
czyli dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania 7,, wynika zdanie T},11,
to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T,, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze by¢ takze zdanie T}, gdzie k jest pewna liczbg catko-
wita. Wéwcezas krok indukcyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby catkowitej
n > k implikacji T,, = T,41. Wowczas zdanie T, jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

1. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sg réwnosci:

SDUEE

(b)Zk2 ”“)6(2”“), (f)zn:k!-k:(nﬂ)!—L
k=1

n+1)

) ;k(k+1) Thn+1

© Sk = 2 NOE)
k=1

(@ ;k - (Y

1 1 1
kk+1)(k+2) 4 2n+D)n+2)

Z\[_’_\/; vn+1-1

n

0 I (1-35) ="t (0>2)

k=2

(i)

k=1
2. Udowodnij, ze dla kazdego n € N
(a) 6| n>+ 5n, (e) 37| 1000™ — 1,
(b) 914"+ 15n —1, (f

)
) ) 13]1000™ + (—1)"+1,
(c) 3]10™ +4m —2, (g) 415 - 72(n+1) 4 93n
(d) 11 | 26n+1 4 g2n+2) (h) 10| 2@"") —.

10.

11.

12.

Zmajdz i udowodnij wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy
dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

Zmajdz i udowodnij wzory na sumy
n

(a) S (-1,

k=1

b) > k(k+1)(k+2).
k=1

(WAZNE!!) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych
a,b prawdziwa jest tozsamosé

(a—Db)(a"

Natomiast jeSeli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

a” —b" = T a" o+ a4 ab" R ).

a® + b = (CL T b)(an—l an—Qb 4 an—3b2 _ abn—2 4 bn—l).

Na plaszczyznie narysowano n prostych w taki sposob, ze zadne dwie nie sg réw-
nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziela plaszczyzne na (n? 4+ n + 2)/2 obszaréw.

Na ile obszaréw dzieli ptaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
majg 2 punkty wspdlne i zadne trzy nie maja puktu wspdlnego?

Udowodnij, ze wsrod obszarow na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
n—1)(n-2)
2
Z tablicy o wymiarach 2" na 2™ usunieto jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostala czes¢ tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie ptytkami

w ksztalcie litery L, skladajacymi sie z 3 kwadratéw.

najwyzej obszaréw ograniczonych.

Ay, Ag, ..., Ay, to zbiory. Udowodnij, ze zbiér A1 AAsA ... AA, sklada sie z tych
elementéw zbioru A; U Ax U. ..U A, ktére nalezg do nieparzystej liczby zbioréw
Ag.

Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
torow stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mégt otrzymywaé informacje od pozostatych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byt
zawsze ten sam!)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 22") — 1 ma co najmniej n
roznych dzielnikéw pierwszych.



Analiza - klasa la Zestaw 9. 21.11.2023 10. Kiedy nieréwnosé¢ Bernoulliego staje si¢ réwnoscia?

11. Udowodnij nier6wnos$é Weierstrassa:

. Dla liczb z1,x2,...,2, > —1, ktére wszystkie sa tego samego znaku, prawdziwa
Indukcja matematyczna II jest nieréwnosé
(I+ax) - A+a2) .. - A4z 214z 22+ ...+ 2y

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci
12. Niech x > 0 i n € N. Udowodnij nieréwnos¢

-1
(1+x)">1+nm+MmQ.

\/ﬁ<zi<2¢ﬁ.
k:l\/E 2

2. Wykaz, ze dlan € N1ia,b > 0 zachodzi nieréwnosc¢

(a+b)" < 2" Ha™ 4 b™).

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnoscé

(a) 2" >n? (d) 2"t (n!)? < (2n)!
(b) n! >mn3 (e) (n!)? >nn
(c) 3" >(n+1)-27 (f) (2n)! > 371 (nl)? + 47
4. Dane sa liczby dodatnie a1, aq, ..., a, takie, ze a; +as+. ..+ a, = n. Udowodnij,
zeay-ag ... ap < 1.

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

(a) 1 n 1 n +1>1
a) —+—+... +— > =
n+1 n-+2 2n 2
1 1 1 7
b) — it — 2 =
()n+n+1+ +2n 12

7. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n —1 1
< —
2n V2n

8. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza (czyli p1 = 2, po = 3, itd.) Udowodnij, ze
pn > 3n dlan > 12.

3
S

[N

9. Udowodnij nieré6wnosé Bernoulliego:
Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej x > —1 prawdziwa jest nie-
rownosé
(1+z)" > 1+ na.



Analiza - klasa 1la Zestaw 9. 22.10.2023 7. Niech n € N. Udowodnij przez indukcje, ze

(a) 952" +3n — 1,

’ . . ’ ’ . . e b 25 21’L+2 .371_’_5”_47
Powtoérzenie - nier6wnosci, zasada indukcji (b) 25
(c) 19|75 +12.6".

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé
1. Zaznacz zbior rozwigzan nieréwnosci na osi liczbowej i zapisz go jako sume roz-

1 ) . . no gk 1
tacznych przedzialéw lub pétprostych: 9. H S14 b
L3k +1 3n
(a) (2z+1)2-4<0, k=1
() (+1)(z—2)(z—5) >0, 9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci
2 2 1 1
(c) (*=9)(z*+9)(z+2) <0, (a) 1+ 2+.”+3 1>1
(d) (22 + 2z + 2)(4z — 5)(4 — 5z)(6x + 5) < 0. nt X "+1 ”+1
b)l+ —+—+...+—=<3
2. Dane sg liczby dodatnie a, b, ¢, d takie, ze (b) 2v2  3V3 ny/n
10. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze spelniona jest nieréwnoscé
a+b<c+d i a+c<b+d.
(a) 3" >n-2",
Udowodnij, ze (b) 27 +n? < 37,

a-(a+b+c)<d-(b+c+d). (C)n.5n>3n+1+(n+1)2_2n

3. Liczby z,y, z sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

(z+y)(y+2) <z®+ 25 + 2%

4. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c prawdziwa jest
nier6wnosé

a* + b + ¢ > Vabe(Va+ Vo + Ve).
5. Zalézmy, ze z,y, z > 0. Udowodnij, ze

1

1 1
(z+y+2) (++> > 9.
r Yy z

6. Udowodnij wzory:

k=1
2n 2n
1 k+1 1
(D) D)= S
k k
k=1 k=n-+1
~kP—k—-1 _ n+l
() k! Y
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Indukcja matematyczna I11

Silna indukcja: Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zdanie T,,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe,

(ii) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdan Ty, T, . . . , Ty, wynika prawdzi-
wos¢ zdania Ty

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

Indukcja Cauchy’ego: Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zdanie T,,.
Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe,

(ii) dla kazdego k € N zachodzi implikacja Tor—1 = Tor,

(ii) dla kazdego n € N zachodzi implikacja T,,+1 = T,

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Wskaz blad w ponizszym rozumowaniu:

Udowodnimy, Ze wszystkie koty sq tego samego koloru, tzn. dla kazdej liczby na-
turalnej n wykazemy zadanie T, : kaZde n kotow jest tego samego koloru.

Ty jest zdaniem prawdziwym, bo jest tylko jeden kot.

Zalozmy, Ze prawdziwe jest zdanie Ty. Rozwazimy dowolng grupe k + 1 kotow 1
ponumerujmy koty liczbami 1,2,... k, k+ 1. Koty o numerach 1,2, ...,k sq tego
samego koloru, bo jest ich k, tak samo koty o numerach 2,3,... .k + 1 sq tego
samewgo koloru, bo jest ich k. Zatem dla dowolnego 7 =1,2,...,k koty o nume-
rach j i j+ 1 sq tego samego koloru, wiec wszystkie k + 1 kotow jest tego samego
koloru. Na mocy zasady indukcji zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdego n € N.

2. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wigksza od 3, to kwote n zlotych mozna
wyptaci¢ monetami 2 i 5 zlotowymi.
1
3. Dana jest liczba rzeczywista x taka, ze liczba x + — jest calkowita. Udowodnij, ze
x
dla kazdej liczby naturalnej n liczba ™ + x% tez jest calkowita.

4. Zalézmy, ze a1 =5, as = 13 oraz a,42 = Han+1 — 6a, dla n € N. Udowodnij, ze

a, =2" +3" dla n € N.

5. W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 8 lub ~, przy
czym kazda z liter wpisano w dokladnie n p6l. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawiaé litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly si¢ trzy rézne
litery.

6. Wierzchotki n-kata wypuklego pomalowano trzema réznymi kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz

10.

11.

12.

kazde dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wie-
lokat mozna podzieli¢ przekatnymi na tréjkaty w taki sposéb, ze wierzchotki kaz-
dego tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna mozna zapisaé jako sume réznych poteg
catkowitych nieujemnych liczby 2.

Zmajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnosci, ze grupe skladajaca sie z n oséb
mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i piecioosobowe.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych dzielnikéow
liczby n!, ktérych suma jest rowna n!.

Niech z1,x2,..., 25 1 Y1,Y2,--.,Ym to liczby naturalne takie, ze

1 +To+ ... +Tp =Y1+Y2+ ... +Yp < NM.

Udowodnij, ze z kazdej z sum 21 +xo+...+ 2, i y1 +y2 +. . . + Yy mozna usunaé
cze$é wyrazéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
rowne.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego: Dla liczb
nieujemnych aq,as, ..., a, prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ax+...+ay
n

> ai1az...0y.

Ponadto, réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =as = ... = ay,.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich
ai,as,...,a, zachodzi nieréwnosé

(14+a)(I+asz)...(L+a,) > 1+ Yaraz...a,)".



Analiza - klasa 1a Zestaw 11. 6.12.2023
Nierownosé Cauchy’ego

Definicja. Niech ay,a2,...,a, € R.

e liczbe Gitet.. +an nazywamy Sredniq arytmetyczng liczb a1, as, ..., ay.

e dlaagy >0 (k=1,2,...,n), liczbe /ajas...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb aq1,as, ..., ay.
n

e dlaap #0 (k=1,2,...,n), liczbe T T — Dazywamy §rednig harmo-
. . a1 az : an
niczng liczb aqy,as, ..., an
Twierdzenie (nier6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,

prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ag+...+ay
n

> ai1az...0ay.

Ponadto, réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = ay,.

Whniosek (nieré6wno$¢ miedzy S$rednia geometryczna i harmoniczna). Dla
liczb dodatnich aq,as,...,a, prawdziwa jest nieréwnosé

Yaras .. .0y =

n
1 1 1
a1+a2+"'+an

Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = a,.
1. Liczby ai,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
T T Y
ao as (07 aj

2. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

n+1\"
I'< .

3. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwnos$¢ Bernoulliego.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnos¢
2v/a + 3Vb > 5V ab.
5. Liczby a, b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

at +20° +4e > 7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnos¢
2 +y? + 2% > 8/xyz — 16.
Kiedy ta nieréwno$c¢ staje sie rownoécia?

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2
Yn <1+ —.
Vn<it o

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

1 1 L 4 n 16 S 64
b ¢ d” a+btctd
Liczby ay, a9, ..., ay, sa dodatnie. Udowodnij, ze

11 1 )
(ar+as+...+ay)- a—+—+...+— >n”.

Niech 0 < z < 3. Wyznacz maksymalng wartoéé wyrazenia x2 - /3 — x i wskaz
liczbe x, dla ktorej ta wartosé jest przyjmowana.

Wyznacz maksymalna warto$é wyrazenia (1 + x)* - /1 —z, gdzie —1 < z < 1.
Wskaz liczbe x, dla ktérej ta warto$¢ jest przyjmowana.

Dane sa liczby dodatnie a1, ...,a,, takie ze a1 + a2 + ...+ a, = 1 oraz k € N.
Udowodnij, ze

e L
oF + s +...+ ok 7 n
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as,...,ay,b1,bs, ..., b, spelnio-

na jest nieréwnosé

{‘/alag...an—i— Vb1b2bn< Q/(a1+b1)(a2+b2)(an+bn)

Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abed = 1. Udowodnij, ze

a b c d
> 1.
b—|—C—|—d—|—1+C+d+a+1+d—|—a—|—b+1+a+b—|—6+1
Liczby aq,as,...,a,,b1,bs,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnos¢
n 1 n
D D (e +0i)* > an’
i=1 ' =1

Niech n € N. Za pomoca nieréwnosci Cauchy’ego udowodnij nieréwnosci

(a) (1+ n}r1>n+1 > (1+i)n, (b) (1+;>n+1 > <1+ni1)n+2.

Udowodnij nieréwnosé¢ Cauchy’ego, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego.
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Ciagi jednomonotoniczne

Definicja. Méwimy, ze dwa ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) i (b1,b2,...,by,)
s jednomonotoniczne jezeli a7 < a2 < ... < ap, 1 by < by < ... < b, lub
a2 ay>=>...2a,iby 2by>...2b,.
Umawiamy sie, ze dla dwéch ciagéw liczb rzeczywistych (a1,a9,...,a,) i
(b1,b2,...,by)

a; a a

l:bi bj b::l = a1by + asbs + ...+ a,b,.

Méwimy, ze cigg (b)), b5, ..., b)) jest permutacjq ciagu (by, b, . ..
kolejno$é¢ wyrazéw w jednym ciggu mozemy otrzymaé drugi.

,bn), jezeli zmieniajac

Twierdzenie. Jezeli ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,an) 1 (by,ba, ..., by) sa jed-
nomotoniczne, to to dla dowlonej permutacji (b}, b5, ...,b)) ciagu (b1,be,...,b,) za-
chodzg nieréwnosci

ay a2 ... Qnp S ay a2 ... Qp S aiy a9 s Qp

bi by oo bl T by o BT by bt .. by

1. Liczby a,b sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci
© 1+1<1\/3+1\/3
ad "B T adVa Vb
3 3 2 b2
“ v (d) /& /= > Va+ Ve
b a b a

(a) a® +b% > ab + ab?,

(b) a®?+bv* < —+ —

2. Liczby z,y sa dodatnie, m,n € N. Udowodnij, ze a™*™ + b™+" > g™b" + a"b™.
3. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodza nieré6wnosci
(a) a® +b% + ¢ > a?b+ bc + c*a
(b) a®b+b3c+ c3a > a’be + b2ca + c*ab
a4+ 4+c2 1 1 1
© e ZatrTe
4. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich aq,as, ...,

a, zachodzi nieréwno$é

a a Ay a 1 1 1
St et —
a; aj a? ay ar  as an,

ab  alc bla b Ba  3b

10.

11.

12.

13.

14.

Wykaz, ze dla dowolnej permutacji (ay, a5, ..., al,) liczb dodatnich ay,as,...,a,
aq as a
ap G n

Nastepnie za pomocy tej nieréwnoéci udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego.
Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to

a+ b L c o
b+c c+a a+b”

N w

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

a? b2 2 at+b+ec
+ - >
b+c c+a a+bd 2

Dane sa liczby 1 < z2 < ...
(ZlaZQa .- -’ZTI) Ci%gu (ylay27' .-

n n
Z T — )’ < Z(ﬂfk—zk)Q-
k=1 k=1

SaTpiyn < Y2 < .o
,Yn)- Udowodnij, ze

<y, 1 permutacja

Nieré6wnos$é Czebyszewa. Niech a; < as < ..
wodnij, ze woéwczas

.anibl <b2 SO gbn Udo-

a1b1+a2b2+...+anbn S a; +ag+ ...+ an b1+b2++bn
=z : .

n n n

Niech kK € Ni ay,as9,...,a, > 0. Udowodnij, ze wéwczas zachodzi nierownosé

i/a’f—l—a’g—i—...—i—aﬁ o a1 +as+...+a,
n - n ’

Niech a, b, ¢ to dlugosci bokéw pewnego trojkata. Udowodnij nieréwnosci

b+c—
alb+c a)+

blc+a—>b) cla+b—rc) a b c
+
be ca ab

<3< .
b+c—a+c+a—b+a+b—c

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb naturalnych xq,xo, ...
nieréwnoéé

, T, zachodzi

T S S I
12 22 n2 = 2
Liczby aq,as,...,a, sa dodatniei S = a1 +as +. ..+ a,. Udowodnij, ze wowczas
prawdziwe sg nieréwnosci

ai a2

an, n

> 7

(2) S—a1+S—a2+ +S—an n—1
S S S n?

b > .
()S—aleS—otgJr +S—an n—1
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Nierownosci

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci

2
2 n-—n
(a) (n—i— ) >2n — 1,
n

n2+2n
n 1
b
(®) (n+1> T3

n—1
n 1
() | —= < .
n+2 vV2n—1
2. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wigksza: n™ czy
(’ﬂ, + 1)77,71
3. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wieksza: "v/n + 1
czy {/n.

4. Niech z,y, z > 0. Udowodnij nieréwno$c¢

(z +y+2)?

3 2 T\/Yz + YV 2T + 2,/TY.

5. Liczy dodatnie x1, x3, ..., x, spelniaja warunek x; +x2+...+z, = 1. Udowodnij,

(1+;>-<1+;>~...~(1+;> > (n+1)".

6. Wyznacz maksymalna warto$é wyrazenia (2 + x)3 - v/2 — z, gdzie —2 < 2 < 2.
Wskaz liczbe x, dla ktérej ta wartos¢ jest przyjmowana.

7. Niech m,n € Nia,b € R, a < b. Wyznacz maksymalng wartos¢ iloczynu
(@ —a)™- (b—=)",
gdzie a < x < b.

8. Niech n € N. ZnajdZ najmniejszg mozliwg wartos¢ wyrazenia
a—>b\" a—>b\"
1- + 1+
( a+ b) ( a+ b) ’
9. Liczby a1, a9,...,a, sa dodatnie oraz a,4+1 = a1 1 apya = ae. Udowodnij nierow-

nosé
n n 1
22 9 2
§ A0k 1 0,42 | - E :W >ns.
=1 Y %k+1

k=1

gdzie a,b > 0.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

n- \"/n—&-1<n+z
k=1

x| =

Niech a > 1 i n € N. Udowodnij nieréwnos¢

a” -1 >n(\/a"+1f\/a”*1).

Niech n € N. Udowodnij nieréwnosé

n . kj n n
H k 1g 1) -
paiiet + n+

Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci

a2+ +E A+a? a® b 3
+ + < —+ —

a+b+c< .
thtes 2¢ 2a 2b be caJrab

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwno$c¢
a® + 0%+ 3+ d® > a®b+ Ve + Pd + dPa.

(*) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b, ¢ prawdziwa
jest nieréwnoéé

a + Vab+ Vabe 5 a+b a+b+c
R A

(*) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna n mozna jednoznacznie zapisaé jako

sume
k

n= E a; - j',
=1

gdzie k jest liczba naturalng i a; to liczby calkowite takie, za 0 < a; < j dla
i=12... k.
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Wprowadzenie do funkcji

Definicje. Jezeli kazdemu elementowi x zbioru X zostal przyporzadkowany doktadnie jeden
element y zbioru Y, to méwimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca zbior X w
zbiér Y. Jedli taka funkcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y.

e Jezeli y € Y jest elementem przyporzadkowanym elementowi x € X, to piszemy y = f(x)
i méwimy, ze y jest wartoscig funkcji f dla argumentu x

e 7Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbiér Y przeciwdziedzing funkcji f.

e Dla podzbioru U C X obrazem zbioru U wzgledem funkcji f nazywamy zbior

fO)={f(z)eY :z €U}

Zbiér f(X) nazywamy obrazem funkcji f.

e Funkcje f taka, ze dla dowolnych u,v € X zachodzi f(u) = f(v) nazywamy funkcja stalq.

e Funkcje f: X — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi f(x) = x nazywamy identyczno-
$cig na zbiorze X.

e Dwie funkcje f,g : X — Y sa réwne, jezeli dla kazdego = € X zachodzi f(x) = g(x).
Mozemy wowczas napisaé f = g.

e Powiemy, ze funkcja f jest réznowartosciowa (1 - 1), jezeli dla dowolnych z1,22 € X z
réwnosci f(x1) = f(x2) wynika, ze 1 = x2 czyli

vzl,z2€X flz1) = f(x2) = z1=u22.

Piszemy wéwczas f: X Sy, Funkcje réznowartosciowe sa tez nazywane injekcjami.
e Powiemy, ze funkcja f jest na, jezeli kazdy element Y jest wartoscig funkcji f, czyli

\v/yEYzl zeX Y= f(x)

Piszemy wéwczas f : X 23 Y. Funkcje ,na” sg nazywane sa surjekcjami.
e Funkcje, ktéra jest jednoczesnie réznowartosciowa i ,na” nazywamy bijekcjg lub funkcja
wzajemnie jednoznaczng i piszemy f : X Zy.

Zlozenie funkcji f : X - Y ig:Y — Z jest to funkcja go f : X — Z, ktérej wartosé dla
elementu x € X jest zdefiniowana jako

(g0 f)(x) =g(f(x)).
Sktadanie funkcji jest taczne, tzn. jesli f : X — Y, g : Y — Z h : Z — U, to
ho(gof)=(hog)of.
Definicja. Funkcja g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X — Y, jezeli go f jest

identycznoscia na zbiorze X i f o g jest identycznoscia na zbiorze Y. Funkcje g oznaczamy
wowezas L.

Twierdzenie. Funkcja f : X — Y posiada funkcje odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
bijekcja.

Whniosek. Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotng, to tylko jedna.

1. Naszkicuj wykresy i wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:R—-R, f(z) =22 -3, (f) f:R-R, f(z) = 1 =
(b) f:R =R, flz)=—Le+1, 1+z
(c) f:R—=R, f(x) =21, (g) f:R—-R, f(z)=|z+2 -2
(d)fR—)R,f(LL'):\S/E, )
(©) £ B\ {0} — B, (&) = - () R\ {1} = B, f(@) =

-1’
Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?

2. Niech k € N. Czy funkcja f : N = R, f(n) = ¥/n + 1— ¥/n, jest réznowartosciowa?

3. Podaj przyklady funkcji (a) f:Z = N, (b) g: N3 Z.

4. Podaj przyklad funkcji przeksztalcajacej zbiér N na zbidr liczb wymiernych do-

datnich.
5. Podaj przyklad funkcji f,¢9: N — N takich, ze fog # go f.
6. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest réwnosé¢ f(f(n)) = f(n) +1 oraz 1 € f(N).
7. Zbiér A ma skonczenie wiele elementéw i f : A — A. Udowodnij réwnowaznosé
warunkéw: (i) f jest injekcja (ii) f jest surjekcja (iii) f jest bijekcja.
8. Niech 4, ={1,2,...,n}.
e Kazdg funkcje wzajemnie jednoznaczna f : A, — A, nazywamy permutacjq
zbioru n-elementowego A,,.

e Permutacje f taka, ze dla pewnych réznych elementéw aq,asq,...,ar € A,
zachodzi f(a;) = a;xq1 (1 = 1,2,...,k — 1), flar) = f(a1) i f(z) = z dla
x # a,...,a, nazywamy cyklem dlugosci k i zapisujemy (a1, asg, .. ., ax). Cykl
dlugoéci 2 nazywamy transpozycjq.

e Méwimy, ze cykle (ai,...,ar) i (b1,...,b;) sa rozlaczne, jesli {ay,...,ar} N
{b1,..., 0} =0.

(a) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawi¢ jako zlozenie pewnej
liczby parami roztacznych cykli.

(b) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby transpozycji.

9. Permutacje f zapisano na dwa sposoby jako zlozenie p transpozycji i jako zlozenie
q transpozycji. Udowodnij, ze 2 | p — q.
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Funkcje liczbowe

Definicja. Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f : D — R, gdzie D C R.

Funkcje liczbowe f,g : D — R (okres$lone na tym samym zbiorze D) mozna dodawaé, odej-
mowa¢ 1 mnozy¢. Tak otrzymane funkcje oznaczamy f + g , f — g, fg. Jedli f(z) # 0 dla
kazdego = € D, to mozna rozwazac iloraz funkcji %

Definicja. Niech D CRixz € D <= —x € D. Funkcje f : D — R nazywamy parzystg, jesli
f(x) = f(—=) dla kazdego x € D i nieparzystq, jesli f(z) = —f(—=x) dla dowolnego = € D.

Monotonicznosé funkcji. Méwimy, ze funkcja f jest

e rosngca, jesli f(x) < f(y), gdy = < y, e monotoniczna, jesli jest niemalejaca lub nie-
e malejgca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y, rosnaca,
e niemalejgca, jedli f(z) < f(y), gdy z <y, e Scisle monotoniczna, jesli jest rosnaca lub
e nierosngca, jesli f(z) > f(y), gdy = < vy, malejaca

Przedziat monotonicznos$ci funkcji f jest to przedzial, na ktérym funkcja f jest monotoniczna,
ktory nie jest zawarty w wiekszym przedziale o tej wtasnosci.

Przyklad: funkcja f(z) = 2 ma dwa przedziaty monotonicznogci: (—oo, 0], na ktérym maleje
i [0,4+00), na ktérym rosnie.

Moéwimy, ze funkcja f jest ograniczona, jesli istnieja stale A, B € R takie, ze A < f(z) < B
dla dla kazdego .

Ekstrema funkcji. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie a € D

e minimum (minimum globalne), jezeli f(x) > f(a) dla kazdego © € D. Woéwczas piszemy
min f = f(a) lub min f = f(a);

o maksimum (maksimum globalne), jezeli f(x) < f(a) dla kazdego x € D. Wéwczas piszemy
max f = f(a) lub mgxf = f(a);

o minimum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,c¢) C D taki, ze a € (b,c) i f(z) > f(a) dla
kazdego = € (b, ¢);

o maksiumum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,c) C D taki, ze a € (b,c) i f(z) < f(a) dla
kazdego = € (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym

Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym.

1. Wyznacz dziedziny funkcji

3a° 42 7 () fla)=/Ja—2- V2 +1

@ /@ = e Poe 1
(b) @)= /ale — (= —2)(= - 3), © 1@ = Ve = 5

(c) f(x):\/i,g(w)z i; ) (f) f(m):m'

i

]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Opisz, jak z wykresu funkeji f(x) otrzymaé wykres funkcji f(z) + a, f(x + a),
af(x), f(ax), gdzie a € R.
Korzystajac z poprzedniego zadania naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbio-
ry wartodci:

2z 43
b = —
(b) (o) = -2,
Udowodnij, ze kazda funkcja f : R — R jest suma funkcji parzystej i funkcji
nieparzystej. Czy takie przedstawienie funkcji f jest tylko jedno?

(a) f(x) = 2% + 22 -2, () flz) = [Jx — 2] —2| — 2.

. Co mozna powiedzie¢ o (nie)parzystosci funkeji f + g, fg, f o g w zaleznoéci od

(nie)parzystosci funkcji f i g7

Udowodnij, ze funkcja f(z) = = jest rosngca. Wyznacz funkcje f~1.

T
vVi+x
Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z géry lub z dolu, wyznacz jej ekstrema globalne (jedli istnieja,).

(a) f(x):ﬁlxﬁeug (d) f@)=|lz—2/-2|, z€R
z—3 1

(0) @)= 12y w € R ©) J@) = oz 7R M

(©) f@)=|z+1]+|z 1],z €R () f(r):%,xeﬂ%

Funkcje f1, fo : D — R sa niemalejace. Czy funkcje g(z) = min(f1(x), f2(z)) i
h(z) = max(f1(x), fo(x)) réwniez sa niemalejace?

Funkcja f : D — FE jest bijekcja i jest $cisle monotoniczna. Wykaz, ze funkcja
f~! tez jest monotoniczna.

Funkcje f i g sa $ci$le monotoniczne. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci
funkcji f-gi fog?

Punkt P jest srodkiem symetrii wykresu funkcji f : R — R. Udowodnij, ze P
nalezy do tego wykresu.

Wyznacz wszystkie funkcje f : Q — R takie, ze dla dowolnych z,y € Q spelniona
jest réwnosé f(z) + f(y) = f(z + ).

Wyznacz wszystkie funkcje f : N — N takie, ze f(m+n) = f(m)f(n) dla wszyst-
kich m,n € N oraz f(f(k)) = f(k)? dla pewnego k € N

Funkcja f : (0,400) — (0,400) spelnia réwnosé f(xf(y)) + f(yf(x)) = 2zy dla
dowolnych z,y € (0,+00). Udowodnij, ze f jest injekcja. Wyznacz wszystkie takie
funkcje f.

Funkcja f : R — R spelania réwnosé f(f(z)+y) = 2z+ f(f(y) —x) dla dowolnych
z,y € R. Udowodnij, ze f jest surjekcja. Wyznacz wszystkie takie funkcje f.
Funkcja f : N — N spelnia dla kazdego n € N nieréwnoéé¢ f(n + 1) > fo f(n).
Udowodnij, ze f(n) =n dla kazdego n € N.

Funkcja f : N — N jest rosnaca i spelnia dla kazdej liczby naturalnej n réwnosé

f(f(n)) = 3n Oblicz f(999).
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Funkcje — powtoérzenie

Funkcja signum:

1 dla z > 0,
sgn(x) =40 dla z =0,
-1 dlaz<0.

. Wyznacz dziedzine funkcji:

V3z +5
VV2r=3-Vz -2 z
e

(x —2)(x+3)

(a) f(x) =

(b) f(x)

. Zbadaj, czy ponizsze funkcje sa parzyste lub nieparzyste:

(a) f(z) =sgn(x)- |z, o 22 x|
(c) fz)= NEEG
(b) flz) = xﬂﬂ (d) f(z) = |J;:Ll50| |z+_150|

. Funkcja f : R — R spelnia dla dowolnych z,y € R réwnanie f(z)f(y) = f(zy).
Udowodnij, ze f jest funkcja parzysta lub nieparzysta.

. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z géry lub z dotu, wyznacz jej ekstrema globalne (jesli istnieja). Na-
szkicuj wykres kazdej funkcji.

(a) f(z)=183z+1 -3z —1],z€R w

(c) f(z) = »z € R\ {0}
2z -1
(b) flz) =2z —1|+2[,z€R (d) f(2) = 5>z €R\{-3}
. Wykaz, ze funkcja f(z) = 1 f| | jest $cisle monotoniczna, wyznacz jej obraz i
x

wyznacz funkcje f~1: f(R) — R.

. Udowodnij, ze funkcja f : [2,4+00) — R dana wzorem
flr)=vVae+2—-vz -2

jest réznowarto$ciowa, wyznacz jej obraz i funkcje odwrotng f=!: f(R) — R.

10.

11.

12.

Wykaz, ze funkcja f : [0,4+00) — R dana wzorem

JT

f(x)zm

jest réznowartosciowa, jej obrazem jest przedzial [0, %) i wyznacz jej funkcje od-
wrotng f~!:[0,4) — R.
Wskazowka: Jezeli funkcja ma funkcje odwrotna, to jest bijekcja.
Znajdz wszystkie funkcje f : (0,4+00) — R takie, ze dla kazdego x # 1 spelniona
jest réwnosé f(z) 4+ 2f (1) = x.
Wyznacz wszystkie (a) injekcje, (b) surjekcje f : R — R takie, ze dla dowolnych
x,y € R zachodzi ré6wnoéé¢ f(f(z) +y) = f(z +y) + 1.
Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych z,y € R spelniona
jest rownosé
(a) f(x)-fly)—zy = f(=)+f(y) -1,
(b) flz+y)* = f(2)* + f(y)?

(¢) flx+y)— flz—y) =4dzy
(d) flz+y)+zy=f(z)f(y)

Dla jakich liczb naturalnych n istnieje permutacja f zbioru A4, = {1,2,...,n}
taka, ze dla kazdej liczby k € A,

fR)y#k 1 f(f(k) =k?

Sy, oznacza zbidr wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n} ip € S, jest ustalona
permutacja. Udowodnij, ze funkcja H : S,, — S,, dana wzorem

H(g)=pog

jest bijekcja.
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Wartos$é bezwgledna

Najwazniejsze wlasnosci wartosci bezwzglednej:

(i)
(i)

(iii)

|z| > x dla kazdego x € R.

JeSlia > 01z € R to nieréwnosé |z| < a jest réwnowazna koniunkcji nieréwnoséi
—a<zr<a.

Jesli @ > 012 € R to nier6wnoséé |x| > a jest rbwnowazna alternatywie nieréw-
noséi x > a lub z < —a.

Jedli z,y € R to |zy| = |z| - |y| oraz, gdy y # 0, to ||x|| =
Y
Jedli z,y € R, to [z +y| < |z| + |y| oraz [|z| — |y|| < |z — y| < |z] + |y|-

T

. Rozwiaz réwnania:

(a) |z +2| =203 —x2) (c) lt—3|+|z+4 =9 (e |lz+1/-2|=1

(b) |z — |z — 2| =2 (d) [2z|+32—5 = |z—1| ) |le+2| - J2|| =2

(8) 2lz[+ [z -1+ ]z +1[=4 (h) |lz+1]— |z —1]| =3

. Rozwiaz nieréwnosci:

(a) p—2z| <1
() 2—z|<1—-2z
(©) Bo—4>7

(d) |z —2| < [z +4]
(e) [z+2]—|z| >1
(f) [l=+3l-2| <1 (h)

(8) |[lz+3l—2|>3
|z — 2|
T+ 1

r—1
|z + 2|

. Dla danje wartosci a > 0 narysuj na plaszczyznie z uktadem wspélrzednych zbiory

punktéw (z,y) takich, ze

@zl +lyl=a ®)letyl=a () max(jzlly)=a () |lz]-lyl[=a

. Rozwigz uktad réwnan

lz -yl =2
ly—zl==.
|z —z| =y

. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m € R:

(a) ‘|m|—3|:m (b) ||x|—m|:1 (c) Hx—m|—3|:1

. Rozwiaz réwnanie

2‘z7|x+|x—1|“:‘z+|x7|x+1||‘.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zapisz min(a,b) i max(a,b) za pomoca wartosci bezwglednej, dodawania, odej-
mowania, mnozenia i/lub dzielenia.

Wyznacz najmniejszg wartos¢ funkeji
fl@)=lz =1+ |z—-2|+...4+ |z —100], z €R.

Zalézmy, ze —1 < x,y < 1. Wykaz, ze |z — y| < |1 — zy|.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz| +ly| + |zl < |ly+z—z|+ |z +z—y|+ |z +y— 2|

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lo| + |yl + 2| F e+ y + 2| > |z +y[ + |y + 2| + |2 + 2|

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R spelniona jest nieréwnosé

i Yl < |z —yl

-— T -yl

T+22 1442 "7
|z -y

Dla z,y € R niech d(z,y) =

. Udowodnij, ze jesli z,y, z € R, to

V14221492
d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Udowodnij, ze dla dowlnych liczb rzeczywistych x,y, z spelniona jest nieréwnosc

|z +y + 2] < |z |y |2
I+le+y+z  1+z 14y 14|z

Wykaz, ze jesli a,b,c € R, to

‘\/a2+b2—\/a2+c2‘ < |b—cl.

Wyznacz wszystkie funkcje f : [0, 1] — [0, 1] takie, ze dla dowolnych z,y € [0, 1]
[f(z) = fy)l = o —yl.

Wykaz, ze dla dowolnych funkcji f, g : [0,1] — R istnieja z,y € [0, 1] takie, ze

7(2) +gly) — 3] > |

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, as,...,a,, b1,b2,...,b, za-
chodzi nieréwnosé
n

> (lai = ajl + b = bil) <D0 lai — byl

1<i<j<n i=1 j=1
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Czes¢ catkowita
Cze$é calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |x|) definiujemy jako najwigksza
liczbe calkowita mniejsza lub réwna 2. Mozna takze spotkaé oznaczenie [z].

Stw. Jezeli = jest liczba rzeczywista i k jest liczba caltkowita, to |x| = k wtw. gdy
E<x<k+1.

Najwazniejsze wlasnosSci czesci catkowitej:
(i) Jesli x <y, to |x] < |y] (czyli funkcja f(x) =
(i) |z] <z < |z] +1 dla kazdego = € R.

(iii) Jesliz e Rik € Z to (v + k| = |z] + k.

|| jest niemalejaca).

(iv) Jesliz e Rin €N, to “anJ - L%J
(v) Jesli z,y e Rto [z| + |y] < |z +y] <
0, to [z] - [y] < [xy].

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [z]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnosé [z] = — | —xz].

< lz| + |y] + 1.
(vi) Jesli z,y > <

Czes¢ ulamkowa liczby rzeczywistej x jest to liczba {z} = = — |x]

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi réwnosé
1
z+§ = |2z — |z].

2. Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

L$J+L—J

3. Funkcja f : N — N jest dana wzorem f(n) = L%J — L%J Wykaz, ze f jest surjekcja

i znajdz wszystkie liczby naturalne n takle ze f(n) = 2023.

4. Rozwiaz réwnania

(a) |z) + 3] = 17,
5+61’J _ 152z — 7

(b) ’
© %;17;6 (o) L[] =1,

7 4 (f) [(=+1)?] =

5. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

r= 3+ 5]+ 5]

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Rozwiaz ukltad réwnan
r+ly]+{z} =1,1
=] +{y} +2=2,2
{z}+y+1[2] =33
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
lz] + [y] +

|2z] + [2y] > lz+y].

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwno$c¢
[3z] + [By] + [3z] > 2(lz) + ly] + [2)) + [x +y+ 2]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

[Vn+vVn+1] = |Vin+2].

Niech n € N, z € R. Udowodnij tozsamosé Hermite’a:

Inz) = |z] + {x—kiJ +. 4+ {m+n_lJ.

x5

0<k<I<n

Niech z € R. Oblicz sume

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste 2 > 1 takie, ze liczba {/|2" ] jest catkowita
dla kazdego n € N\ {1}.

Niech = > 0. Udowodnij réwnosé { Lo:JJ = |x].

Wykaz, ze jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych dodatnich ¢ takich, ze

{¢*}+{q} = 0,99 i nie istnieje liczba wymierna dodatnia ¢ taka, ze {¢*}+{q} = 1.
- n? -1

Udowodnij, ze Z {\/E} < 5

dla kazdej liczby naturalnej n

Liczby a, b sa dodatnie, niewymierne i a + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n

|na] + [nb] =n—1.
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

[na] + [nb] = |nc].

Udowodnij, ze a + b = c.
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Zestaw 19. 15.5.2024

Zasada szufladkowa

Tw. 1. Niech n € N. Jezeli n + 1 przedmiotéw rozmieszczamy w n szufladach, to w
jednej z szuflad znajda sie co najmniej 2 przedmioty.

Tw. 2. Niech k,n € N. Jezeli kn + 1 przedmiotéw rozmieszczamy w n szufladach, to
w jednej z szuflad znajdzie sie co najmniej k£ + 1 przedmiotéw.

10.

11.

12.

. Na przyjeciu jest n > 2 gosci. Udowodnij, ze pewne dwie osoby maja taka sama

liczbe znajomych wéréd oséb bedacych na przyjeciu.

. W kazde pole tabeli n x n wpisano jedng z liczb —1,0,1, a nastepnie dodano

do siebie liczby z kazdego wiersza, z kazdej kolumny i z kazdej z przekatnych.
Udowodnij, ze pewne 2 z otrzymanych sum sg réwne.

. Na plaszczyZnie z ukladem wspélrzednych wybrano 5 punktéw kratowych (czyli

o obydwu wspdlrzednych catkowitych). Wykaz, ze 2 z nich sa koncami odcinka,
ktorego srodek tez jest punktem kratowym.

. Udowodnij, ze kazdy zbiér sktadajacy sie z n réznych liczb catkowitych zawiera

niepusty podzbidr, ktérego suma elementow jest podzielna przez n.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+1 réznych liczb. Wykaz, ze z tych n+1 liczb

mozna wybraé trzy liczby a, b, ¢ (nie musza by¢ parami rézne) takie, ze a = b+ c.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+ 1 liczb. Udowodnij, Ze jedna z wybranych

liczb jest dzielnikiem innej.

. Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 2 i 5. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie

wiele wielokrotnosci liczby n, ktérych zapis dziesietny sktada si¢ z samych cyfr 1.

. Wybrano 20 réznych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaz, ze wsréd wszyst-

kich réznic par tych liczb sa co najmniej 4 réwne.

. W tréjkacie réwnobocznym o boku 4 rozmieszczono 17 punktéw. Udowodnij, ze

odlegtos¢ pewnych dwdéch z nich nie przekracza 1.

Kazdy punkt na okregu pomalowano jednym z dwéch koloréw. Udowodnij, ze pe-
wien trojkat rownoramienny wpisany w ten okrag ma wszystkie wierzchotki tego
samego koloru.

Wewnatrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktéw. Wykaz, ze pewne 3 z nich leza
w kole o promieniu =
Kazde dwa wierchotki sze$ciokata foremnego potaczono odcinkiem zielonym lub

czerwonym. Wykaz, ze pewne trzy wierzchotki tego szesciokata sa wierzchotkami
tréjkata o bokach tego samego koloru.

13.

14.

15.

16.

17.

Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem pomalowanym
na jeden z trzech koloréw. Wykaz, ze pewne trzy odcinki tego samego koloru sa
bokami tréjkata.

Zapis dziesietny liczby wymiernej ]27 gdzie p,q € N sa liczbami wzglednie pierw-
szymi, jest utamkiem okresowym. Wykaz, ze okres tego utamka wynosi co najwy-
zej q— 1.

Adam ma 77 dni, aby przygotowaé sie do olimpiady matematycznej. Codziennie

chce rozwiazaé¢ co najmniej jedno zadanie, ale tacznie nie wigcej niz 132. Udowod-
nij, ze w ciggu kilku kolejnych dni rozwiaze dokltadnie 21 zadan.

Tw. Dirichleta. Liczba x jest niewymierna. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieja liczby catkowite p, g takie, ze 1 < ¢ < n oraz

S|

lzg — p| <

Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnosci. Wykaz, ze mozna skresli¢ 90 z
nich tak, ze pozostale 11 bedzie ustawione w porzadku rosnacym lub malejacym.
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Powtdrzenie

1. Rozwiaz rownania
(8) o =1+ [a| + |0+ 1] = 2 +2,
(b) |z =1+ |z —4] =2,
(c) |lz—3]-2|=1.
2. Dla jakich wartoéci a € R réwnanie (z—1)? = |x —a| ma doktadnie 3 rozwigzania?
3. Rozwiaz nieréwnosci
(a) |z —2|+ |z + 1| > 3z — 3,
(b) |lz —3|-5| <2,
(c) |2z + 6] + |3z — 12| + |z| < 20.
4. Liczby x,y, z spelaniaja warunek = 4+ y 4+ z = 2. Udowodnij, ze

N—z|+1—-yl +[]1—2]>1

5. Zalézmy, ze —1 < z,y, z < 1. Udowodnij, ze

ey +yz+zx| < |z +y|+ly+2[+ ]2+

6. Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y, z prawdziwa jest
nier6wnosé
|z +2y| |y + 22|

|z + 2x] S 1
ly—z[ |z

e —yl ~

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba L\"/ 111J dzieli liczbe 111.
8. Rozwiaz rownania

192 +6 |4do+7

L 3 )

(b) {8x—;—19J _ 16(@+1)

(a)

10.

11.

12.

13.
14.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[VR+vVn+1+vVn+2]=[Von+8|.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n istnieja liczby catkowite a i b takie,
ze

n=[av2]+|bv3].
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba zapisana w systemie dzie-

sietnym przy pomocy zer i jedynek, ktéra dzieli sie przez n.

Udowodnij, ze kazdy wieloscian wypukly ma co najmniej 2 Sciany o tej samej
liczbie bokow.

Wybrano 16 liczb ze zbioru {1,2,...,30}. Wykaz, ze pewne dwie réznia sie o 3.

Udowodnij, ze ze zbioru 102 réznych liczb catkowitych mozna wybraé¢ dwie, kto-
rych suma lub réznica dzieli sie przez 200.
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Kombinatoryka 1

Niech A bedzie zbiorem skoficzonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementéw. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.

Regula dodawania. Jezeli zbiory skonczone Aq, Ao, ..., A, sa parami rozlaczne, to

[AyUAsU...UA,| = |A1| +|A2| + ...+ |A,].

Regula mnozenia. A, Ao, ..., Ay to zbiory skonczone. Liczba réznych ciggow k-
elementowych (a1, as,...,ax) takich, ze a; € A; dla j =1,2,..., k wynosi
|A1] - |Az] - ... - |Agl.

Tw. Zbiory A i B sa skonczone. Wowczas

e |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A — B.
e |A| > |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f: A — B.
e |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f: A — B

1. Numer dowodu osobistego sklada sie z trzech liter i szesciu cyfr. Ile réznych do-
wodéw osobistych mozna wydacé?

2. Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, majacych ta sama cyfre setek i jednosci?
3. Ile jest réznych liczb pigciocyfrowych o nie powtarzajacych si¢ cyfrach?

4. W urnie znajduja si¢ cztery kule oznaczone numerem 1 i jedna oznaczona nume-
rem 5. Z tej urny losujemy kolejno bez zwracania trzy kule zapisujac ich numery
wedlug kolejnosci losowania. Ile réznych liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac?

5. Ile réznych dzielnikéw naturalnych ma liczba 176407

6. Ile jest liczb szesciocyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {1, 2,3}
(a) wigkszych od 230000,
(b) ktérych kolejne cyfry réznia sie o 1,
(c) ktoére sa wieksze od 230000 i ich kolejne cyfry réznia sie o 1;
)

(d) ktore sa wieksze od 230000 lub ich kolejne cyfry réznia sie o 1.

7. lle jest zgodnych z regutami gry w szachy ustawien na szachownicy 8 x 8 dwdch
kroéli?

8. Ile jest mozliwych ustawien na szachownicy dwoch hetmandw tak, aby jeden nie
zagrazal drugiemu?

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

Zbiory |A| i |B| sa skonczone, |A| = k, |B| = n.
(a) Tle jest funkeji f: A — B?

(b) Ile jest injekcji f: A — B?

(c¢) Ile jest bijekeji f: A — B?

Ile jest surjekcji ze zbioru 4 elementowego na zbiér 3 elementowy?

Ile jest réznych podzbioréw zbioru n-elementowego? (Zbidér pusty i caly zbidr tez
sa podzbiorami).

Zbior A jest niepusty i skonczony. Udowodnij, ze

(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementéw.
(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.
Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 277! + 1 réznych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory rozlaczne.

Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementow jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?

Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2 roztaczne podzbiory zbioru n-elementowego?
Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwdch kolejnych liczb?

Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j =1,2,...,2"" to rézne podzbiory zbioru A,
przy czym kazde trzy z tych podzbiorow maja niepusta czeé¢ wspdlna. Udowodnij,
ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.



