Analiza - klasa 2a Zestaw 12. 10.12.2024

Funkcja kwadratowa I
Funkcje f: R — R dang wzorem
f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b,c € Ria # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym, funkcja kwadratows,
lub wielomianem stopnia 2 (zmiennej ).

Tw. 1. Postaé kanoniczna i wyréznik funkcji kwadratowej. Kazda funkcje
kwadratowa f(z) = ax® + bx + ¢ mozna zapisa¢ w postaci

f(m):a(x—i-b)Q—i,

gdzie A = b? — 4ac,
2a

zwana postacig kanoniczng. We wzorze powyzej liczba A jest nazywana wyréznikiem
funkcji kwadratowej f.

Tw. 2. (przebieg zmiennos$ci funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax?®+bz+c,
gdzie a > 0, jest malejaca na przedziale (—oo, —%) i rosngca na przedziale (—%, +00).
W pukcie z = ;—; funkcja f przyjmuje warto$¢ minimalna.

Jezeli a < 0, to funkcja f jest rosnaca na przedziale (—oo, f%) i malejaca na przedziale

(f%, +00). W pukcie z = ;—{f funkcja f przyjmuje wartosé¢ maksymalna.

Tw. 3. Pierwiastki funkcji kwadratowej. Funkcja f(z) = ax? + bx + ¢ z wyr6zni-
kiem A = b? — 4ac

(i) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, z2, jezeli A > 0, i wéwczas

—b+ VA . —b— VA
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(ii) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x1, jezeli A = 0, i wéwczas x1 = Eye
a
(iii) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli A < 0.
Tw. 4. Wzory Viete’a. Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = ax? + bx + c. Niech
1,22 € R. Nastepujace warunki s réwnowazne:

(i) Liczby z1 i 2o sa (wszystkimi) pierwiastkami funkcji f.

b
(il) 21 + 22 = —— 121 - 293 = — (Wzory Viete’a).
a
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(iii) Voer f(z) = a(z — z1)(z — x2) (postac iloczynowa funkeji kwadratowej).
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Sprowadz trojmiany kwadratowe do postaci kanonicznej, znajdz ich pierwiastki,
wyznacz przedzialy, na ktérych te funkcje sa rosnace / malejace i okresl ich war-
tos¢ najmniejsza lub najwieksza:

f

(a) lxzf §x+1, (b) fﬂm2+73xf\/6,

3 5 5 (c) 22 +2 38,

. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ tréjmianu kwadratowego na podanych

przedziatach:

(a) f(z) =22% —4x — 6, na [—4,4] i [1,5].
(b) g(z) = —42% + 11z — 5, na [0,5] i [-1,1].

Rozwiaz réwnania
(a) 2* — 1022 +9 =0, (d) 2* —22° — 522 + 20 +1=0

(b) 23 +42? +42+1=0, z \? z+1\2 17
(c) * — 223 — 22 —22+1=0, (e) (x+1) +< ) — 1

xT

Dla danych liczb a,b € R rozwiaz réwnanie
1 1 1 1

Cz4a+b

T a g

. Niech a, b, c > 0. Czy jest mozliwe, ze kazdy z tréjmiandéw

ar? +br+ec, cx’+ar+b, br’+cr+a

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste?

Niech f(x) = az? + bz + ¢ i zalézmy, ze réwnanie f(z) = x nie ma rozwiazan rze-
czywistych. Pokaz, ze réwnanie f(f(z)) = x tez nie ma rozwiazan rzeczywistych.

Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = az? + bx + c¢. Udowodnij, Ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

(i) Voez f(n) € Z,
(ii) liczby f(—1), f(0) i f(1) sa calkowite,
(iii) liczby 2a, a + b i ¢ sa calkowite.
Korzystajac ze wzoréw Viete’a, wyznacz (w pamieci) pierwiastki tréjmianéw
202+ — 1,
8z% + 2z — 3.

x2—|—2x—3,
x? + x — 56,

x2—6x—|—8,
622 — b5z — 1,

x2—5x—6,

x? 4+ 10z + 21,

Rozwiaz réwnanie 22 4+ = = 1111111122222222.
Liczby p i ¢ sa pierwiastkami tréjmianu 22 + px + ¢. Znajdz p i q.

Liczby x1, z2 sa pierwiastkami tréjmianu x2? + ax + be, liczby xo, 3 sa pierwiast-
kami tréjmianu 22 + bz + ac, przy czym ac # be. Udowodnij, ze liczby x1, 13 sa
pierwiastkami tréjmianu 2 + cx + ab.

Pierwiastki tréjmianu 22 + az + b + 1 sa liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze
liczba a? + b2 nie jest pierwsza.



