Analiza - klasa 2a Zestaw 11. 28.11.2024

Teoria liczb VI

Definicja. Niech a,n € N i NWD(a,n) = 1. Rzedem liczby a modulo n nazywamy
liczbe
ord,(a) =min{k € N:a* =1 (mod n)}.

Z malego tw. Fermata wynika, ze jesli n jest liczba pierwsza, to ord,(a) jest dobrze
zdefiniowana liczba.

Funkcja Eulera: p(n) oznacza liczbe dzielnikéw naturalnych nie wigkszych od n i
wzglednie pierwszych z n.

Lemat 1. Niech m,n € N, NWD(m,n) = 1, ¢ € Zi A, = {0,1,2,...,n — 1}.
Dla k € A, niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby km + ¢ przez n. Woéwczas
{To,’r’l, e ,T'n_l} = AT,

Uwaga. Kazdy uklad liczb catkowitych (z1, 2, ..., zy) takich, ze x; # x; (mod n) dla
1 # j jest nazywany pelnym ukladem reszt modulo n

Tw. 1. Jezeli m,n € Ni NWD(m,n) =1, to p(m -n) = ¢(m) - ¢(n).
Tw. 2. Niechn € N, n > 11 p1,pa,...

Wéwczas ) ) )
o =n- (1= ) (15 ) o (1 50)

Lemat 2. Niech a,n € N, NWD(a,n) =11
R, ={reN:r<niNWD(r,n) =1} = {ry,72,...,7om) },

, i to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n.

gdzie 1l =r <7, < ... < Ton) < M. Dla kazdej z liczb 7 niech s oznacza reszte z
dzielenia liczby a - 1y, przez n. Wowczas {s1, 82,...,5,(n)} = Rn.

Uwaga. Kazdy uktad liczb catkowitych (z1,22,...,24(,)), gdzie z; # x; (mod n) dla
i # j oraz x; = r (mod n) dla pewnego r € R,, dla kazdego 4, nazywany jest zreduko-
wanym ukladem reszt modulo n.

Tw. Eulera. Jezeli a,n € Ni NWD(a,n) =1, to
1

af™) =

(mod n).
Tw. Wilsona. Jezeli p jest liczba pierwsza, to
(p—1)!I=-1 (mod p).

Definicja. Niech p € P, n € N i v,(n) oznacza najwiekszy wykladnik k taki, ze p* | n.
Liczbg v, (n) nazywamy wykladnikiem p-adycznym liczby n.

Tw. (Wzér Legendre’a) Jezeli p jest liczba pierwsza i n € N, to

vy(nl) = m ; LZ";J i {;J L

© ® N s os

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

. Liczba p jest pierwsza, a,m,n € N, NWD(a,p) = 1 i a™

. Liczba p jest pierwsza, a,m € N, NWD(a,p) =11ia™ =1 (mod p). Udowodnij,

ze ord,(a) | m.

n

a® = 1 (mod p).

NWD(m,n) — 1 (

Udowodnij, ze a mod p).

Niech a,n € N, n > 21 p > 2 jest liczba pierwsza taka, ze a? = 1 (mod p").
Udowodnij, ze a =1 (mod p"~1).

Dla jakich n € N liczba ¢(n) jest nieparzysta?
Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze (a) ¢(n) = 10, (b) ¢(n) = 14.
Dla jakich liczb naturalnych n spelniona jest réwnosé ¢(n) = ¢(2n)?
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze ¢(2n) = n.
Niech d,n € Nid | n. Wykaz, ze ¢(d) | ¢(n).
Niech n € N. Udowodnij, ze n = Z p(d).
din
Wyznacz reszte z dzielenia liczby 20242024 przez 57.
Niech n € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 32" przez 2".
Liczby a,b € N sa wzglednie pierwsze. Pokaz, ze istnieja m,n € N takie, ze

a™+b" =1 (mod abd).

Niech n € N'i 2 | n. Udowodnij, ze n? — 1| 2" — 1.
Udowodnij, ze n 2™ — 1 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze n | 1" +2" + ... + (n — 1) wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta.

Liczba p > 2 jest pierwsza. Wyznacz reszte z dzielenia liczby (p—1)! przez p(p—1).
Niech a,n € N, n > 21 NWD(a,n) = 1. Udowodnij, ze

a" P4+ (n—1)!=0 (modn)

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

Liczba p > 2 jest pierwsza i n < p jest liczba naturalna. Udowodnij, ze
(n—1! (p—n)!=(-1)" (mod p).
Niech n € N. Udowodnij, ze 2™ nie dzieli n!, ale 2™ dzieli (2n)!/n!.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 2771 | n!.
2n

Dla jakich liczb naturalnych n liczba ( ) jest podzielna przez 47
n

Udowodnij, ze dla dowolnych n, m € N liczby

(2n)!- (2m)! ; (mn)!
nl-m!- (n+m)!

sg caltkowite.



