Analiza - klasa 2a Zestaw 7. 17.10.2024

Teoria liczb 11 — kongruencje

Niech a i b beda liczbami catkowitymi, zas m liczba naturalna.

Definicja. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m | a — b.
Zapisujemy to jako

a=b (modm) <= m|a-—1b
i nazywamy kongruencjg / przystawaniem modulo m.

Zauwazmy, ze a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja te same reszty
po podzieleniu przez m.

Jezeli a nie przystaje do b modulo m, to piszemy a Z b (mod m).
Stw. (Podstawowe wlasno$ci kongruencji) Niech a,b,c,d € Z, m € N.
(i) a =a (mod m) (zwrotnosé),
(ii) a =b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m) (symetria),
(ili) jesli @ =b (mod m)ib=c (mod m), to a = ¢ (mod m) (przechodnioé),
)

(iv) jeSlia=b (mod m)ic=d (mod m), to a+c=b+d (mod m) oraz
a—c=b-—d (mod m);

(v) jeSlia=b (mod m) ic=d (mod m), to ac = bd (mod m).

(mod m).

Q| o

Uwaga. Nie jest prawda, ze je$li a = b (mod m) oraz d |aid | b, to %

1. Wyznacz reszte z dzielenia liczby
(a) 28 -33- 73 przez 35, (b) 111111 przez 7, (c) 123456789 przez 13

2. Niech n € Nin =3 (mod 4). Udowodnij, ze n nie jest sumg dwoch kwadratéw
liczb catkowitych.

3. Niech n € Nin =k (mod 8), gdzie k = 3,6, 7. Udowodnij, ze liczba n nie jest
suma kwadratéw dwoéch liczb catkowitych.

4. Niech n,m € N i ry, to reszta z dzielenia liczby n* przez m dla k = 1,2,3,.... Wy-
kaz, ze od pewnego momentu liczby 7 beda sie powtarza¢ cyklicznie. Wyznacz
te cykle dla (a) n =2, m =17; (b) n =6, m = 32.

5. Znajdz reszte z dzielenia

(a) 3% przez 7, (b) 42922 przez 26, (c) 91990 przez 210

6. Niech n € N. Udowodnij, ze

(a) 7 ‘ 2n+2 + 32n—‘,—17
(b) 13|33 H1 93l 41,

(c) 21]2%" + 5,
(d) 19]20%" +16% — 32" — 1.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Wyznacz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczb

(a) 999 — 5151, (c) 9%,

7
56

(b) 55557 (d) 34

Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 liczby
10
3101,
k=1

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 7| 2" — 1.
Wykaz, ze 712" + 1 dla kazdej liczby naturalnej n.
Liczby a, b, ¢ sa catkowite i 9 | a® + b? + ¢2. Udowodnij, ze

9)a?—b* lub 9[b*—c* lub 9|c* —a*

Udowodnij, ze 7 | 22225555 4+ 55552222,

Niech n € N i zatézmy, ze liczby 2n+ 11 3n+ 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze 40 | n.

Niech n € N. Udowodnij, ze
(a) 3| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 3.

(b) 9| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 9.

(c) 11 | n wtedy i tylko wtedy, gdy naprzemienna suma cyfr dziesigtnych liczby
n jest podzielna przez 11.

Niech z,y € Z. Wykaz, ze 7 | 10z+y wtedy i tylko wtedy, gdy 7 | ©—2y. Nastepnie
sprawdz, czy 7 | 4378479.

Wiedzac, ze zapis dziesietny liczby 34! to
34! = 295232799039a04140847618609643560000000,

wyznacz cyfry a i b.



