Analiza - klasa 2a Zestaw 4. 24.9.2024
Uktady réwnan liniowych
Tw. 1 Uktad réwnan liniowych
{ax +by=e
cx+dy=f

ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ad — bc # 0.

Definicja. Liczbe ad — be nazywamy wyznacznikem macierzy kwadrtowej A = {Ccl Z}

i zapisujemy detA.

Tw. 2 (Wzory Cramera) Jezeli ad — bc # 0, to jedynym rozwiazaniem powyzszego
uktadu réwnan sa liczby

e b a e
det det
. [f d}_ed—bf _ [ f]_af—ce
o detA " ad —be’ vy= detA " ad—bc’

a1l aiz2 a3
Definicja. Wyznacznikiem macierzy 3 x 3 A = lagl a22 a23‘| nazywamy liczbe
asr  as2 as3

detA = ay1az2a33 + a21a32013 + A31G12023 — A13G22a31 — G23G32A11 — (33012021 .
Stw. 3. (Wlasno$ci wyznacznika) Niech @, ds,ds, d,b to wektory w przestrzeni,
t1, 2, t3 to liczby. Wowczas

(i) det [tlal, f,gag, t3a3} = t1t2t3 . det[al, as, ag],

(ii) det[@y + b, @, @3] = det|dy, @2, ds] + det[b, @2, @3] (i analogicznie dla pozostatych
kolumn macierzy)

(iii) det[d;,ds,0] = det[d;,0,ds] = det[0, @, @3] = 0,
(iv) det[@,a,b) = det[@,b,a) = det[b,@,a) = 0.

Stw. 4. Wektory d1,ds,d3 w przestrzeni leza w jednej plaszczyZnie (sa wspolplasz-
czyznowe) wtw. gdy det[dy, dz, ds] = 0.

Tw. 5. (Wzory Cramera). Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi

— bl
, b= |by
b3

ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA # 0 i wéwczas

aix + a2y + a3z = by
a21T + a22y + a23z = b

a31Z + az2y + azzz = b3

—

. det[l_;, d2, ds] - det[d1, g, ds) - det[d1, @2, b]
- detA YT detA ' B detA

1.

Rozwiaz ukltad réwnan

z—1_ y+1_1 (){9x2—4y2—0
2x 3y 2 ¢
br — 6y =3
(a) 52 Y
Ty lz| +y =5
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3 T, o+ 4y =3

(b) 5 9 lv —2|+]y—5/=1
© y—lz—=2/=5

. Obwdd prostokata wynosi 54 cm. Jezeli dluzszy bok powigkszymy o 1 cm, a krot-

szy zmniejszymy o 1 cm, to pole zmniejszy sie o 4 cm?. Oblicz dlugoéci bokéw
prostokata.

W ciagu 20 dni cena akcji spétki wzrosta z 5 zt do 15 zt. Kazdego dnia cena rosta
1,20 z! lub malata 0,80 zl. Przez ile dni cena rosta, a przez ile malata?

Samochody A i B jada po okreznej trasie, ktérej 1/4 dlugosci przebiega w miescie.
Szybko$¢é A w mieScie wynosi 2v, a poza miastem 9v/4. Szybko$¢ B w miescie
wynosi v a poza miastem 3v. Samochody razem wjezdzaja do miasta. Ktéry z
nich i po jakim czasie minie drugi, jezeli dtugo$é miejskiej drogi wynosi s?

. Okresdl iloé¢ rozwigzan ukladu réwnan w zaleznosci od wartosci parametréw a i b:

rT—y=a ar+2y=>b+4
(a) _ (b) _
br — 2y =12 2z + (a+3)y =10

Boki tréjkata zawieraja sie w prostych 4o+3y—21 = 0, x4+2y—4 = 0, 3x+y—7 = 0.
(a) Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkéw tréjkata.

(b) Napisz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata.

(¢) Napisz réwnania prostych symetralnych bokéw tréjkata i wyznacz srodek okre-
gu opisanego na tym tréjkacie.

Wykaz, ze uktad réwnan ma jednoznaczne rozwiazanie i znajdz y:
2y+2=0

(a) o +dy+z=1 (b)
5t +3y+22=0

r+2y+3z2=1
20 +3y+2=3
3x+y+2z=2

8. Znajdz taki trojmian kwadratowy f, ze f(1) =8, f(=1) =2, f(2) = 14.

9. Wyznacz w zaleznosci od a € R wszystkie rozwiazania ukladu rownan

10.

ax + y + z =1 r + ay — 3z = 1
(a) r 4+ ay + z = 1, (b) r + 10y — 2z = a
r + y + az = 1 20 — y + 2z =0

Korzystajac z twierdzen na tej kartce udowodnij, ze na kazdym czworoscianie
mozna opisaé sfere.



