Analiza - klasa 2a Zestaw 1. 3.9.2024

Kombinatoryka II

1. Zbiory |A] i | B] sa skonczone, |A| =k, |B| = n. Ile jest
(a) funkeji f: A — B? (b) injekcji f : A — B? (c) bijekeji f: A — B?

2. Ile jest surjekeji (a) ze zbioru 4 elementowego na zbiér 3 elementowy,
(b) ze zbioru n > 3 elementowego na 3 elementowy,
(c) ze zbioru n > 4 elementowego na 4 elementowy?

3. Tle jest réznych podzbioréw zbioru n-elementowego? (Zbiér pusty i caly zbiér tez
sa podzbiorami).

4. 7Zbiér A jest niepusty i skonczony. Udowodnij, ze

(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementéw.
(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.
5. Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 27! 4+ 1 réinych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory rozlaczne.

6. Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementéw jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?

7. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2 rozlaczne podzbiory zbioru n-elementowego?
8. Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwdch kolejnych liczb?

9. Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j =1,2,...,2"" ! to rézne podzbiory zbioru 4,
przy czym kazde trzy z tych podzbioréw maja niepusta czes¢ wspolna. Udowodnij,
ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.

Wariacjg k-wyrazowq z powtérzeniami zbioru A nazywamy kazda funkcje odwozorowujaca,
zbiér {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsamié
z ciggiem dlugosci k o wyrazach ze zbioru A.
Tw. 1. Liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego wynosi n”.
Wariacjg k-wyrazowq bez powtdrzeri zbioru A nazywamy kazda injekcje (funkcje réznowarto-
Sciowa) odwzorowujaca zbiér {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taks funkcje mozna wzajemnie
jednoznacznie utozsamié z ciggiem dlugosci k o réznych wyrazach ze zbioru A.

n!

(n —k)!

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtérzen zbioru n-elementowego wynosi
jeslin > ki0jedlin > k.
Permutacjg zbioru mn-elementowego A nazywamy kazda bijekcje odwzorowujaca zbidr

{1,2,...,n} na zbiér A. Kazda taks bijekcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsamié z
pewnynm ustawieniem wszystkich elementéw zbioru A w ciag dlugosci n.

Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Niech k,n € NU{0} i k < n. Kombinacjg k-elementowq zbioru n-elementowego A nazywamy
kazdy k-elementowy podzbiér zbioru A.

Tw. 4. Niech k,n € NU{0} i k£ < n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-elementowych
podzbioréw) zbioru n-elementowego jest réwna k'(+Lk)' = (Z)

(Z) nazywamy symbolem Newtona i odczytujemy ,n po k” lub ,n nad k”.

10. Ile jest réznych ustawien 9 osob w szereg takich, ze wybrane 3 osoby stoja jedna
po drugiej?

11. Ile jest réznych sposobéw posadzenia n 0séb przy okraglym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jezeli w obu kazda osoba ma tych samych sasiaddw.

12. Sposrod ucznidow klasy 2a nalezy wybraé czteroosobowy samorzad. Na ile sposo-
béw mozna to zrobi¢? Na ile sposobéw mozna wybraé czteroosobowy samorzad
tak, aby nalezala do niego co najmniej jedna dziewczyna i co najmniej jeden
chlopak?

13. Wyznacz liczbe ciagdw (aq1, aq, as, aq) takich, ze a; € N oraz a; +as+as+aq = 10.

14. Na plaszczyznie danych jest 14 prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle
i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Ile jest tréjkatéw, ktérych boki
nalezg do tych prostych?

15. Ile réznych prostokatéw mozna utworzy¢ z pol szachownicy 8 x 87

16. Ile jest permutacji zbioru {1,2,3,...,31} takich, ze iloczyn kazdych dwéch sa-
siednich liczb jest parzysty?

17. Na ile sposobéw mozna wypelni¢ kupon totolotka (zakreslamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, ze zakre$lone zostang co najmniej 2 kolejne liczby?

18. Na ile sposob6éw mozna posadzi¢ na 25 miejscowe] tawie 10 pandéw i 15 pan tak,
aby miedzy kazdymi dwoma panami siedziata co najmniej jedna pani?

19. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ zbidr 12 elementowy na 6 roztacznych podzbio-
row 2-elementowych?

20. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentéow w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kazdy moze dzieli¢ pokdj z kazdym,
(b) pewnych dwéch studentéw nie chce mieszkaé razem,
(c) pewnych dwoch studentéw chee mieszkaé razem?

21. Podaj kombinatoryczne dowody tozsamosci (a) (7) = (,"})

() (%) = () + (20) () k- (3) =n- (321) (d) 2ro (1) = 2"

n 2
22. Niech n € N. Udowodnij tozsamosci: (a) Z <Z> = (2:), n €N

k=0
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(b)Z(n:k)_<n+:§+l>7n7meN (c) <n2k>2"’“—22n,n€N.
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