Analiza - klasa 1a Zestaw 18. 24.4.2024

Czes¢ catkowita
Cze$é calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |x|) definiujemy jako najwigksza
liczbe calkowita mniejsza lub réwna 2. Mozna takze spotkaé oznaczenie [z].

Stw. Jezeli = jest liczba rzeczywista i k jest liczba caltkowita, to |x| = k wtw. gdy
E<x<k+1.

Najwazniejsze wlasnosSci czesci catkowitej:
(i) Jesli x <y, to |x] < |y] (czyli funkcja f(x) =
(i) |z] <z < |z] +1 dla kazdego = € R.

(iii) Jesliz e Rik € Z to (v + k| = |z] + k.

|| jest niemalejaca).

(iv) Jesliz e Rin €N, to “anJ - L%J
(v) Jesli z,y e Rto [z| + |y] < |z +y] <
0, to [z] - [y] < [xy].

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [z]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnosé [z] = — | —xz].

< lz| + |y] + 1.
(vi) Jesli z,y > <

Czes¢ ulamkowa liczby rzeczywistej x jest to liczba {z} = = — |x]

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi réwnosé
1
z+§ = |2z — |z].

2. Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

L$J+L—J

3. Funkcja f : N — N jest dana wzorem f(n) = L%J — L%J Wykaz, ze f jest surjekcja

i znajdz wszystkie liczby naturalne n takle ze f(n) = 2023.

4. Rozwiaz réwnania

(a) |z) + 3] = 17,
5+61’J _ 152z — 7

(b) ’
© %;17;6 (o) L[] =1,

7 4 (f) [(=+1)?] =

5. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

r= 3+ 5]+ 5]

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Rozwiaz ukltad réwnan
r+ly]+{z} =1,1
=] +{y} +2=2,2
{z}+y+1[2] =33
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
lz] + [y] +

|2z] + [2y] > lz+y].

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwno$c¢
[3z] + [By] + [3z] > 2(lz) + ly] + [2)) + [x +y+ 2]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

[Vn+vVn+1] = |Vin+2].

Niech n € N, z € R. Udowodnij tozsamosé Hermite’a:

Inz) = |z] + {x—kiJ +. 4+ {m+n_lJ.

x5

0<k<I<n

Niech z € R. Oblicz sume

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste 2 > 1 takie, ze liczba {/|2" ] jest catkowita
dla kazdego n € N\ {1}.

Niech = > 0. Udowodnij réwnosé { Lo:JJ = |x].

Wykaz, ze jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych dodatnich ¢ takich, ze

{¢*}+{q} = 0,99 i nie istnieje liczba wymierna dodatnia ¢ taka, ze {¢*}+{q} = 1.
- n? -1

Udowodnij, ze Z {\/E} < 5

dla kazdej liczby naturalnej n

Liczby a, b sa dodatnie, niewymierne i a + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n

|na] + [nb] =n—1.
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

[na] + [nb] = |nc].

Udowodnij, ze a + b = c.



