Analiza - klasa 1a Zestaw 14. 31.1.2024

Wprowadzenie do funkcji

Definicje. Jezeli kazdemu elementowi x zbioru X zostal przyporzadkowany doktadnie jeden
element y zbioru Y, to méwimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca zbior X w
zbiér Y. Jedli taka funkcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y.

e Jezeli y € Y jest elementem przyporzadkowanym elementowi x € X, to piszemy y = f(x)
i méwimy, ze y jest wartoscig funkcji f dla argumentu x

e 7Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbiér Y przeciwdziedzing funkcji f.

e Dla podzbioru U C X obrazem zbioru U wzgledem funkcji f nazywamy zbior

fO)={f(z)eY :z €U}

Zbiér f(X) nazywamy obrazem funkcji f.

e Funkcje f taka, ze dla dowolnych u,v € X zachodzi f(u) = f(v) nazywamy funkcja stalq.

e Funkcje f: X — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi f(x) = x nazywamy identyczno-
$cig na zbiorze X.

e Dwie funkcje f,g : X — Y sa réwne, jezeli dla kazdego = € X zachodzi f(x) = g(x).
Mozemy wowczas napisaé f = g.

e Powiemy, ze funkcja f jest réznowartosciowa (1 - 1), jezeli dla dowolnych z1,22 € X z
réwnosci f(x1) = f(x2) wynika, ze 1 = x2 czyli

vzl,z2€X flz1) = f(x2) = z1=u22.

Piszemy wéwczas f: X Sy, Funkcje réznowartosciowe sa tez nazywane injekcjami.
e Powiemy, ze funkcja f jest na, jezeli kazdy element Y jest wartoscig funkcji f, czyli

\v/yEYzl zeX Y= f(x)

Piszemy wéwczas f : X 23 Y. Funkcje ,na” sg nazywane sa surjekcjami.
e Funkcje, ktéra jest jednoczesnie réznowartosciowa i ,na” nazywamy bijekcjg lub funkcja
wzajemnie jednoznaczng i piszemy f : X Zy.

Zlozenie funkcji f : X - Y ig:Y — Z jest to funkcja go f : X — Z, ktérej wartosé dla
elementu x € X jest zdefiniowana jako

(g0 f)(x) =g(f(x)).
Sktadanie funkcji jest taczne, tzn. jesli f : X — Y, g : Y — Z h : Z — U, to
ho(gof)=(hog)of.
Definicja. Funkcja g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X — Y, jezeli go f jest

identycznoscia na zbiorze X i f o g jest identycznoscia na zbiorze Y. Funkcje g oznaczamy
wowezas L.

Twierdzenie. Funkcja f : X — Y posiada funkcje odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
bijekcja.

Whniosek. Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotng, to tylko jedna.

1. Naszkicuj wykresy i wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:R—-R, f(z) =22 -3, (f) f:R-R, f(z) = 1 =
(b) f:R =R, flz)=—Le+1, 1+z
(c) f:R—=R, f(x) =21, (g) f:R—-R, f(z)=|z+2 -2
(d)fR—)R,f(LL'):\S/E, )
(©) £ B\ {0} — B, (&) = - () R\ {1} = B, f(@) =

-1’
Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?

2. Niech k € N. Czy funkcja f : N = R, f(n) = ¥/n + 1— ¥/n, jest réznowartosciowa?

3. Podaj przyklady funkcji (a) f:Z = N, (b) g: N3 Z.

4. Podaj przyklad funkcji przeksztalcajacej zbiér N na zbidr liczb wymiernych do-

datnich.
5. Podaj przyklad funkcji f,¢9: N — N takich, ze fog # go f.
6. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest réwnosé¢ f(f(n)) = f(n) +1 oraz 1 € f(N).
7. Zbiér A ma skonczenie wiele elementéw i f : A — A. Udowodnij réwnowaznosé
warunkéw: (i) f jest injekcja (ii) f jest surjekcja (iii) f jest bijekcja.
8. Niech 4, ={1,2,...,n}.
e Kazdg funkcje wzajemnie jednoznaczna f : A, — A, nazywamy permutacjq
zbioru n-elementowego A,,.

e Permutacje f taka, ze dla pewnych réznych elementéw aq,asq,...,ar € A,
zachodzi f(a;) = a;xq1 (1 = 1,2,...,k — 1), flar) = f(a1) i f(z) = z dla
x # a,...,a, nazywamy cyklem dlugosci k i zapisujemy (a1, asg, .. ., ax). Cykl
dlugoéci 2 nazywamy transpozycjq.

e Méwimy, ze cykle (ai,...,ar) i (b1,...,b;) sa rozlaczne, jesli {ay,...,ar} N
{b1,..., 0} =0.

(a) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawi¢ jako zlozenie pewnej
liczby parami roztacznych cykli.

(b) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby transpozycji.

9. Permutacje f zapisano na dwa sposoby jako zlozenie p transpozycji i jako zlozenie
q transpozycji. Udowodnij, ze 2 | p — q.



