Analiza - klasa 1a Zestaw 12. 20.12.2023

Ciagi jednomonotoniczne

Definicja. Méwimy, ze dwa ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) i (b1,b2,...,by,)
s jednomonotoniczne jezeli a7 < a2 < ... < ap, 1 by < by < ... < b, lub
a2 ay>=>...2a,iby 2by>...2b,.
Umawiamy sie, ze dla dwéch ciagéw liczb rzeczywistych (a1,a9,...,a,) i
(b1,b2,...,by)
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l:bi bj b::l = a1by + asbs + ...+ a,b,.

Méwimy, ze cigg (b)), b5, ..., b)) jest permutacjq ciagu (by, b, . ..
kolejno$é¢ wyrazéw w jednym ciggu mozemy otrzymaé drugi.

,bn), jezeli zmieniajac

Twierdzenie. Jezeli ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,an) 1 (by,ba, ..., by) sa jed-
nomotoniczne, to to dla dowlonej permutacji (b}, b5, ...,b)) ciagu (b1,be,...,b,) za-
chodzg nieréwnosci
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1. Liczby a,b sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci
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(a) a® +b% > ab + ab?,

(b) a®?+bv* < —+ —

2. Liczby z,y sa dodatnie, m,n € N. Udowodnij, ze a™*™ + b™+" > g™b" + a"b™.
3. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodza nieré6wnosci
(a) a® +b% + ¢ > a?b+ bc + c*a
(b) a®b+b3c+ c3a > a’be + b2ca + c*ab
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4. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich aq,as, ...,

a, zachodzi nieréwno$é
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Wykaz, ze dla dowolnej permutacji (ay, a5, ..., al,) liczb dodatnich ay,as,...,a,
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Nastepnie za pomocy tej nieréwnoéci udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego.
Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to
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Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
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Dane sa liczby 1 < z2 < ...
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Nieré6wnos$é Czebyszewa. Niech a; < as < ..
wodnij, ze woéwczas

.anibl <b2 SO gbn Udo-

a1b1+a2b2+...+anbn S a; +ag+ ...+ an b1+b2++bn
=z : .

n n n

Niech kK € Ni ay,as9,...,a, > 0. Udowodnij, ze wéwczas zachodzi nierownosé
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Niech a, b, ¢ to dlugosci bokéw pewnego trojkata. Udowodnij nieréwnosci
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Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb naturalnych xq,xo, ...
nieréwnoéé

, T, zachodzi
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Liczby aq,as,...,a, sa dodatniei S = a1 +as +. ..+ a,. Udowodnij, ze wowczas
prawdziwe sg nieréwnosci
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