Analiza - klasa 1a Zestaw 11. 6.12.2023
Nierownosé Cauchy’ego

Definicja. Niech ay,a2,...,a, € R.

e liczbe Gitet.. +an nazywamy Sredniq arytmetyczng liczb a1, as, ..., ay.

e dlaagy >0 (k=1,2,...,n), liczbe /ajas...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb aq1,as, ..., ay.
n

e dlaap #0 (k=1,2,...,n), liczbe T T — Dazywamy §rednig harmo-
. . a1 az : an
niczng liczb aqy,as, ..., an
Twierdzenie (nier6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,

prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ag+...+ay
n

> ai1az...0ay.

Ponadto, réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = ay,.

Whniosek (nieré6wno$¢ miedzy S$rednia geometryczna i harmoniczna). Dla
liczb dodatnich aq,as,...,a, prawdziwa jest nieréwnosé

Yaras .. .0y =

n
1 1 1
a1+a2+"'+an

Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = a,.
1. Liczby ai,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
T T Y
ao as (07 aj

2. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

n+1\"
I'< .

3. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwnos$¢ Bernoulliego.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnos¢
2v/a + 3Vb > 5V ab.
5. Liczby a, b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

at +20° +4e > 7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnos¢
2 +y? + 2% > 8/xyz — 16.
Kiedy ta nieréwno$c¢ staje sie rownoécia?

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2
Yn <1+ —.
Vn<it o

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

1 1 L 4 n 16 S 64
b ¢ d” a+btctd
Liczby ay, a9, ..., ay, sa dodatnie. Udowodnij, ze

11 1 )
(ar+as+...+ay)- a—+—+...+— >n”.

Niech 0 < z < 3. Wyznacz maksymalng wartoéé wyrazenia x2 - /3 — x i wskaz
liczbe x, dla ktorej ta wartosé jest przyjmowana.

Wyznacz maksymalna warto$é wyrazenia (1 + x)* - /1 —z, gdzie —1 < z < 1.
Wskaz liczbe x, dla ktérej ta warto$¢ jest przyjmowana.

Dane sa liczby dodatnie a1, ...,a,, takie ze a1 + a2 + ...+ a, = 1 oraz k € N.
Udowodnij, ze

e L
oF + s +...+ ok 7 n
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as,...,ay,b1,bs, ..., b, spelnio-

na jest nieréwnosé

{‘/alag...an—i— Vb1b2bn< Q/(a1+b1)(a2+b2)(an+bn)

Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abed = 1. Udowodnij, ze

a b c d
> 1.
b—|—C—|—d—|—1+C+d+a+1+d—|—a—|—b+1+a+b—|—6+1
Liczby aq,as,...,a,,b1,bs,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnos¢
n 1 n
D D (e +0i)* > an’
i=1 ' =1

Niech n € N. Za pomoca nieréwnosci Cauchy’ego udowodnij nieréwnosci

(a) (1+ n}r1>n+1 > (1+i)n, (b) (1+;>n+1 > <1+ni1)n+2.

Udowodnij nieréwnosé¢ Cauchy’ego, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego.




