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Rozdział 1

Grupy i ciała

1.1 Działania i ich własności

Na początek zajmiemy się zbiorem liczb rzeczywistych R. Na elementach tego
zbioru określone są następujące operacje, zwane działaniami :

Działania jednoargumentowe. Możemy wyznaczyć liczbę przeciwną do
danej:

x ÞÑ ´x

oraz, dla liczby różnej od zera, jej odwrotność:

x ÞÑ
1
x
“ x´1.

Działania dwuargumentowe. Określone jest dodawanie oraz mnożenie
dwóch liczb:

px, yq ÞÑ x` y, px, yq ÞÑ x ¨ y.

Celowo nie wymieniamy tutaj działań zwanych odejmowaniem i dzieleniem,
gdyż można je otrzymać jako złożenia operacji brania liczby przeciwnej i do-
dawania oraz odwrotności i mnożenia.

Jak dobrze wszystkim wiadomo, działania dodawania i mnożenia mają na-
stępujące własności:

• Dla dowolnych a, b P R zachodzi

a` b “ b` a oraz a ¨ b “ b ¨ a.

Mówimy, że działania te są przemienne.

• Dla dowolnych a, b, c P R zachodzi

a` pb` cq “ pa` bq ` c oraz a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c.

Mówimy, że działania te są łączne.
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• Dla dowolnych a, b, c P R zachodzi

a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c. (1.1)

Mówimy, że mnożenie jest rozdzielne względem dodawania.

W zbiorze liczb rzeczywistych istnieją również pewne szczególne elementy, któ-
re oznaczamy symbolami 0 i 1. Dla dowolnej liczby a P R:

a` 0 “ 0` a “ a oraz a ¨ 1 “ 1 ¨ a “ a.

Liczbę 0 nazywamy w związku z tym elementem neutralnym dodawania. Licz-
ba 1 jest zwana elementem neutralnym mnożenia. Elementy neutralne mają
również następujący związek z operacjami wyznaczania liczby przeciwnej i od-
wrotności:

a` p´aq “ 0 oraz a ¨
1
a
“ 1.

1.2 Grupy

Wyobraźmy sobie teraz następujące zbiory liczbowe:

• N – liczby naturalne,

• Z – liczby całkowite,

• R˚ – liczby rzeczywiste różne od zera,

• R˚` – liczby rzeczywiste dodatnie,

• R – liczby rzeczywiste.

Są to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, co oznacza, że na elementach tych
zbiorów także możemy wykonywać cztery wspomniane wcześniej operacje. Nie
jest jednak prawdą, że wynik takiej operacji musi należeć do tego samego
zbioru, co liczby wejściowe. Jeżeli jednak tak jest, to mówimy, że dany zbiór
jest zamknięty ze względu na rozważane działanie lub, że dane działanie jest
działaniem wewnętrznym w tym zbiorze.
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Tabela 1.1: Zamkniętość wybranych podzbiorów zbioru liczb rzeczywistych ze
względu na 4 podstawowe działania

działanie N Z R˚ R˚` R
´a NIE TAK TAK NIE TAK
a` b TAK TAK NIE TAK TAK
a´1 NIE NIE TAK TAK NIE
a ¨ b TAK TAK TAK TAK TAK

Jeżeli zbiór jest jednocześnie zamknięty ze względu na dane działanie dwu-
argumentowe (dodawanie lub mnożenie) i odpowiadające mu działanie jedno-
argumentowe (liczba przeciwna lub odwrotna), i dodatkowo element neutralny
danego działania też należy do tego zbioru, to mówimy, że taki zbiór jest grupą.
Formalna definicja jest następująca:

Definicja 1.1. Zbiór G wraz z

• elementem wyróżnionym e P G,

• działaniem dwuargumentowym „˛” o własnościach

@x,y,zPG x ˛ py ˛ zq “ px ˛ yq ˛ z (G1)
@xPG e ˛ x “ x ˛ e “ x (G2)

@xPG DyPG x ˛ y “ e. (G3)

nazywamy grupą z działaniem „˛” i elementem neutralnym e. Formalnie, grupę
możemy zapisać jako trójkę uporządkowaną pG, ˛, eq.

Zgodnie z obserwacjami zawartymi w tabeli 1.1, mamy następujące przy-
kłady grup:

• pZ,`, 0q ,

• pR,`, 0q ,

• pR˚, ¨, 1q ,

• pR˚`, ¨, 1q ,

Podana definicja grupy nie wymaga, aby działanie grupowe było przemien-
ne. Jeżeli jednak tak jest, czyli spełniony jest dodatkowy warunek:

@x,yPG x ˛ y “ y ˛ x (G4)

to taką grupę G nazywamy grupą abelową lub przemienną.
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Wyżej wymienione grupy są przemienne i mają nieskończenie wiele elemen-
tów. Dalej podajemy przykłady grup, które nie spełniają co najmniej jednego
z tych warunków.

Przykład 1.1 (Grupy addytywne Zn). Niech Zn “ t0, 1, . . . , n´1u. Na zbiorze
Zn rozważamy działanie „`” jako dodawanie modulo n. Wówczas pZn,`, 0q
jest n-elementową grupą abelową.

Przykład 1.2 (Grupy multiplikatywne Z˚n). Niech Z˚n “ Znzt0u. Na zbiorze
Z˚n rozważamy działanie „¨” jako mnożenie modulo n. Wówczas, jeżeli n jest
liczbą pierwszą, to pZ˚n, ¨, 1q jest grupą abelową.

Zadanie 1.1. Udowodnij powyższe stwierdzenie. Czy jest prawdziwe twier-
dzenie odwrotne?

Przykład 1.3 (Grupy permutacji). Niech An oznacza zbiór n-elementowy,
np. An “ t0, 1, . . . , n´ 1u i rozważmy zbiór wszystkich permutacji elementów
zbioru An. Każdą taką permutację p możemy traktować jako bijekcję zbioru
An w siebie. Przykładowo, permutacji p2, 1, 0q zbioru A3 “ t0, 1, 2u odpowiada
bijekcja f : A3 Ñ A3 taka, że fp0q “ 2, fp1q “ 1, fp2q “ 0. Niech Sn oznacza
zbiór wszystkich takich bijekcji zbioru An. Na zbiorze Sn określamy działanie
„˝” polegające na składaniu odwzorowań, czyli

pf ˝ gqpxq “ fpgpxqq dla x P A.

Tak określone działanie jest łączne, posiada ono element neutralny, czyli od-
wzorowanie identycznościowe idpxq “ x i dla każdego elementu zbioru Sn może-
my znaleźć odpowiadający mu element odwrotny (odwrócenie danej bijekcji).
Zatem zbiór Sn jest grupą.

Zadanie 1.2. Czy działanie w grupie Sn jest przemienne?

Zadanie 1.3. Czy istnieje grupa nieabelowa mająca 2 lub 3 elementy?

Zadanie 1.4. Jaka jest najmniejsza (w sensie liczby elementów) grupa nie-
przemienna?

Na zakończenie poświęćmy chwilę uwagi aksjomatowi (G3). Nie mówi on
czy, skoro x ˛ y “ e, to także y ˛ x “ e – inaczej mówiąc, czy prawostronna
odwrotność elementu x jest także jego lewostronną odwrotnością. W odróżnie-
niu od przemienności, jest to zawsze prawda. Nie wiemy na razie także, czy
dany element może posiadać więcej niż jedną odwrotność – definicja grupy nic
o tym nie mówi. Wszelkie wątpliwości rozwiewa jednak następujące

Stwierdzenie 1.1. Załóżmy, że pG, ˛, eq jest grupą i x P G. Wówczas istnieje
dokładnie jeden element y P G taki, że x ˛ y “ e i wówczas także y ˛ x “ e.
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Dowód. Istnieją elementy y, z P G takie, że

x ˛ y “ e “ y ˛ z,

co wynika z (G3). Korzystając z (G2) i (G1) otrzymujemy

z “ e ˛ z “ px ˛ yq ˛ z “ x ˛ py ˛ zq “ x ˛ e “ x.

Czyli x ˛ y “ y ˛ x “ e i y jest jednocześnie elementem lewo- i prawostronnie
odwrotnym do x.

Teraz udowodnimy jednoznaczność elementu odwrotnegoo. Załóżmy, że x˛
y “ e “ x ˛ y1. Wówczas

y1 “ e ˛ y1 “ px ˛ yq ˛ y1 “ py ˛ xq ˛ y1 “ y ˛ px ˛ y1q “ y ˛ e “ y,

czyli y “ y1 i element odwrotny jest tylko jeden.

Zadanie 1.5 (Prawo skracania). Załóżmy, że pG, ˛, eq jest grupą, x, y, z P G
oraz

x ˛ z “ y ˛ z.

Pokaż, że wówczas x “ y.

1.3 Ciała

W poprzednim podrozdziale dowiedzieliśmy się, że w zbiorze liczb rzeczywi-
stych R mamy do czynienia z dwiema grupami, jedną z dodawaniem, drugą z
mnożeniem:

pR,`, 0q oraz pR˚, ¨, 1q.

Taki opis struktury zbioru liczb rzeczywistych nie uwzględnia jednak tego, że
działanie mnożenia jest rozdzielne względem dodawania, jak to udało nam się
wcześniej zauważyć w (1.1). Tutaj na odsiecz przychodzi pojęcie ciała.

Definicja 1.2. Ciałem nazywamy zbiór X wraz z działaniami „`” i „¨”, zwa-
nymi odp. dodawaniem i mnożeniem oraz wyróżnionymi elementami 0 i 1 taki,
że

pX,`, 0q jest grupą abelową, (C1)

mnożenie jest przemienne i łączne oraz (C2)
pXzt0u, ¨, 1q jest grupą abelową,

mnożenie jest rozdzielne względem dodawania. (C3)

Ciało możemy zapisać jako piątkę uporządkowaną pX,`, ¨, 0, 1q.
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Uwaga 1.1. W niektórych podręcznikach w warunku (C2) żąda się jedynie,
aby pX, ¨, 1q było grupą. Wówczas można mówić o ciałach nieprzemiennych
lub pierścieniach z dzieleniem. Przykładem takiej struktury algebraicznej są
kwaterniony, które mają zastosowanie w grafice trójwymiarowej.

Przykład 1.4 (Ciała Galois). Załóżmy, że p jest liczbą pierwszą. Jak pamię-
tamy z przykładów 1.1 i 1.2, na zbiorze Zp możemy określić działania „`”
i „¨” modulo p, przy czym tak określone mnożenie jest rozdzielne względem
dodawania. Oznacza to, że

pZp,`, ¨, 0, 1q

jest ciałem mającym p elementów.

Uwaga 1.2. Ciałem Galois nazywamy każde ciało skończone. Wspomniane po-
wyżej ciała pZp,`, ¨, 0, 1q nie wyczerpują wszystkich przykładów takich ciał.
Ciała skończone mają zastosowania m. in. w kryptografii – zob. protokół Dif-
fiego - Hellmana.

Zadanie 1.6. Niech pX,`, ¨, 0, 1q będzie ciałem, a, b P X i a ¨ b “ 0. Pokaż, że
wówczas a “ 0 lub b “ 0.

Zadanie 1.7. Niech pX,`, ¨, 0, 1q będzie ciałem. Pokaż, że dla każdego a P X,
a ¨ 0 “ 0.

Zadanie 1.8. Skonstruuj ciało mające dokładnie 4 elementy.

Kolejny przykład ciała jest na tyle istotny, że poświęcimy mu osobny roz-
dział.

http://pl.wikipedia.org/wiki/Kwaterniony
http://pl.wikipedia.org/wiki/Protok%C3%B3%C5%82_Diffiego-Hellmana
http://pl.wikipedia.org/wiki/Protok%C3%B3%C5%82_Diffiego-Hellmana


Rozdział 2

Liczby zespolone

2.1 Ciało liczb zespolonych

Przez wieki jedną z większych bolączek ludzkości, a przynajmniej tej części
ludzkości, która zajmowała się matematyką, był fakt, że liczba ´1 nie jest
kwadratem żadnej innej liczby rzeczywistej. Inaczej mówiąc, nie istnieje liczba
rzeczywista x taka, że

x2 “ ´1.

Nic jednak nie stoi na przeszkodzie temu, abyśmy zadeklarowali, że rozwią-
zanie powyższego równania istnieje – nie będzie to jednak liczba rzeczywista.
Umawiamy się po prostu, że pewien obiekt, który będziemy nazywali jednostką
urojoną i oznaczali literką i, ma taką własność, że

i ¨ i “ ´1.

Od tej chwili możemy też pisać i “
?
´1. Jesteśmy teraz w stanie rozwiązać

dowolne równanie postaci

x2 “ a, gdzie a P R,

mianowicie, dla a ă 0 jego rozwiązania to

x1 “ i
a

|a|, oraz x2 “ ´i
a

|a|.

Przykład 2.1. Szukamy pierwiastków wielomianu ppxq “ x2 ` 4. Ponieważ
i2 “ ´1, więc piszemy

ppxq “ x2 ` 4
“ x2 ´ p´1q ¨ 4
“ x2 ´ i2 ¨ 4

“ x2 ´ pi ¨ 2q2

“ px´ i ¨ 2q px` i ¨ 2q .

10
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Jednostkę urojoną i traktujemy przy wykonywaniu działań tak samo jak
każdą inną liczbę rzeczywistą, z tym że zamiast i2 zawsze możemy napisać
´1 i na odwrót, liczbę ´1 zawsze możemy przedstawić jako i2. W powyższym
rachunku mogliśmy dzięki temu wykorzystać dobrze znany wzór skróconego
mnożenia b2 ´ c2 “ pb´ cqpb` cq.

Skoro ośmieliliśmy się traktować jednostkę urojoną tak samo, jak każdą
liczbę rzeczywistą, to nieuchronnie będziemy mieli do czynienia z napisami
postaci a` bi, a´ bi, pa` biq ¨ pc` diq, czy

a` bi

i
, a nawet

a` bi

c` di
,

gdzie a, b, c, d P R. Okazuje się jednak, że każdy z tych napisów można spro-
wadzić do pierwszego z nich:

a´ bi “ a` p´bqi,

pa` biqpc` diq “ ac` adi` bic` bidi “ ac` i2bd` adi` bci

“ ac´ bd` pad` bcqi,

a` bi

i
“
pa` biq

i2
¨ i “

ai` bi2

´1
“
´b` ai

´1
“ b´ ai,

a` bi

c` di
“
pa` biqpc´ diq

pc` diqpc´ diq
“
ac` bd` pbc´ adqi

c2 ` d2

“
ac` bd

c2 ` d2
`
bc´ ad

c2 ` d2
i.

Czym jednak jest ten napis a` bi?

Definicja 2.1. Liczba zespolona jest to para uporządkowana liczb rzeczywi-
stych pa, bq, którą tradycyjnie zapisujemy jako a ` bi. Zbiór wszystkich liczb
zespolonych oznaczamy symbolem C.

Jeżeli pa, bq “ a` bi “ z jest liczbą zespoloną, to

• liczbę rzeczywistą a nazywamy częścią rzeczywistą liczby zespolonej z i
oznaczamy

Rez “ a,

• liczbę rzeczywistą b nazywamy częścią urojoną liczby zespolonej z i ozna-
czamy

Imz “ b,

• moduł liczby zespolonej z definiujemy jako

|z| “
?
a2 ` b2,
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• sprzężeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbę zespoloną

z “ a´ bi.

W szczególności każda liczba rzeczywista a jest także liczbą zespoloną: a “
a` 0i.

Na zbiorze C mamy określone działania

• dodawania:

pa, bq ` pc, dq “ pa` biq ` pc` diq “ pa` cq ` pb` dqi “ pa` c, b` dq

z elementem neutralnym 0 “ p0, 0q “ 0` 0i, oraz

• mnożenia:

pa, bq ¨ pc, dq “ pa` biqpc` diq “ ac´ bd` pad` bcqi

z elementem neutralnym 1 “ p1, 0q “ 1` 0i.

Ponadto, jeżeli z “ a` bi, to możemy określić liczbę przeciwną

´z “ ´a´ bi,

tak, że z ` p´zq “ 0, oraz, gdy z ‰ 0, liczbę odwrotną

z´1 “
1
z
“

1
a` bi

“
a

a2 ` b2
´

b

a2 ` b2
i,

tak, że z ¨ z´1 “ 1.

Zadanie 2.1. Pokaż, że działania dodawania i mnożenia liczb zespolonych są
przemienne i łączne oraz mnożenie jest rozdzielne względem dodawania.

Z powyższych rozważań i zadania 2.1 wynika:

Twierdzenie 2.1. Zbiór liczb zespolonych C z działaniami dodawania i mno-
żenia określonymi powyżej oraz elementami wyróżnionymi 0 i 1 jest ciałem.

2.2 Podstawowe własności

Poniżej podajemy kilka własności liczb zespolonych. Niektóre z nich są oczy-
wiste, inne trochę mniej.

Stwierdzenie 2.2. Niech z P C. Wówczas

(i) z ` z “ 2Rez,
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(ii) z ¨ z “ |z|2,

(iii) jeżeli z ‰ 0, to z´1 “
z

|z|2
.

Dowód powyższego stwierdzenia zostawiamy jako bardzo proste ćwiczenie.

Stwierdzenie 2.3. Niech z, w P C. Wówczas

(i) z ` w “ z ` w,

(ii) z ¨ w “ z ¨ w,

(iii) z´1 “ pzq´1,

(iv) |z ` w| ď |z| ` |w|,

(v)
ˇ

ˇ|z| ´ |w|
ˇ

ˇ ď |z ´ w|,

(vi) |zw| “ |z| ¨ |w|,

(vii) gdy w ‰ 0, to
ˇ

ˇ

ˇ

z

w

ˇ

ˇ

ˇ
“
|z|

|w|
.

Dowód (iv). Niech z “ a` bi, w “ c` di. Trzeba pokazać, że

pa` cq2 ` pb` dq2 ď
´?

a2 ` b2 `
?
c2 ` d2

¯2
.

mamy

a2 ` c2 ` 2ac` b2 ` d2 ` 2bd ď a2 ` b2 ` c2 ` d2 ` 2
a

pa2 ` b2qpc2 ` d2q

i po uproszczeniu
ac` bd ď

a

pa2 ` b2qpc2 ` d2q.

Jeżeli lewa strona jest ujemna, to już koniec. W przeciwnym razie podnosimy
obie strony do kwadratu:

pac` bdq2 ď pa2 ` b2qpc2 ` d2q,

skąd, po wymnożeniu i uproszczeniu

2abcd ď a2d2 ` b2c2

lub równoważnie
0 ď pad´ bcq2.

Ostatnia nierówność jest zawsze prawdziwa.

Zadanie 2.2. Udowodnij pozostałe podpunkty ze stwierdzeń 2.2 i 2.3.
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2.3 Interpretacja wektorowa

Liczba zespolona została zdefiniowana jako para uporządkowana liczb rzeczy-
wistych. Wobec tego naturalnym środowiskiem, w którym żyją liczby zespolone
jest płaszczyzna (zob. Rysunek 2.1). Określamy ją mianem płaszczyzny zespo-
lonej lub płaszczyzny Gaussa.

Rysunek 2.1: Interpretacja geometryczna liczby zespolonej.

Re

Im

z = a + bi

10

i

a

bi

|z|

z = a - bi
-bi

Oś poziomą, oznaczoną na rysunku 2.1 symbolem Re nazywamy wówczas
osią rzeczywista, natomiast oś pionowa, oznaczana symbolem Im, to oś urojo-
na. Moduł liczby zespolonej z interpretujemy jako długość odcinka łączącego
punkt na płaszczyźnie Gaussa odpowiadający z z liczbą 0. Operacja sprzężenia
odpowiada odbiciu względem osi rzeczywistej.

W zależności od potrzeb liczbę zespoloną z “ a` bi możemy interpretować
jako punkt pa, bq na płaszczyźnie, lub jako wektor

“

a
b

‰

. Wówczas dodawanie
liczb zespolonych to po prostu dodawanie wektorów, co zostało zilustrowane
na Rysunku 2.2.
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Rysunek 2.2: Dodawanie liczb zespolonych.

Re

Im

0

z

w

z + w

2.4 Postać trygonometryczna

Niech z “ x ` iy P C i z ‰ 0. Oznaczmy literą φ kąt pomiędzy półosią
rzeczywistą dodatnią i wektorem odpowiadającym z i ustalmy, że jest to kąt
zorientowany przeciwnie do ruchu wskazówek zegara. Wówczas

x

|z|
“ cosφ,

y

|z|
“ sinφ

oraz
z “ |z| pcosφ` i sinφq . (2.1)

Zapisaliśmy w ten sposób liczbę zespoloną z w postaci trygonometrycznej (zob.
Rys. 2.3). Kąt φ nazywamy argumentem liczby zespolonej z i oznaczamy φ “
arg z. Jeżeli φ P r0, 2πq, to mówimy, że φ jest argumentem głównym, który
oznaczamy Argz.

Przyjrzymy się teraz ponownie iloczynowi dwóch liczb zespolonych. Niech
z, w P C i zapiszmy te liczby w postaci trygonometrycznej:

z “ |z|pcosφ` i sinφq
w “ |w|pcos θ ` i sin θq.
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Rysunek 2.3: Postać trygonometryczna liczby zespolonej

Re

Im

|z|

i|z|sin f

|z|cos f

f

z

Obliczamy iloczyn:

zw “ |z| ¨ |w|pcosφ cos θ ´ sinφ sin θ ` ipcosφ sin θ ` sinφ cos θqq
“ |z| ¨ |w|pcospφ` θq ` i sinpφ` θqq.

Zatem moduł iloczynu zw to iloczyn modułów |z| i |w|, natomiast argument
iloczynu jest równy sumie argumentów liczb z i w. Geometryczna interpretacja
mnożenia liczby zespolonej z przez liczbę w jest następująca: wektor odpowia-
dający z (zaczepiony w 0) obracamy wokół punktu 0 o kąt równy argumentowi
liczby w, natomiast długość wektora z skalujemy o czynnik |w|. (zob. Rys. 2.4)

Zadanie 2.3. Pokaż, że dla z “ |z|pcosφ` i sinφq:

z´1 “ |z|´1pcosφ´ i sinφq “ |z|´1pcosp´φq ` i sinp´φqq.

Zapis wykładniczy. Umawiamy się, że będziemy pisać

eiφ “ cosφ` i sinφ.

Taki zapis ma więcej sensu, niż może się z pozoru wydawać. Jeżeli bowiem

z “ |z| ¨ peiφ “ cosφ` i sinφq, w “ |w| ¨ peiθ “ cos θ ` i sin θq,

to

z ¨ w “ |zw| ¨
`

cospφ` θq ` i sinpφ` θq
˘

“ |zw| ¨ eipφ`θq “ |zw| ¨ eiφ ¨ eiθ.

Inaczej mówiąc, przy mnożeniu liczb zespolonych argumenty pomnożone przez
i zachowują się jak wykładniki.



ROZDZIAŁ 2. LICZBY ZESPOLONE 17

Rysunek 2.4: Iloczyn liczb zespolonych

Re

Im

f

z
q

w

f + q

|z|

|w||z||w|

zw

Przykład 2.2. Niech S1 oznacza okrąg jednostkowy na płaszczyźnie zespolo-
nej, czyli

S1 “ tz P C : |z| “ 1u.

Zauważmy, że 1 P S1, gdy z, w P S1 to także zw P S1 oraz z´1 P S1. Inaczej
mówiąc, S1 jest grupą z działaniem mnożenia liczb zespolonych i 1 jako elemen-
tem neutralnym. Każdy element tej grupy możemy zapisać jako eiφ; wówczas
działanie grupowe polega na dodawaniu wykładników, a odwrotność to wzięcie
wykładnika z przeciwnym znakiem.

Uwaga 2.1. Ktoś może się zapytać, co zapis wykładniczy ma wspólnego z funk-
cją wykładniczą x ÞÑ ex, określoną dla x P R. Po pierwsze, możemy zdefiniować
wartość funkcji wykładniczej dla dowolnej liczby zespolonej z:

ez “ eRez`iImz “ eRez ¨ eiImz “ eRezpcospImzq ` i sinpImzqq.

Po drugie, definicja liczby ex dla x P R:

ex “ lim
nÑ8

´

1`
x

n

¯n

lub ex “
8
ÿ

n“0

xn

n!

może również zostać zastosowana dla x “ z zespolonego i okazuje się, że otrzy-
mamy wówczas właśnie liczbę eRezpcospImzq` i sinpImzqq. Zauważmy, że funk-
cja wykładnicza z ÞÑ ez dla argumentów zespolonych nie jest różnowartościowa
(a nawet jest okresowa, jej okres wynosi 2πi), a jej obraz to zbiór Czt0u.
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Stwierdzenie 2.4 (Wzór Eulera).

eiπ ` 1 “ 0.

Uwaga 2.2. Wzór Eulera bywa nazywany najpiękniejszym wzorem matematy-
ki. Pomijając kwestie estetyki, zauważmy, że pokazuje on związek pomiędzy
pięcioma ważnymi stałymi matematycznymi: elementami wyróżnionymi ciała
liczb rzeczywistych (i zespolonych) (0 i 1), jednostką urojoną i oraz liczbami
π oraz e.

Stwierdzenie 2.5 (Wzór de Moivre’a). Jeżeli liczba n jest całkowita, nato-
miast z “ |z|eiφ “ |z|pcosφ` i sinφq, to

zn “ |z|neinφ “ |z|npcosnφ` i sinnφq.

Dowód. Jeżeli n jest dodatnie to stosujemy n ´ 1 razy wzór na postać trygo-
nometryczną iloczynu liczb zespolonych. Dla n ujemnych najpierw dodatkowo
zapisujemy w postaci trygonometrycznej liczbę z´1.

Przykład 2.3. Obliczymy p1` iq21. Mamy 1` i “
?

2pcos π
4 ` i sin π

4 q. Zatem

p1` iq21 “ p
?

2q21
ˆ

cos
21π
4
` i sin

21π
4

˙

“ 210
?

2
ˆ

cos
5π
4
` i sin

5π
4

˙

“ 210p´1´ iq

2.5 Pierwiastki zespolone

Niech a P Czt0u będzie ustaloną liczbą zespoloną. Zajmiemy się teraz wyzna-
czeniem rozwiązań zespolonych równania

wn “ a.

Każde rozwiązanie tego równania będziemy nazywać pierwiastkiem zespolonym
stopnia n z liczby zespolonej a.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy |a| “ 1, czyli a “ eiφ. Wówczas, jeżeli
wn “ a, to także |w| “ 1, czyli w jest postaci eiθ. Skoro wn “ a, czyli einθ “ eiφ,
to

nθ “ 2kπ ` φ

dla pewnej liczby całkowitej k. Zatem

θ “
2kπ
n
`
φ

n
“ θk.
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Zauważmy, że jeśli k, l P Z i k´ l “ mn dla pewnego m P Z, to θk´ θl “ 2πm.
Zatem wszystkie różne wartości eiθk otrzymamy biorąc k P t0, 1, . . . , n ´ 1u.
Otrzymaliśmy n różnych pierwiastków zespolonych z liczby zespolonej a:

wk “ eip2kπ`φq{n “ cos
ˆ

2kπ ` φ
n

˙

` i sin
ˆ

2kπ ` φ
n

˙

.

Uogólnienie na przypadek, gdy |a| ‰ 1 jest proste. Wówczas

wk “
n
a

|a|eip2kπ`φq{n “ n
a

|a|

ˆ

cos
ˆ

2kπ ` φ
n

˙

` i sin
ˆ

2kπ ` φ
n

˙˙

.

Rysunek 2.5: Pierwiastki z jedności stopnia 8

Re

Im

0 1

i

-1

-i

Pierwiastki z jedności stopnia n. Dla a “ 1 otrzymujemy n różnych
zespolonych pierwiastków z jedności stopnia n:

uk “ ei2kπ{n “ cos
ˆ

2kπ
n

˙

` i sin
ˆ

2kπ
n

˙

.

Jasne jest, że uk P S1 i w szczególności u0 “ 1. Zbiór t1, u1, . . . , un´1u z dzia-
łaniem mnożenia liczb zespolonych i 1 jako elementem neutralnym jest grupą.
Łatwo też sprawdzić, że uj ¨ uk “ ul, gdzie l to reszta z dzielenia j` k przez n.
Zatem grupa ta ma taką samą strukturę, co grupa addytywna pZn,`, 0q.



Rozdział 3

Wielomiany

Niech K oznacza ciało R lub C.

Definicja 3.1. Wielomianem zmiennej z stopnia n o współczynnikach z ciała
K nazywamy funkcję p : KÑ K postaci

ppzq “ a0 ` a1z ` a2z
2
` . . .` anz

n
“

n
ÿ

k“0

akz
k,

gdzie a0, a1, . . . , an P K oraz an ‰ 0. Stopień wielomianu zapisujemy jako
deg p. Jeżeli p jest wielomianem zerowym, czyli ppzq “ 0 dla każdego z, to
przyjmujemy, że deg p “ ´8.

Zbiór wszystkich wielomianów o współczynnikach z ciała K zmiennej z bę-
dziemy oznaczać Krzs. Zbiór wszystkich takich wielomianów stopnia nie więk-
szego od n będziemy oznaczać Krzsn

3.1 Pierwiastki wielomianów

Definicja 3.2. Liczba z0 P K jest pierwiastkiem wielomianu p P Krzs, jeżeli
ppz0q “ 0.

W poprzednim rozdziale pokazaliśmy, że wielomian o współczynnikach ze-
spolonych postaci ppzq “ zn ´ a, gdzie a P Czt0u ma n różnych pierwiastków
będących liczbami zespolonymi.

Przykład 3.1. Wyznaczymy pierwiastki zespolonego trójmianu kwadratowe-
go wpzq “ z2 ` pz ` q, dla p, q P C.

wpzq “ z2 ` pz ` q “

“

ˆ

z2 ` pz `
p2

4

˙

` q ´
p2

4

“

´

z `
p

2

¯2
´
p2 ´ 4q

4
.

20
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Niech ∆ “ p2 ´ 4q. Gdy ∆ “ 0, to

wpzq “
´

z `
p

2

¯2

i mówimy, że w ma jeden dwukrotny pierwiastek z1 “ z2 “ ´
p
2 .

Jeżeli ∆ ‰ 0, to niech δ oznacza jeden z pierwiastków zespolonych stopnia
2 z liczby ∆. Wówczas drugi taki pierwiastek to ´δ. Przykładowo, jeżeli ∆ “ 4,
to jako δ możemy wybrać 2 lub ´2; jeżeli ∆ “ ´3, to δ “ ´i

?
3 lub δ “ i

?
3,

a jeżeli np. ∆ “ 2i, to δ “ 1 ` i lub ´1 ´ i – możliwe wartości δ różnią się
tylko znakiem.

wpzq “
´

z `
p

2

¯2
´

∆
4

“

ˆ

z `
p

2
´
δ

2

˙ˆ

z `
p

2
`
δ

2

˙

Wielomian w ma 2 pierwiastki zespolone:

z1 “ ´
p

2
´
δ

2
, z2 “ ´

p

2
`
δ

2
.

Wielomian w zapisaliśmy jako iloczyn czynników z ´ z1 i z ´ z2:

wpzq “ pz ´ z1qpz ´ z2q.

Znaleźliśmy wzory, których możemy użyć do wyznaczenia pierwiastków do-
wolnego wielomianu zespolonego stopnia 2. Podobne wzory, jednak znacznie
bardziej skomplikowane, można wyznaczyć jeszcze dla wielomianów stopnia 3
i 4, ale na tym zabawa się kończy. Twierdzenie Abela-Ruffiniego, udowodnione
niezależnie przez E. Galois, mówi, że nie istnieją ogólne wzory na pierwiastki
wielomianów stopnia 5 i wyższych.

Stwierdzenie 3.1. Jeżeli p P Krzs jest wielomianem stopnia n ě 1 i u P K,
to istnieje wielomian q P Krzs stopnia n´ 1 taki, że dla każdego z P C

ppzq “ qpzqpz ´ uq ` ppuq

i, gdy u jest pierwiastkiem p, to ppzq “ qpzqpz ´ uq.

Dowód. Niech ppzq “
řn
k“0 akz

k. Wówczas

ppzq “ ppzq ´ ppuq ` ppuq

“

n
ÿ

k“1

akpz
k
´ ukq ` ppuq

“

n
ÿ

k“1

pz ´ uqqkpzq ` ppuq

“ qpzqpz ´ uq ` ppuq
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W powyższych przekształceniach q i qk to pewne wielomiany stopnia odp. n´1
i k ´ 1 o współczynnikach zależnych od u.

Przykład 3.2. Obliczając pierwiastki w0, . . . , wn´1 stopnia n z liczby zespo-
lonej a wyznaczyliśmy jednocześnie pierwiastki wielomianu zn ´ a. Stosując
n´ 1 razy stwierdzenie 3.1 możemy więc napisać:

zn ´ w “ pz ´ w0qpz ´ w1q . . . pz ´ wn´1q.

Udowodnimy teraz, że wielomian jest wyznaczony jednoznacznie przez swo-
je współczynniki. Zaczniemy od następującego faktu pomocniczego:

Lemat 3.2. Dany jest wielomian p P Krzs, gdzie K “ Q, K “ R, lub K “ C:

ppzq “
n
ÿ

k“0

akz
k, gdzie ak P K dla k “ 0, 1, 2, . . . , n.

Jeżeli istnieje n ` 1 różnych liczb z0, z1, . . . , zn P K takich, że ppzjq “ 0 dla
j “ 0, 1, 2 . . . , n, to

a0 “ a1 “ . . . “ an “ 0.

Dowód. Załóżmy nie wprost, że co najmniej jeden ze współczynników aj jest
różny od zera. Możemy wtedy założyć, że dla pewnego m jest am ‰ 0 i am`1 “
am`2 “ . . . “ an “ 0. Zatem deg p “ m. Jeżeli m “ 0, to p jest niezerowym
wielomianem stałym, co jest sprzeczne z założeniem, że ma pierwiastki. Jeżeli
m ą 0, to, stosując stw. 3.1, otrzymujemy

ppzq “ qm´1pzqpz ´ z0q, gdzie deg qm´1 “ m´ 1,

a nawet, stosując jeszcze m´ 1 razy stw. 3.1

ppzq “ q0pzqpz ´ zm´1q . . . pz ´ z1qpz ´ z0q, gdzie deg q0 “ 0.

Skoro deg q0 “ 0, to jest to wielomian stały, czyli q0 “ b, gdzie b P K. Jeżeli
b ‰ 0, to dla j ‰ 0, 1, . . . ,m ´ 1 zajdzie ppzjq ‰ 0. W szczególności, wobec
m ď n, na pewno ppznq ‰ 0 – otrzymaliśmy sprzeczność. Zatem wszystkie
współczynniki wielomianu p muszą być równe 0.

Z lematu otrzymujemy wniosek, że jeśli wielomian jest funkcją stale równą
zero, to ma wszystkie współczynniki zerowe:

Wniosek 3.3. Jeżeli p P Krzs, ppzq “
n
ÿ

k“0

akz
k i ppzq “ 0 dla każdego z P K,

to a0 “ a1 “ . . . “ an “ 0.

Teraz już łatwo wykazać, że jeśli dwa wielomiany przyjmują te same war-
tości dla tych samych argumentów, to mają równe współczynniki:
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Twierdzenie 3.4. Jeżeli p, q P Krzs,

ppzq “
n
ÿ

k“0

akz
k, qpzq “

n
ÿ

k“0

bkz
k, ak, bk P K,

i ppzq “ qpzq dla każdego z P K, to ak “ bk dla k “ 0, 1, 2, . . . , n.

Dowód. Wystarczy zastosować wniosek 3.3 do wielomianu p´ q

Uwaga 3.1. Założenie, że oba wielomiany p i q mają n współczynników nie
zmniejsza ogólności tego twierdzenia, gdyż zawsze można dołożyć współczyn-
niki zerowe.

Na koniec wróćmy do sytuacji, gdy w przykładzie 3.1 mamy ∆ “ 0. Wów-
czas wpzq “ pz ` p

2q
2 i po podzieleniu wielomianu w przez dwumian z ` p

2
otrzymujemy wielomian, który też jest podzielny przez z ` p

2 . Mówimy, że
z1 “ ´

p
2 jest pierwiastkiem wielokrotnym, a konkretnie w tym przypadku –

dwukrotnym.

Definicja 3.3. Powiemy, że pierwiastek z0 wielomianu ppzq stopnia n, ma
krotność k, jeżeli dla pewnego wielomianu q, deg q “ n´ k zachodzi

ppzq “ qpzqpz ´ z0q
k

oraz qpz0q ‰ 0.

3.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Zarówno zespolone trójmiany kwadratowe, jak i wielomiany zn ´ a mają, z
uwzględnieniem krotności, tyle pierwiastków zespolonych, ile wynosi ich sto-
pień. Uzasadnione jest więc pytanie, czy jest to prawda dla dowolnego wielo-
mianu zespolonego. Okazuje się, że tak i wynika to z następującego twierdzenia:

Twierdzenie 3.5 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Każdy wielomian zespo-
lony ppzq stopnia co najmniej 1 ma pierwiastek zespolony.

Twierdzenie to zostało udowodnione na kilka sposobów w 1799 roku przez
Gaussa.

Z zasadniczego twierdzenia algebry i stwierdzenia 3.1 wynika natychmiast

Wniosek 3.6. Każdy wielomian p P Crzs stopnia n ą 0 ma, z uwzględnieniem
krotności, dokładnie n pierwiastków zespolonych z1, z2, . . . , zn i

ppzq “ apz ´ z1qpz ´ z2q . . . pz ´ znq,

gdzie a to współczynnik wielomianu p stojący przy zn.
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Na koniec zajmiemy się pierwiastkami zespolonymi wielomianów rzeczywi-
stych.

Stwierdzenie 3.7. Niech p P Rrzs będzie wielomianem zmiennej zespolonej z
o współczynnikach rzeczywistych. Wówczas, jeżeli ppz0q “ 0 dla pewnej liczby
zespolonej z0, to także ppz0q “ 0.

Zadanie 3.1. Udowodnij to stwierdzenie.

Ze stwierdzenia 3.7 wynika, że istnieją liczby rzeczywiste x1, . . . , xk i ze-
spolone o niezerowej części urojonej z1, . . . , zl takie, że k ` 2l “ deg p oraz

ppzq “ apz ´ x1q . . . pz ´ xkq ¨ pz ´ z1qpz ´ z1q . . . pz ´ zlqpz ´ zlq.

Jeżeli Imzj ‰ 0, to pz ´ zjqpz ´ zjq “ pz
2 ´ 2zRezj ` |zj|2q jest wielomianem

rzeczywistym, który nie ma pierwiastków rzeczywistych. Pokazaliśmy więc

Stwierdzenie 3.8. Każdy wielomian o współczynnikach rzeczywistych stopnia
większego lub równego 1 można zapisać jako iloczyn wielomianów stopnia 1 i
wielomianów stopnia 2, przy czym żaden z tych wielomianów stopnia 2 nie ma
już pierwiastków rzeczywistych.

Przykład 3.3. Rozłożymy wielomian ppzq “ z3 ` z2 ` z ` 1 na czynniki
rzeczywiste i zespolone minimalnego stopnia:

ppzq “ z2pz ` 1q ` pz ` 1q
“ pz ` 1qpz2 ` 1q
“ pz ` 1qpz ` iqpz ´ iq.

3.3 Schemat Hornera

Schemat Hornera jest algorytmem stosowanym do sprawnego dzielenia danego
wielomianu przez wielomian stopnia 1 oraz obliczania wartości wielomianu dla
danego argumentu x “ x0.

Rozważamy wielomian stopnia n

ppxq “ a0 ` a1x` a2x
2
` . . .` an´2x

n´2
` an´1x

n´1
` anx

n, (3.1)

gdzie aj P K, który przekształcamy do postaci

ppxq “ a0 ` xpa1 ` xpa2 ` . . .` xpan´2 ` xpan´1 ` anxqq . . .qq. (3.2)

Dla ustalonej wartości x “ x0 obliczamy

bn “ an,

bn´1 “ an´1 ` bnx0,

bn´2 “ an´2 ` bn´1x0,

. . . ,

b0 “ a0 ` b1x0.
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Liczby bk to wartości wyrażeń w kolejnych nawiasach we wzorze (3.2) i
b0 “ ppx0q. Ponadto

ppxq “ pbnx
n´1

` bn´1x
n´2

` . . .` b2x` b1qpx´ x0q ` b0.

Przykład 3.4. Obliczymy wartość wielomianu ppxq “ ´2x4` x2´ 5x` 3 dla
x “ ´32 . Współczynniki an i bn wygodnie jest zapisywać w tabelce:

an bn

´2 ´2

0 0` p´2qp´32q “ 3

1 1` 3p´32q “ ´
7
2

´5 ´5` p´72qp´
3
2q “

1
4

3 3` 14p´
3
2q “

21
8

Zatem pp´32q “
21
8 oraz ppxq “ p´2x3 ` 3x2 ´ 72x`

1
4qpx`

3
2q `

21
8 .

Zadanie 3.2. Ile operacji dodawania i mnożenia należy wykonać, obliczając
wartość wielomianu bezpośrednio ze wzoru (3.1) i z wykorzystaniem schematu
Hornera?



Rozdział 4

Macierze

4.1 Definicja macierzy

Symbolem K oznaczamy ciało R lub C.
Macierzą (o elementach z ciała K) wymiaru mˆ n nazywamy tablicę pro-

stokątną

A “

»

—

—

–

a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 am,2 . . . am,n

fi

ffi

ffi

fl

, (4.1)

gdzie ai,j P K dla 1 ď i ď m, 1 ď j ď n nazywamy elementami macierzy.
Można również stosować bardziej zwarty zapis:

A “ rai,jsi“1,...,m
j“1,...,n

.

Jeżeli wymiar macierzy jest znany, to możemy również użyć zapisu A “ rai,jsi,j.
Przyjmiemy, że pierwszy dolny indeks za nawiasem kwadratowym oznacza nu-
mer wiersza, a drugi – kolumny.

Zbiór wszystkich macierzy wymiaru mˆn o elementach z ciała K będziemy
oznaczać symbolem Km,n

Macierz wymiaru n ˆ 1 nazywamy wektorem (n wymiarowym / długości
n). Zbiór wszystkich takich macierzy oznaczamy po prostu Kn. Przyjmuje-
my również, że K1,1 “ K1 “ K. Wektory będziemy zapisywać w następujący
sposób:

~x “

»

—

—

—

–

x1
x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“ rxis
n
i“1 “ rxisi.

26
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Dla ai,j z (4.1) o wektorze ~aj “ rai,jsi, j “ 1, . . . , n, mówimy jako o j-tej
kolumnie macierzy A. Możemy również napisać

A “ r~a1, . . . ,~ans. (4.2)

Podobnie, jeżeli Wi “ rai,1, . . . ai,ns, i “ 1, . . . ,m, to możemy napisać

A “

»

—

–

W1
...

Wm

fi

ffi

fl

. (4.3)

Macierz Wi określamy wówczas jako i-ty wiersz macierzy A. Równości (4.3) i
(4.2) to szczególne przypadki tzw. blokowego zapisu macierzy:

A “

»

—

—

–

A1,1 A1,2 . . . A1,k
A2,1 A2,2 . . . A2,k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Al,1 Al,2 . . . Al,k

fi

ffi

ffi

fl

. (4.4)

Powyżej Ai,j oznaczają już podmacierze macierzy A, czyli bloki. Bloki z tego
samego wiersza powinny wszystkie mieć tyle samo wierszy, a bloki stojące w
tej samej kolumnie powinny mieć wszystkie taką samą liczbę kolumn.

Macierz zerowa (wymiaru mˆn) jest to macierz, której wszystkie elementy
są zerami: 0 “ r0si,j P Km,n.

Macierz diagonalna jest to macierz A “ rai,jsi,j P Km,n, w której ai,j “ 0
gdy i ‰ j, czyli, gdy m ď n

A “

»

—

—

–

a1,1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2,2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . am,m 0 . . . 0

fi

ffi

ffi

fl

lub, gdy m ě n

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

a1,1 0 . . . 0
0 a2,2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an,n
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Ciąg pozycji o indeksach pi, iq, i “ 1, . . . ,minpm,nq w macierzy A P Km,n

nazywamy (główną) przekątną macierzy A
Jeżeli A P Kn,n, to mówimy, że macierz A jest kwadratowa. Macierz kwa-

dratową i diagonalną nˆ n o wyrazach d1, . . . , dn możemy zapisać jako:

D “ diagpd1, . . . , dnq.
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Macierz
In “ diagp1, . . . , 1q P Kn,n

nazywamy macierzą jednostkową (rozmiaru nˆ n).
Jeżeli w macierzy A wszystkie elementy pod przekątną są równe zero, to A

nazywamy macierzą trójkątną górną. Analogicznie, jeżeli wszystkie elementy
macierzy A nad przekątną są równe zero, to mówimy, że A jest trójkątna dolna.
Zbiór macierzy trójkątnych górnych wymiaru m ˆ n o elementach z ciała K
oznaczamy TRIUm,n

pKq. Zbiór macierzy trójkątnych dolnych wymiaru mˆ n
oznaczamy TRILm,npKq.

Przykład 4.1. Macierze

A “

»

–

1 0 0
2 3 0
4 5 6

fi

fl , B “

„

2` i 2 3i
0 3` 2i 1´ i



, C “

»

—

—

–

´1 0 2
0 2 0
0 0 ´3
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

są trójkątne: A P TRIL3,3pRq, B P TRIU2,3pCq, C P TRIU4,3pRq.

4.2 Operacje na macierzach

Niech

A “

»

—

—

–

a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 am,2 . . . am,n

fi

ffi

ffi

fl

P Km,n.

Transpozycją macierzy A P Km,n nazywamy macierz

AT “

»

—

—

–

a1,1 a2,1 . . . am,1
a1,2 a2,2 . . . am,2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1,n a2,n . . . am,n

fi

ffi

ffi

fl

P Kn,m.

Inaczej mówiąc, transponując macierz zamieniamy wiersze na kolumny i ko-
lumny na wiersze.

Przykład 4.2.
„

1 ´1 2
0 3 ´2

T

“

»

–

1 0
´1 3
2 ´2

fi

fl .
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Hermitowskim sprzężeniem macierzy A P Km,n nazywamy macierz

AH “

»

—

—

–

a1,1 a2,1 . . . am,1
a1,2 a2,2 . . . am,2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1,n a2,n . . . am,n

fi

ffi

ffi

fl

P Kn,m.

Aby otrzymać sprzężenie hermitowskie macierzy, najpierw ją transponujemy,
a potem sprzęgamy wszystkie jej elementy.

Jasne jest, że w przypadku, gdy K “ R, to AT “ AH . Stosuje się również
oznaczenia

A “ rai,jsi,j, |A| “ r|ai,j|si,j.

Jak łatwo zauważyć AH “ A
T
“ AT .

Przykład 4.3.
»

–

1` i 2 2´ i
2` 3i i 0

1 ´3i 3´ 2i

fi

fl

H

“

»

–

1´ i 2´ 3i 1
2 ´i 3i

2` i 0 3` 2i

fi

fl

Definicja 4.1. Macierz A P Kn,n taką, że A “ AT nazywamy macierzą syme-
tryczną, natomiast jeżeli A “ ´AT , to mówimy, że A jest macierzą antysyme-
tryczną. Jeżeli A “ AH , to mówimy, że A jest macierzą hermitowską.

Zadanie 4.1. Macierz A “ rai,jsi,j jest hermitowska. Pokaż, że ai,i P R, nato-
miast dla i ‰ j ai,j “ aj,i.

Jeżeli b P K jest elementem z ciała, czyli skalarem, oraz A “ rai,jsi,j P Km,n,
to możemy określić iloczyn macierzy A przez skalar b:

A ¨ b “ b ¨ A “ rbai,jsi,j P Km,n.

Zauważmy przy okazji, że

pbAqT “ bAT oraz pbAqH “ bAH

Mając dwie macierze takiego samego rozmiaru A “ rai,jsi,j P Km,n, B “

rbi,jsi,j P Km,n, możemy określić ich sumę:

A`B “

»

—

—

–

a1,1 ` b1,1 a1,2 ` b1,2 . . . a1,n ` b1,n
a2,1 ` b2,1 a2,2 ` b2,2 . . . a2,n ` b2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 ` bm,1 am,2 ` bm,2 . . . am,n ` bm,n

fi

ffi

ffi

fl

P Km,n.

Tak określone dodawanie macierzy jest oczywiście przemienne. Ponadto, mno-
żenie macierzy przez skalar jest rozdzielne względem dodawania.



ROZDZIAŁ 4. MACIERZE 30

Przy okazji warto zauważyć, że zbiór Km,n z działaniem dodawania macie-
rzy i macierzą zerową jako elementem neutralnym jest grupą. Macierz prze-
ciwna do macierzy A “ rai,jsi,j to macierz ´A “ r´ai,jsi,j.

Bez większych trudności możemy sprawdzić, że

pA`BqT “ AT `BT oraz pA`BqH “ AH `BH .

Dodawanie macierzy w postaci blokowej. Jeżeli dane są dwie macierze
w postaci blokowej:

A “

»

–

A1,1 . . . A1,k
. . . . . . . . . . . . . .
Al,1 . . . Al,k

fi

fl , B “

»

–

B1,1 . . . B1,k
. . . . . . . . . . . . . .
Bl,1 . . . Bl,k

fi

fl

i dla dowolnych i, j bloki Ai,j oraz Bi,j maja takie same rozmiary, to

A`B “

»

–

A1,1 `B1,1 . . . A1,k `B1,k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Al,1 `Bl,1 . . . Al,k `Bl,k

fi

fl .

Znacznie ciekawszym działaniem jest iloczyn macierzy. Jeżeli A “ rai,jsij P
Km,r, B “ rbi,jsi,j P Kr,n, to iloczyn tych macierzy jest macierzą

A ¨B “ C “ rci,jsi,j P Km,n,

gdzie

ci,j “ ai,1b1,j ` ai,2b2,j ` . . .` ai,rbr,j, dla 1 ď i ď m, 1 ď j ď n.

Przykład 4.4.

„

1 ´1 2
0 3 ´2



¨

»

–

1 ´1 1 2
2 0 1 ´3
3 1 1 4

fi

fl “

„

5 1 2 13
0 ´2 1 ´17



Stwierdzenie 4.1 (Własności iloczynu macierzy).

(i) Jeżeli A,B P Km,r i C P Kr,n, to

pA`Bq ¨ C “ A ¨ C `B ¨ C P Km,n.

(ii) Jeżeli A P Km,r i B,C P Kr,n, to

A ¨ pB ` Cq “ A ¨B ` A ¨ C P Km,n.



ROZDZIAŁ 4. MACIERZE 31

(iii) Jeżeli c P K, A P Km,r, B P Kr,n, to

cpA ¨Bq “ pcAq ¨B “ A ¨ pcBq P Km,n.

(iv) Jeżeli A P Km,r, B P Kr,s, C P Ks,n to

pA ¨Bq ¨ C “ A ¨ pB ¨ Cq P Km,n.

(v) Jeżeli A P Km,r, B P Kr,n, to

pA ¨BqT “ BT
¨ AT P Kn,m oraz pA ¨BqH “ BH

¨ AH P Kn,m.

(vi) Jeżeli A P Km,r, 0 to macierz zerowa z Kr,n, to A ¨ 0 “ 0 P Km,n i, gdy 0
to macierz zerowa z Km,r, A P Kr,n, to 0 ¨ A “ 0 P Km,n.

(vii) Jeżeli A P Km,n, to
Im ¨ A “ A “ A ¨ In.

Nie wszystkie własności iloczynu liczb przenoszą się na iloczyn macierzy

Przykład 4.5. Jeżeli AB “ 0, to wcale nie musi zachodzić A “ 0 lub B “ 0:
»

–

1 1
´1 ´1
2 2

fi

fl ¨

„

1 3 ´4
´1 ´3 4



“

»

–

0 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl .

Jeżeli A P Km,r i B P Kr,n, to, dla n ‰ m iloczyn BA nie jest określo-
ny. Oczywiście nawet, gdy m “ n, to nie musi być prawdą, że AB “ BA,
na przykład, gdy r ‰ m. Jednak nawet w sytuacji, gdy r “ m “ n nie mo-
żemy powiedzieć, że zawsze AB “ BA. Inaczej mówiąc, mnożenie macierzy
kwadratowych tego samego rozmiaru nie jest przemienne.

Przykład 4.6.
„

1 ´1
2 3



¨

„

0 1
´1 0



“

„

1 1
´3 2



ale
„

0 1
´1 0



¨

„

1 ´1
2 3



“

„

2 3
´1 1



.

Zadanie 4.2. Pokaż, że iloczyn macierzy kwadratowych trójkątnych górnych
(dolnych) jest macierzą trójkątną górną (dolną).
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Iloczyn macierzy w postaci blokowej Jeżeli dane są dwie macierze w
postaci blokowej

A “

»

–

A1,1 . . . A1,l
. . . . . . . . . . . . . .
Ak,1 . . . Ak,l

fi

fl , B “

»

–

B1,1 . . . B1,r
. . . . . . . . . . . . . .
Bl,1 . . . Bl,r

fi

fl

oraz Ai,j P Kui,vj , Bi,j P Kvi,wj , to dla

Cs,t “ As,1B1,t ` As,2B2,t ` . . .` As,lBl,t

mamy

AB “

»

–

C1,1 . . . C1,r
. . . . . . . . . . . . . .
Ck,1 . . . Ck,r

fi

fl .

4.3 Macierz jako odwzorowanie

Dana macierz A P Km,n zadaje odwzorowanie ze zbioru Kn w zbiór Km:

F p~xq “ A~x, dla ~x P Kn.

Przykład 4.7 (Macierze obrotów płaszczyzny). Jak pamiętamy, mnożenie
przez liczbę zespoloną eiα odpowiada obrotowi płaszczyzny Gaussa o kąt α
wokół zera. Rozważmy więc macierz

„

cosα ´ sinα
sinα cosα



i rozważmy przekształcenie Fα : R2 Ñ R2 zadane wzorem

Fα

ˆ„

x
y

˙

“

„

cosα ´ sinα
sinα cosα

 „

x
y



“

„

x cosα ´ y sinα
x sinα ` y cosα



.

Wektor wynikowy to obrót wektora rx, ysT o kąt α wokół początku układu
współrzędnych.
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4.4 Macierze nieosobliwe

W zbiorze macierzy kwadratowych Kn,n mnożenie macierzy jest działaniem
wewnętrznym i jest to działanie łączne.

Definicja 4.2. Powiemy, że macierz A P Kn,n jest nieosobliwa (odwracalna),
jeżeli istnieje macierz B taka, że AB “ In. Macierz B nazywamy macierzą
odwrotną do A lub po prostu odwrotnością macierzy A i zapisujemy jako A´1.

Macierz, która nie jest odwracalna jest nazywana macierzą nieodwracalną
lub osobliwą.

Przykład 4.8.

• Macierz I2 jest odwracalna i I´12 “ I2.

• Macierz zerowa 0 P R2,2 jest osobliwa, bowiem 0 ¨ A “ 0 dla każdej
macierzy A.

• Macierz A “
„

1 1
3 2



jest nieosobliwa i A´1 “
„

´2 1
3 ´1



.

• Macierz
„

1 1
1 1



jest osobliwa, bowiem dla dowolnych a, b, c, d P R

„

1 1
1 1



¨

„

a b
c d



“

„

a` c b` d
a` c b` d



i nie jest możliwe, żeby macierz po prawej stronie była macierzą jednost-
kową.

• Jeżeli d1, . . . dn ‰ 0, to macierz diagonalna D “ diagpd1, . . . , dnq jest
nieosobliwa i D´1 “ diagpd´11 , . . . , d´1n q.

Stwierdzenie 4.2. Jeżeli macierze A,B P Kn,n są nieosobliwe, to macierz
C “ AB też jest nieosobliwa i C´1 “ B´1A´1.

Dowód. Niech D “ B´1A´1. Wówczas

CD “ pABqpB´1A´1q “ ApBB´1qA´1 “ AInA
´1
“ AA´1 “ In.

Przykład 4.9. Macierze skalarne. Rozważmy następujący podzbiór zbioru
R2,2:

X “

"„

x ´y
y x



P R2,2 : x, y P R
*

.
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Zbiór X jest zamknięty ze względu na dodawanie. Ponadto
„

x ´y
y x

 „

u ´v
v u



“

„

xu´ yv ´xv ´ yu
xv ` yu xu´ yv



,

czyli X także jest zamknięty ze względu na iloczyn macierzy, oraz, gdy x ‰ 0
lub y ‰ 0

„

x ´y
y x



¨
1

x2 ` y2

„

x y
´y x



“ I2.

Rozważmy teraz bijekcję Φ : CÑ X:

Φpx` iyq “
„

x ´y
y x



.

Widzimy, że Φp0q “ 0, Φp1q “ I2 oraz dla z, w P C

• Φpzwq “ Φpzq ¨ Φpwq,

• Φpz ` wq “ Φpzq ` Φpwq,

• Φpz´1q “ Φpzq´1 dla z ‰ 0.

Okazuje się, że pX,`, ¨, 0, I2q jest ciałem. Na dodatek ciało to jest tak naprawdę
ciałem liczb zespolonych C, tyle, że jego elementy zapisujemy w nieco inny
sposób. Dodatkowo, określona przez nas bijekcja Φ jest zgodna z działaniami
dodawania, mnożenia i brania odwrotności w C i X.

Ze względu na to, że powyższe macierze mają własności skalarów z ciała
liczb zespolonych, są on nazywane macierzami skalarnymi.

W rozdziale 7.3 poznamy wiele warunków równoważnych nieosobliwości
macierzy.

Zadanie 4.3. Pokaż, że macierz A “
„

a b
c d



P K2,2 jest nieosobliwa wtedy i

tylko wtedy, gdy ad´ bc ‰ 0 i wówczas A´1 “
1

ad´ bc

„

d ´b
´c a



.

Zadanie 4.4. Macierz A P Kn,n jest nieosobliwa. Pokaż, że macierze AT i AH

też są nieosobliwe.

Zadanie 4.5. Pokaż, że macierz trójkątna A P Kn,n jest nieosobliwa wtedy i
tylko wtedy, gdy ma wszystkie wyrazy na przekątnej różne od zera.
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4.5 Operacje elementarne

Operacje elementarne na wierszach macierzy. Dla macierzy

A “

»

—

—

—

–

w1
w2
...
wm

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P Km,n, gdzie wi P K1,n

rozważamy następujące przekształcenia:

(I) zamiana miejscami dwóch wierszy: wj Ø wk,

(II) pomnożenie wiersza przez niezerowy skalar: wj Ñ αwj, α P K,

(III) dodanie do pewnego wiersza innego pomnożonego przez skalar:
wj Ñ wj ` βwk.

Przekształcenia te nazywamy operacjami elementarnymi na wierszach macie-
rzy.

Zadanie 4.6. Pokaż, że każdą operację elementarną na wierszach można za-
pisać w postaci iloczynu MA, gdzie M P Rm,m jest macierzą nieosobliwą.
Wyznacz macierze M dla każdego rodzaju operacji i wykaż, że każda z tych
macierzy ma własność M ¨M´1 “M´1 ¨M “ Im.

Operacje elementarne na kolumnach macierzy. Dla macierzy

A “
”

~k1 ~k2 . . . ~kn

ı

P Km,n, gdzie ~kj P Km

rozważamy następujące przekształcenia:

(I) zamiana miejscami dwóch kolumn: ~kj Ø ~kl,

(II) pomnożenie kolumny przez niezerowy skalar: ~kj Ñ α~kj, α P K,

(III) dodanie do pewnej kolumny innej pomnożonej przez skalar:
~kj Ñ ~kj ` β~kl.

Przekształcenia te nazywamy operacjami elementarnymi na kolumnach macie-
rzy.

Zadanie 4.7. Pokaż, że każdą operację elementarną na kolumnach można
zapisać w postaci iloczynu AM , gdzie M P Rn,n jest macierzą nieosobliwą.
Wyznacz macierze M dla każdego rodzaju operacji i wykaż, że każda z tych
macierzy ma własność M ¨M´1 “M´1 ¨M “ In.
Wskazówka: Jak wykorzystać rozwiązania zadania 4.6?
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4.6 Odwracanie macierzy

Załóżmy, że macierz A P Kn,n jest nieosobliwa. Poniżej pokazany jest spo-
sób wyznaczenia macierzy A´1 z wykorzystaniem operacji elementarnych na
kolumnach.

Niech E1, E2, . . . , Ek to macierze kolejnych operacji elementarnych na ko-
lumnach, dobranych tak, aby macierz A przekształcić w macierz In. Inaczej
mówiąc

A ¨ E1 ¨ E2 ¨ . . . ¨ Ek “ In,

czyli, dla B “ E1 ¨E2 ¨ . . . ¨Ek mamy A ¨B “ In. To oznacza, że B jest macierzą
odwrotną do A, B “ A´1. Zauważmy także, że

A´1 “ E1 ¨ E2 ¨ . . . ¨ Ek “ In ¨ E1 ¨ E2 ¨ . . . ¨ Ek,

czyli, stosując operacje elementarne w tej samej kolejności do macierzy jednost-
kowej In otrzymujemy macierz odwrotną do A. Najwygodniej jest po prostu

wykonywać te operacje jednocześnie na macierzy
„

A
In



P K2n,n:

„

A
In



¨ E1 ¨ E2 ¨ . . . ¨ Ek “

„

In
A´1



.

Systematyczny sposób doboru operacji elementarnych E1, . . . , Ek, zwany
metodą Gaussa - Jordana jest następujący:

• sprowadzamy macierz A do postaci trójkątnej dolnej bez zer na przekąt-
nej za pomocą operacji typu (III) i (I), zerując elementy nad przekątną
w kolejnych wierszach poczynając od pierwszego;

• za pomocą operacji typu (II) wszystkie elementy na przekątnej zamie-
niamy na 1;

• za pomocą operacji typu(III) zerujemy wszystkie elementy pod przekąt-
ną.



Rozdział 5

Układy równań liniowych

W tym rozdziale wprowadzamy definicje dotyczące układów równań liniowych
i omówimy ogólną metodę ich rozwiązywania, zwaną eliminacją Gaussa – Jor-
dana.

Układ m równań liniowych o n niewiadomych jest to układ równości
$

’

’

’

&

’

’

’

%

a1,1x1 ` a1,2x2 ` . . . ` a1,nxn “ b1
a2,1x1 ` a2,2x2 ` . . . ` a2,nxn “ b2
...

...
...

...
am,1x1 ` am,2x2 ` . . . ` am,nxn “ bm

Liczby ai,j i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n nazywamy współczynnikami tego ukła-
du, b1, . . . , bm nazywamy wyrazami wolnymi, natomiast x1, . . . , xn nazywamy
niewiadomymi.

Jeżeli A “ rai,js P Km,n, ~b “ rbis P Km, ~x “ rxjs P Kn, to powyższy układ
równań możemy zapisać w postaci macierzowej

A~x “ ~b.

Każdy wektor ~x P Kn taki, że A~x “ ~b nazywamy rozwiązaniem danego układu
równań.

Jeżeli wszystkie wyrazy wolne układu są zerowe, b1 “ b2 “ . . . “ bm “ 0,
to taki układ nazywamy jednorodnym.

Układ równań można rozważać w jeszcze bardziej zwartej postaci, zapisując
wyłącznie współczynniki ai,j stojące przy niewiadomych i wyrazy wolne bi, jako
macierz o m wierszach i n` 1 kolumnach:

rA |~bs.

Definicja 5.1. Powiemy, że układ równań A~x “ ~b jest

(i) niesprzeczny, jeżeli istnieje wektor ~x P Kn taki, że A~x “ ~b;

37
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(ii) sprzeczny, jeżeli dla każdego wektora ~x P Kn zachodzi A~x ‰ ~b;

(iii) oznaczony, jeżeli istnieje dokładnie jeden wektor ~x P Kn taki, że A~x “ ~b.

Przykład 5.1. Rozważmy układ równań
$

&

%

x1 ` x2 ` x3 “ 3
2x1 ´ x2 ` 4x3 “ 5
3x1 ` 5x3 “ 8

Każda z równości jest spełniona dla x1 “ x2 “ x3 “ 1, więc układ ten jest
niesprzeczny. Innym rozwiązaniem jest x1 “ ´4, x2 “ 3, x3 “ 4, nie jest to
więc układ oznaczony.

Przykład 5.2. Rozważmy następującą modyfikację powyższego układu
$

&

%

x1 ` x2 ` x3 “ 1
2x1 ´ x2 ` 4x3 “ 1
3x1 ` 5x3 “ 1

Z ostatniego równania możemy wyznaczyć

x3 “
1
5
´

3
5
x1,

a następnie z pierwszego równania

x2 “ 1´ x1 ´ x3 “
4
5
´

2
5
x1.

Wstawiając do drugiego równania otrzymujemy

2x1 ´
4
5
`

2
5
x1 `

4
5
´

12
5
x1 “ 1,

czyli 0 “ 1. Zatem ten układ równań jest sprzeczny.

5.1 Eliminacja Gaussa – Jordana

Stosując operacje elementarne na wierszach do macierzy rA |~bs otrzymujemy
układy równoważne (czyli mające te same zbiory rozwiązań), jest to więc wy-
godny sposób przekształcania układu równań w celu wyznaczenia rozwiązania:

Stwierdzenie 5.1. Załóżmy, że macierz rA1 |~b1s otrzymano z macierzy rA |~bs
za pomocą operacji elementarnych na wierszach. Wówczas wektor ~x jest roz-
wiązaniem układu A~x “ ~b wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwiązaniem układu
A1~x “ ~b1.
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Dowód. Niech E P Km,m oznacza macierz danej operacji elementarnej na wier-
szach. Trzeba wykazać, że dla dowolnego ~x P Kn równość A~x “ ~b zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy EA~x “ E~b: jeśli A~x “ ~b, to po pomnożeniu tej
równości stronami z lewej przez macierz E otrzymujemy równość EA~x “ E~b.
Macierz E ma macierz odwrotną E´1 i E´1E “ Im, więc mnożąc równość
EA~x “ E~b stronami z lewej przez macierz E´1 otrzymujemy ImA~x “ Im~b,
czyli A~x “ ~b.

Omówimy teraz procedurę zwaną eliminacją Gaussa - Jordana, za pomocą
której można wyznaczyć zbiór rozwiązań dowolnego układu równań liniowych.
W przypadku układów sprzecznych przyjmujemy, że zbiór rozwiązań jest zbio-
rem pustym.

Naszym celem jest sprowadzenie macierzy rA |~bs do postaci

»

–

Ir T ~p

0 0 ~q

fi

fl , (5.1)

gdzie

• macierz Ir P Kr,r to macierz jednostkowa r ˆ r,

• T P Kr,n´r,

• ~p P Kr, ~q P Km´r

Aby doprowadzić macierz rA |~bs do postaci (5.1) będziemy stosować nastę-
pujące przekształcenia:

(i) zamiana miejscami wierszy macierzy

(ii) dodanie do pewnego wiersza innego pomnożonego przez skalar

(iii) zamiana miejscami kolumn macierzy A.

Na mocy stw. 5.1, operacje typów (i) i (ii) nie zmieniają zbioru rozwiązań
układu. Operacje typu (iii) odpowiadają za zmianę kolejności niewiadomych.

Najpierw doprowadzamy macierz rA |~bs do postaci
»

–

Rr T ~c

0 0 ~d

fi

fl , (5.2)

gdzie Rr P Kr,r jest macierzą trójkątną górną bez zer na przekątnej. Docho-
dzimy do tej postaci zerując elementy w kolejnych kolumnach pod przekątną
macierzy A:
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• Jeżeli na pozycji p1, 1q w macierzy A jest element zerowy, zamieniamy
miejscami dwa wiersze lub kolumny tak, aby dostać na tej pozycji ele-
ment różny od 0.

• Odejmujemy wielokrotności pierwszego wiersza od kolejnych, zerując ele-
menty pod przekątną w pierwszej kolumnie.

• Jeżeli teraz na pozycji p2, 2q jest element zerowy, zamieniamy miejscami
wiersz 2-gi z którymś z kolejnych lub 2-gą kolumnę z którąś z kolejnych
tak, aby na tej pozycji znalazł się element różny od 0.

• Odejmujemy wielokrotności drugiego wiersza od kolejnych, zerując ele-
menty pod przekątną w drugiej kolumnie.

• Itd...

Gdy w wyniku przekształceń otrzymamy macierz w postaci (5.2) taką, że
r ă m i ~d ‰ 0, to otrzymaliśmy układ sprzeczny równoważny z wyjściowym.
W innym wypadku możemy kontynuować przekształcanie układu do postaci
(5.1):

• Mnożymy niezerowe wiersze przez skalary tak, aby na pozycjach
p1, 1q, p2, 2q, . . . , pr, rq dostać jedynki.

• Dla k “ r, r ´ 1, . . . , 1 odejmujemy wielokrotności k-tego wiersza od
poprzednich tak, aby nad przekątną otrzymać zera.

Mając równoważy układ w postaci (5.1) możemy wyznaczyć zbiór roz-
wiązań. Niech y1, y2, . . . , yn to niewiadome odpowiadające kolejnym kolum-
nom lewej strony układu (jeśli nie przestawialiśmy kolumn to yi “ xi dla
i “ 1, 2, . . . , n).

Jeżeli r “ n, to ~p P Kn i
»

—

—

–

y1
y2
. . .
yn

fi

ffi

ffi

fl

“ ~p.

W takiej sytuacji układ jest oznaczony.
Jeżeli r ă n, to układ ma nieskończenie wiele rozwiązań. Niewiadome od-

powiadające kolumnom 1, 2 . . . , r (tzw. zmienne zależne) możemy traktować
jako funkcje pozostałych niewiadomych (zmiennych niezależnych). Dokładniej

»

–

y1
. . .
yr

fi

fl “ ~p´ T ¨

»

–

yr`1
. . .
yn

fi

fl
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Biorąc jako yr`1, . . . , yn dowolne skalary z ciała K wyznaczamy konkretne war-
tości y1, . . . , yr otrzymując jedno z wielu możliwych rozwiązań.

Do układów równań liniowych wrócimy w podrozdziale 7.5, gdzie poznamy
charakteryzacje układów niesprzecznych i oznaczonych.



Rozdział 6

Przestrzenie liniowe

6.1 Definicja przestrzeni liniowej

Jak się dowiedzieliśmy w poprzednim rozdziale, w zbiorze wektorów Kn lub
macierzy Km,n określone są dwa działania:

• dodawanie elementów,

• mnożenie elementu przez skalar z ciała K.

Zauważyliśmy również, że dodawanie jest przemienne, a mnożenie przez skalar
jest rozdzielne względem dodawania elementów.

Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku zbiorów wielomianów Krxs czy
Krxsn: dodając do siebie dwa wielomiany (stopnia nie większego niż n) lub
mnożąc taki wielomian przez liczbę, w wyniku otrzymujemy także wielomian
(stopnia nie większego niż n). Mówimy, że zbiory te są przestrzeniami liniowy-
mi :

Definicja 6.1. Niech pX,`, 0q będzie grupą przemienną, w której element
przeciwny do x P X będziemy zapisywać jako ´x. Załóżmy dodatkowo, że w
zbiorze X określone jest działanie „¨” mnożenia elementu x P X przez skalar
a P K, przy czym działanie to ma następujące własności:

• dla dowolnego x P X
1 ¨ x “ x,

gdzie 1 P K to element neutralny mnożenia w ciele K,

• dla dowolnych x, y P X i dowolnych α, β P K

pα ` βq ¨ x “ α ¨ x` β ¨ x,

α ¨ px` yq “ α ¨ x` α ¨ y,

pαβq ¨ x “ α ¨ pβ ¨ xq.

42
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Wówczas, zbiór X wraz z działaniami „`” i „¨” nazywamy przestrzenią liniową
nad ciałem K.

Elementy przestrzeni liniowej nazywamy wektorami.

Zapisując mnożenie elementu x przestrzeni liniowej przez skalar α możemy,
zgodnie z wieloletnią tradycją, pominąć symbol mnożenia (czyli α ¨ x “ αx).

Stwierdzenie 6.1 (Podstawowe własności przestrzeni liniowej). Jeżeli X jest
przestrzenią liniową nad ciałem K, to

(i) dla każdego x P X zachodzi 0x “ 0 (gdzie 0 po lewej to zero w ciele K, a
zero po prawej, to element neutralny dodawania w X),

(ii) dla każdego x P X zachodzi p´1q ¨ x “ ´x,

(iii) dla każdych α P K i x P X

αx “ 0 ðñ α “ 0 lub x “ 0.

Dowód. Podpunkt (i):

0` 0x “ 0x “ p0` 0qx “ 0x` 0x

i z prawa skracania wynika, że 0 “ 0x.
Podpunkt (ii): mamy

0 “ 0x “ p1` p´1qqx “ x` p´1qx,

więc ´x “ p´1qx.
Podpunkt (iii): Załóżmy, że α “ 0 lub x “ 0. Jeżeli α “ 0, to korzystamy

z (i), dostając α ¨ x “ 0. Jeżeli x “ 0, to

α ¨ x “ α ¨ 0 “ α ¨ p0` 0q “ α ¨ 0` α ¨ 0,

i dodając do obu stron element przeciwny do α ¨ 0 (czyli odejmując α ¨ 0)
dostajemy α ¨ 0 “ 0

Załóżmy teraz, że αx “ 0. Gdy α ‰ 0, to

x “ 1 ¨ x “ pα´1αqx “ α´1pαxq “ α´1 ¨ 0 “ 0.

Znane już przykłady przestrzeni liniowych nad ciałem K (gdzie, zgodnie z
umową, K “ R lub K “ C), to Kn, Km,n, Krxs i Krxsn. Omówimy teraz kilka
nowych przykładów przestrzeni liniowych.
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Przykład 6.1 (Przestrzenie funkcji). Załóżmy, że Z jest dowolnym zbiorem
(np. Z “ N, Z “ r0, 1s, Z “ R2) i rozpatrzmy zbiór KZ , czyli zbiór wszystkich
funkcji f : Z Ñ K. Funkcje takie możemy mnożyć przez elementy ciała K:

pα ¨ fqpxq “ αfpxq, α P K, x P Z,

gdzie po prawej stronie mamy mnożenie w ciele K, oraz dodawać do siebie:

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq, x P Z,

gdzie po prawej mamy dodawanie w ciele K. Mamy także element neutralny
dodawania, a mianowicie funkcję zerową x ÞÑ 0 P K dla każdego x P Z.

Można łatwo sprawdzić, że spełnione są wszystkie warunki z definicji prze-
strzeni liniowej, więc KZ jest przestrzenią liniową nad ciałem K. Co więcej,
przestrzenie Kn i Km,n są szczególnymi przypadkami takich przestrzeni. Dla
Kn można wziąć Z “ t1, 2, . . . , nu, natomiast dla Km,n za Z bierzemy zbiór
wszystkich par pi, jq, gdzie i P t1, 2, . . . ,mu, j P t1, 2, . . . , nu.

Przykład 6.2 (Ciągi). Jeżeli za Z weźmiemy zbiór liczb naturalnych N, to
otrzymamy przestrzeń liniową KN “ K8, której elementy to ciągi nieskoń-
czone o wyrazach z ciała K. Mnożenie ciągu x “ pxnq

8
n“0 przez skalar α jest

zdefiniowane jako
αx “ α ¨ pxnqn “ pαxnqn,

a suma ciągów x “ pxnq
8
n“0 i y “ pynq8n“0 to

x` y “ pxnqn ` pynqn “ pxn ` ynqn.

Ciąg, którego wszystkie wyrazy są równe zero, jest elementem neutralnym
dodawania.

Przykład 6.3. Ciało C jest przykładem przestrzeni liniowej nad R, określone
jest bowiem mnożenie z P C przez liczbę rzeczywistą α P R, jak również
dodawanie liczb zespolonych, z liczbą 0 jako elementem neutralnym.

6.2 Podprzestrzenie

Definicja 6.2. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i Y Ă X
jest niepustym podzbiorem, który, wraz z odziedziczonymi z X działaniami
dodawania i mnożenia przez skalar także jest przestrzenią liniową nad K. Mó-
wimy wówczas, że Y jest podprzestrzenią liniową w X.

Przykład 6.4. Zbiór wszystkich wektorów postaci ra, b, 0s, gdzie a, b P R jest
podprzestrzenią liniową w R3.
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Przykład 6.5. Przestrzeń liniowa Krxsm jest podprzestrzenią liniową w Krxsn
dla n ě m. Krxsm jest także podprzestrzenią liniową w Krxs.

Przykład 6.6. Jeżeli X jest przestrzenią liniową nad K, to X jest także pod-
przestrzenią liniową w X i zawsze zbiór jednoelementowy t0u Ă X jest pod-
przestrzenią liniową w X.

Jeżeli chcemy wiedzieć, czy dany podzbiór Y jest podprzestrzenią liniową
w pewnej przestrzeni liniowej X, to musimy sprawdzić, czy dla Y spełnione
są wszystkie warunki z definicji przestrzeni liniowej. Okazuje się jednak, że
gdy wiemy już, że nadzbiór X jest przestrzenią liniową, to mamy nieco mniej
pracy:

Stwierdzenie 6.2. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K.
Wówczas Y Ă X, Y ‰ H jest podprzestrzenią liniową w X wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzą oba z poniższych warunków:

(i) dla dowolnych x, y P Y także x` y P Y ,

(ii) dla dowolnych α P K i y P Y także αy P Y .

Dowód. Jeżeli Y wraz z działaniami odziedziczonymi z X jest podprzestrzenią
liniową w X, to oczywiście oba warunki są spełnione. Aby udowodnić impli-
kację w drugą stronę, zauważmy najpierw, że 0 P Y : skoro istnieje y P Y , to
0 ¨ y “ 0 P Y z (ii). Ponadto, dla y P Y mamy ´y “ p´1q ¨ y P Y . Wobec (i),
pY,`, 0q jest grupą przemienną. Skoro działania nie wyprowadzają poza Y , a
pozostałe warunki z definicji przestrzeni liniowej są spełnione w X, to także
są one spełnione w Y . Oznacza to, że Y jest przestrzenią liniową.

Omówimy teraz kilka kolejnych przykładów podprzestrzeni liniowych.

Przykład 6.7 (Płaszczyzna w R3). Załóżmy, że a, b, c P R i a2 ` b2 ` c2 ‰ 0.
Rozważmy podzbiór

Y “

$

&

%

»

–

x
y
z

fi

fl P R3 : ax` by ` cz “ 0

,

.

-

.

Krótki rachunek pokazuje, że jeśli rx, y, zsT P Y , to także αrx, y, zsT P Y
dla dowolnego α P R, a gdy także rx1, y1, z1sT P Y , to również rx, y, zsT `
rx1, y1, z1sT P Y . Zatem Y jest podprzestrzenią liniową w R3. Geometrycznie,
zbiór Y interpretujemy jako płaszczyznę przechodzącą przez początek układu
współrzędnych.

Przykład 6.8. Zbiory TRIUm,n
pKq i TRILm,npKq są podprzestrzeniami linio-

wymi w Km,n.
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Przykład 6.9. Zbiór wszystkich funkcji parzystych f : R Ñ R (czyli takich,
że dla wszystkich x P R zachodzi fpxq “ fp´xq) jest podprzestrzenią liniową
w RR. To samo można powiedzieć o zbiorze funkcji nieparzystych (czyli takich,
że fpxq “ ´fp´xq dla x P Rq.

Przykład 6.10. W przestrzeni wszystkich ciągów rzeczywistych R8 rozważa-
my podzbiór

X “

!

pxnqn P R8 : istnieje skończona granica lim
nÑ8

xn

)

.

Wówczas X jest podprzestrzenią liniową w R8.

6.3 Kombinacje liniowe i zbiory rozpinające

Definicja 6.3. Załóżmy, żeX jest przestrzenią liniową nad ciałem K, x1, . . . , xr P
X, α1, . . . , αr P K i

x “ α1x1 ` . . .` αrxr “
r
ÿ

j“1

αjxj.

Mówimy wówczas, że wektor x jest kombinacją liniową wektorów x1, . . . , xr (o
współczynnikach α1, . . . , αr).

Przykład 6.11. Wektor ~v “

»

–

1
2
3

fi

fl jest kombinacją liniową wektorów

~e1 “

»

–

1
0
0

fi

fl , ~e2 “

»

–

0
1
0

fi

fl , ~e3 “

»

–

0
0
1

fi

fl .

o współczynnikach 1, 2, 3: ~v “ ~e1 ` 2~e2 ` 3~e3.

Przykład 6.12. Wielomian ppxq “ ´4x3 ` 3x ´ 5 jest kombinacją liniową
wielomianów

q1pxq “ 2x3 ´ 2x2 ´ 5x` 7, i q2pxq “ x3 ` x2 ` x´ 1

o współczynnikach ´1 i ´2.

Jeżeli B “ txj : j P Ju jest pewnym (niekoniecznie skończonym) podzbio-
rem przestrzeni liniowej X, to kombinacje liniowe wektorów ze zbioru B są to
sumy postaci

α1xj1 ` α2xj2 ` . . .` αkxjk ,

gdzie j1, . . . , jk P J .
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Stwierdzenie 6.3. Jeżeli X jest przestrzenią liniową nad ciałem K, txj : j P
Ju Ă X i

Y “ tα1xj1 ` . . .` αkxjk P X : k “ 1, 2, . . . ; α1, . . . , αk P Ku ,

to zbiór Y jest podprzestrzenią liniową w X

Dowód. Jeżeli y, z P Y , to istnieją j1, . . . , jn P J takie, że

y “
n
ÿ

r“1

αrxjr , z “
n
ÿ

r“1

βrxjr ,

gdzie αr, βr P K. Zatem także γy P Y dla γ P K, jak również y ` z P Y .

Definicja 6.4. Zbiór Y w stw. 6.3 nazywamy podprzestrzenią rozpiętą przez
podzbiór B przestrzeni X. Stosujemy wówczas oznaczenie

Y “ spanB.

Jeżeli B “ ty1, . . . , ynu, to możemy także napisać

Y “ spanpy1, . . . , ynq.

Przykład 6.13. W R3 podprzestrzeń składającą się ze wszystkich wektorów
postaci ra, b, 0sT , gdzie a, b P R możemy zapisać jako

spanp~e1, ~e2q,

gdzie ~e1 “ r1, 0, 0sT , ~e2 “ r0, 1, 0sT .

Przykład 6.14. W przypadku przestrzeni Krxs i Krxsn mamy

Krxsn “ spanp1, x, x2, . . . , xnq,

Krxs “ spantxj : j P NY t0uu.

Przykład 6.15. Niech Ek,l “ rui,jsi,j P Km,n to taka macierz, że uk,l “ 1 i
ui,j “ 0 gdy pi, jq ‰ pk, lq. Wówczas

Km,n
“ spantEk,l : k “ 1, . . . ,m, l “ 1, . . . , nu.

6.4 Liniowa niezależność

Definicja 6.5. Niech X będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Powiemy,
że układ wektorów x1, x2, . . . , xk P X jest liniowo zależny, jeżeli istnieją skalary
α1, α2, . . . , αk P K, nie wszystkie równe 0, takie, że

α1x1 ` α2x2 ` . . .` αkxk “ 0.

Powiemy, że układ x1, x2, . . . , xk jest liniowo niezależny, jeżeli nie jest on
liniowo zależny, co oznacza, że spełniony jest warunek

@α1,...,αkPK pα1x1 ` . . .` αkxk “ 0 ùñ α1 “ . . . “ αk “ 0.q .
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Przykład 6.16. Wektory w R2

~x “

„

1
1



, ~y “

„

1
´1



są liniowo niezależne: jeżeli α~x` β~y “ 0, to

α ` β “ 0 oraz α ´ β “ 0,

skąd wynika, że α “ β “ 0.

Przykład 6.17. Wektory w R3
»

–

1
0
´1

fi

fl ,

»

–

´1
2
1

fi

fl ,

»

–

1
2
´1

fi

fl

są liniowo zależne, gdyż

2

»

–

1
0
´1

fi

fl`

»

–

´1
2
1

fi

fl´

»

–

1
2
´1

fi

fl “ 0.

Stwierdzenie 6.4. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i
x1, . . . , xk P X. Wówczas układ x1, . . . , xk jest liniowo zależny wtedy i tylko
wtedy, gdy jeden z wektorów xj możemy przedstawić jako kombinację liniową
pozostałych.

Dowód. Załóżmy, że układ x1, . . . , xk jest liniowo zależny. Istnieją α1, . . . , αk P
K nie wszystkie równe zero, takie, że

α1x1 ` α2x2 ` . . .` αkxk “ 0.

Bez straty ogólności możemy założyć, że α1 ‰ 0. Wówczas α1x1 “ ´α2x2 ´
. . .´ αkxk, skąd

x1 “ ´
α2
α1
x2 ´ . . .´

αk
α1
xk.

Jeżeli natomiast jeden z wektorów xj, na przykład x1, jest kombinacją
liniową pozostałych, czyli x1 “ α2x2 ` . . .` αkxk, to dla α1 “ ´1 mamy

α1x1 ` α2x2 ` . . .` αkxk “ 0.

Stwierdzenie 6.5. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K,
x, x1, . . . , xk P X oraz układ x1, . . . , xk jest liniowo niezależny. Wówczas na-
stępujące warunki są równoważne:
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(i) x P spanpx1, . . . , xkq,

(ii) układ x, x1, . . . , xk jest liniowo zależny.

Dowód. Implikacja (i) ñ (ii) wynika natychmiast ze stw. 6.4. Implikację (ii) ñ
(i) dowodzimy w następujący sposób: istnieją skalary α, α1, . . . , αk, nie wszyst-
kie równe zero i takie, że

αx` α1x1 ` . . .` αkxk “ 0.

gdyby α “ 0, to układ x1, . . . , xk byłby liniowo zależny, co jest sprzeczne z
założeniem. Zatem

x “ ´
α1
α
x1 ´ . . .´

αk
α
xk.

Uwaga 6.1. Definicję liniowej niezależności rozszerzamy na dowolne nieskoń-
czone układy wektorów w następujący sposób: powiemy, że układ wektorów
txj : j P Ju z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezależny, jeżeli dla dowolnego
n P N i indeksów j1, . . . jn P J układ xj1 , . . . , xjn jest liniowo niezależny.

Zadanie 6.1. Pokaż, że dla każdego n układ funkcji fk : C Ñ C, fkpxq “ xk

(k “ 0, 1, . . . , n) jest liniowo niezależny w Crxs (lub CC). Następnie udowodnij
to samo dla przestrzeni Rrxs i RR.
Wskazówka: Skorzystaj ze wniosku 3.6.

Twierdzenie 6.6 (Twierdzenie Steinitza o wymianie). Załóżmy, że X jest
przestrzenią liniową nad ciałem K, n,m ě 1, układ wektorów x1, . . . , xn P X
jest liniowo niezależny, y1, . . . , ym P X oraz

spanpx1, . . . , xnq Ď spanpy1, . . . , ymq “ Y.

Wówczas

(i) n ď m,

(ii) n wektorów z układu y1, . . . , ym można zastąpić wektorami x1, . . . , xn w
taki sposób, że otrzymany układ nadal będzie rozpinał przestrzeń Y .

Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcję po n.
Gdy n “ 1 mamy 1 ď m i x1 “ β1y1 ` . . . ` βmym dla pewnych skala-

rów β1, . . . , βm P K. Z założenia wektory xi są liniowo niezależne, co w tym
przypadku oznacza, że x1 ‰ 0. Istnieje zatem indeks j taki, że βj ‰ 0 i

yj “
1
βj
x1 ´

ÿ

k‰j

βk
βj
yk.
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Pokazaliśmy, że

spanpy1, . . . , ymq Ď spanpx1, y1, . . . , yj´1, yj`1, . . . , ymq,

skąd wynika, że Y “ spanpx1, y1, . . . , yj´1, yj`1, . . . , ymq.
Krok indukcyjny: Załóżmy, że teza zachodzi dla n´1. Wówczas n´1 ď m.

Gdyby n´ 1 “ m, to z założenia indukcyjnego wynika, że

spanpx1, . . . , xn´1q “ spanpy1, . . . , ymq “ Y

(wszystkie wektory yj wymieniliśmy na xj). Zatem xn P spanpx1, . . . , xn´1q, co
przeczy założeniu, że wektory xj są liniowo niezależne. Inaczej mówiąc, albo
wyczerpaliśmy zasób wektorów yj, które możemy wymienić (i wtedy indukcja
zakończyła się na poprzednim kroku), albo n´ 1 ă m i wtedy n ď m.

Zmieniając w razie potrzeby numerację wektorów yj, możemy napisać, że

Y “ spanpx1, . . . , xn´1, yn, yn`1, . . . , ymq.

Istnieją więc skalary α1, . . . , αn´1, βn, . . . , βm P K takie, że

xn “
n´1
ÿ

k“1

αkxk `
m
ÿ

k“n

βkyk.

Jeden ze współczynników βj musi być różny od zera, gdyż w przeciwnym wy-
padku wektor xn byłby kombinacją liniową wektorów x1, . . . , xn´1, a z założe-
nia układ x1, . . . , xn jest liniowo niezależny (zob. stw. 6.4). Bez straty ogólności
możemy przyjąć, że j “ n. Wówczas

yn “
1
βn
xn ´

n´1
ÿ

k“1

αk
βn
xk ´

m
ÿ

k“n`1

βk
βn
yk.

Inaczej mówiąc, wektor yn jest kombinacją liniową wektorów x1, . . . , xn,
yn`1, . . . , ym. Wynika z tego, że

Y “ spanpx1, . . . , xn, yn`1, . . . , ymq “ spanpy1, . . . , ymq.

Przykład 6.18. Niech

~e1 “

»

—

—

–

1
0
0
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~e2 “

»

—

—

–

0
1
0
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~e3 “

»

—

—

–

0
0
1
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~e4 “

»

—

—

–

0
0
0
1

fi

ffi

ffi

fl
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oraz

~x1 “

»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

, ~x2 “

»

—

—

–

0
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

, ~x3 “

»

—

—

–

0
0
1
1

fi

ffi

ffi

fl

.

Dla dowolnego wektora ~v “ rv1, v2, v3, v4sT P R4 mamy
»

—

—

–

v1
v2
v3
v4

fi

ffi

ffi

fl

“ v1~e1 ` v2~e2 ` v3~e3 ` v4~e4

“ v1

»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv2 ´ v1q~e2 ` pv3 ´ v1q~e3 ` pv4 ´ v1q~e4

“ v1

»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv2 ´ v1q

»

—

—

–

0
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv3 ´ v2q~e3 ` pv4 ´ v2q~e4

“ v1

»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv2 ´ v1q

»

—

—

–

0
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv3 ´ v2q

»

—

—

–

0
0
1
1

fi

ffi

ffi

fl

` pv4 ´ v3q~e4.

Czyli możemy wymieniać wektory ~e1, ~e2, ~e3 kolejno na ~x1, ~x2, ~x3 i

R4 “ Y “ spanp~e1, ~e2, ~e3, ~e4q
“ spanp~x1, ~e2, ~e3, ~e4q
“ spanp~x1, ~x2, ~e3, ~e4q
“ spanp~x1, ~x2, ~x3, ~e4q.

Z twierdzenia Steinitza wyprowadzimy kilka wniosków, które będą przy-
datne w dalszej części wykładu. Poniżej cały czas zakładamy, że X oznacza
pewną przestrzeń liniową nad ciałem K.

Wniosek 6.7. Jeżeli X “ spanpx1, . . . , xmq i Y Ď X jest podprzestrzenią
liniową, to można wybrać liniowo niezależne wektory y1, . . . , yn P Y takie, że
n ď m oraz Y “ spanpy1, . . . , ynq.

Dowód. Na mocy (i), każdy liniowo niezależny układ wektorów z podprzestrze-
ni Y ma długość co najwyżej m. Weźmy dowolny taki układ o maksymalnej
długości: y1, . . . , yn. Wtedy n ď m i spanpy1, . . . , ynq Ď Y . Pozostaje pokazać,
że zachodzi także inkluzja w drugą stronę. Jeżeli y P Y , to układ y, y1, . . . , yn
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jest już liniowo zależny, gdyż składa się z więcej niż n wektorów. Ze stw. 6.5
wynika, że y P spanpy1, . . . , ynq. Zatem Y Ď spanpy1, . . . , ynq.

Wniosek 6.8. Jeżeli x1, . . . , xn P X, y1, . . . , ym P X są dwoma liniowo nieza-
leżnymi układami wektorów oraz

spanpx1, . . . , xnq “ spanpy1, . . . , ymq,

to n “ m.

Dowód. Z (i) wynika, że n ď m i m ď n, więc n “ m.

6.5 Bazy i wymiar przestrzeni liniowej

Cały czas X oznacza przestrzeń liniową nad ciałem K.

Definicja 6.6. Układ wektorów x1, x2, . . . , xn P X nazywamy bazą przestrzeni
X, jeżeli

(i) układ ten jest liniowo niezależny,

(ii) X “ spanpx1, x2, . . . , xnq.

Przykład 6.19. W przestrzeni Kn niech

~e1 “

»

—

—

—

–

1
0
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, ~e2 “

»

—

—

—

–

0
1
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, . . . , ~en “

»

—

—

—

–

0
0
...
1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Wówczas układ ~e1, ~e2, . . . , ~en jest liniowo niezależny w Kn i rozpina całą prze-
strzeń Kn, jest więc bazą.

Liniowa niezależność wynika z warunku α1~e1 ` α2~e2 ` . . . ` αn~en “ ~0:
porównując kolejne współrzędne lewej i prawej strony, otrzymujemy

α1 “ 0, α2 “ 0, . . . , αn “ 0.

Układ ~e1, . . . , ~en będziemy nazywać bazą standardową przestrzeni Kn.

Przykład 6.20. W przestrzeni R2 układ wektorów

~b1 “

„

1
1



, ~b2 “

„

´1
2



jest liniowo niezależny: warunek α~b1 ` β~b2 “ ~0 prowadzi do układu równań

α ´ β “ 0, α ` 2β “ 0,
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którego jedyne rozwiązanie to α “ β “ 0. Jeżeli natomiast
„

x
y



P R2, to

α, β P R takie, że
„

x
y



“ α~b1 ` β~b2

wyznaczamy z układu równań

α ´ β “ x, α ` 2β “ y.

Mamy α “ 1
3p2x`yq, β “

1
3p´x`yq. Zatem układ ~b1,~b2 jest liniowo niezależny

i rozpina przestrzeń R2, jest więc bazą tej przestrzeni.

Przykład 6.21. Bazą przestrzeni Km,n są jednostki macierzowe Ei,j dla i “
1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n (zob. przykład 6.15).

Przykład 6.22. Pokażemy, że układ jednomianów 1, x, x2, . . . , xn jest bazą
przestrzeni Rrxsn. Z definicji, wielomian stopnia nie większego niż n jest to
funkcja

ppxq “ a0 ¨ 1` a1 ¨ x` a2 ¨ x2 ` . . .` an´1 ¨ xn´1 ` an ¨ xn,

więc Rrxsn “ spanp1, x, x2, . . . , xn´1, xnq. Pozostaje wykazać, że funkcje fjpxq “
xj, j “ 0, 1, . . . , n, tworzą układ liniowo niezależny. Załóżmy, że dla pewnych
liczb a0, a1, . . . , an mamy a0f0 ` a1f1 ` . . . ` anfn “ 0, czyli, jeśli ppxq “
a0 ` a1x ` a2x

2 ` . . . ` an´1x
n´1 ` anx

n, to ppxq “ 0 dla każdego x P R.
Rozważmy ciąg liczbowy pckqnk“1:

ck “
ppkq

kn
“
a0
kn
`

a1
kn´1

` . . .`
an´1
k

` an.

Z jednej strony mamy ck “ 0 dla każdego k P N, więc limkÑ8 ck “ 0. Z drugiej
strony limkÑ8 ck “ an, więc an “ 0. Następnie w ten sam sposób pokazujemy,
że an´1 “ . . . “ a1 “ 0 i zostaje nam równość a0 “ 0.

Ważną cechą baz jest to, że za ich pomocą można jednoznacznie przedstawić
dowolny wektor z przestrzeni liniowej:

Twierdzenie 6.9. Niech x1, x2, . . . , xn P X. Wówczas następujące warunki są
równoważne:

(i) Układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni X.

(ii) Dla każdego wektora x P X istnieją jednoznacznie wyznaczone skalary
α1, . . . , αn P K takie, że

x “ α1x1 ` α2x2 ` . . .` αnxn.
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Dowód. Najpierw pokażemy implikację (i)ñ (ii). Załóżmy, że układ x1, . . . , xn
jest bazą przestrzeni X. Wtedy X “ spanpx1, . . . , xnq i każdy wektor x P X
jest kombinacją liniową wektorów x1, . . . , xn. Załóżmy, że mamy dwie takie
kombinacje liniowe:

x “
n
ÿ

k“0

αkxk “
n
ÿ

k“0

βkxk.

Wówczas
n
ÿ

k“0

pαk ´ βkqxk “ 0

i z liniowej niezależności układu x1, . . . , xn wynika, że

α1 “ β1, α2 “ β2, . . . , αn “ βn.

Pokażemy implikację (ii)ñ (i). Jeżeli zachodzi (ii), to X “ spanpx1, . . . xnq.
Uzasadnimy liniową niezależność. Jeżeli

α1x1 ` . . .` αnxn “ 0 “ 0x1 ` . . .` 0xn,

to z jednoznaczności przedstawienia wektora 0 za pomocą x1, . . . , xn wynika,
że α1 “ . . . “ αn “ 0.

Twierdzenie 6.10. Załóżmy, że x1, x2, . . . , xk P X. Następujące warunki są
równoważne:

(i) układ x1, x2, . . . , xk jest bazą przestrzeni X,

(ii) układ x1, x2, . . . , xk jest maksymalnym (w sensie inkluzji) układem linio-
wo niezależnym w przestrzeni X,

(iii) układ x1, x2, . . . , xk jest minimalnym (w sensie inkluzji) układem rozpi-
nającym przestrzeń X.

Uwaga 6.2. Sformułowanie układ maksymalny w sensie inkluzji oznacza, że
danego układu nie da się rozszerzyć do większego układu, który nadal spełnia
podany warunek (liniową niezależność). Podobnie, układ minimalny w sen-
sie inkluzji oznacza, że po usunięciu z niego dowolnego elementu nie będzie
spełniony podany warunek (rozpinanie przestrzeni X).

Dowód. Implikację (i) ñ (ii) udowodnimy nie wprost: Jeżeli układ x1, . . . , xk
nie jest maksymalnym układem liniowo niezależnym w X, to znajdziemy wek-
tor x P X taki, że układ x, x1, . . . , xk też będzie liniowo niezależny. Wówczas
x R spanpx1, . . . , xkq, co jednak przeczy założeniu (i).

Dowód implikacji (ii) ñ (i): Dla każdego x P X układ x, x1, . . . , xk jest
liniowo zależny. Zgodnie ze stw. 6.5, x P spanpx1, . . . , xkq, więc układ x1, . . . , xk
jest bazą.
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Dowód implikacji (i) ñ (iii) również przeprowadzamy nie wprost: Jeżeli
układ x1, . . . , xk nie jest minimalny, to zawiera on podukład xj1 , . . . , xjr rozpi-
nający przestrzeń X, przy czym r ă k. Istnieje j takie, że j ‰ ji dla każdego
indeksu ji i wektor xj jest kombinacją liniową wektorów xj1 , . . . , xjr . Stąd wy-
nika, że cały układ x1, . . . , xk jest liniowo zależny, nie może więc być bazą.

Dowód implikacji (iii) ñ (i): Należy pokazać liniową niezależność układu
x1, . . . , xk. Gdyby ten układ był liniowo zależny, to ze stw. 6.4 wynika, że jeden
z wektorów xj byłby kombinacją liniową pozostałych. Wówczas te pozostałe
wektory będą rozpinać całą przestrzeń X. To jednak przeczy założeniu o mi-
nimalności układu x1, . . . , xk.

Twierdzenie 6.11. Jeżeli układy wektorów x1, . . . , xn i y1, . . . , ym są bazami
w przestrzeni X, to n “ m.

Dowód. Teza jest natychmiastową konsekwencją wniosku 6.8.

Definicja 6.7. Wymiarem przestrzeni liniowej X nazywamy liczbę elementów
dowolnej bazy przestrzeni X. Jeżeli wymiar przestrzeni X wynosi n, to piszemy

dimX “ n.

Z wcześniejszych przykładów wynika, że

• dimKn “ n,

• dimKm,n “ mn,

• dimKrxsn “ n` 1,

• wymiar C jako przestrzeni liniowej nad R wynosi 2.

Uwaga 6.3. Jeżeli przestrzeń X zawiera nieskończony układ liniowo niezależny,
to mówimy, że dimX “ 8.

Przykładem takiej przestrzeni jest Krxs. Ponieważ Krxs Ă KK, więc

dimKrxs “ dimKK
“ 8.

Jednakże o ile w przypadku Krxsn jesteśmy w stanie wskazać bazę: jest to
układ xj, j “ 0, 1, 2, . . ., to w przypadku przestrzeni KK (a także K8) nie
jesteśmy w stanie podać konstrukcji bazy. Za pomocą lematu Kuratowskiego
- Zorna można jedynie pokazać, że takie bazy istnieją.

Twierdzenie 6.12. Załóżmy, że dimX “ n ă 8. Wówczas

(i) Każdy liniowo niezależny układ wektorów z X można uzupełnić do bazy
przestrzeni X.
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(ii) Z każdego układu wektorów rozpinających przestrzeń X można wybrać
bazę przestrzeni X.

(iii) Jeżeli pewne wektory x1, . . . , xn P X są liniowo niezależne, to są one bazą
przestrzeni X.

(iv) Jeżeli pewne wektory x1, . . . , xn P X rozpinają przestrzeń X, to są one
jej bazą.

Dowód. Podpunkt (i): niech x1, . . . , xk P X będzie układem liniowo nieza-
leżnych wektorów. Spośród wszystkich układów x1, . . . , xk, yk`1, . . . , ym rozpi-
nających przestrzeń X wybieramy najkrótszy (stosujemy zasadę minimum).
Zgodnie z tw. 6.10 otrzymamy bazę przestrzeni X.

(ii): Jeżeli X “ spanpx1, . . . , xrq, to z układu x1, . . . , xr możemy wybrać
najkrótszy podukład rozpinający X. Zgodnie z tw. 6.10 otrzymamy bazę prze-
strzeni X.

(iii): Gdyby układ x1, . . . , xn nie był bazą przestrzeniX, to z (i) moglibyśmy
go przedłużyć do bazy. Ale wówczas otrzymalibyśmy bazę składającą się z
więcej niż n “ dimX wektorów, a to jest niemożliwe na mocy tw. 6.11.

(iv): Zgodnie z (ii) z układu x1, . . . , xn możemy wybrać bazę. Gdyby baza
ta składała się z mniej niż n wektorów, to znowu mielibyśmy sprzeczność z
założeniem, że dimX “ n.

Stwierdzenie 6.13. Załóżmy, że dimX ă 8 i Y Ă X jest podprzestrzenią
liniową. Wówczas

(i) dimY ď dimX,

(ii) dimY “ dimX wtedy i tylko wtedy, gdy Y “ X.

Dowód. Niech układ x1, . . . , xn będzie bazą przestrzeni X. Z wniosku 6.7 wy-
nika, że istnieje baza przestrzeni Y złożona z wektorów y1, . . . , yk P Y , przy
czym k ď n. Zatem dimY ď dimX.

Jeżeli dimY “ dimX i y1, . . . , yn jest bazą podprzestrzeni Y , to jest to
także układ liniowo niezależny w X, składający się z tylu wektorów, ile wynosi
dimX. Z tw. 6.12 (iii) wynika, że jest to baza X, więc X “ spanpy1, . . . , ynq “
Y .

6.6 Przecięcie podprzestrzeni

Często spotykaną konstrukcją podprzestrzeni liniowej jest wzięcie części wspól-
nej większych podprzestrzeni liniowych.
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Stwierdzenie 6.14. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i
Yj Ă X są podprzestrzeniami liniowymi, gdzie j P J . Wówczas zbiór

Y “
č

jPJ

Yj

też jest podprzestrzenią liniową w X.

Zadanie 6.2. Udowodnij stw. 6.14.

Przykład 6.23. Przecięcie przestrzeni macierzy trójkątnych górnych n ˆ n
i trójkątnych dolnych n ˆ n daje podprzestrzeń w Kn,n, której elementy to
macierze diagonalne.

Przykład 6.24. Przecięcie dwóch różnych płaszczyzn w R3 zawierających 0
jest podprzestrzenią liniową – prostą przechodzącą przez 0.

Zadanie 6.3. Udowodnij, że w RR przecięcie podprzestrzeni funkcji parzy-
stych i funkcji nieparzystych daje podprzestrzeń trywialną t0u, której jedyny
element to funkcja zerowa.

6.7 Suma i suma prosta podprzestrzeni

Poznamy teraz inny sposób konstrukcji podprzestrzeni liniowych:

Definicja 6.8. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i U, V Ă
X są podprzestrzeniami liniowymi. Suma podprzestrzeni U i V jest to zbiór

U ` V “ tu` v P X : u P U, v P V u.

Uwaga 6.4. Załóżmy, że U i V to dwie podprzestrzenie liniowe w przestrzeni
liniowej X. W ogólności nie jest prawdą, że

U ` V “ U Y V.

Łatwo można zobaczyć, że zawsze U Y V Ă U ` V . Ponadto, zbiór U Y V nie
musi być podprzestrzenią liniową w X.

Stwierdzenie 6.15. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i
U, V Ă X są podprzestrzeniami liniowymi. Wówczas ich suma U ` V też jest
podprzestrzenią liniową w X.

Dowód. Zauważmy, że U ` V Ă spanpU Y V q. Z drugiej strony, jeżeli x P
spanpU Y V q, to

x “ α1u1 ` . . .` αkuk ` β1v1 ` . . .` βlvl
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dla pewnych α1, . . . , αk, β1, . . . , βl P K, u1, . . . , uk P U , v1, . . . , vl P V . Niech

u “ α1u1 ` . . . αkuk P U, v “ β1v1 ` . . .` βlvl P V.

Teraz x “ u ` v P U ` V . Czyli spanpU Y V q Ă U ` V . Pokazaliśmy, że
U`V “ spanpUYV q, a wiemy, że spanpUYV q jest podprzestrzenią liniową.

Przykład 6.25. W przestrzeni R3 dane są podprzestrzenie:

U “ spanp~e1, ~e2q V “ spanp~e2, ~e3q.

Wówczas R3 “ U ` V . Istotnie, dla ~x P R3 i dowolnego α P R mamy

~x “

»

–

x1
x2
x3

fi

fl “ x1~e1 ` px2 ´ αq~e2
looooooooomooooooooon

~u

`α~e2 ` x3~e3
looooomooooon

~v

i ~u P U , ~v P V . Zatem R3 Ă U `V . Z drugiej strony jasne jest, że U `V Ă R3,
więc ostatecznie R3 “ U ` V .

Zauważmy także, że U X V “ spanp~e2q.

Uwaga 6.5. Definicję sumy dwóch podprzestrzeni można indukcyjnie rozsze-
rzyć na sumę dowolnej skończonej liczby podprzestrzeni: jeżeli X jest prze-
strzenią liniową nad R i U1, U2, . . . , Uk Ă U są podprzestrzeniami liniowymi,
to określamy podprzestrzenie:

V1 “ U1,

V2 “ V1 ` U2,

. . . . . .

Vj “ Vj´1 ` Uj, dla j “ 2, ..., k

i definiujemy
U1 ` U2 ` . . .` Uk “ Vk.

Równoważnie

U1 ` U2 ` . . .` Uk “ tu1 ` u2 ` . . .` uk : uj P Vj dla j “ 1, . . . , ku

W przykładzie 6.25 zauważyliśmy, że przecięcie podprzestrzeni U i V jest
niezerową podprzestrzenią spanp~e2q. Ponadto, wektory u P U i v P V takie,
że x “ u ` v nie były wyznaczone jednoznacznie. Okazuje się, że te dwie
obserwacje są ze sobą powiązane.

Stwierdzenie 6.16. Załóżmy, że U, V są podprzestrzeniami liniowymi w prze-
strzeni liniowej X nad ciałem K. Wówczas następujące warunki są równoważ-
ne:
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(i) U X V “ t0u,

(ii) dla każdego wektora x P U ` V wektory u P U i v P V takie, że x “ u` v
są wyznaczone jednoznacznie.

Dowód. Pokażemy implikację (i) ñ (ii): Niech x P U ` V i

x “ u` v “ u1 ` v1, u, u1 P U, v, v1 P V.

Zatem y “ u´ u1 “ v1 ´ v P U X V , więc y “ 0, czyli u “ u1 i v “ v1.
Teraz pokażemy implikację (ii) ñ (i): zauważmy, że U X V Ă U ` V .

Załóżmy, że y P U XV . Istnieją więc jednoznacznie wyznaczone wektory u P U
i v P V takie, że y “ u ` v. Ale y możemy zapisać jako sumę wektora z U i
wektora z V także na następujące sposoby:

y “ y ` 0 “ 0` y.

Skoro u i v są wyznaczone jednoznacznie, to u “ v “ 0, więc y “ 0, czyli
U X V “ t0u.

Definicja 6.9. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i U, V Ă
X są podprzestrzeniami liniowymi, przy czym UXV “ t0u. Wówczas mówimy,
że podprzestrzeń U ` V jest sumą prostą podprzestrzeni U i V i piszemy
U ` V “ U ‘ V .

Stwierdzenie 6.17. Jeżeli X jest przestrzenią liniową nad ciałem K, U, V Ă
X to podprzestrzenie liniowe i X “ U ‘ V , to dla każdego wektora x P X,
istnieją jednoznacznie wyznaczone wektory u P U oraz v P V takie, że

x “ u` v.

Dowód. Stwierdzenie to jest bezpośrednim wnioskiem ze stw. 6.16.

Uwaga 6.6. Jeżeli dane są podprzestrzenie liniowe U1, . . . , Uk Ă X takie, że
UiXUj “ t0u gdy i ‰ j, to można, podobnie jak w przypadku sumy skończonej
liczby podprzestrzeni (Uwaga 6.5) zdefiniować sumę prostą

Y “ U1 ‘ U2 ‘ . . .‘ Uk Ă X.

Wówczas dla każdego wektora y P Y istnieją jednoznacznie wyznaczone wek-
tory u1 P U1, . . . , uk P Uk takie, że

y “ u1 ` u2 ` . . .` uk.
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Przykład 6.26. W R3 rozważamy podprzestrzenie

U “

$

&

%

»

–

x
y
z

fi

fl P R3 : x` y ` z “ 0

,

.

-

, V “ span

¨

˝

»

–

0
1
1

fi

fl

˛

‚.

Pokażemy, że R3 “ U ‘ V . Najpierw uzasadnimy, że U X V “ t0u. Niech

~w “

»

–

x
y
z

fi

fl P U X V.

Zatem ~w P U , skąd x ` y ` z “ 0, oraz ~w P V , skąd ~w “ r0, α, αsT . Wobec
tego x “ 0 i y “ z “ α. Ale jednocześnie y ` z “ 0, więc y “ z “ α “ 0.
Ostatecznie ~w “ 0. Pokazaliśmy, że U X V “ 0.

Teraz wystarczy pokazać, że każdy wektor ra, b, csT P R3 możemy przed-
stawić jako sumę wektorów ~u P U i ~v P V . Ze stw. 6.16 wyniknie wówczas, że
R3 “ U ‘ V .

Wektor ra, b, csT chcemy przedstawić jako
»

–

a
b
c

fi

fl “

»

–

x
y
z

fi

fl` α

»

–

0
1
1

fi

fl , α P R

przy czym x` y ` z “ 0. Mamy zatem równania

a “ x

b “ y ` α

c “ z ` α

0 “ x` y ` z

Z 1. i 4. równania dostajemy y ` z “ ´a, z 2. i 3. y ´ z “ b ´ c. Dodając i
odejmując stronami, oraz dzieląc przez 2, otrzymujemy

y “
´a` b´ c

2
z “

´a´ b` c

2
.

Z 2. lub 3. równania wyznaczamy jeszcze

α “
a` b` c

2
.

Ostatecznie okazuje się, że wektor ra, b, csT możemy zapisać w następujący
sposób:

»

–

a
b
c

fi

fl “

»

–

a
´a`b´c
2

´a´b`c
2

fi

fl` a`b`c
2

»

–

0
1
1

fi

fl .
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Zadanie 6.4. Udowodnij, że przestrzeń RR jest sumą prostą przestrzeni funkcji
parzystych i przestrzeni funkcji nieparzystych.

Zajmiemy się teraz wymiarem sumy podprzestrzeni liniowych.

Twierdzenie 6.18. Jeżeli Y, Z Ă X są podprzestrzeniami liniowymi skończo-
nego wymiaru, to

(i) wymiary podprzestrzeni Y X Z oraz Y ` Z też są skończone,

(ii) dimpY ` Zq “ dimY ` dimZ ´ dimpY X Zq.

Dowód. Ponieważ Y X Z Ă Y i dimY ă 8, więc ze stw. 6.13 wynika, że
dimpY X Zq ď dimY ă 8. Niech m “ dimY X Z i przyjmijmy, że dimY “

m`k, dimZ “ m` l. Wybierzmy układ x1, . . . , xm P pY XZq, który jest bazą
Y X Z. Zgodnie z tw. 6.12 (i), układ ten możemy uzupełnić do

• bazy x1, . . . , xm, y1, . . . , yk przestrzeni Y ,

• bazy x1, . . . , xm, z1, . . . , zl przestrzeni Z.

Pokażemy, że układ x1, . . . , xm, y1, . . . , yk, z1, . . . , zl jest liniowo niezależny. Za-
łóżmy, że

α1x1 ` . . .` αmxm ` β1y1 ` . . .` βkyk ` γ1z1 ` . . .` γlzl “ 0.

Niech x “ ´γ1z1 ´ . . .´ γlzl. Wówczas

α1x1 ` . . .` αmxm ` β1y1 ` . . .` βkyk “ ´γ1z1 ´ . . .´ γlzl “ x.

Zauważmy, że x P Z X Y , czyli x “ α1x1 ` . . . ` αmxm – korzystamy z tego,
że układ x1, . . . , xm jest bazą podprzestrzeni Y X Z. Z tw 6.9 wynika, że β1 “
. . . “ βk “ 0. Tak samo pokazujemy, że γ1 “ . . . “ γl “ 0. Zatem

γ1x1 ` . . .` γlxl “ 0,

i z liniowej niezależności x1, . . . , xm dostajemy, że α1 “ . . . “ αl “ 0.
Pozostało nam zauważyć, że

Y ` Z “ spanpx1, . . . , xm, y1, . . . , yk, z1, . . . , zlq,

więc układ x1, . . . , xm, y1, . . . , yk, z1, . . . , zl jest bazą przestrzeni Y ` Z i

dimpY `Zq “ m`k`l “ pm`kq`pm`lq´m “ dimY `dimZ´dimpY XZq.

Tym samym pokazaliśmy też, że dimpY ` Zq ă 8.

Wniosek 6.19. Jeżeli Y, Z Ă X i Y X Z “ t0u, to

dimpY ‘ Zq “ dimY ` dimZ.



Rozdział 7

Obraz, jądro i rząd macierzy

7.1 Obraz i jądro macierzy

Dowolną macierz A P Km,n możemy interpretować jako funkcję

ΦA : Kn
Ñ Km ΦAp~xq “ A~x.

(zob. też przykład 4.7).

Przykład 7.1. Niech

A “

»

–

1 2 0
´1 1 ´3
1 0 2

fi

fl P R3,3.

• Wyznaczymy obraz funkcji ΦA, czyli zbiór

ΦApR3q “
 

~y P R3 : ~y “ A~x dla pewnego x P R3
(

Ă R3.

Weźmy dowolny wektor ~x “ rx1, x2, x3sT P R3. Wówczas

ΦAp~xq “

»

–

1 2 0
´1 1 ´3
1 0 2

fi

fl

»

–

x1
x2
x3

fi

fl “ x1

»

–

1
´1
1

fi

fl` x2

»

–

2
1
0

fi

fl` x3

»

–

0
´3
2

fi

fl .

Zatem

ΦAp~xq P span

¨

˝

»

–

1
´1
1

fi

fl ,

»

–

2
1
0

fi

fl ,

»

–

0
´3
2

fi

fl

˛

‚.

Jeżeli natomiast

~y P span

¨

˝

»

–

1
´1
1

fi

fl ,

»

–

2
1
0

fi

fl ,

»

–

0
´3
2

fi

fl

˛

‚,

62
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to istnieją α, β, γ P R takie, że

~y “ α

»

–

1
´1
1

fi

fl` β

»

–

2
1
0

fi

fl` γ

»

–

0
´3
2

fi

fl “

»

–

1 2 0
´1 1 ´3
1 0 2

fi

fl

»

–

α
β
γ

fi

fl P ΦApR3q.

Zatem

ΦApR3q “ span

¨

˝

»

–

1
´1
1

fi

fl ,

»

–

2
1
0

fi

fl ,

»

–

0
´3
2

fi

fl

˛

‚.

Zbiór ΦApR3q okazał się być przestrzenią liniową.

• Wyznaczymy teraz przeciwobraz zbioru t0u, czyli zbiór

Φ´1A pt0uq “
 

~x P R3 : A~x “ 0
(

Ă R3.

Niech ~x “ rx1, x2, x3sT . Wówczas ~x P Φ´1A pt0uq wtedy i tylko wtedy, gdy
liczby x1, x2, x3 są rozwiązaniami układu równań

$

&

%

x1 ` 2x2 “ 0
´x1 ` x2 ´ 3x3 “ 0
x1 ` 2x3 “ 0

Z ostatniego równania wyznaczamy x1 “ ´2x3, a następnie z pierw-
szego równania dostajemy x2 “ ´12x1 “ x3. Dla takich wartości x1, x2
środkowe równanie jest spełnione. Zatem

~x “

»

–

´2x3
x3
x3

fi

fl “ x3

»

–

´2
1
1

fi

fl .

Sprawdzamy, że αr´2, 1, 1sT P Φ´1A pt0uq dla dowolnego α P R. Ostatecz-
nie

Φ´1A pt0uq “ span

¨

˝

»

–

´2
1
1

fi

fl

˛

‚.

Podobnie jak w przypadku obrazu, także zbiór Φ´1A pt0uq jest przestrzenią
liniową.

Zauważmy jeszcze, że z równości
»

–

1 2 0
´1 1 ´3
1 0 2

fi

fl

»

–

´2
1
1

fi

fl “

»

–

0
0
0

fi

fl
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mamy
»

–

0
´3
2

fi

fl “ 2

»

–

1
´1
1

fi

fl´

»

–

2
1
0

fi

fl ,

czyli wektory rozpinające ΦApR3q są liniowo zależne. Możemy więc napisać

ΦApR3q “ span

¨

˝

»

–

1
´1
1

fi

fl ,

»

–

2
1
0

fi

fl

˛

‚.

Te dwa wektory są już liniowo niezależne, jest to więc baza przestrzeni liniowej
ΦApR3q. Pokazaliśmy także, że

dim ΦApR3q “ 2, dim Φ´1A pt0uq “ 1.

Definicja 7.1. Rozważamy macierz A P Km,n.

• Obrazem macierzy A nazywamy zbiór

imA “ tA~x P Km : ~x P Kn
u .

• Jądrem macierzy A nazywamy zbiór

kerA “ t~x P Kn : A~x “ 0u .

W przykładzie 7.1 wyznaczyliśmy obraz i jądro pewnej konkretnej macierzy
A P R3,3. Okazało się, że oba te zbiory są przestrzeniami liniowymi. Jest tak
w ogólnym przypadku.

Stwierdzenie 7.1. Załóżmy, że A P Km,n. Wówczas

(i) Zbiór imA jest podprzestrzenią liniową w Km.

(ii) Zbiór kerA jest podprzestrzenią liniową w Kn.

Dowód. Podpunkt (i) dowodzimy następująco: załóżmy, że ~y, ~z P imA i α, β P
K. Wystarczy pokazać, że α~y ` β~z P imA. Z definicji imA, istnieją wektory
~u,~v P Kn takie, że

~y “ A~u, ~z “ A~v.

Wówczas

α~y ` β~z “ αA~u` βA~v “ Apα~uq ` Apβ~vq “ Apα~u` β~vq P imA.

Podpunkt (ii) dowodzimy następująco: załóżmy, że ~u,~v P kerA i α, β P K.
Wystarczy pokazać, że α~u` β~v P kerA. Mamy

Apα~u` β~vq “ αA~u` βA~v “ α ¨ 0` β ¨ 0 “ 0.
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Przykład 7.2. Niech In P Kn,n to macierz jednostkowa. Wówczas

im In “ Kn, ker In “ t0u Ă Kn.

Uwaga 7.1. Jeżeli macierz A P Km,n zapiszemy w postaci blokowo-kolumnowej:

A “ r~a1, . . . ,~ans, ~ak P Km,

to, dla ~x “ rx1, . . . , xnsT P Kn mamy

A~x “ x1~a1 ` . . .` xn~an.

Podprzestrzeń imA jest więc rozpięta przez kolumny macierzy A.

Stwierdzenie 7.2. Załóżmy, że A P Km,n, dim kerA “ k i układ wektorów
~u1, . . . , ~uk P Kn jest bazą podprzestrzeni kerA. Układ ten uzupełniamy wekto-
rami ~uk`1, . . . , ~un do bazy całej przestrzeni Kn. Wówczas układ n´k wektorów

~yk`1 “ A~uk`1, . . . , ~yn “ A~un P Km

jest bazą podprzestrzeni imA.

Dowód. Pokażemy najpierw, że imA “ spanp~yk`1, . . . , ~ynq. Inkluzja „Ą” jest
oczywista. Załóżmy, że y P imA. Istnieje ~x P Kn takie, że ~y “ A~x. Ponie-
waż układ ~u1, . . . , ~un jest bazą przestrzeni Kn, istnieją skalary α1, . . . , αn, dla
których

~x “ α1~u1 ` . . .` αk~uk ` αk`1~uk`1 ` . . .` αn~un.

Wobec tego

~y “ Apα1~u1 ` . . .` αk~uk ` αk`1~uk`1 ` . . .` αn~unq

“ α1A~u1 ` . . .` αkA~uk ` αk`1A~uk`1 ` . . .` αnA~un

“ αk`1A~uk`1 ` . . .` αnA~un

“ αk`1~yk`1 ` . . .` αn~yn

P spanp~yk`1, . . . , ~ynq.

Pozostaje nam pokazać, że układ ~yk`1, . . . , ~yn jest liniowo niezależny. Załóżmy,
że 0 “ βk`1~yk`1 ` . . .` βn~yn dla pewnych skalarów βk`1, . . . , βn P K. Mamy

0 “ βk`1~yk`1 ` . . .` βn~yn

“ βk`1A~uk`1 ` . . .` βnA~un

“ Apβk`1~uk`1 ` . . .` βn~unq.
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Zatem ~v “ βk`1~uk`1` . . .`βn~un P kerA. Istnieją więc skalary β1, . . . , βk takie,
że ~v “ β1~u1 ` . . .` βk~uk i

β1~u1 ` . . .` βk~uk ´ βk`1~uk`1 ´ . . .´ βn~un “ 0.

Ponieważ układ u1, . . . , un jest liniowo niezależny, jako baza przestrzeni Kn, z
ostatniej równości wynika, że βk`1 “ . . . “ βn “ 0. Tym samym pokazaliśmy
liniową niezależność wektorów yk`1, . . . , yn.

Wnioskiem z powyższego faktu jest następujące ważne

Twierdzenie 7.3 (Twierdzenie o wymiarze obrazu i jądra). Niech A P Km,n.
Wówczas

dim imA` dim kerA “ n.

Dowód. Na mocy stw. 7.2 wystarczy zauważyć, że baza imA ma tyle samo
elementów, ile potrzeba, aby uzupełnić bazę kerA do bazy całej przestrzeni
Kn.

7.2 Rząd macierzy

Definicja 7.2. Rozważamy macierz A P Km,n. Rząd macierzy A jest to liczba

rankA “ dimpimAq.

Zgodnie z tw 6.12, podpunkt (ii) i tw. 6.10, podpunkt (ii), rząd macierzy
A jest równy maksymalnej liczbie liniowo niezależnych kolumn tej macierzy.
Pokażemy teraz, że rząd macierzy moglibyśmy zdefiniować równoważnie jako
maksymalną liczbę jej liniowo niezależnych wierszy (jako elementów przestrze-
ni K1,n), lub, inaczej mówiąc, jako maksymalną liczbę liniowo niezależnych
kolumn macierzy AT (lub AH):

Twierdzenie 7.4. Dana jest macierz A P Km,n. Wówczas

rankA “ rankAH “ rankAT .

W dowodzie wykorzystamy następujący fakt:

Lemat 7.5. Załóżmy, że A P Km,n. Wówczas imAH , kerA Ă Kn oraz

kerAX imAH “ t0u.

Dowód lematu. Załóżmy, że ~y P kerA X imAH . Oznacza to, że A~y “ 0 oraz
istnieje ~x P Rm taki, że AH~x “ ~y. Zauważmy też, że gdy ~y “ ry1, . . . , ynsT , to
~yH~y “ y1y1 ` . . .` ynyn “ |y1|

2 ` . . .` |yn|
2 i

~y “ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ~yH~y “ 0 (7.1)
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Mamy

~yH~y “ pAH~xqHAH~x “ ~xHAAH~x “ ~xHpA~yq “ ~xH ¨ 0 “ 0.

Zatem ~y “ 0, czyli kerAX imAH “ t0u.

Dowód tw. 7.4. Pokażemy najpierw, że

rankA “ dim imA ě dim imAH “ rankAH .

Ponieważ taka sama zależność jest prawdziwa, gdy macierz A zastąpimy ma-
cierzą AH , więc wynika stąd, że rzędy obu macierzy są równe.

W przestrzeni Kn konstruujemy bazę ~u1, . . . , ~un w następujący sposób:
niech s “ dim kerA i r ´ s “ dim imAH . Teraz

• wektory ~u1, . . . , ~us wybieramy jako bazę podprzestrzeni kerA,

• wektory ~us`1, . . . , ~ur wybieramy jako bazę podprzestrzeni imAH . Za-
uważmy, że wobec lematu 7.5 kerA X imAH “ t0u, więc układ
~u1, . . . , ~us, ~us`1, . . . , ~ur jest bazą podprzestrzeni kerA‘ imAH Ă Kn.

• wektory ~ur`1, . . . , ~un to uzupełnienie układu ~u1, . . . , ~ur do bazy całej
przestrzeni Kn.

Z powyższej konstrukcji wynika, że układ ~us`1, . . . , ~ur, ~ur`1, . . . , ~un to uzupeł-
nienie bazy podprzestrzeni kerA do bazy całej przestrzeni Kn. Wobec stw. 7.2,
układ A~us`1, . . . , A~un jest bazą podprzestrzeni imA. Pokazaliśmy więc, że

dim imA “ n´ s ě r ´ s “ dim imAH .

Na zakończenie pozostaje nam zauważyć, że dim imAH “ dim imAT . Dowód
tego faktu pozostawiamy jako proste ćwiczenie.

Uwaga 7.2. Lemat 7.5 wykorzystuje fakt, że K jest ciałem liczb zespolonych
lub rzeczywistych – w dowodzie tego lematu korzystamy z tego założenia w
warunku (7.1). Tym samym twierdzenie 7.4 pokazaliśmy tylko w przypadku
K “ R lub K “ C (lub K “ Q). Należy jednak zaznaczyć, że twierdzenie to
jest prawdziwe dla macierzy Kn, gdzie K jest dowolnym ciałem. W ogólnym
przypadku dowód jest trochę bardziej skomplikowany.

Zadanie 7.1. Załóżmy, że A P Km,n. Pokaż, że

Kn
“ kerA‘ imAH

Km
“ kerAH ‘ imA.
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7.3 Macierze nieosobliwe

Poniższe twierdzenie zawiera szereg warunków równoważnych nieosobliwości
macierzy.

Twierdzenie 7.6. Niech A P Kn,n. Następujące warunki są równoważne:

(i) Macierz A jest nieosobliwa.

(ii) imA “ Kn.

(iii) rankA “ n.

(iv) kerA “ t0u.

(v) Kolumny macierzy A są liniowo niezależne

(vi) Kolumny macierzy A rozpinają przestrzeń Kn.

(vii) Macierz AT jest nieosobliwa.

(viii) Wiersze macierzy A są liniowo niezależne.

(ix) Wiersze macierzy A rozpinają przestrzeń K1,n.

(x) Dla każdego wektora ~b P Kn układ równań A~x “ ~b ma jednoznaczne
rozwiązanie.

Dowód. (i) ñ (ii): Zapiszmy macierz A´1 w postaci blokowo - kolumnowej

A´1 “ r~b1, . . . ,~bns, ~bj P Kn.

Wówczas

r~e1, . . . , ~ens “ In “ AA´1 “ Ar~b1, . . . ,~bns “ rA~b1, . . . , A~bns.

Zatem A~bj “ ~ej dla j “ 1, 2, . . . , n, co oznacza, że

imA Ą spanpA~b1, . . . , A~bnq “ spanp~e1, . . . , ~enq “ Kn,

a więc imA “ Kn.
(ii) ñ (iii): skoro imA “ Kn to rankA “ dim imA “ dimKn “ n.
(iii) ñ (iv): z tw. 7.3 wynika, że dim kerA “ n ´ rankA “ 0, co oznacza,

że kerA “ t0u.
(iv) ñ (v): Niech A “ r~a1, . . . ,~ans, gdzie ~aj P Kn i załóżmy, że γ1~a1` . . .`

γn~an “ 0 dla pewnych skalarów γ1, . . . , γn. Niech ~x “ rγ1, . . . , γns
T . Wówczas

A~x “ 0, czyli ~x P kerA. Zatem ~x “ 0 i γ1 “ . . . “ γn “ 0. Kolumny macierzy
A są więc liniowo niezależne.
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(v) ñ (vi): skoro kolumny macierzy A są liniowo niezależne jako wektory z
Kn i jest ich n “ dimKn, to stanowią one bazę przestrzeni Kn i w szczególności
ją rozpinają.

(vi)ñ (i): Niech A “ r~a1, . . . ,~ans, gdzie ~aj P Kn. Dla j “ 1, 2, . . . , n istnieją
skalary bi,j, i “ 1, 2, . . . , n, takie, że dla wektora ~bj “ rb1,j, . . . , bn,jsT

~ej “ b1,j~a1 ` . . .` bn,j~an “ A~bj.

Zatem In “ rA~b1, . . . , A~bns “ Ar~b1, . . . ,~bns i mamy A´1 “ r~b1, . . . ,~bns.
(i) ô (vii): Macierz odwrotna do AT to pA´1qT . Jeżeli B “ pAT q´1, to

A´1 “ BT .
(vii) ñ (viii): stosujemy (i) ñ (v) do macierzy AT

(viii) ñ (ix): stosujemy (v) ñ (vi) do macierzy AT

(ix) ñ (vii): stosujemy (vi) ñ (i) do macierzy AT .

Stwierdzenie 7.7. Załóżmy, że M P Km,n, A P Km,m, B P Kn,n oraz macierze
A i B są nieosobliwe. Wówczas

(i) kerM “ kerpAMq,

(ii) imM “ im pMBq.

Dowód. (i): Jeżeli ~x P kerM , to M~x “ 0 i AM~x “ A0 “ 0. Zatem kerM Ă

kerpAMq. Macierz A jest nieosobliwa, więc kerA “ t0u. Niech ~x P Rn będzie
takim wektorem, że AM~x “ 0 i oznaczmy ~y “M~x. Wtedy A~y “ 0, więc ~y “ 0,
czyli M~x “ 0 i ~x P kerM . Pokazaliśmy inkluzję kerpAMq Ă kerM .

(ii): Załóżmy, że ~y P im pMBq. Wtedy ~y “ MB~t dla pewnego wektora
~t P Kn. Niech ~x “ B~t. Wówczas ~y “ M~x, czyli ~y P imM . Pokazaliśmy, że
im pMBq Ă imM . Załóżmy teraz, że ~y P imM , czyli istnieje ~x P Rn taki, że
~y “ M~x. Macierz B jest nieosobliwa, więc imB “ Kn. Istnieje więc ~t P Kn

taki, że ~x “ B~t. Wobec tego ~y “ MB~t P im pMBq. Zatem także imM Ă

im pMBq.
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Z twierdzenia 7.7 i zadań 4.6, 4.7 otrzymujemy

Wniosek 7.8. Niech M P Km,n. Wówczas

(i) operacje elementarne na wierszach macierzy M nie zmieniają jej jądra,

(ii) operacje elementarne na kolumnach macierzy M nie zmieniają jej obrazu.

Dowód. Wystarczy zauważyć, że operacje na wierszach odpowiadają mnożeniu
macierzy M z lewej strony przez pewną macierz nieosobliwą A P Km,m, na-
tomiast operacje na kolumnach odpowiadają mnożeniu macierzy M z prawej
strony przez pewną nieosobliwą macierz B P Kn,n.

7.4 Pełna grupa liniowa

Pokażemy teraz, że macierze nieosobliwe z Kn,n tworzą grupę z działaniem
mnożenia macierzy.

Stwierdzenie 4.2 mówi, że zbiór macierzy nieosobliwych w Kn,n jest za-
mknięty ze względu na iloczyn macierzy. Ze stw 4.1 wiemy, że iloczyn macierzy
w Kn,n jest działaniem łącznym i macierz identycznościowa In jest elementem
neutralnym tego działania. Nie udowodniliśmy jednak dotąd, że macierz od-
wrotna do macierzy nieosobliwej też jest macierzą nieosobliwą. Uczynimy to
właśnie teraz.

Stwierdzenie 7.9. Załóżmy, że A,B P Kn,n, macierz A jest nieosobliwa i
AB “ In. Wówczas także macierz B jest nieosobliwa.

Dowód. Skoro macierz A jest nieosobliwa, to, na mocy tw. 7.6 (iv) kerA “ t0u.
Pokażemy, że także kerB “ t0u, co jest równoważne z tym, że macierz B jest
nieosobliwa. Niech ~y P kerB. Wówczas

~y “ In ¨ ~y “ pABq ¨ ~y “ ApB ¨ ~yq “ A ¨ 0 “ 0.

Zatem istotnie kerB “ t0u.

Powyższe stwierdzenie mówi, że dla każdej macierzy nieosobliwej A P Kn,n

jej macierz odwrotna B “ A´1 też jest nieosobliwa. Zatem zbiór wszystkich
macierzy nieosobliwych nˆn o elementach z ciała K jest zamknięty ze względu
na iloczyn macierzy i z In jako elementem neutralnym spełnia wszystkie aksjo-
maty z definicji grupy (1.1). Grupa macierzy odwracalnych nˆn o elementach
z ciała K jest zapisywana jako GLpn,Kq; nazywana jest pełną grupą liniową
lub ogólną grupą liniową.

Uwaga 7.3. Teraz ze stw. 1.1 wynika, że jeśli A P Kn,n jest nieosobliwa, B P

Kn,n, to AB “ In wtedy i tylko wtedy, gdy BA “ In.
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7.5 Istnienie i jednoznaczność rozwiązań ukła-
dów równań liniowych

Używając pojęć macierzy odwracalnej, obrazu, jądra i rzędu macierzy można
sformułować warunki konieczne i dostateczne na istnienie i jednoznaczność
rozwiązań układów równań liniowych.

Poniższe stwierdzenie charakteryzuje oznaczone kwadratowe układy rów-
nań liniowych.

Stwierdzenie 7.10. Macierz A P Kn,n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego wektora ~b układ równań A~x “ ~b ma dokładnie jedno rozwiązanie
~x.

Dowód. Jeżeli macierz A jest nieosobliwa, to wektor ~x “ A´1~b jest rozwiąza-
niem. Ponadto, jeżeli ~y jest rozwiązaniem układu A~x “ ~b, to

~y “ A´1pA~yq “ A´1~b “ ~x,

więc ~x jest jedynym rozwiązaniem.
Załóżmy, że dla każdego ~b P Kn układ A~x “ ~b ma rozwiązanie. Niech

~c1, . . . ,~cn to rozwiązania dla b “ ~e1, . . . , ~en (czyli jako ~b bierzemy kolejne ko-
lumny macierzy In). Niech C “ r~c1, . . . ,~cns. Wówczas

AC “ rA~c1, . . . , A~cns “ r~e1, . . . , ~ens “ In.

Zatem A´1 “ C.

Twierdzenie 7.11 (Twierdzenie Kroneckera-Capellego). Układ równań A~x “
~b jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy

rankA “ rankrA |~bs.

Dowód. Niech A “ r~a1, . . . ,~ans, gdzie ~aj P Kn. Zauważmy, że imA Ă im rA |~bs,
więc zawsze rankA ď rankrA |~bs.

Załóżmy, że rankA “ rankrA |~bs. Wówczas imA “ im rA |~bs, skąd wynika,
że ~b P imA “ spanp~a1, . . . ,~anq. Istnieją więc x1, . . . , xn P K takie, że

~b “ x1~a1 ` . . .` xn~an,

co można zapisać jako A~x “ ~b.
Jeżeli natomiast istnieje ~x P Kn taki, że A~x “ ~b, to

~b “ x1~a1 ` . . .` xn~an,

czyli ~b P spanp~a1, . . . ,~anq “ imA. Tym samym imA “ im rA |~bs i rankA “

rankrA |~bs.
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Uwaga 7.4. Twierdzenie Kroneckera-Capellego można równoważnie sformuło-
wać w następujący sposób: układ A~x “ ~b ma rozwiązanie wtedy i tylko wtedy,
gdy ~b P imA.

Zajmiemy się teraz jednoznacznością rozwiązań układów równań liniowych
(Czyli zbadamy, kiedy dany układ równań jest oznaczony). Załóżmy, że układ
równań A~x “ ~b jest niesprzeczny i posiada dwa różne rozwiązania ~x oraz ~u.
Wówczas

0 “ ~b´~b “ A~x´ A~u “ Ap~x´ ~uq.

Zatem ~x´ ~u P kerA.
Z drugiej strony, jeżeli ~x jest rozwiązaniem danego układu, natomiast ~t P

kerA, to
Ap~x` ~tq “ A~x` A~t “ ~b` 0 “ ~b,

więc wektor ~x` ~t też jest rozwiązaniem układu A~x “ ~b.
Pokazaliśmy

Stwierdzenie 7.12. Niesprzeczny układ równań jest oznaczony wtedy i tylko
wtedy, gdy kerA “ t0u.

Natomiast dla dowolnego niesprzecznego układu równań prawdziwe jest:

Stwierdzenie 7.13. Jeżeli wektor ~x jest rozwiązaniem układu równań A~x “ ~b,
to każde inne rozwiązanie tego układu jest postaci

~x` ~t,

gdzie ~t P kerA.

Przykład 7.3. Wróćmy do układu równań z przykładu 5.1:
$

&

%

x1 ` x2 ` x3 “ 3
2x1 ´ x2 ` 4x3 “ 5
3x1 ` 5x3 “ 8

lub A~x “ ~b dla

A “

»

–

1 1 1
2 ´1 4
3 0 5

fi

fl , ~b “

»

–

3
5
8

fi

fl .

Znamy 2 rozwiązania tego układu: ~x “ r1, 1, 1sT i ~y “ r´4, 3, 4sT . Wobec tego

~x´ ~y “

»

–

5
´2
´3

fi

fl P kerA.
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Ponadto, łatwo sprawdzić, że rząd macierzy A jest większy niż 1, a skoro
dimpkerAq ě 1, to rankA “ 2, więc dimpkerAq “ 1 i

kerA “ span

¨

˝

»

–

5
´2
´3

fi

fl

˛

‚.

Wobec tego każde rozwiązanie tego układu równań jest postaci
»

–

x1
x2
x3

fi

fl “

»

–

1
1
1

fi

fl` α

»

–

5
´2
´3

fi

fl .



Rozdział 8

Wyznaczniki

8.1 Definicja i podstawowe własności

Niech A P Kn,n będzie macierzą kwadratową. W tym rozdziale umawiamy
się, że dla i, j “ 1, 2, . . . , n przez Ai,j będziemy oznaczać macierz kwadratową
z Kn´1,n´1, powstałą z macierzy A poprzez usunięcie i-tego wiersza i j-tej
kolumny.

Definicja 8.1. Niech n “ 1, 2, 3, . . . i A “ rai,js
n
i,j“1 P Kn,n. Wyznacznik

stopnia n jest to funkcja det “ detn : Kn,n Ñ K zdefiniowana rekurencyjnie w
następujący sposób:

• dla n “ 1
det1ra1,1s “ a1,1,

• dla n ą 1

detnA “
n
ÿ

i“1

p´1q1`iai,1 ¨ detn´1Ai,1 (8.1)

Wzór (8.1) nazywamy rozwinięciem Laplace’a wyznacznika macierzy A
względem pierwszej kolumny.

Przykład 8.1. Jeżeli A “
„

a b
c d



, to

det2A “ a ¨ det1rds ´ c ¨ det1rbs “ ad´ bc.

Przykład 8.2. Jeżeli A P K3,3,

A “

»

–

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

fi

fl ,

74



ROZDZIAŁ 8. WYZNACZNIKI 75

to

det3A “ a1,1det2

„

a2,2 a2,3
a3,2 a3,3



´ a2,1det2

„

a1,2 a1,3
a3,2 a3,3



` a3,1det2

„

a1,2 a1,3
a2,2 a2,3



“ a1,1a2,2a3,3 ´ a1,1a2,3a3,2 ´ a2,1a1,2a3,3

` a2,1a1,3a3,2 ` a3,1a1,2a2,3 ´ a3,1a1,3a2,2.

Stwierdzenie 8.1. Jeżeli macierz A “ rai,jsi,j P Kn,n jest diagonalna lub
trójkątna górna, to

detnA “
n
ź

i“1

ai,i.

Dowód. Stosujemy indukcję względem n i korzystamy z definicji wyznacznika.

Stwierdzenie 8.2. Jeżeli w macierzy A P Kn,n, gdzie n ě 2, zamienimy
miejscami dwa wiersze, to jej wyznacznik detnA zmieni znak.

Dowód. Stosujemy indukcję względem n. Sprawdzamy bezpośrednio, że teza
zachodzi dla 2. Załóżmy, że teza zachodzi dla n´ 1. Niech B oznacza macierz
otrzymaną z A poprzez przestawienie k-tego i l-tego wiersza, przy czym k ă l.
Z założenia indukcyjnego

detn´1Bi,1 “ ´detn´1Ai,1 dla i ‰ k, l.

Ponadto

• macierz Bk,1 możemy otrzymać z Al,1 poprzez l´k´1 przestawień wierszy
(Jakie to przestawienia?), więc

detn´1Bk,1 “ p´1ql´k´1detn´1Al,1;

• macierz Bl,1 możemy otrzymać z Ak,1 poprzez l ´ k ´ 1 przestawień
wierszy, więc

detn´1Bl,1 “ p´1ql´k´1detn´1Ak,1.
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Zatem

detnB “
n
ÿ

i“1

p´1q1`ibi,1detn´1Bi,1

“

n
ÿ

i“1
i‰k,l

p´1q1`ibi,1detn´1Bi,1

` p´1q1`kbk,1detn´1Bk,1 ` p´1q1`lbl,1detn´1Bl,1

“´

n
ÿ

j“i
i‰k,l

p´1q1`jai,1detn´1A1,j

` p´1qlal,1detn´1Al,1 ` p´1qkak,1detn´1Ak,1

“´

n
ÿ

i“1

p´1q1`iai,1detn´1Ai,1

“´ detnA.

Wniosek 8.3. Jeżeli macierz A P Kn,n ma dwa identyczne wiersze, to detnA “
0.

Dowód. Zamieniając miejscami dwa identyczne wiersze macierzy A zmieniamy
znak jej wyznacznika nie zmieniając samej macierzy. Zatem detnA “ ´detnA,
czyli detnA “ 0.

Niech Sn oznacza zbiór wszystkich permutacji zbioru t1, 2, . . . , nu (czyli
bijekcji tego zbioru na siebie)

Lemat 8.4. Wyznacznik macierzy A P Kn,n możemy zapisać w postaci

detnA “
ÿ

pPSn

αp ¨ a1,pp1qa2,pp2q . . . an,ppnq, (8.2)

gdzie αp P t´1, 1u.

Dowód. Stosujemy zasadę indukcji. Dla n “ 1, 2 sprawdzamy tezę bezpośred-
nio, odwołując się do definicji wyznacznika. Dla n ą 2, zgodnie z założeniem
indukcyjnym dla n´1, wyznacznik macierzy A1,j w rozwinięciu Laplace’a (8.1)
możemy zapisać jako

detn´1A1,j “
ÿ

p

αp

n
ź

i“2

ai,ppiq, αp P t´1, 1u,

gdzie sumowanie przebiega wszystkie bijekcje

p : t2, . . . , nu Ñ t1, . . . , j ´ 1, j ` 1, . . . , nu.
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Kładąc pp1q “ j rozszerzamy p do permutacji zbioru t1, 2, . . . , nu i wtedy

a1,j ¨ detn´1A1,j “
ÿ

p

αp

n
ź

i“1

ai,ppiq,

przy czym sumowanie przebiega wszystkie permutacje p zbioru t1, 2, . . . , nu ta-
kie, że pp1q “ j. Sumując po j “ 1, 2, . . . , n otrzymujemy wszystkie permutacje
z Sn, czyli tezę indukcji.

Uwaga 8.1. Można pokazać, że liczba αp we wzorze (8.2) to znak permuta-
cji p P Sn: jeżeli permutację p zapiszemy jako złożenie k transpozycji, to
αp “ p´1qk. Definicja ta jest poprawna, gdyż żadnej permutacji nie da się
przedstawić jako złożenia transpozycji na dwa sposoby różniące się parzysto-
ścią liczby występujących w nich transpozycji.

Twierdzenie 8.5. Niech A “ r~a1,~a2, . . . ,~ans P Kn,n, gdzie ~aj P Kn i ~b P Kn,
γ P K. Wówczas

(i) detnr~a1, . . . ,~aj´1,~aj `~bj,~aj`1, . . . ,~ans

“ detnr~a1, . . . ,~aj´1,~aj,~aj`1, . . . ,~ans

` detnr~a1, . . . ,~aj´1,~bj,~aj`1, . . . ,~ans,

(ii) detnr~a1, . . . ,~aj´1, γ~aj,~aj`1, . . . ,~ans

“ γdetnr~a1, . . . ,~aj´1,~aj,~aj`1, . . . ,~ans.

Te same własności zachodzą dla wierszy macierzy.

Dowód. Teza wynika z lematu 8.4.

Wniosek 8.6. Jeżeli macierz A P Kn,n ma zerową kolumnę lub zerowy wiersz,
to detnA “ 0.

Dowód. Wobec podpunktu (ii) tw. 8.5, detnA “ c¨detnA dla dowolnego skalara
c P K, więc detnA “ 0.

Wniosek 8.7. Jeżeli A,D P Kn,n i macierz D “ diagpd1, . . . , dnq jest diago-
nalna, to

detnpADq “ detnpDAq “ detnD ¨ detnA “ d1 . . . dn ¨ detnA.

Dowód. Mnożąc macierz A z lewej strony przez D, mnożymy i-ty wiersz macie-
rzy A przez di. Mnożąc A przez D z prawej, mnożymy j-tą kolumną macierzy
A przez dj.
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Wniosek 8.8. Jeżeli A P Kn,n i α P K, to

detnpαAq “ αn ¨ detnA.

Wniosek 8.9. Jeżeli A P Kn,n i A “ r~a1, . . . ,~ans dla ~aj P Kn, to dla c P K i
j ‰ k

detnr~a1, . . . ,~aj ` c~ak,~aj`1, . . . ,~ans “ detnA.

Inaczej mówiąc, jeżeli do pewnej kolumny macierzy A dodamy inną po-
mnożoną przez skalar, to wyznacznik nie ulegnie zmianie. Ta sama własność
przysługuje wierszom macierzy.

Stwierdzenie 8.10. Jeżeli macierz A P Kn,n jest osobliwa, to detnA “ 0.

Dowód. Jeżeli A jest osobliwa, to pewna jej kolumna, np. ~ak, jest kombinacją
liniową pozostałych kolumn, czyli

~ak “
ÿ

j‰k

αj~aj.

Odejmując od k-tej kolumny macierzy A pozostałe pomnożone przez skalary
αj otrzymamy, na mocy wniosku 8.9 macierz o takim samym wyznaczniku,
co macierz A. Otrzymana macierz będzie miała zerową kolumnę, a więc jej
wyznacznik będzie równy 0, co wynika z wniosku 8.3.

8.2 Wyznacznik a operacje elementarne

Jak pamiętamy, dla macierzy

A “

»

—

—

–

w1
w2
. . .
wn

fi

ffi

ffi

fl

P Kn,n, gdzie wi P K1,n,

przekształcenia

(I) zamiana miejscami dwóch wierszy: wk Ø wl,

(II) pomnożenie wiersza przez niezerowy skalar: wk Ñ α ¨ wk, α P K,

(III) dodanie do pewnego wiersza innego pomnożonego przez skalar: wk Ñ
wk ` βwl.

nazywamy operacjami elementarnymi na wierszach macierzy. Każdą z tych
operacji możemy zapisać jako iloczyn macierzy E ¨ A, gdzie E P Kn,n jest
pewną macierzą nieosobliwą. Korzystając z postaci tych macierzy i definicji
oraz udowodnionych do tej pory własności wyznacznika można sprawdzić, że
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• jeżeli E jest macierzą operacji wk Ø wl, to detnE “ ´1;

• jeżeli E jest macierzą operacji wk Ñ α ¨ wk, to detnE “ α;

• jeżeli E jest macierzą operacji wk Ñ wk ` βwl, to detnE “ 1;

Zgodnie z powyżej udowodnionymi faktami zachodzi:

Stwierdzenie 8.11. Niech A P Kn,n. Wówczas

(i) jeżeli E jest macierzą operacji wk Ø wl, to

detnpEAq “ ´detnA “ detnE ¨ detnA;

(ii) jeżeli E jest macierzą operacji wk Ñ α ¨ wk, to

detnpEAq “ α ¨ detnA “ detnE ¨ detnA;

(iii) jeżeli E jest macierzą operacji wk Ñ wk ` βwl, to

detnpEAq “ detnA “ detnE ¨ detnA.

Twierdzenie 8.12. Jeżeli macierz A P Kn,n jest nieosobliwa, to istnieją ma-
cierze operacji elementarnych E1, . . . , Er opisane powyżej, takie, że

A “ ErEr´1 . . . E1

i wówczas

detnA “
r
ź

j“1

detnEj (8.3)

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy następujący

Lemat 8.13. Niech B P Kk,k, C P Kl,l, D P Kk,l oraz

A “

„

B D
0 C



P Kk`l,k`l.

Wówczas macierz A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy macierze B i C
są nieosobliwe.

Dowód. Jeżeli macierz A jest nieosobliwa, to jej wiersze są liniowo niezależne,
więc wiersze macierzy r0 Cs P Kl,k`l też są liniowo niezależne, więc wiersze
macierzy C też są liniowo niezależne, co oznacza, że macierz C też jest nieoso-
bliwa. Analogicznie, powołując się na liniową niezależność kolumn, dowodzimy,
że macierz B jest nieosobliwa.
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Załóżmy, że B i C są nieosobliwe. Wówczas kerB “ t0u i kerC “ t0u.

Wystarczy wykazać, że kerA “ t0u. Załóżmy, że ~x P kerA, gdzie ~x “
„

~u
~v



,

~u P Kk, ~v P Kl. Wówczas

0 “ A~x “

„

B D
0 C



¨

„

~u
~v



“

„

B~u`D~v
C~v



.

Zatem C~v “ 0 i B~u ` D~v “ 0. Wynika stąd, że ~v P kerC, czyli ~v “ 0 i
B~u ` D~v “ B~u “ 0, czyli ~u P kerB. Zatem ~u “ 0 i ~v “ 0, więc ~x “ 0. To
oznacza, że kerA “ t0u.

Dowód twierdzenia 8.12. Udowodnimy najpierw, że macierz nieosobliwa A jest
iloczynem macierzy operacji elementarnych. Stosujemy indukcję względem n.
Dla n “ 1 macierz A “ ra1,1s jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy a1,1 ‰ 0.
Wówczas A jest macierzą operacji elementarnej w1 ÞÑ a1,1 ¨ w1.

Załóżmy teraz, że każda macierz nieosobliwa C P Kn´1,n´1 jest iloczynem
pewnej liczby macierzy operacji elementarnych. Niech A P Kn,n będzie ma-
cierzą nieosobliwą. Wykażemy, że macierz A jest iloczynem macierzy operacji
elementarnych.

Przyjmijmy, że A´1 “ rai,js – to też jest macierz nieosobliwa. Wśród ele-
mentów w pierwszej kolumnie macierzy A´1 co najmniej jeden jest niezerowy.
Zamieniając dwa wiersze możemy sprawić, że ten element niezerowy znajdzie
się w komórce p1, 1q. Mnożąc pierwszy wiersz przez skalar możemy sprawić, że
element w komórce p1, 1q będzie równy 1. Następnie za pomocą elementu p1, 1q
zerujemy elementy p2, 1q, p3, 1q, . . . , pn, 1q, odejmując pierwszy wiersz pomno-
żony przez odpowiednie skalary od pozostałych. Inaczej mówiąc, za pomocą
serii operacji elementarnych o macierzach E1, . . . , Ep sprowadziliśmy macierz
A´1 do postaci

„

1 D
0 C



“ Ep ¨ . . . ¨ E1 ¨ A
´1, D P K1,n´1, C P Kn´1,n´1.

Ta macierz jest nieosobliwa, gdyż jest iloczynem macierzy nieosobliwych Ei
oraz A´1. Wobec lematu 8.13 macierz C jest nieosobliwa i spełnia założe-
nie indukcyjne. Istnieją więc macierze operacji elementarnych Fp`1, . . . , Fr P
Kn´1,n´1 takie, że

C “ Fp`1 ¨ . . . ¨ Fr “ Fp`1 ¨ . . . ¨ Fr ¨ In´1.

Macierze F´1i też są macierzami operacji elementarnych, podobnie jak i ma-
cierze

Ei “

„

1 0
0 F´1i



P Kn,n, i “ p` 1, . . . , r.
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Ponadto

Er ¨ . . . ¨ Ep`1 ¨

„

1 D
0 C



“

„

1 D
0 In´1



, (8.4)

gdyż macierze Ep`1, . . . , Er operują tylko na wierszach od 2 do n i sprowadzają
macierz C do macierzy In zgodnie ze wzorem

F´1r ¨ . . . ¨ F´1p`1 ¨ C “ F´1r ¨ . . . ¨ F´1p`1 ¨ Fp`1 ¨ . . . ¨ Fr ¨ In “ In.

Pozostaje zauważyć, że w macierzy w równaniu (8.4), odejmując wiersze 2, . . . , n
pomnożone przez odpowiednie skalary od pierwszego otrzymamy macierz In.
Inaczej mówiąc, istnieją macierze operacji elementarnych Er`1, . . . , Er`n´1 ta-
kie, że

Er`n´1 ¨ . . . ¨ Er`1 ¨

„

1 D
0 In´1



“ In.

Wykazaliśmy więc, że

Er`n´1 ¨ . . . ¨ Er`1 ¨ Er ¨ . . . ¨ Ep`1 ¨ Ep ¨ . . . ¨ E1 ¨ A
´1
“ In.

To oznacza, że
A “ Er`n´1 ¨ . . . ¨ E1.

Wykonaliśmy krok indukcyjny.

8.3 Dalsze własności wyznacznika

Z twierdzenia 8.12 wynika wiele ważnych własności wyznacznika.

Twierdzenie 8.14. Macierz A P Kn,n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy,
gdy detnA ‰ 0.

Dowód. Jeżeli macierz A jest osobliwa, to detnA “ 0, na mocy stw. 8.10. Jeżeli
macierz A jest nieosobliwa, to ze stw. 8.11 i tw. 8.12 wynika, że A “ Er . . . E1,
i detnEj ‰ 0 dla j “ 1, . . . , r oraz detnA “

śr
j“1 detnEj, więc detnA ‰ 0.

Twierdzenie 8.15. Dla dowolnej macierzy A P Kn,n zachodzi równość

detnA “ detnpAT q.

Dowód. Jeżeli macierz A jest osobliwa, to macierz AT także i ze stw. 8.10
wynika, że detnA “ 0 “ detnAT . Jeżeli macierz A jest nieosobliwa, to z tw 8.12
wynika, że istnieją macierze operacji elementarnych Ej, takie, że A “ Er . . . E1.
Ponadto

detnA “
r
ź

j“1

detnEj.
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Jednocześnie AT “ ET
1 . . . E

T
r i macierze ET

j też są macierzami operacji ele-
mentarnych oraz detnpET

j q “ detnEj. Zatem

detnAT “
r
ź

j“1

detnET
j “

n
ź

j“1

detnEj “ detnA.

Wobec tw. 8.15, wszystkie własności wyznacznika, które dotyczyły kolumn
macierzy, mają swoje odpowiedniki dla wierszy.

Korzystając z tw. 8.15 i stw. 8.1, otrzymujemy:

Stwierdzenie 8.16. Wyznacznik macierzy trójkątnej A P Kn,n jest równy
iloczynowi jej elementów na przekątnej.

Twierdzenie 8.17 (Twierdzenie Cauchy’ego). Jeżeli A,B P Kn,n, to

detnpABq “ detnA ¨ detnB.

Dowód. Jeżeli macierz A jest osobliwa, to macierz AB też jest osobliwa, gdyż
dimpimAq ă n oraz im pABq Ă imA, więc dimpim pABqq ă n. Zatem detnA “
0 “ detnpABq i teza w oczywisty sposób zachodzi.

Załóżmy, że macierz A jest nieosobliwa. Z lematu 8.12 wynika istnienie
macierzy operacji elementarnych E1, . . . , Er P Kn,n takich, że A “ Er . . . E1,
oraz

detnA “
r
ź

j“1

detnEj.

Ponadto, dla każdej macierzy C P Kn,n i każdej z macierzy Ej zachodzi

detnpEj ¨ Cq “ detnEj ¨ detnC.

Zatem

detnpABq “ detnpEr ¨ . . . ¨ E1 ¨Bq “
“ detnpErq ¨ detnpEr´1 ¨ . . . ¨ E1 ¨Bq “ . . . “

“ detnEr ¨ . . . ¨ detnE1 ¨ detnB “ detnA ¨ detnB.

Stosując twierdzenie Cauchy’ego do macierzy B “ A´1, otrzymujemy

Wniosek 8.18. Jeżeli macierz A P Kn,n jest nieosobliwa, to

detnpA´1q “ pdetnAq´1.



ROZDZIAŁ 8. WYZNACZNIKI 83

Z tego wniosku i tw. Cauchy’ego otrzymujemy kolejny:

Wniosek 8.19. Jeżeli A P Kn,n, to

detnpAkq “ pdetnAqk,

przy czym k P Z jeżeli A jest nieosobliwa i k “ 1, 2, . . . jeżeli A jest osobliwa.

Zadanie 8.1. Niech A P Km,m, B P Km,n, C P Kn,n. Udowodnij, że

detm`n

„

A B
0 C



“ detmA ¨ detnC.

8.4 Rozwinięcia Laplace’a

Wyznacznik można przedstawić jako rozwinięcie Laplace’a względem dowol-
nego wiersza lub dowolnej kolumny.

Twierdzenie 8.20 (Rozwinięcia Laplace’a). Dla dowolnej macierzy A P Kn,n

detnA “
n
ÿ

j“1

p´1qi`jai,jdetn´1Ai,j dla i “ 1, 2, . . . , n (8.5)

oraz

detnA “
n
ÿ

i“1

p´1qi`jai,jdetn´1Ai,j dla j “ 1, 2, . . . , n (8.6)

Szkic dowodu. Rozwinięcie z definicji wyznacznika to wzór (8.5) dla i “ 1.
Stosując tw. 8.15 i definicję wyznacznika otrzymujemy wzór (8.6) dla j “ 1.

Aby uzyskać rozwinięcia dla pozostałych wierszy lub kolumn, zamieniamy
w macierzy A miejscami wiersze 1-szy i i´ ty lub kolumny 1-szą i j-tą.

8.5 Macierz dopełnień algebraicznych

Definicja 8.2. Niech A P Kn,n. Macierz dopełnień algebraicznych macierzy A
jest to macierz CA “ rci,js P Kn,n, gdzie

ci,j “ p´1qi`j ¨ detn´1Ai,j.

Obliczymy teraz iloczyn M “ A ¨ pCAq
T . Element w k-tym wierszu i l-tej

kolumnie to

mk,l “

n
ÿ

j“1

ak,jcl,j “
n
ÿ

j“1

ak,jp´1ql`j ¨ detn´1Al,j
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Zatem mk,k “ detnA. Gdy k ‰ l, to mk,l jest wyznacznikiem macierzy po-
wstałej z A przez zastąpienie l-tego wiersza jej k-tym wierszem. Jest to więc
macierz o wyznaczniku zerowym, czyli mk,l “ 0 w tym przypadku. Zatem

A ¨ pCAq
T
“ detnA ¨ In.

Udowodniliśmy także

Stwierdzenie 8.21. Jeżeli macierz A P Kn,n jest nieosobliwa, to

A´1 “
1

detnA
¨ pCAq

T .

Otrzymaliśmy więc jawny wzór na macierz odwrotną do danej macierzy
nieosobliwej. Nie trzeba chyba nikogo przekonywać, że, gdy chcemy policzyć
macierz odwrotną, to powyższy wzór nie jest zbyt poręczny.

8.6 Wzory Cramera

Za pomocą wyznaczników można także wyrazić rozwiązanie oznaczonego ukła-
du równań liniowych z macierzą kwadratową.

Twierdzenie 8.22 (Wzory Cramera). Załóżmy że macierz kwadratowa
A “ r~a1, . . . ,~ans P Kn,n jest nieosobliwa, ~b P Kn i ~x “ rx1, . . . , xns

T P Kn

jest rozwiązaniem układu równań A~x “ ~b. Wówczas

xj “
detnr~a1, . . . ,~aj´1,~b,~aj`1, . . . ,~ans

detnA
.

Dowód. Jedyne rozwiązanie układu można zapisać, korzystając ze stw. 8.21,
jako

~x “ A´1~b “
1

detnA
¨ pCAq

T~b.

Zatem

xj “
1

detnA
¨

n
ÿ

i“1

p´1qi`jdetn´1Ai,jbi

“
detnr~a1, . . . ,~aj´1,~b,~aj`1, . . . ,~ans

detnA
.

Uwaga 8.2. Wykorzystanie wzorów Cramera do znalezienia rozwiązania ozna-
czonego, kwadratowego układu równań może być, ze względu na ich pozorną
prostotę, bardzo kuszące. Należy jednak zdawać sobie sprawę, że dla większych
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układów równań liczba operacji arytmetycznych, które trzeba wykonać w ogól-
nym przypadku, jest ogromna. Obliczenie jednego wyznacznika z rozwinięcia
Laplace’a wymaga wykonania Opn ¨ n!q działań. Z drugiej strony, eliminację
Gaussa można przeprowadzić wykonując Opn3q operacji arytmetycznych.

Dodatkowo, obliczenie wyznacznika z definicji lub rozwinięcia Laplace’a na
komputerze, w arytmetyce zmiennopozycyjnej, może być obarczone ogromnym
błędem (wynikającym nie tylko z zaokrągleń danych i niedokładności działań).
Znacznie lepszym i szybszym sposobem obliczenia wyznacznika jest sprowadze-
nie macierzy do postaci trójkątnej za pomocą eliminacji Gaussa.



Rozdział 9

Przestrzenie z iloczynem
skalarnym

W całym rozdziale K oznacza ciało liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Aby w przestrzeni liniowej można było rozważać pojęcia geometryczne,

takie jak odległość między wektorami lub kąt jaki tworzą między sobą dwa
wektory, konieczne jest wprowadzenie na niej dodatkowej struktury za pomocą
iloczynu skalarnego.

9.1 Iloczyny skalarne

Niech X będzie przestrzenią liniową nad ciałem K.

Definicja 9.1. Iloczyn skalarny na X jest to funkcja φ : X ˆX Ñ K, którą
będziemy zapisywać jako xx, yy “ φpx, yq, o następujących własnościach:

(i) dla dowolnych x, y1, y2 P X i α1, α2 P K:

xx, α1y1 ` α2y2y “ α1xx, y1y ` α2xx, y2y,

(ii) dla dowolnych x, y P X
xx, yy “ xy, xy,

(iii) dla dowolnego x P Xzt0u
xx, xy ą 0.

Uwaga 9.1. W szczególności, w przypadku zespolonym (K “ C) warunek (iii)
oznacza, że iloczyn skalarny niezerowego wektora x P X z samym sobą jest
liczbą rzeczywistą dodatnią.

86
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Przykład 9.1 (Standardowy iloczyn skalarny w Kn). Dla ~x, ~y P Kn (gdzie
K “ R lub K “ C) określamy

x~x, ~yy “ ~xH~y “ x1y1 ` . . .` xnyn

(jeżeli K “ R to oczywiście x~x, ~yy “ ~xT~y).
Sprawdzimy, że istotnie jest to iloczyn skalarny: dla ~x, ~y, ~z P Kn, α, β P K:

x~x, α~y ` β~zy “ ~xHpα~y ` β~zq “ α~xH~y ` β~xH~z

“ αx~x, ~yy ` βx~x, ~zy

oraz

x~x, ~yy “ ~xH~y “ p~yH~xq

“ x~y, ~xy.

Ponadto, gdy ~x ‰ 0,

x~x, ~xy “ ~xH~x “
n
ÿ

j“1

xjxj “
n
ÿ

j“1

|xj|
2
ą 0,

gdzie ~x “ rx1, . . . , xnsT .

Przykład 9.2. Dla x, y P R2 niech

x~x, ~yy “ 2x1y1 ´ x2y1 ´ x1y2 ` 5x2y2.

Jest to iloczyn skalarny: warunki (i) i (ii) są oczywiste, warunek (iii) zachodzi,
gdyż

xx, xy “ 2x21 ´ 2x1x2 ` 5x22
“ px21 ` 2x1x2 ` x22q ` px

2
1 ´ 4x1x2 ` 4x22q

“ px1 ` x2q
2
` px1 ´ 2x2q2 ą 0 gdy ~x ‰ 0

Zadanie 9.1. Niech x0, . . . , xn P K będą różnymi punktami. Dla p, q P Krxsn
określamy

xp, qy “
n
ÿ

k“0

ppxkqqpxkq.

Pokaż, że jest to iloczyn skalarny na przestrzeni Krxsn. Czy będzie to prawda,
jeżeli weźmiemy pewne k ` 1 różnych punktów x0, x1, . . . , xk dla k ‰ n?

Stwierdzenie 9.1 (Własności iloczynu skalarnego). Załóżmy, że x¨, ¨y jest ilo-
czynem skalarnym na przestrzeni liniowej X nad ciałem K. Wówczas:
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(a) dla dowolnych x1, x2, y P X, α1, α2 P K

xα1x1 ` α2x2, yy “ α1xx1, yy ` α2xx2, yy,

(b) dla dowolnego x P X
xx, 0y “ x0, xy “ 0,

(c) dla dowolnego x P X

xx, xy “ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x “ 0,

(d) jeżeli x P X i dla każdego y P X zachodzi xx, yy “ 0, to x “ 0.

Dowód. Podpunkt (a) wynika z warunków (i) i (ii) definicji, podpunkt (b)
wynika z ciągu równości:

xx, 0y “ xx, x´ xy “ xx, xy ´ xx, xy “ 0

oraz (ii), podpunkt (c) wynika z (b) i (iii), podpunkt (d) wynika z (c).

Definicja 9.2. Przestrzeń liniową skończenie wymiarową X nad ciałem R z
iloczynem skalarnym x¨, ¨y nazywamy przestrzenią euklidesową.

Przestrzeń liniową X nad ciałem C z iloczynem skalarnym x¨, ¨y nazywamy
przestrzenią unitarną.

Przestrzeń liniową X z iloczynem skalarnym x¨, ¨y : XˆX Ñ K zapisujemy
jako parę pX, x¨, ¨yq.

9.2 Normy

Określenie iloczynu skalarnego na przestrzeni liniowej umożliwia zdefiniowanie
pojęcia długości wektora, czyli jego normy :

Definicja 9.3. Norma na przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq, po-
chodząca od iloczynu skalarnego, jest to funkcja } ¨ } : X Ñ r0,`8q zadana
wzorem

}x} “
a

xx, xy, x P X.

Przykład 9.3. Na przestrzeni Kn ze standardowym iloczynem skalarnym
x~x, ~yy “ ~xH~y mamy normę

}x} “
a

|x1|2 ` . . .` |xn|2.

Twierdzenie 9.2 (Nierówność Schwarza). W przestrzeni z iloczynem skalar-
nym pX, x¨, ¨yq, dla dowolnych x, y P X zachodzi nierówność

|xx, yy| ď }x} ¨ }y} .
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Dowód. Przeprowadzimy dowód w przypadku, gdy K “ C, czyli gdy X jest
przestrzenią unitarną.

Niech x, y P X. Weźmy dowolny skalar t P K i zapiszmy t i xx, yy w postaci
trygonometrycznej:

t “ |t|eiα, xx, yy “ |xx, yy|eiβ.

Wówczas

0 ď }x` ty}2 “ xx` ty, x` tyy
“ xx, xy ` xty, xy ` xx, tyy ` xty, tyy “

“ }x}2 ` txx, yy ` txx, yy ` |t|2 }y}2

“ }x}2 ` |t|e´iα|xx, yy|e´iβ ` |t|eiα|xx, yy|eiβ ` |t|2 }y}2

“ }x}2 ` |t||xx, yy|pe´ipα`βq ` eipα`βqq ` |t|2 }y}2 .

Liczba t jest dowolna, więc jej argument α możemy wybrać tak jak nam pasuje.
Dla α “ ´β otrzymujemy

0 ď }x}2 ` 2|t||xx, yy| ` |t|2 }y}2 ,

natomiast dla α “ π ´ β:

0 ď }x}2 ´ 2|t||xx, yy| ` |t|2 }y}2 .

Zatem, dla dowolnego s P R:

0 ď }x}2 ` 2s|xx, yy| ` s2 }y}2 .

Jest to trójmian kwadratowy zmiennej s, przyjmujący wyłącznie wartości nie-
ujemne, więc jego wyróżnik jest niedodatni:

0 ě p2|xx, yy|q2 ´ 4 }x}2 }y}2 ,

lub równoważnie
|xx, yy| ď }x} ¨ }y} .

Zadanie 9.2. Udowodnij nierówność Schwarza w przypadku przestrzeni eu-
klidesowej.

Zadanie 9.3. Pokaż, że nierówność Schwarza staje się równością wtedy i tylko
wtedy, gdy wektory x, y są liniowo zależne.

Stwierdzenie 9.3 (Własności normy). Niech pX, x¨, ¨yq będzie przestrzenią z
iloczynem skalarnym, a } ¨ } to norma na X pochodząca od iloczynu skalarnego.
Wówczas
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(a) dla każdego x P X, }x} “ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x “ 0,

(b) dla dowolnych x P X i α P K

}αx} “ |α| ¨ }x} ,

(c) dla dowolnych x, y P X

}x` y} ď }x} ` }y} .

Dowód. Podpunkty (a) i (b) wynikają z własności iloczynu skalarnego. Pod-
punkt (c) jest wnioskiem z nierówności Schwarza:

}x` y}2 “ xx` y, x` yy

“ xx, xy ` xx, yy ` xx, yy ` xy, yy

“ }x}2 ` }y}2 ` 2Rexx, yy

ď }x}2 ` }y}2 ` 2|xx, yy| gdyż Rez ď |z|

ď }x}2 ` }y}2 ` 2 }x} ¨ }y} z nier. Schwarza.
“ p}x} ` }y}q2.

Uwaga 9.2. Norma } ¨ } na przestrzeni euklidesowej X zadaje również funkcję
odległości wektorów, czyli metrykę d : X ˆX Ñ r0,8q:

dpx, yq “ }x´ y} .

Z własności normy wynika, że

• dpx, yq “ dpy, xq

• dpx, yq “ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x “ y,

• dpx, yq ď dpx, zq`dpz, yq dla dowolnych x, y, z P X (nierówność trójkąta)

Metryka (a więc i norma) określona na przestrzeni liniowej pozwala nam mówić
o odległości między wektorami. Dzięki temu można zdefiniować takie pojęcia,
jak granica ciągu wektorów, zbiory otwarte i domknięte. Można wtedy także
mówić o błędzie przybliżenia jednego wektora innym jako o odległości między
tymi wektorami.

Definicja 9.4. Załóżmy, że } ¨ } jest normą na przestrzeni z iloczynem skalar-
nym pX, x¨, ¨yq.
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• sferą jednostkową w pX, x¨, ¨yq nazywamy zbiór

S “ SX “ tx P X : }x} “ 1u,

• kulą jednostkową w pX, x¨, ¨yq nazywamy zbiór

B “ BX “ tx P X : }x} ď 1u.

Zadanie 9.4. Pokaż, że kula jednostkowa jest zbiorem wypukłym, tzn. jeżeli
x, y P BX , 0 ď α, β ď 1 i α ` β “ 1, to

αx` βy P BX .

Uwaga 9.3. Można także wprowadzić pojęcie normy na przestrzeni liniowej bez
odwoływania się do pojęcia iloczynu skalarnego:
Niech X będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Funkcję f : X Ñ r0,`8q
nazwiemy normą na X, jeżeli }x} “ fpxq spełnia własności (a), (b) i (c) w stw.
9.3.

Zadanie 9.5. Pokaż, że następujące funkcje są normami (zgodnie z definicją
w uwadze 9.3) na przestrzeniach Rn i Cn:

• }~x}1 “ |x1| ` . . .` |xn|,

• }~x}
8
“ maxp|x1|, . . . , |xn|q.

Zadanie 9.6. Niech } ¨ } oznacza normę na Rn pochodzącą od iloczynu ska-
larnego x~x, ~yy “ ~xT~y. Pokaż, że

}A}M “ sup t}A~x} : }~x} “ 1u , dla A P Rn,n

jest normą (zgodnie z definicją w uwadze 9.3) na przestrzeni Rn,n.

9.3 Ortogonalność

W celu uproszczenia zapisu, wprowadźmy oznaczenie (tzw. symbol Kronecke-
ra):

δj,k “

#

1 gdy j “ k

0 gdy j ‰ k
.

Niech pX, x¨, ¨yq będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym.

Definicja 9.5. Powiemy, że wektory x, y P X są ortogonalne (prostopadłe),
jeżeli xx, yy “ 0. Piszemy wówczas x K y.
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Przykład 9.4. W przestrzeni R3 ze standardowym iloczynem skalarnym xx, yy “
~xT~y dany jest wektor ~x “ ra, b, csT . Jeżeli ~y “ ry1, y2, y3sT K ~x, to

0 “ ~xT~y “ ay1 ` by2 ` cy3,

czyli ~y należy do podprzestrzeni w R3 opisanej równaniem ay1` by2` cy3 “ 0.

Definicja 9.6. Powiemy, że układ wektorów x1, . . . , xk P X jest układem or-
togonalnym, jeżeli xj ‰ 0 dla każdego j oraz xi K xj dla i ‰ j.

Ortogonalny układ wektorów x1, . . . , xn P X nazywamy układem ortonor-
malnym, jeżeli dodatkowo }xj} “ 1 dla każdego j. Inaczej mówiąc xxi, xjy “
δi,j.

Przykład 9.5. Wektory ~e1, . . . , ~en P Kn tworzą układ ortonormalny w Kn ze
standardowym iloczynem skalarnym.

Przykład 9.6. W R4 ze standardowym iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y
wektory

~v1 “

»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

, ~v2 “

»

—

—

–

1
1
´1
´1

fi

ffi

ffi

fl

, ~v3 “

»

—

—

–

1
´1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

, ~v4 “

»

—

—

–

1
´1
1
´1

fi

ffi

ffi

fl

tworzą układ ortogonalny.

Stwierdzenie 9.4. Każdy ortogonalny układ wektorów w przestrzeni z iloczy-
nem skalarnym pX, x¨, ¨yq jest liniowo niezależny.

Dowód. Załóżmy, że wektory x1, . . . , xk tworzą układ ortogonalny i α1x1`. . .`
αkxk “ 0 dla αj P K. Dla j “ 1, . . . , k możemy pomnożyć stronami ostatnią
równość skalarnie przez xj. Ponieważ xxj, 0y “ 0, otrzymujemy

0 “ xxj, α1x1 ` . . .` αkxky “
k
ÿ

i“1

αixxj, xiy “ αjxxj, xjy,

więc αj “ 0. Ostatnia równość wynika z tego, że xxj, xiy “ 0 dla i ‰ j.

Definicja 9.7. Układ ortogonalny (ortonormalny) w przestrzeni z iloczynem
skalarnym pX, x¨, ¨yq, który jest bazą tej przestrzeni, nazywamy bazą ortogonal-
ną (ortonormalną).

Przykład 9.7. Układ ~e1, . . . , ~en jest bazą ortonormalną w Kn ze standardo-
wym iloczynem skalarnym.

Przykład 9.8. Wektory ~v1, ~v2, ~v3, ~v4 z przykładu 9.6 tworzą bazę ortogonalną
przestrzeni R4.
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Stwierdzenie 9.5. Załóżmy, że układ y1, . . . , yn jest bazą ortogonalną prze-
strzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq. Wówczas każdy wektor x P X możemy
zapisać jako

x “
n
ÿ

k“1

xyk, xy

xyk, yky
yk.

Jeżeli natomiast baza y1, . . . , yn jest ortonormalna, to

x “
n
ÿ

k“1

xyk, xyyk.

Dowód. Istnieją skalary α1, . . . , αn P K takie, że

x “
n
ÿ

k“1

αkyk.

Biorąc iloczyn skalarny obu stron z wektorem yj dostajemy

xyj, xy “ xyj,
n
ÿ

k“1

αkyky

“

n
ÿ

k“1

αkxyj, yky

“ αjxyj, yjy.

W powyższych przekształceniach korzystamy z własności iloczynu skalarnego
i tego, że xyj, yiy “ 0 dla i ‰ j.

Udowodnimy teraz następujący ważny fakt dotyczący baz ortonormalnych:

Twierdzenie 9.6 (Tożsamość Parsevala). Jeżeli układ y1, . . . , yn jest bazą or-
tonormalną w przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq oraz u, v P X, to

xu, vy “
n
ÿ

j“1

xyj, uyxyj, vy.

W szczególności

}u}2 “
n
ÿ

j“1

|xyj, uy|
2.

Dowód. Korzystając z ortonormalności bazy y1, . . . , yn i własności iloczynu
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skalarnego, obliczamy

xu, vy “

B n
ÿ

j“1

xyj, uyyj,
n
ÿ

k“1

xyk, vyyk

F

“

n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1

xyj, uyxyk, vyxyj, yky

“

n
ÿ

j“1

xyj, uyxyj, vy.

Uwaga 9.4. Twierdzenie 9.6 mówi, że, jeśli w przestrzeni pX, x¨, ¨yq wybierzemy
bazę ortonormalną y1, . . . , yn, to iloczyn skalarny x¨, ¨y wygląda tak samo jak
standardowy iloczyn skalarny na Kn (zob. przykład 9.1). Jeżeli bowiem u, v P
X i

u “ α1y1 ` . . .` αnyn, v “ β1y1 ` . . .` βnyn,

to ze stw. 9.5
αk “ xyk, uy, βk “ xyk, vy

i

xu, vy “
n
ÿ

k“1

xyk, uyxyk, vy “
n
ÿ

k“1

αkβk.

Zatem, jeżeli ~α “ rα1, . . . , αnsT , ~β “ rβ1, . . . , βnsT to wektory współrzędnych
wektorów u, v w bazie y1, . . . , yn, to

xu, vy “ ~αH ~β.

Inaczej mówiąc, przestrzeń euklidesowa lub unitarna wymiaru n, z ustaloną
bazą ortonormalną, ma taką samą strukturę geometryczną jak Rn lub Cn ze
standardowym iloczynem skalarnym i bazą standardową.

9.4 Ortogonalizacja Grama - Schmidta

Niech x1, . . . , xm będzie liniowo niezależnym układem wektorów w przestrzeni z
iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq. Chcemy znaleźć układ ortogonalny py1, . . . , ymq
lub ortonormalny pỹ1, . . . , ỹmq taki, że dla k “ 1, . . . ,m:

spanpx1, . . . , xkq “ spanpy1, . . . , ykq “ spanpỹ1, . . . , ỹkq. (9.1)

Układ taki można skonstruować rekurencyjnie w następujący sposób:

• y1 “ x1 i ỹ1 “ 1
}y1}

y1,



ROZDZIAŁ 9. PRZESTRZENIE Z ILOCZYNEM SKALARNYM 95

• jeżeli wyznaczyliśmy już y1, . . . , yk i ỹ1, . . . , ỹk oraz k ă m, to

yk`1 “ xk`1 ´
k
ÿ

j“1

xyj, xk`1y

xyj, yjy
yj “ xk`1 ´

k
ÿ

j“1

xỹj, xk`1yỹj,

oraz ỹk`1 “ 1
}yk`1}

yk`1

Twierdzenie 9.7. Otrzymane w powyżej opisany sposób wektory y1, . . . , ym
są niezerowe i tworzą układ ortogonalny taki, że spełnione jest (9.1).

Dowód. Ponieważ dla k “ 1, . . . ,m zachodzi yk P spanpx1, . . . , xkq, więc układ
y1, . . . , yk, xk`1 jest liniowo niezależny i

yk`1 “ xk`1 ´
k
ÿ

j“1

αjyj ‰ 0.

Ortogonalność wektorów yj jest równoważna ortogonalności wektorów ỹj.
Ortogonalność układu ỹ1, . . . , ỹk dowodzimy przez indukcję po k. Gdy k “ 1
mamy układ składający się z jednego wektora, który w oczywisty sposób jest
ortogonalny.

Załóżmy, że wektory ỹ1, . . . , ỹk są ortogonalne. Pokażemy, że wektor yk`1
jest ortogonalny do każdego z nich:

xỹj, yk`1y “

B

ỹj, xk`1 ´
k
ÿ

i“1

xỹi, xk`1yỹi

F

“ xỹj, xk`1y ´
k
ÿ

i“1

xỹi, xk`1yxỹj, ỹiy

“ xỹj, xk`1y ´ xỹj, xk`1yxỹj, ỹjy

“ xỹj, xk`1y ´ xỹj, xk`1y

“ 0.

Ponadto, y1, . . . , yk P spanpx1, . . . , xkq są liniowo niezależne jako układ ortogo-
nalny, więc zachodzi (9.1).

Przykład 9.9. Ortogonalizacja Grama - Schmidta układu
»

–

1
0
0

fi

fl ,

»

–

1
1
0

fi

fl ,

»

–

1
1
2

fi

fl

w R3 ze standardowym iloczynem skalarnym daje układ ~e1, ~e2, ~e3.

Wniosek 9.8. W każdej przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq skończo-
nego wymiaru istnieje baza ortogonalna.

Dowód. Przeprowadzamy ortogonalizację Grama - Schmidta dowolnej bazy
przestrzeni X.
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9.5 Rozkład ortogonalny przestrzeni

Definicja 9.8. Załóżmy, że Z jest podzbiorem przestrzeni z iloczynem skalar-
nym pX, x¨, ¨yq. Dopełnienie ortogonalne zbioru Z jest to zbiór

ZK “ tx P X : x K z dla każdego z P Zu.

Stwierdzenie 9.9. ZK jest podprzestrzenią liniową w X

Dowód. Jeżeli x, y P ZK, to xz, xy “ xz, yy “ 0 dla każdego z P Z. Zatem
dla dowolnych skalarów α, β P K xz, αx ` βyy “ αxz, xy ` βxz, yy “ 0, więc
αx` βy P ZK.

Z własności iloczynu skalarnego wynika następujący fakt:

Stwierdzenie 9.10. Jeżeli pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią z iloczynem skalarnym
i Z “ spanpz1, . . . , zkq Ă X, to x P ZK wtedy i tylko wtedy, gdy xz1, xy “ . . . “
xzk, xy “ 0.

Przykład 9.10. W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym niech

Z “ t~z P R3 : z1 ´ 2z2 ` 4z3 “ 0u.

Wówczas ~x “ r1,´2, 4sT P ZK. Ponadto, niech W “ spanpr1,´2, 4sT q. Wtedy
WK “ Z:

WK
“ t~x P X : x~w, ~xy “ 0 dla każdego w P W u
“ t~x P X : αr1,´2, 4s~x “ 0 dla każdego α P Ru
“ t~x P X : r1,´2, 4s~x “ 0u
“ t~x P X : x1 ´ 2x2 ` 4x3 “ 0u
“ Z.

Mamy także Z “ spanpr2, 1, 0sT , r´4, 0, 1sT q i ~x P ZK wtedy i tylko wtedy, gdy
~x K r2, 1, 0sT oraz ~x K r´4, 0, 1sT , czyli

r2, 1, 0s~x “ r´4, 0, 1s~x “ 0,

co możemy także zapisać jako

ZK “ ker
„

2 1 0
´4 0 1



“ spanpr1,´2, 4sT q “ W.

Ponadto R3 “ Z ‘W “ Z ‘ ZK. Przedstawiliśmy R3 jako sumę prostą pod-
przestrzeni Z i jej dopełnienia ortogonalnego.
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Stwierdzenie 9.11. Załóżmy, że pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią z iloczynem ska-
larnym i Z Ă X jest podprzestrzenią liniową. Wówczas

Z X ZK “ t0u.

Dowód. Jeżeli x P ZK, to dla każdego z P Z zachodzi xz, xy “ 0. Zatem, dla
x P Z X ZK mamy xx, xy “ 0, więc x “ 0.

Twierdzenie 9.12 (Rozkład ortogonalny przestrzeni). Załóżmy, że pX, x¨, ¨yq
jest przestrzenią z iloczynem skalarnym wymiaru n ă 8 i Z Ă X jest podprze-
strzenią liniową. Wówczas

X “ Z ‘ ZK.

Dowód. Wiemy już, że ZXZK “ t0u, wystarczy więc pokazać, że X “ Z`ZK.
Niech z1, . . . , zk będzie bazą ortonormalną podprzestrzeni Z i niech x P X

będzie dowolnym wektorem. Określmy

z “
k
ÿ

j“1

xzj, xyzj, w “ x´ z.

Jasne jest, że z P Z. Pokażemy, że w P ZK. Dla i “ 1, . . . , k mamy:

xzi, wy “

B

zi, x´
k
ÿ

j“1

xzj, xyzj

F

“ xzi, xy ´
k
ÿ

j“1

xzj, xyxzi, zjy

“ xzi, xy ´
k
ÿ

j“1

xzj, xyδi,j

“ xzi, xy ´ xzi, xy

“ 0.

Pokazaliśmy, że wektor w jest ortogonalny do każdego wektora z bazy prze-
strzeni Z, więc w jest ortogonalny do dowolnego wektora z przestrzeni Z.
Wobec tego w P ZK. Ponieważ x “ z ` w, więc X “ Z ` ZK.

Wniosek 9.13. dimZK “ dimX ´ dimZ.

9.6 Rzut ortogonalny

Definicja 9.9. W przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq dana jest pod-
przestrzeń liniowa Z. Wówczas, dla każdego x P X istnieją jednoznacznie wy-
znaczone wektory z P Z oraz w P ZK takie, że x “ z`w. Wektor z nazywamy
rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzeń Z. Będziemy go oznaczać
PZpxq.
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Uwaga 9.5. Niech x1, . . . , xm będzie dowolnym układem liniowo niezależnym
w X. Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta tego układu możemy opisać za
pomocą rzutów ortogonalnych:

Niech Xk “ spanpx1, . . . , xkq dla k “ 1, . . . ,m. Wówczas, jeżeli wyznaczy-
liśmy już wektory ortogonalne y1, . . . , yk, to

yk`1 “ xk`1 ´ PXkpxk`1q.

Uwaga 9.6. Aby wyznaczyć rzut ortogonalny wektora x P X na daną podprze-
strzeń Z Ă X, wystarczy znaleźć bazę ortonormalną z1, . . . , zk podprzestrzeni
Z i skorzystać ze wzoru

PZpxq “
k
ÿ

j“1

xzj, xyzj.

Stwierdzenie 9.14. Jeżeli Z Ă X jest podprzestrzenią liniową i x P X, to

x “ PZpxq ` PZKpxq.

Dowód. Niech bowiem z1, . . . , zk to baza ortonormalna Z, a zk`1, . . . , zn to
baza ortonormalna ZK. Wtedy z1, . . . , zn jest bazą ortonormalną X i

x “
n
ÿ

j“1

xzj, xyzj,

PZpxq “
k
ÿ

j“1

xzj, xyzj,

PZKpxq “
n
ÿ

j“k`1

xzj, xyzj.

Przykład 9.11. W przestrzeni R4 ze standardowym iloczynem skalarnym
rozważamy podprzestrzeń

Z “ t~z P R4 : z1 ` z2 ` z3 ` z4 “ 0u “ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

1
1
´1
´1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
´1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
´1
1
´1

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

.

Wówczas

~z1 “
1
2

»

—

—

–

1
1
´1
´1

fi

ffi

ffi

fl

, ~z2 “
1
2

»

—

—

–

1
´1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

, ~z3 “
1
2

»

—

—

–

1
´1
1
´1

fi

ffi

ffi

fl



ROZDZIAŁ 9. PRZESTRZENIE Z ILOCZYNEM SKALARNYM 99

jest bazą ortonormalną podprzestrzeni Z i rzut ortogonalny wektora ~x “

r1, 0, 1,´4sT na Z to

PZp~xq “ p~z
T
1 ~xq~z1 ` p~z

T
2 ~xq~z2 ` p~z

T
3 ~xq~z3

“ 2 ¨ ~z1 ´ 2 ¨ ~z2 ` 3 ¨ ~z3
“ 1
2r3, 1, 3,´7sT .

Zauważmy jednak, że w tym przypadku łatwiej jest obliczyć PZKp~xq. Mamy
bowiem ZK “ spanp~z4q, ~z4 “ 1

2r1, 1, 1, 1s
T . Potem wystarczy skorzystać ze

wzoru PZpxq “ x´ PZKpxq.

Rzut ortogonalny wektora na podprzestrzeń można także scharakteryzować
jako element tej podprzestrzeni położony najbliżej tego wektora:

Twierdzenie 9.15. Rzut ortogonalny PZ na podprzestrzeń liniową Z w prze-
strzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq spełnia

}x´ PZpxq} ď }x´ z}

dla każdego wektora x P X i z P Z. Ponadto równość zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy z “ PZpxq.

Dowód. Niech z1, . . . , zk będzie bazą ortonormalną Z, którą rozszerzamy wek-
torami zk`1, . . . , zn do bazy ortonormalnej całej przestrzeni X, x P X oraz
z P Z. Wówczas

x “
n
ÿ

j“1

xzj, xyzj oraz z “
k
ÿ

j“1

αjzj,

dla pewnych α1, . . . , αk P K. Ponadto, na mocy tożsamości Parsevala

}x´ PZpxq}
2
“

n
ÿ

j“k`1

|xzj, xy|
2

oraz

}x´ z}2 “
k
ÿ

j“1

|xzj, xy ´ αj|
2
`

n
ÿ

j“k`1

|xzj, xy|
2.

Zatem dla każdego z P Z }x´ PZpxq} ď }x´ z}, a równość zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy xzj, xy ´ αj “ 0 dla j “ 1, . . . , k, czyli gdy z “ PZpxq.

Zadanie 9.7. W przestrzeni Kn ze standardowym iloczynem skalarnym da-
na jest podprzestrzeń V . Układ wektorów ~v1, . . . , ~vk jest bazą ortonormalną
podprzestrzeni V . Niech

A “ ~v1~v
H
1 ` . . .` ~vk~v

H
k .

(a) Pokaż, że dla każdego wektora ~x P Kn PV p~xq “ A~x.

(b) Jaki jest rząd macierzy A? Wyznacz podprzestrzenie imA oraz kerA.
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9.7 Kąt między wektorami

Załóżmy, że pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią euklidesową. Dla pary wektorów x, y P
Xzt0u

xx, yy

}x} ¨ }y}
P r´1, 1s,

co wynika z nierówności Schwarza.

Definicja 9.10. Kosinus kąta między niezerowymi wektorami x, y definiujemy
jako liczbę

cosp?px, yqq “
xx, yy

}x} ¨ }y}
.

Kosinus kąta daje nam pewną informację o wzajemnym położeniu wekto-
rów x i y.

Stwierdzenie 9.16. Niech x, y będą dwoma niezerowymi wektorami w prze-
strzeni euklidesowej pX, x¨, ¨yq. Wówczas

(a) x
}x}
“

y
}y}

wtedy i tylko wtedy, gdy cosp?px, yqq “ 1.

(b) x
}x}
“ ´

y
}y}

wtedy i tylko wtedy, gdy cosp?px, yqq “ ´1.

(c) x K y wtedy i tylko wtedy, gdy cosp?px, yqq “ 0.

Dowód. Udowodnimy (a): Niech

u “
x

}x}
, v “

y

}y}
.

Wówczas }u} “ }v} “ 1 i cosp?px, yqq “ cosp?pu, vqq. Jeżeli u “ v, to
cosp?pu, vqq “ 1.

Załóżmy, że cosp?pu, vqq “ 1. Wektor v możemy zapisać jako sumę jego
składowej równoległej do u i prostopadłej do u: v “ αu ` βw, gdzie w K u i
}w} “ 1. Wówczas 1 “ }v}2 “ |α|2 ` |β|2 oraz

1 “ xu, vy “ xu, αu` βwy “ αxu, uy ` βxu,wy “ α,

wobec czego β “ 0. Otrzymaliśmy, że u “ v.
Drugi podpunkt dowodzi się w identyczny sposób. Trzeci podpunkt jest

oczywisty.

Można także zdefiniować kosinus kąta między wektorem i podprzestrzenią:
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Definicja 9.11. Kosinus kąta między niezerowym wektorem x R Y K i nieze-
rową podprzestrzenią liniową Y definiujemy jako liczbę

cosp?px, Y qq “ cosp?px, PY pxqqq,

gdzie PY pxq to rzut ortogonalny wektora x na podprzestrzeń Y . Jeżeli x P Y K,
przyjmujemy, że cosp?px, Y qq “ 0.

Zadanie 9.8. Pokaż, że

cosp?px, Y qq “ inftcosp?px, yqq : y P Y u.

9.8 Macierz Grama układu wektorów

Definicja 9.12. W przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq dany jest
układ wektorów v1, . . . , vk. Macierz

G “ Gpv1, . . . , vkq “ rxvi, vjys
k
i,j“1

nazywamy macierzą Grama układu v1, . . . , vk.

Twierdzenie 9.17. Układ wektorów v1, . . . , vk jest liniowo niezależny wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz Gpv1, . . . , vkq jest nieosobliwa.

Dowód. Załóżmy, że wektory v1, . . . , vk są liniowo niezależne. Pokażemy, że
kolumny macierzy G są liniowo niezależne. Rozważmy kombinację liniową ko-
lumn macierzy G o współczynnikach α1, . . . , αk, za pomocą której zapisaliśmy
wektor zerowy:

α1G~e1 ` . . .` αkG~ek “ 0.

Inaczej mówiąc, dla i “ 1, . . . , k mamy równości

0 “ α1xvi, v1y ` . . .` αkxvi, vky

“ xvi, α1v1 ` . . .` αkvky.

Oznacza to, że wektor w “ α1v1 ` . . . ` αkvk jest prostopadły do każdego
z wektorów vi, jest więc prostopadły do przestrzeni spanpv1, . . . , vkq. To jest
możliwe tylko wtedy, gdy w “ 0. Z liniowej niezależności wektorów v1, . . . , vk
wynika, że α1 “ . . . “ αk “ 0.

Załóżmy teraz, że macierz G “ rxvi, vjysi,j jest nieosobliwa. Przypuśćmy, że
α1v1 ` . . .` αkvk “ 0. Zatem, dla i “ 1, . . . , k

0 “ xvi, α1v1 ` . . .` αkvky
“ α1xvi, v1y ` . . .` αkxvi, vky.

co oznacza, że α1G~e1 ` . . .` αkG~ek “ 0. Ponieważ kolumny macierzy G, czyli
wektory G~ej, są liniowo niezależne, więc α1 “ . . . “ αk “ 0.
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Zadanie 9.9. Jak wygląda macierz Grama ortogonalnego (ortonormalnego)
układu wektorów?

Zadanie 9.10. Pokaż, że macierz Grama jest hermitowska.

Stwierdzenie 9.18. Załóżmy, że w przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq
dana jest baza ortonormalna u1, . . . , un, oraz wektory x1, . . . , xk P X, przy czym

xj “
n
ÿ

i“1

ai,jui, ai,j P K, j “ 1, . . . , k

Niech A “ rai,js P Kn,k. Wówczas

Gpx1, . . . , xkq “ AHA.

Dowód. Kolumny macierzy A to wektory współczynników wektorów x1, . . . , xk
w bazie u1, . . . , un. Teza wynika z definicji macierzy Grama i tw. 9.6 (tożsa-
mości Parsevala).

Uwaga 9.7. W szczególności w Rn lub Cn ze standardowym iloczynem skalar-
nym macierz Grama układu wektorów ~a1, . . . ,~ak możemy wyznaczyć jako:

Gp~a1, . . . ,~anq “ r~a1, . . . ,~ans
H
¨ r~a1, . . . ,~ans.

Definicja 9.13. Wyznacznik macierzy Grama układu wektorów v1, . . . , vk w
przestrzeni z z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq nazywamy wyznacznikiem Gra-
ma tego układu.

Wobec tw. 9.17, wyznacznik Grama jest różny od zera wtedy i tylko wtedy,
gdy układ v1, . . . , vk jest liniowo niezależny.

Stwierdzenie 9.19. W przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq dane są
wektory x1, . . . , xk, k ą 1 i wektor z jest rzutem ortogonalnym wektora xk na
podprzestrzeń spanpx1, . . . , xk´1qK. Wówczas

detkGpx1, . . . , xkq “ detk´1Gpx1, . . . , xk´1q ¨ }z}
2 .

Dowód. Niech V “ spanpx1, . . . , xk´1q. Wtedy xk “ y ` z i y “ PV pxkq P V ,
natomiast z “ PV Kpxkq P V

K. Mamy

Gpx1, . . . , xkq “

»

—

—

–

xx1, x1y . . . xx1, xk´1y xx1, y ` zy
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xxk´1, x1y . . . xxk´1, xk´1y xxk´1, y ` zy
xy ` z, x1y . . . xy ` z, xk´1y xy ` z, y ` zy

fi

ffi

ffi

fl

.
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Ostatnią kolumnę możemy zapisać jako sumę
»

—

—

—

–

xx1, y ` zy
...

xxk´1, y ` zy
xy ` z, y ` zy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

xx1, yy
...

xxk´1, yy
xy ` z, yy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

–

xx1, zy
...

xxk´1, zy
xy ` z, zy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

przy czym, wobec y P V “ spanpx1, . . . , xk´1q, pierwszy składnik jest kombina-
cją liniową pierwszych k ´ 1 kolumn macierzy Gpx1, . . . , xkq. Ponieważ xj K z
dla j “ 1, . . . , k ´ 1 i y K z, drugi składnik jest równy

»

—

—

—

–

xx1, zy
...

xxk´1, zy
xy ` z, zy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

0
...
0

xz, zy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Zatem

detkGpx1, . . . , xkq “ detk

»

—

—

–

xx1, x1y . . . xx1, xk´1y 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xxk´1, x1y . . . xxk´1, xk´1y 0
xy ` z, x1y . . . xy ` z, xk´1y xz, zy

fi

ffi

ffi

fl

“ detk´1Gpx1, . . . , xk´1q ¨ }z}
2 .

Ostatnia równość wynika z rozwinięcia Laplace’a względem ostatniej kolumny
macierzy.

Stwierdzenie 9.20. Wyznaczniki Grama liniowo niezależnego układu wekto-
rów x1, . . . , xk i układu z1, . . . , zk otrzymanego w wyniku ortogonalizacji Grama-
Schmidta układu x1, . . . , xk są równe.

Dowód. Niech Vj “ span v1, . . . , vj. Każdy z wektorów xj możemy zapisać jako

xj “ yj ` zj, yj P Vj´1, zj P V
K
j´1.

Wobec stw. 9.19

detkGpx1, . . . , xkq “ detk´1Gpx1, . . . , xk´1q ¨ }zk}
2

“ detk´2Gpx1, . . . , xk´2q ¨ }zk´1}
2
¨ }zk}

2

. . . . . . . . .

“ det1Gpx1q ¨ }z2}
2
¨ . . . ¨ }zk´1}

2
¨ }zk}

2

“ }z1}
2
¨ }z2}

2
¨ . . . ¨ }zk´1}

2
¨ }zk}

2

“ detkGpz1, . . . , zkq.
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Zadanie 9.11. Pokaż, że wyznacznik Grama jest zawsze liczbą rzeczywistą
nieujemną.

Zadanie 9.12. W R2 ze standardowym iloczynem skalarnym dane są dwa
liniowo niezależne wektory ~u,~v. Pokaż, że pole powierzchni równoległoboku
wyznaczonego przez te wektory (czyli takiego, którego wierzchołki to 0, ~u, ~v,
~u` ~v) jest równe

a

det2Gpu, vq

Zadanie 9.13. W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym dane są trzy
liniowo niezależne wektory ~u,~v, ~w. Pokaż, że objętość równoległościanu wy-
znaczonego przez te wektory (czyli takiego, którego wierzchołki to 0, ~u, ~v,
~u` ~v, ~w, ~u` ~w, ~v ` ~w, ~u` ~v ` ~w) jest równa

a

det3Gpu, v, wq.



Rozdział 10

Przekształcenia liniowe

10.1 Definicja i przykłady przekształceń linio-
wych

W przykładzie 4.7 mówiliśmy o obrocie płaszczyzny R2 o zadany kąt skierowa-
ny θ skierowany wokół punktu p0, 0q jako o przekształceniu płaszczyzny, które
można wykonać mnożąc dany wektor przez pewną macierz:

f

ˆ„

x
y

˙

“

„

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

 „

x
y



“

„

x cos θ ´ y sin θ
x sin θ ` y cos θ



.

Zgodnie z własnościami działań na macierzach, jeżeli α, β P R i ~x, ~y P R2, to

fpα~x` β~yq “ αfp~xq ` βfp~yq,

czyli wartość przekształcenia f od kombinacji liniowej wektorów jest kombi-
nacją liniową o tych samych współczynnikach wartości f od tych wektorów.
Każde takie odwzorowanie F nazywamy przekształceniem liniowym.

Definicja 10.1. Załóżmy, że X i Y są przestrzeniami liniowymi nad ciałem
K. Powiemy, że odwzorowanie (funkcja) f : X Ñ Y jest przekształceniem
liniowym z przestrzeni X w przestrzeń Y , jeżeli dla dowolnych wektorów x, y P
X i dowolnych skalarów α, β P K

fpαx` βyq “ αfpxq ` βfpyq.

Przykład 10.1 (Macierz jako przekształcenie liniowe). Rozważmy funkcję
f : R3 Ñ R2, która wektorowi rx1, x2, x3sT przyporządkowuje wektor
rx1 ` x2 ` x3, 2x1 ´ 3x2 ` 6x3sT . Możemy napisać

fp~xq “

„

1 1 1
2 ´3 6



~x.

105
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Także w tym przypadku fpα~x` β~yq “ αfp~xq ` βfp~yq, czyli f jest przekształ-
ceniem liniowym z R3 w R2.

Ogólnie, każda macierz A P Km,n zadaje przekształcenie liniowe z Kn w
Km:

fAp~xq “ A~x.

Przykład 10.2. Rozważmy następującą funkcję z przestrzeni f : Rrxs2 Ñ R:

fppq “ pp0q ´ 2pp´1q.

Przeciwdziedzinę R utożsamiamy z przestrzenią liniową R1. Tak zadana funk-
cja f jest przekształceniem liniowym z Rrxs2 w R1 “ R.

Przykład 10.3. Funkcja f : Kn Ñ Krtsn´1 jest zadana wzorem

fp~xq “ x1 ` x2t` x3t
2
` . . .` xnt

n´1.

To jest przekształcenie liniowe z Kn w Krtsn´1. Jeżeli ~x, ~y P Kn, α, β P K, to

fpα~x` β~yq “ pαx1 ` βy1q ` pαx2 ` βy2qt` . . .` pαxn ` βynqt
n´1

“ αpx1 ` x2t` . . .` xnt
n´1
q ` βpy1 ` y2t` . . .` ynt

n´1
q

“ αfp~xq ` βfp~yq,

więc f jest przekształceniem liniowym z Kn w Krtsn´1

Przykład 10.4 (Pochodna wielomianu). Wielomianowi p P Krxs,

ppxq “
n
ÿ

k“0

akx
k

przyporządkowujemy wielomian Dppq “ p1 P Krxs zadany wzorem

p1pxq “
n
ÿ

k“1

kakx
k´1.

D jest przekształceniem liniowym z przestrzeni Krxs w Krxs.

Przykład 10.5 (Iloczyn skalarny). Jeżeli pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią z iloczy-
nem skalarnym, a P X jest ustalonym wektorem, to funkcja fapxq “ xa, xy
jest przekształceniem liniowym z X w przestrzeń liniową K “ K1 (K “ R lub
K “ C).

Przykład 10.6 (Rzut ortogonalny). Niech pX, x¨, ¨yq będzie przestrzenią eu-
klidesową lub unitarną, V Ă X jest podprzestrzenią liniową i v1, . . . , vn jest
bazą ortonormalną V . Wówczas rzut ortogonalny

PV pxq “
n
ÿ

k“1

xvk, xyvk



ROZDZIAŁ 10. PRZEKSZTAŁCENIA LINIOWE 107

jest przekształceniem linowym z przestrzeni X w siebie, bowiem dla x, y P X,
α, β P K

PV pαx` βyq “
n
ÿ

k“1

xvk, αx` βyyvk

“

n
ÿ

k“1

pαxvk, xy ` βxvk, yyqvk

“ α
n
ÿ

k“1

xvk, xyvk ` β
n
ÿ

k“1

xvk, yyvk

“ αPV pxq ` βPV pyq.

10.2 Przestrzenie przekształceń liniowych

Załóżmy, że X i Y są przestrzeniami liniowymi nad ciałem K i f : X Ñ Y jest
przekształceniem liniowym. Dla skalara α P K możemy określić przekształcenie
liniowe αf : X Ñ Y w następujący sposób: dla x P X

pαfqpxq “ α ¨ fpxq.

Podobnie, jeżeli g : X Ñ Y też jest przekształceniem liniowym, to możemy
zdefiniować sumę przekształceń f i g: dla x P X

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq.

Możemy także rozważać przekształcenie zerowe z X w Y :

0 : X Ñ Y x ÞÑ 0 P Y dla x P X.

Dla przekształcenia liniowego f : X Ñ Y możemy określić przekształcenie
przeciwne ´f “ p´1q ¨ f , czyli dla x P X

p´fqpxq “ ´fpxq.

Definicja 10.2. Zbiór wszystkich przekształceń liniowych z przestrzeni linio-
wej X w przestrzeń liniową Y będziemy oznaczać LpX, Y q. Wraz z działaniami
mnożenia przez skalar i dodawania określonymi powyżej oraz przekształceniem
zerowym zbiór ten jest przestrzenią liniową nad ciałem K, którą nazywamy
przestrzenią przekształceń liniowych z X w Y .

Zadanie 10.1. Sprawdź, że zbiór LpX, Y q spełnia wszystkie warunki z definicji
przestrzeni liniowej.
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Stwierdzenie 10.1 (Składanie przekształceń liniowych). Jeżeli f P LpX, Y q
i g P LpY, Zq, gdzie X, Y, Z są przestrzeniami liniowymi nad ciałem K, to
odwzorowanie

h “ g ˝ f, hpxq “ gpfpxqq, x P X

jest przekształceniem liniowym z X w Z, czyli h P LpX,Zq.

Zadanie 10.2. Udowodnij powyższe stwierdzenie.

Odpowiemy teraz na pytanie, jaki jest wymiar przestrzeni LpX, Y q i jak
konstruować bazy tej przestrzeni.

Stwierdzenie 10.2. Załóżmy, że dimX “ n ă 8, x1, . . . , xn jest bazą prze-
strzeni X i z1, . . . , zn P Y . Wówczas istnieje dokładnie jedno przekształcenie
liniowe f P LpX, Y q takie, że

fpxiq “ zi dla i “ 1, . . . , n. (10.1)

Dowód. Pokażemy, że z warunku (10.1) wynika, że możemy już jednoznacz-
nie określić przekształcenie liniowe f : X Ñ Y . Dla x1, . . . , xn definiujemy
fpxiq “ zi. Dla dowolnego x P X istnieją jednoznacznie wyznaczone skalary
α1, . . . , αn P K takie, że x “ α1x1` . . .`αnxn. Określamy funkcję f : X Ñ Y :

fpxq “ α1z1 ` . . .` αnzn “ α1fpx1q ` . . .` αnfpxnq. (10.2)

Jeżeli teraz x, u P X,

x “ α1x1 ` . . .` αnxn, u “ β1x1 ` . . .` βnxn,

i ψ, ξ P K, to

fpψx` ξuq “ ψα1fpx1q ` . . .` ψαnfpxnq ` ξβ1fpx1q ` . . .` ξβnfpxnq

“ ψpα1fpx1q ` . . .` αnfpxnqq ` ξpβ1fpx1q ` . . .` βnfpxnqq

“ ψfpxq ` ξfpuq,

czyli f jest przekształceniem liniowym.
Każde przekształcenie liniowe spełniające (10.1) musi spełniać (10.2), skąd

wynika jednoznaczność.

Pokazaliśmy, że przekształcenie liniowe f P LpX, Y q jest jednoznacznie
zadane przez wartości, które przyjmuje na dowolnej bazie przestrzeni X.

Zadanie 10.3. Przekształcenie f P LpR2,R3q spełnia

fpr1,´2sT q “ r1, 0,´3sT , fpr3, 1sT q “ r2, 1,´5sT .

Znajdź macierz A P R3,2 taką, że fp~xq “ A~x dla każdego x P R2.
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Twierdzenie 10.3. Jeżeli dimX “ n i dimY “ m, m,n ă 8, to

dimLpX, Y q “ mn.

Ponadto, jeżeli układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni liniowej X, natomiast
układ y1, . . . , ym jest bazą przestrzeni Y , to układ przekształceń liniowych Fi,j :
X Ñ Y ,

Fi,jpxkq “

#

yi gdy k “ j,

0 gdy k ‰ j,
dla k “ 1, . . . , n (10.3)

i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n jest bazą przestrzeni LpX, Y q.

Dowód. Na mocy stw. 10.2, wzór (10.3) określa przekształcenia liniowe. Po-
każemy, że układ Fi,j, i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n rozpina przestrzeń LpX, Y q.
Niech f P LpX, Y q. Dla każdego wektora xj z bazy przestrzeni X istnieją
skalary αi,j, i “ 1, . . . ,m takie, że

fpxjq “
m
ÿ

i“1

αi,jyi.

Zatem

fpxjq “
m
ÿ

i“1

αi,jFi,jpxjq.

Zauważmy teraz, że dla x P X, x “
řn
k“1 γkxk mamy

Fi,jpxq “
m
ÿ

k“1

γkFi,jpxkq “ γjFi,jpxjq.

Wobec tego

fpxq “
n
ÿ

j“1

γjfpxjq

“

n
ÿ

j“1

γj

m
ÿ

i“1

αi,jFi,jpxjq

“

m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jγjFi,jpxjq

“

m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,jpxq.
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Inaczej mówiąc,

f “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,j.

Pokazaliśmy, że LpX, Y q “ spantFi,j : i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , nu.
Pokażemy teraz, że przekształcenia Fi,j są liniowo niezależne. Załóżmy, że

0 “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,j.

Oznacza to, że dla każdego x P X

0 “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,jpxq.

W szczególności, dla x “ xk

0 “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,jpxkq

“

m
ÿ

i“1

αi,kyi.

Ponieważ układ y1, . . . , ym jest bazą, więc αi,k “ 0.
Pokazaliśmy, że przestrzeń LpX, Y q ma bazę liczącą mn elementów, więc

dimLpX, Y q “ mn.

Uwaga 10.1. Dowolna macierz Km,n zadaje przekształcenie liniowe z Kn w Km.
Bazą tej przestrzeni są jednostki macierzowe Ei,j (zob. przykład 6.21). Jeżeli
w Kn ustalimy bazę xj “ ~ej, a w Km bazę yi “ ~ei, to otrzymanym w wyżej
opisany sposób przekształceniom Fi,j będą odpowiadać właśnie macierze Ei,j.

Przykład 10.7. W R2 mamy bazę ~e1, ~e2, w Rrts2 mamy bazę 1, t, t2. Prze-
kształcenia bazowe Fi,j P LpR2,Rrts2q, to, dla ~x “ rx1, x2sT ,

F1,1p~xq “ x1, F1,2p~xq “ x2,

F2,1p~xq “ x1 ¨ t, F2,2p~xq “ x2 ¨ t,

F3,1p~xq “ x1 ¨ t
2 F3,2p~xq “ x2 ¨ t

2.

Rozważmy przekształcenie f P LpR2,Rrts2q,

fp~xq “ x1 ´ x2 ` p2x1 ´ 3x2qt` px1 ` 4x2qt2.
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Wówczas
fp~e1q “ 1` 2t` t2, fp~e2q “ ´1´ 3t` 4t2,

więc
f “ F1,1 ´ F1,2

` 2F2,1 ´ 3F2,2
` F3,1 ` 4F3,2.

10.3 Macierz przekształcenia liniowego

Aby zapisać przekształcenie liniowe f : X Ñ Y w bazie Fi,j, zapisujemy obrazy
wektorów bazy przestrzeni X w bazie przestrzeni Y :

fpxjq “
m
ÿ

i“1

αi,jyi.

Wtedy

f “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,j.

Definicja 10.3. Jeżeli f P LpX, Y q, układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni X,
układ y1, . . . , ym jest bazą przestrzeni Y , przekształcenia Fi,j są bazą LpX, Y q
zdefiniowaną wzorami (10.3) i

f “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

αi,jFi,j,

to macierz

A “

»

–

α1,1 . . . α1,n
. . . . . . . . . . . . . . .
αm,1 . . . αm,n

fi

fl .

nazywamy macierzą przekształcenia f w bazach x1, . . . , xn i y1, . . . , ym. Jeżeli
Y “ X i yj “ xj dla j “ 1, . . . , n, to mówimy o macierzy przekształcenia f w
bazie x1, . . . , xn.

Przykład 10.8. Przekształcenie f P LpR2,Rrts2q z przykładu 10.7 ma w
bazach ~e1, ~e2 i 1, t, t2 macierz

»

–

1 ´1
2 ´3
1 4

fi

fl .

Zadanie 10.4. Znajdź macierz przekształcenia D P LpKrxsn,Krxsnq,

Dppq “ p1

w bazie 1, x, . . . , xn. (Zob. przykład 10.4).
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Uwaga 10.2. Wiemy już, że dimLpKn,Kmq “ mn “ dimKm,n. Ponadto, każda
macierz A P Km,n zadaje przekształcenie liniowe f P LpKn,Kmq:

fp~xq “ A~x. (10.4)

Macierz A jest wówczas macierzą przekształcenia f w bazach standardowych
w Kn i Km. Wobec tego każde przekształcenie liniowe f P LpKn,Kmq możemy
zapisać w postaci (10.4).

Uwaga 10.3. Załóżmy, że f P LpX, Y q, układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni
X, układ y1, . . . , ym – bazą Y i A P Km,n jest macierzą przekształcenia f w
tych bazach. Jeżeli x P X i

x “ α1x1 ` . . .` αnxn, ~α “ rα1, . . . , αns
T
P Kn,

to dla wektora rβ1, . . . , βmsT “ ~β “ A~α P Km

fpxq “ β1y1 ` . . .` βmym.

Stwierdzenie 10.4 (Macierz złożenia przekształceń). Załóżmy, że f P LpX, Y q,
g P LpY, Zq, gdzie X, Y, Z są przestrzeniami liniowymi nad ciałem K,

• x1, . . . , xp jest bazą X, y1, . . . , yn – bazą Y , z1, . . . , zm – bazą Z;

• A P Kn,p jest macierzą f w bazach x1, . . . , xp i y1, . . . , yn;

• B P Km,n jest macierzą g w bazach y1, . . . , yn i z1, . . . , zm.

Wówczas C “ B ¨ A P Km,p jest macierzą przekształcenia g ˝ f P LpX,Zq w
bazach x1, . . . , xp i z1, . . . , zm.

Zadanie 10.5. Udowodnij powyższe stwierdzenie.

10.4 Rząd, obraz i jądro przekształcenia linio-
wego

Zakładamy, że X i Y są przestrzeniami liniowymi nad ciałem K i f P LpX, Y q
jest przekształceniem liniowym.

Definicja 10.4. Jądrem przekształcenia liniowego f P LpX, Y q nazywamy
zbiór

ker f “ tx P X : fpxq “ 0u “ f´1pt0uq.

Definicja 10.5. Obrazem przekształcenia liniowego f P LpX, Y q nazywamy
zbiór

im f “ tfpxq P Y : x P Xu “ fpXq.
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Definicja 10.6. Rzędem przekształcenia liniowego f P LpX, Y q nazywamy
liczbę

rank f “ dim im f.

Bardzo łatwo jest udowodnić co następuje:

Stwierdzenie 10.5. Dla f P LpX, Y q

(i) Zbiór ker f jest podprzestrzenią liniową w X.

(ii) Zbiór im f jest podprzestrzenią liniową w Y .

Przykład 10.9. Wyznaczymy jądro, obraz i rząd przekształcenia f P LpR2,Rrts2q,

fp~xq “ x1 ´ x2 ` p2x1 ´ 3x2qt` px1 ` 4x2qt2

z przykładu 10.7.
Zauważmy, że fp~xq “ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x1 ´ x2 “ 0, 2x1 ´ 3x2 “ 0, x1 ` 4x2 “ 0.

Zachodzi to tylko wtedy, gdy ~x “ 0, więc ker f “ t0u.
Aby wyznaczyć obraz, zauważmy, że

fp~xq “ x1p1` 2t` t2q ` x2p´1´ 3t` 4t2q,

więc im f “ spanp1 ` 2t ` t2,´1 ´ 3t ` 4t2q i te dwa wielomiany są liniowo
niezależne, więc są też bazą im f . Zatem rank f “ 2.

Zadanie 10.6. Wyznacz jądro, obraz i rząd przekształcenia D z zadania 10.4.

Odpowiednikiem twierdzenia 7.3, które zachodzi dla macierzy jest:

Twierdzenie 10.6. Załóżmy, że X i Y są przestrzeniami liniowymi skończo-
nego wymiaru, f P LpX, Y q. Wówczas

dim ker f ` dim im f “ dimX.

Dowód tego twierdzenia jest bardzo podobny do dowodu tw. 7.3, dlatego
go pominiemy.

Zadanie 10.7. Załóżmy, że f P LpX, Y q i A P Km,n jest macierzą przekształ-
cenia f w bazach x1, . . . , xn i y1, . . . , ym. Zastanów się, jak, znając A i obie
bazy, wyznaczyć jądro i obraz przekształcenia f .

Zadanie 10.8. Załóżmy, że f P LpX, Y q i układ x1, . . . , xn jest bazą prze-
strzeni X. Pokaż, że

im f “ spanpfpx1q, . . . , fpxnqq.
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10.5 Monomorfizmy i epimorfizmy

Definicja 10.7. Przekształcenie liniowe f P LpX, Y q nazwiemy

(a) monomorfizmem, jeżeli f jest różnowartościowe,

(b) epimorfizmem, jeżeli im f “ Y .

Przykład 10.10. Przekształcenie liniowe f P LpR2,R3q dane wzorem

f

ˆ„

x1
x2

˙

“

»

–

x1 ` x2
x1 ´ x2
x1 ` 3x2

fi

fl

jest monomorfizmem: jeżeli fp~xq “ ~y P R3, to

x1 ` x2 “ y1,

x1 ´ x2 “ y2,

x1 ` 3x2 “ y3

i z pierwszych dwóch równań wynika, że x1 i x2 są jednoznacznie określone
przez y1, y2:

x1 “
y1 ` y2

2
, x2 “

y1 ´ y2
2

.

Jeżeli więc

f

ˆ„

x1
x2

˙

“ f

ˆ„

u1
u2

˙

“

»

–

y1
y2
y3

fi

fl ,

to
x1 “

y1 ` y2
2

“ u1, x2 “
y1 ´ y2

2
“ u2,

więc ru1, u2sT “ rx1, x2sT . Zatem przekształcenie f jest różnowartościowe, jest
więc monomorfizmem.

Przykład 10.11. Przekształcenie D P LpKrtsn,Krtsn´1q, Dppq “ p1 jest epi-
morfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

Stwierdzenie 10.7. Załóżmy, że dimX ă 8 i f P LpX, Y q. Następujące
warunki są równoważne:

(i) f jest monomorfizmem,

(ii) ker f “ t0u,

(iii) dim im f “ dimX,
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(iv) dla pewnej bazy x1, . . . , xn przestrzeni X układ fpx1q, . . . , fpxnq jest bazą
przestrzeni im f ,

(v) dla dowolnej bazy x1, . . . , xn przestrzeni X układ fpx1q, . . . , fpxnq jest
bazą przestrzeni im f ,

(vi) dla każdego liniowo niezależnego układu wektorów x1, . . . , xk P X układ
fpx1q, . . . , fpxkq jest liniowo niezależny.

Dowód tego stwierdzenia zostawiamy jako ćwiczenie.

Zadanie 10.9. Załóżmy, że przekształcenie liniowe f P LpX, Y q ma w pew-
nych bazach macierz A P Km,n. Pokaż, że

(a) f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy kerA “ t0u,

(b) f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy rankA “ m.

10.6 Izomorfizmy

Definicja 10.8. Przekształcenie liniowe f P LpX, Y q, które jest monomorfi-
zmem i epimorfizmem, nazywamy izomorfizmem.

Jeżeli dla pary przestrzeni liniowych X, Y nad ciałem K istnieje izomorfizm
f : X Ñ Y , to mówimy, że przestrzeń X jest izomorficzna z przestrzenią Y .

Przykład 10.12. Przekształcenie liniowe f P LpKn,Krtsn´1q zadane wzorem

fp~xq “ x1 ` x2t` x3t
2
` . . .` xnt

n´1

jest izomorfizmem, a przestrzenie Kn i Krtsn´1 są izomorficzne.

Przykład 10.13. Jeżeli macierz A P Kn,n jest nieosobliwa, to przekształcenie
liniowe f : Kn Ñ Kn zadane wzorem fp~xq “ A~x jest izomorfizmem: f jest
monomorfizmem, gdyż, jeżeli fp~xq “ fp~uq, to Ap~x ´ ~uq “ 0, więc ~x ´ ~u “ 0,
gdyż A jest nieosobliwa. Ponadto, dla każdego ~y P Rn fpA´1~yq “ ~y, więc f
jest epimorfizmem.

Przykład 10.14. Przekształcenie liniowe f P LpX,Xq takie, że fpxq “ x
dla każdego wektora x P X jest izomorfizmem. Przekształcenie to nazywamy
identycznościowym i oznaczamy idX .

Twierdzenie 10.8. Jeżeli przekształcenie liniowe f : X Ñ Y jest izomorfi-
zmem, to określona jest funkcja odwrotna do f : f´1 : Y Ñ X taka, że

f ˝ f´1 “ idY , f´1 ˝ f “ idX

oraz f´1 P LpY,Xq.
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Dowód. Istnienie funkcji f´1 : Y Ñ X wynika z tego, że f jest bijekcją z X na
Y . Pokażemy, że f´1 jest przekształceniem liniowym. Niech α1, α2 P K, y1, y2 P
Y i y “ α1y1 ` α2y2. Istnieją jednoznacznie wyznaczone wektory x1, x2, x P X
takie, że

fpx1q “ y1, fpx2q “ y2, fpxq “ y.

Ponadto,

fpα1x1 ` α2x2q “ α1fpx1q ` α2fpx2q “ α1y1 ` α2y2 “ y,

więc x “ α1x1 ` α2x2. Zatem

f´1pα1y1 ` α2y2q “ f´1pα1fpx1q ` α2fpx2qq “ f´1pfpα1x1 ` α2x2qq

“ f´1pfpxqq “ x

“ α1x1 ` α2x2 “ α1f
´1
pfpx1qq ` α2f

´1
pfpx2qq

“ α1f
´1
py1q ` α2f

´1
py2q.

Twierdzenie 10.9. Jeżeli X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i dimX “

n, to przestrzeń X jest izomorficzna z przestrzenią Kn.

Dowód. Wskażemy izomorfizm f : X Ñ Kn. Niech x1, . . . , xn będzie bazą prze-
strzeni X. Dla x P X istnieją jednoznacznie wyznaczone skalary α1, . . . , αn P K
takie, że

x “ α1x1 ` . . .` αnxn.

Określamy
fpxq “ rα1, . . . , αns

T .

Wówczas im f “ Kn i f jest monomorfizmem, jest to więc izomorfizm.

Uwaga 10.4. Dla przestrzeni liniowych nad ciałem K prawdziwe są następujące
stwierdzenia:

• każda przestrzeń X jest izomorficzna ze sobą,

• jeżeli przestrzeń X jest izomorficzna z przestrzenią Y , to także przestrzeń
Y jest izomorficzna z X,

• jeżeli przestrzeń X jest izomorficzna z przestrzenią Y , a Y jest izomor-
ficzna z przestrzenią Z, to także X jest izomorficzna z Z.

Inaczej mówiąc, izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacją równoważności
określoną na zbiorze wszystkich przestrzeni liniowych nad danym ciałem K. W
przypadku przestrzeni skończonego wymiaru klasy abstrakcji tej relacji rów-
noważności odpowiadają wymiarom przestrzeni, a reprezentantem danej klasy
jest przestrzeń Kn.
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10.7 Przestrzenie dualne

Ciało K możemy utożsamić z przestrzenią liniową K1.
Definicja 10.9. Niech X będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Przestrzeń
dualna (sprzężona) do X jest to przestrzeń LpX,Kq. Oznaczamy ją symbolem
X˚. Elementy przestrzeni X˚ nazywamy funkcjonałami liniowymi na X. Funk-
cjonały liniowe często oznacza się symbolami x˚, u˚, itp.

Z twierdzenia 10.3 wynika natychmiast:

Twierdzenie 10.10. Jeżeli X jest przestrzenią liniową i dimX “ n ă `8,
to także dimX˚ “ n.

Przykład 10.15 (Funkcjonały na Kn). Niech a “ ra1, . . . , ans P K1,n. Wów-
czas a zadaje funkcjonał na Kn:

a˚p~xq “ a ¨ ~x “
n
ÿ

k“1

akxk, ~x “ rx1, . . . , xns
T

jest funkcjonałem liniowym na Kn.
Możemy określić F P LpK1,n, pKnq˚q:

F paqp~xq “ a ¨ ~x.

Tak zadane przekształcenie jest izomorfizmem. Zatem wzór (10.15) opisuje
wszystkie funkcjonały liniowe na Kn i przestrzeń pKnq˚ możemy utożsamić z
K1,n.

Przykład 10.16. Niech t0 P K. Wówczas funkcja x˚ : Krts Ñ K dana wzorem

x˚ppq “ ppt0q

jest funkcjonałem liniowym na Krtsn.

Przykład 10.17. Ślad macierzy A “ rai,jsi,j P Km,n definiujemy następująco:

trA “
minpm,nq
ÿ

i“1

ai,i.

Jest to funkcjonał liniowy na przestrzeni Km,n.

Przykład 10.18. Jeżeli pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią euklidesową i dimX “ n ă
8, to każdy wektor a P X określa funkcjonał liniowy na X wzorem

a˚pxq “ xa, xy (10.5)

i gdy a ‰ b, to funkcjonały a˚, b˚ są różne: jeżeli a˚pxq “ b˚pxq dla każdego
x P X, to xa´ b, xy “ 0 dla każdego x, więc a´ b “ 0.

Możemy określić monomorfizm F P LpX,X˚q wzorem

F paqpxq “ xa, xy.

Wobec 10.7, dim im F “ n, więc im F “ X˚. Zatem F jest izomorfizmem i
każdy funkcjonał liniowy na pX, x¨, ¨yq jest postaci (10.5).
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10.8 Bazy dualne

Rozważamy następujący problem: w przestrzeni liniowej X nad ciałem K dana
jest baza x1, . . . , xn. Chcemy znaleźć funkcjonały liniowe x˚1 , . . . , x

˚
n P X

˚ takie,
że dla dowolnego wektora x P X

x “
n
ÿ

j“1

x˚j pxqxj.

Inaczej mówiąc, szukamy funkcjonałów, za pomocą których możemy wyznaczyć
współrzędne dowolnego wektora z przestrzeni X w zadanej bazie.

Przykład 10.19. W przestrzeni Rn rozważamy bazę ~e1, . . . , ~en. Wówczas funk-
cjonały liniowe

e˚1p~xq “ x1, . . . , e˚np~xq “ xn

spełniają, dla każdego wektora ~x P Rn

~x “
n
ÿ

j“1

e˚j p~xq~ej.

Za pomocą funkcjonałów e˚j jesteśmy w stanie wyznaczyć współczynniki każ-
dego wektora ~x w zadanej bazie ~e1, . . . , ~en.

Przykład 10.20. W przestrzeni R2 dana jest baza

~u “

„

2
1



, ~v “

„

5
3



.

Szukamy funkcjonałów u˚, v˚ takich, że dla każdego wektora ~x P R2

~x “ u˚p~xq~u` v˚p~xq~v.

Jeżeli x “ rx1, x2sT , u˚p~xq “ α, v˚p~xq “ β, to
„

x1
x2



“ α

„

2
1



` β

„

5
3



,

skąd
α “ 3x1 ´ 5x2, β “ ´x1 ` 2x2.

Zatem
u˚p~xq “ 3x1 ´ 5x2, v˚p~xq “ ´x1 ` 2x2.

Przykład 10.21. Jeżeli układ x1, . . . , xn jest bazą ortonormalną w przestrzeni
euklidesowej lub unitarnej pX, x¨, ¨yq, to szukane funkcjonały są postaci x˚j pxq “
xxj, xy.
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Zauważmy, że szukane funkcjonały są jednoznacznie zadane przez następu-
jący układ warunków:

x˚i pxjq “

#

1 gdy i “ j,

0 gdy i ‰ j.
.

Twierdzenie 10.11. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K,
dimX “ n i dane są wektory x1, . . . , xn P X oraz funkcjonały x˚1 , . . . , x

˚
n P X

˚

takie, że dla i, j “ 1, . . . , n

x˚i pxjq “

#

1 gdy i “ j,

0 gdy i ‰ j.
(10.6)

Wówczas

(i) układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni X,

(ii) układ x˚1 , . . . , x
˚
n jest bazą przestrzeni X˚,

(iii) dla każdego wektora x P X

x “
n
ÿ

i“1

x˚i pxqxi,

(iv) dla każdego funkcjonału x˚ P X˚

x˚ “
n
ÿ

i“1

x˚pxiqx
˚
i .

Dowód. (i): dimX “ n, wystarczy więc pokazać, że wektory x1, . . . , xn są
liniowo niezależne. Załóżmy, że dla pewnych skalarów αj P K

α1x1 ` . . .` αnxn “ 0.

Wówczas dla i “ 1, . . . , n

0 “ x˚i pα1x1 ` . . .` αnxnq “ α1x
˚
i px1q ` . . .` αnx

˚
i pxnq “ αix

˚
i pxiq “ αi.

Zatem układ x1, . . . , xn jest liniowo niezależny, więc jest bazą X.
(ii): dimX˚ “ n, wystarczy więc pokazać, że funkcjonały x˚1 , . . . , x

˚
n są

liniowo niezależne. Załóżmy, że dla pewnych skalarów βi P K

0 “ β1x
˚
1 ` . . .` βnx

˚
n,
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czyli, dla każdego x P X

0 “ β1x
˚
1pxq ` . . .` βnx

˚
npxq.

Dla x “ xj dostajemy

0 “ β1x
˚
1pxjq ` . . .` βnx

˚
npxjq “ βjx

˚
j pxjq “ βj,

czyli układ funkcjonałów x˚1 , . . . , x
˚
n jest liniowo niezależny, jest więc bazą prze-

strzeni dualnej do X.
(iii): Niech x P X. Istnieją skalary αj P K takie, że x “ α1x1 ` . . .` αnxn.

Dla i “ 1, . . . , n mamy

x˚i pxq “ x˚i pα1x1 ` . . .` αnxnq “ αix
˚
i pxiq “ αi.

(iv): Załóżmy, że x˚ P X˚. Istnieją βi P K takie, że x˚ “ β1x
˚
1 ` . . .` βnx

˚
n.

Zatem, dla j “ 1, . . . , n

x˚pxjq “ β1x
˚
1pxjq ` . . .` βnx

˚
npxjq “ βjx

˚
j pxjq “ βj.

Uwaga 10.5. Zauważmy, że w założeniach twierdzenia 10.11 nie zakładamy, że
układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni X. Wynika to jedynie z warunku (10.6).

Definicja 10.10. Załóżmy, że układ x1, . . . , xn jest bazą przestrzeni X i układ
funkcjonałów liniowych x˚1 , . . . , x

˚
n przestrzeni X˚ jest zadany przez warunki

x˚i pxjq “

#

1 gdy i “ j,

0 gdy i ‰ j.

Wówczas z tw. 10.11 wynika, że układ px˚1 , . . . , x
˚
nq jest bazą przestrzeni X˚,

którą nazywamy bazą dualną (sprzężoną) do bazy x1, . . . , xn.
Natomiast jeżeli układ funkcjonałów x˚1 , . . . , x

˚
n jest bazą przestrzeni X˚

i wektory x1, . . . , xn P X spełniają warunki (10.6), to układ px1, . . . , xn) jest
bazą przestrzeni X, którą także nazywamy bazą dualną (sprzężoną) do bazy
px˚1 , . . . , x

˚
nq. Uwaga poniżej mówi o tym, że przestrzeń pX˚q˚ można w natu-

ralny sposób utożsamić z przestrzenią X, o ile dimX ă 8.

Uwaga 10.6. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozważać przestrzeń dualną do
X˚ (którą możemy oznaczyć X˚˚). Można określić tzw. kanoniczny monomor-
fizm Φ przestrzeni X w X˚˚:

Φpxqpx˚q “ x˚pxq, x P X, x˚ P X˚

W powyższym wzorze Φpxq jest funkcjonałem liniowym na X˚ i Φpxqpx˚q to
wartość (skalar), którą ten funkcjonał przyjmuje dla elementu x˚ P X˚.

Jeżeli dimX ă 8, to Φ jest „naturalnym” izomorfizmem przestrzeni X i
X˚˚.
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Przykład 10.22. (Baza Lagrange’a w Krtsn). Wybierzmy n` 1 różnych liczb
t0, t1, . . . , tn z ciała K i rozpatrzmy n`1 funkcjonałów liniowych na przestrzeni
Krtsn:

l˚0ppq “ ppt0q, l˚1ppq “ ppt1q, . . . , l˚nppq “ pptnq.

Określmy też wielomiany:

ljptq “
ź

i“0,...,n
i‰j

t´ ti
tj ´ ti

, j “ 0, 1, . . . , n.

Wówczas l˚i pljq “ δi,j. Układ l0, l1, . . . , ln jest więc bazą przestrzeni Krxsn, którą
nazywamy bazą Lagrange’a dla punktów t0, t1, . . . , tn. Baza dualna to w tym
przypadku funkcjonały wyznaczające wartości wielomianu w punktach tj.

Jeżeli szukamy wielomianu p P Krxsn takiego, że ppxjq “ yj dla zadanych
wartości y0, . . . , yn, to wielomian ten możemy zapisać w bazie Lagrange’a jako

p “
n
ÿ

j“0

yjlj.

Przykład 10.23. Załóżmy, że w przestrzeni Kn mamy daną bazę ~b1, . . . ,~bn.
Wówczas bazę dualną możemy utożsamić z układem macierzy ai P K1,n takich,
że ai~bj “ δi,j. Rozważmy macierze

B “ r~b1, . . . ,~bns P Kn,n, A “

»

—

–

a1
...
an

fi

ffi

fl

P Kn,n.

Wówczas AB “ In, czyli A “ B´1. Zatem baza dualna do ~b1, . . . ,~bn składa się
z funkcjonałów odpowiadających wierszom macierzy odwrotnej do B:

b˚i p~xq “ ~eTi B
´1~x.



Rozdział 11

Endomorfizmy

W tym rozdziale zajmiemy się badaniem przestrzeni LpX,Xq, której elementy
to przekształcenia liniowe danej przestrzeni liniowej X w siebie. Wygodnym
sposobem zapisu takiego przekształcenia jest jego macierz w ustalonej bazie
przestrzeni X. Dlatego najpierw wprowadzimy kilka nowych pojęć dotyczą-
cych macierzy kwadratowych, które później wykorzystamy przy omawianiu
przekształceń liniowych.

11.1 Wielomian charakterystyczny macierzy

Definicja 11.1. Niech A P Kn,n. Wielomian charakterystyczny macierzy A
jest zdefiniowany jako

pApλq “ detnpA´ λInq.

Uwaga 11.1. Można pokazać, że pA jest wielomianem stopnia n o współczyn-
nikach z ciała K.

Przykład 11.1. Jeżeli A “
„

´5 ´4
8 7



, to

pApλq “ det
„

´5´ λ ´4
8 7´ λ



“ p´5´ λqp7´ λq ` 32

“ λ2 ´ 2λ´ 3 “ pλ` 1qpλ´ 3q.

Przykład 11.2. Jeżeli A “ diagpa1, a2, . . . , anq (macierz diagonalna), to

pApλq “ pa1 ´ λqpa2 ´ λq . . . pan ´ λq.

11.2 Podobieństwo macierzy

Wprowadźmy następującą definicję:

122
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Definicja 11.2. Powiemy, że macierze A,B P Kn,n są podobne, jeżeli istnieje
macierz nieosobliwa C P Kn,n taka, że B “ CAC´1.

Definicja 11.3. Powiemy, że macierz A P Kn,n jest diagonalizowalna, jeżeli
jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej Dpλ1, . . . , λnq.

Zadanie 11.1. Pokaż, że podobieństwo macierzy jest relacją równoważności
na zbiorze Kn,n.

Stwierdzenie 11.1 (Niezmienniki podobieństwa). Jeżeli macierze A,B P

Kn,n są podobne, to

(i) detA “ detB,

(ii) macierze A i B mają takie same wielomiany charakterystyczne, czyli
pA “ pB.

(iii) trA “ trB,

(iv) rankA “ rankB.

Dowód. Podpunkt (i) jest wnioskiem z twierdzenia Cauchy’ego 8.17. B “

C´1AC dla pewnej nieosobliwej macierzy C i dla dowolnej liczby λ P K:

C´1pA´ λInqC “ C´1AC ´ C´1λInC “ B ´ λIn,

co oznacza, że macierze A´λIn i B´λIn też są podobne, więc ich wyznaczniki
są równe, czyli

pApλq “ detpA´ λInq “ detpB ´ λInq “ pBpλq.

Pozostałe podpunkty zostawiamy jako ćwiczenia.

Zadanie 11.2. Udowodnij podpunkty (iii) i (iv) w stw. 11.1.

Zadanie 11.3. Dla A P Kn,n, czy imA i kerA są niezmiennikami podobieństwa
macierzy?

Zadanie 11.4. Załóżmy, że macierze A,B P Kn,n są podobne i γ0, γ1, . . . , γr P
K. Pokaż, że macierze

C “
r
ÿ

k“0

γkA
k, D “

r
ÿ

k“0

γkB
k

też są podobne. (Przyjmujemy, że A0 “ In.)
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11.3 Macierz zmiany bazy

Rozważamy następujące zagadnienie: załóżmy, że w przestrzeni liniowej X ma-
my dane dwie bazy: x1, . . . , xn i u1, . . . , un i dla danego wektora x znamy jego
współrzędne w bazie x1, . . . , xn

x “ α1x1 ` . . .` αnxn, ~α “ rα1, . . . , αns
T
P Kn.

Szukamy macierzy C P Kn,n, niezależnej od x i takiej, że dla wektora

~β “ rβ1, . . . , βns
T
“ C~α

mamy
x “ β1u1 ` . . .` βnun.

Taką macierz C można zdefiniować następująco:

Definicja 11.4. W przestrzeni liniowejX dane są dwie bazy: x “ px1, . . . , xnq i
u “ pu1, . . . , unq. Macierz zmiany bazy z x na u jest to macierz przekształcenia
identycznościowego idX : X Ñ X w bazach x i u.

Stwierdzenie 11.2. Jeżeli w przestrzeni liniowej X dane są dwie bazy: x “
px1, . . . , xnq i u “ pu1, . . . , unq, oraz baza u˚ “ pu˚1 , . . . , u

˚
nq przestrzeni X˚

dualna do bazy u, to macierz zmiany bazy z x na u jest postaci

C “ ru˚i pxjqsi,j P Kn,n.

Dowód. W j-tej kolumnie macierzy C muszą się znaleźć współrzędne wektora
xj “ idXpxjq w bazie u, czyli liczby u˚1pxjq, . . . , u

˚
npxjq.

Przykład 11.3. W przestrzeni Kn dane są dwie bazy a “ p~a1, . . . ,~anq i b “
p~b1, . . . ,~bnq. Wówczas macierz zmiany bazy z a na b ma postać

C “ r~b1, . . . ,~bns
´1
¨ r~a1, . . . ,~ans.

Zauważmy, że macierz zmiany bazy zawsze jest nieosobliwa. Odnotujmy
jeszcze jedno stwierdzenie:

Stwierdzenie 11.3. X jest przestrzenią liniową nad ciałem K wymiaru n

(i) Jeżeli A P Kn,n jest macierzą zmiany bazy a na bazę b, to macierz A´1

jest macierzą zmiany bazy b na bazę a.

(ii) Jeżeli A P Kn,n jest macierzą zmiany bazy a na bazę b, B P Kn,n jest
macierzą zmiany bazy b na bazę c, to B ¨A jest macierzą zmiany bazy a
na bazę c.
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11.4 Definicja endomorfizmu

Definicja 11.5. Endomorfizmem przestrzeni liniowej X w siebie nazywamy
dowolne przekształcenie liniowe f P LpX,Xq. Przestrzeń LpX,Xq będziemy
zapisywać jako LpXq.

Stwierdzenie 11.4. Załóżmy, że dimX ă 8 i f P LpXq jest endomorfizmem.
Wówczas następujące warunki są równoważne:

(i) f jest monomorfizmem,

(ii) f jest epimorfizmem,

(iii) f jest izomorfizmem.

Zadanie 11.5. Udowodnij powyższe stwierdzenie. Podaj przykład na to, że
założenie dimX ă 8 jest potrzebne.

Definicja 11.6. Endomorfizm f przestrzeni liniowej X, który jest izomorfi-
zmem, nazywamy automorfizmem.

Załóżmy teraz, że w przestrzeni X mamy dane dwie bazy a “ pa1, . . . , anq
oraz b “ pb1, . . . , bnq. Niech f P LpXq i Mf,a P Kn,n jest macierzą endomorfi-
zmu f w bazie a. Oznacza to, że, dla

x “ α1a1 ` . . .` αnan P X, ~α “ rα1, . . . , αns
T (11.1)

mamy

fpxq “ θ1a1 ` . . .` θnan, dla rθ1, . . . , θnsT “ ~θ “Mf,a~α.

Niech C P Kn,n będzie macierzą zmiany bazy a na bazę b. Wówczas macierz
Mf,b endomorfizmu f w bazie b spełnia

Mf,b “ C ¨Mf,a ¨ C
´1.

Istotnie, możemy napisać f “ idX ˝ f ˝ idX , natomiast C to macierz endo-
morfizmu idX w bazach a i b, natomiast C´1 to macierz idX w bazach b i
a. Zatem, jeżeli x “ β1b1 ` . . . ` βnbn, czyli ~β “ rβ1, . . . , βnsT jest wektorem
współrzędnych wektora x w bazie b, to

• C´1~β jest wektorem współrzędnych wektora x w bazie a,

• Mf,a ¨ C
´1~β jest wektorem współrzędnych wektora fpxq w bazie a

• C ¨Mf,a ¨ C
´1~β jest wektorem współrzędnych wektora fpxq w bazie b.

Udowodniliśmy
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Stwierdzenie 11.5. Macierze tego samego endomorfizmu f w różnych bazach
są podobne.

Uwaga 11.2. Jako że macierz C w definicji 11.2 jest nieosobliwa, jest ona ma-
cierzą zmiany bazy w przestrzeni Kn. Zatem macierze A i B są podobne wtedy
i tylko wtedy, gdy są macierzami pewnego przekształcenie liniowego F P LpKnq

w różnych bazach.

Zgodnie ze stw. 11.1, wyznacznik, wielomian charakterystyczny i ślad są
niezmiennikami podobieństwa macierzy. Wynika z tego poprawność następu-
jącej definicji:

Definicja 11.7. Załóżmy, żeX jest przestrzenią liniową nad ciałem K i dimX ă

8. Niech f P LpXq i b będzie dowolną bazą przestrzeni X, Mf,b to macierz f
w tej bazie. Dla endomorfizmu f określamy

• ślad trf jako ślad macierzy Mf,b:

trf “ trpMf,bq,

• wyznacznik detf jako wyznacznik macierzy Mf,b:

detf “ detpMf,bq,

• wielomian charakterystyczny pf pλq jako wielomian charakterystyczny ma-
cierzy Mf,b:

pf pλq “ pMf,bpλq.

Zanotujmy następujący fakt:

Stwierdzenie 11.6. Niech X będzie przestrzenią liniową wymiaru n ă 8 nad
ciałem K i f P LpXq. Następujące warunki są równoważne:

(i) im f Ĺ X,

(ii) ker f ‰ t0u,

(iii) detf “ 0.

Zadanie 11.6. Udowodnij stw. 11.6.
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11.5 Wektory i wartości własne

Definicja 11.8. Załóżmy, że f P LpXq jest endomorfizmem przestrzeni linio-
wej X nad ciałem K.

• Powiemy, że skalar λ P K jest wartością własną endomorfizmu f , jeżeli
istnieje niezerowy wektor v P X taki, że

fpvq “ λv.

• Taki wektor v nazywamy wektorem własnym endomorfizmu f , odpowia-
dającym wartości własnej λ.

• Jeżeli λ P K jest wartością własną endomorfizmu f , to zbiór

Vλ “ tv P X : fpvq “ λvu

nazywamy podprzestrzenią własną endomorfizmu f , odpowiadającą war-
tości własnej λ.

Uwaga 11.3. Ponieważ Vλ “ kerpf´λidXq, więc zbiór ten jest podprzestrzenią
liniową w X.

Definicja 11.9. Widmem endomorfizmu f P LpXq nazywamy zbiór wszyst-
kich wartości własnych f . Zbiór ten oznaczamy symbolem σpfq.

Definicja 11.10. Dowolną macierz A P Kn,n możemy interpretować jako en-
domorfizm przestrzeni Kn: fp~xq “ A~x. Wartość własną, wektor własny i pod-
przestrzeń własną macierzy A definiujemy jako wartość, wektor i podprzestrzeń
własne tak zdefiniowanego endomorfizmu f . Tak samo definiujemy widmo ma-
cierzy A, które oznaczamy σpAq.

Przykład 11.4. Dany jest endomorfizm F P LpRrxsnq,

F pwqptq “ t ¨ w1ptq.

Wówczas wielomiany 1, t, t2, . . . , tn są wektorami własnymi endomorfizmu f
odpowiadające (kolejno) wartościom własnym 0, 1, . . . , n.

Przykład 11.5. Niech A “

„

´5 ´4
8 7



. Można obliczyć, że

A ¨

„

1
´1



“ ´

„

1
´1



, A ¨

„

´1
2



“ 3
„

´1
2



.

Zatem A ma wartości własne ´1, 3, a odpowiadające im wektory własne to
„

1
´1



i
„

´1
2



.
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Przykład 11.6. Jeżeli A P Kn,n jest macierzą diagonalną,

A “

»

—

—

—

–

a1
a2

. . .

an

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

to liczby a1, a2, . . . , an są wartościami własnymi macierzy A, a odpowiadające
im wektory własne to ~e1, ~e2, . . . , ~en.

Zauważmy, że zachodzi następujące

Stwierdzenie 11.7. Niech f P LpXq. Wówczas λ P K jest wartością własną
endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy dim kerpf ´ λidXq ą 0.

Ze stw. 11.6 wynika teraz, że λ P K jest wartością własną endomorfizmu f
wtedy i tylko, gdy detpf ´ λidXq “ 0. Zatem

Twierdzenie 11.8. Niech dimX ă 8 i f P LpXq. Wówczas λ P K jest
wartością własną f wtedy i tylko wtedy, gdy pf pλq “ 0.

Inaczej mówiąc, wartości własne endomorfizmu (macierzy) to pierwiastki
jego (jej) wielomianu charakterystycznego.

Przykład 11.7. Wielomian charakterystyczny macierzy A “

„

´5 ´4
8 7



z

przykładów 11.1 i 11.5 to pApλq “ pλ ` 1qpλ ´ 3q. Zatem macierz ta ma do-
kładnie dwie wartości własne: -1 oraz 3.

Przykład 11.8. Wyznaczymy wartości własne macierzy A “

„

0 ´1
1 0



. Ja-

ko endomorfizm R2 jest to obrót o kąt π{2. Mamy pApλq “ λ2 ` 1, więc A
nie ma rzeczywistych wartości własnych. Jednak, jeżeli A potraktujemy jako
endomorfizm C2, to pApλq “ pλ ` iqpλ ´ iq. Wówczas A ma dwie zespolone
wartości własne: λ1 “ i, λ2 “ ´i.

Zadanie 11.7. Wyznacz (zespolone) wektory własne macierzy A z przykładu
11.8.

Stwierdzenie 11.9. Jeżeli λ1, λ2, . . . , λk są różnymi wartościami własnymi
endomorfizmu f P LpXq i vj P X oznacza wektor własny odpowiadający war-
tości własnej λj, to wektory v1, v2, . . . , vk są liniowo niezależne.

Dowód. Stosujemy indukcję po k. Dla k “ 1 teza jest oczywista. Załóżmy, że
teza zachodzi dla k ´ 1 i niech

α1v1 ` . . .` αkvk “ 0. (11.2)
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Zatem

fpα1v1 ` . . .` αkvkq “ α1λ1v1 ` α2λ2v2 ` . . .` αkλkvk “ 0

Mnożąc (11.2) stronami przez λ1 dostajemy

α1λ1v1 ` α2λ1v2 ` . . .` αkλ1vk “ 0,

więc po odjęciu ostatnich dwóch równości stronami, otrzymujemy

α2pλ2 ´ λ1qv2 ` . . .` αkpλk ´ λ1qvk “ 0.

Wobec założenia indukcyjnego α2 “ . . . “ αk “ 0, więc także α1 “ 0 i pokaza-
liśmy liniową niezależność wektorów v1, . . . , vk.

Jako wnioski ze stw. 11.9 otrzymujemy:

Stwierdzenie 11.10. Załóżmy, że f P LpXq i λ1, λ2 P σpfq, przy czym λ1 ‰
λ2. Wówczas Vλ1 X Vλ2 “ t0u.

Dowód. Jeżeli x P Vλ1 X Vλ2 , to fpxq “ λ1x “ λ2x, więc pλ1 ´ λ2qx “ 0.
Ponieważ λ1 ‰ λ2, więc x “ 0.

Stwierdzenie 11.11. Załóżmy, że f P LpXq i λ1, . . . , λk P σpfq, przy czym
λi ‰ λj dla i ‰ j. Wówczas

Vλ1 ` . . .` Vλk “ Vλ1 ‘ . . .‘ Vλk .

Uwaga 11.4. Zapis U “ U1‘U2‘ . . .‘Un oznacza, że każdy wektor u P U ma
jednoznaczne przedstawienie postaci u “ u1 ` u2 ` . . .` un, gdzie uj P Uj dla
j “ 1, 2, . . . , n.

Dowód. Stosujemy indukcję po k. Dla k “ 2 mamy Vλ1 X Vλ2 “ t0u, więc
Vλ1 ` Vλ2 “ Vλ1 ‘ Vλ2 . Załóżmy więc, że teza zachodzi dla k ´ 1. Mamy

pVλ1 ` . . .` Vλk´1q ` Vλk “ pVλ1 ‘ . . .‘ Vλk´1q ` Vλk .

Niech x P pVλ1 ‘ . . .‘ Vλk´1q X Vλk . Wówczas x “ α1v1 ` . . .` αk´1vk´1. Gdy
x ‰ 0, to jest to wektor własny f odpowiadającym wartości własnej λk, który
przedstawiony został jako kombinacja liniowa wektorów własnych odpowiada-
jących innym wartościom własnym. Uzyskujemy w ten sposób sprzeczność ze
stw. 11.9. Zatem pVλ1 ‘ . . .‘ Vλk´1q X Vλk “ t0u i tym samym

pVλ1 ‘ . . .‘ Vλk´1q ` Vλk “ pVλ1 ‘ . . .‘ Vλk´1q ‘ Vλk .
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11.6 Krotność wartości własnych

Jeżeli macierz A P Kn,n jest diagonalizowalna i podobna do macierzy diago-
nalnej D “ diagpα1, . . . , αnq, to

pApxq “ pDpxq “ p´1qnpx´ α1q . . . px´ αnq,

skąd wynika, że krotność każdej wartości własnej macierzy A jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego jest równa wymiarowi odpowiedniej podprze-
strzeni własnej. Inaczej mówiąc, jeżeli

pApxq “ p´1qnpx´λ1qr1 . . . px´λkqrk , λi ‰ λj dla i ‰ j, r1`. . .`rk “ n,

to, gdy macierz A jest diagonalizowalna,

dimVλj “ rj, j “ 1, 2, . . . , k.

Jednak przykład 11.13 pokazuje, że krotność wartości własnej λ P K jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego nie musi być równa wymiarowi
podprzestrzeni własnej.

Definicja 11.11. Załóżmy, że λ P K jest wartością własną macierzy A P Kn,n

(lub endomorfizmu f P LpXq, gdzie X jest przestrzenią liniową nad K).

• krotność algebraiczna wartości własnej λ jest to krotność λ jako pier-
wiastka wielomianu charakterystycznego macierzy A (lub endomorfizmu
f),

• krotność geometryczna wartości własnej λ jest to wymiar podprzestrzeni
własnej Vλ.

11.7 Podprzestrzenie niezmiennicze

Definicja 11.12. Podprzestrzeń U Ă X nazywamy podprzestrzenią niezmien-
niczą endomorfizmu f P LpXq, jeżeli fpUq Ă U .

Przykład 11.9. Jeżeli D P LpKrtsnq, Dppq “ p1, to D ma podprzestrzenie
niezmiennicze spanp1, . . . , tkq dla k “ 0, 1, . . . , n.

Przykład 11.10. Rozważmy endomorfizm f P LpR5q, fp~xq “ A~x, gdzie

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

5 1

0 5

1

2 1

0 2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl
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Endomorfizm f ma podprzestrzenie niezmiennicze

U “ spanp~e1, ~e2q, V “ spanp~e3q, W “ spanp~e4, ~e5q.

Natomiast podprzestrzenie własne f to

V5 “ spanp~e1q Ă U, V1 “ spanp~e3q Ă V, V2 “ spanp~e4q Ă W.

Stwierdzenie 11.12. Jeżeli λ jest wartością własną endomorfizmu f , to pod-
przestrzeń własna Vλ jest podprzestrzenią niezmienniczą dla f .

Zadanie 11.8. Niech f P LpXq. Pokaż, że podprzestrzenie im f oraz ker f są
niezmiennicze dla f .

Stwierdzenie 11.13. Jeżeli U Ă X jest podprzestrzenią niezmienniczą endo-
morfizmu f P LpXq, to wielomian charakterystyczny endomorfizmu
f |U P LpUq jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f .

Dowód. Niech u1, . . . , uk to baza podprzestrzeni U , uk`1, . . . , un to jej dopeł-
nienie do bazy całej przestrzeni X. W tej bazie macierz f ma postać

A “

„

B C
0 D



wobec czego, z zadania 8.1

pf pλq “ detpA´ λInq “ det
„

B ´ λIk C
0 D ´ λIn´k



“ detpB ´ λIkq ¨ detpD ´ λIn´kq
“ pf |U pλq ¨ detpD ´ λIn´kq

Zadanie 11.9. Pokaż, że krotność geometryczna wartości własnej endomorfi-
zmu f P LpXq nigdy nie jest większa od jej krotności algebraicznej.

11.8 Twierdzenie Jordana

Definicja 11.13. Klatka Jordana jest to macierz postaci

Jk,λ “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

λ 1
λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ 1
λ

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P Kk,k.
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W szczególności J1,λ “ rλs.
Macierz Jordana jest to macierz postaci

J “

»

—

—

—

–

Jk1,λ1
Jk2,λ2

. . .

Jkr,λr

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P Kn,n, (11.3)

gdzie k1 ` . . .` kr “ n.
Powiemy, że baza w1, . . . , wn przestrzeni X jest bazą Jordana dla endomor-

fizmu f P LpXq, jeżeli macierz f w tej bazie jest macierzą Jordana.

Zadanie 11.10. Pokaż, że klatka Jordana Jk,λ dla k ą 1 nie jest diagonalizo-
walna.

Twierdzenie 11.14 (Twierdzenie Jordana). Jeżeli wielomian charakterystycz-
ny endomorfizmu f P LpXq jest iloczynem czynników liniowych, to w X ist-
nieje baza Jordana dla endomorfizmu f i macierz f w tej bazie jest macierzą
Jordana.

Uwaga 11.5. Jeżeli macierz A P Kn,n ma wielomian charakterystyczny, który
jest iloczynem czynników liniowych, to możemy zastosować twierdzenie Jorda-
na do endomorfizmu f P LpKnq danego wzorem fp~xq “ A~x. Teza twierdzenia
Jordana mówi wówczas, że macierz A jest podobna do pewnej macierzy Jor-
dana J P Kn,n.

Uwaga 11.6. W macierzy Jordana dla danego endomorfizmu f (macierzy A),
liczba klatek Jordana Jk,λ dla ustalonej wartości własnej λ jest równa krotności
geometrycznej wartości własnej λ, czyli wymiarowi podprzestrzeni własnej Vλ.

Uwaga 11.7. Ponieważ wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem re-
lacji podobieństwa macierzy, więc z postaci wielomianu charakterystycznego
wynika, jakie są elementy na przekątnej macierzy Jordana J dla danego en-
domorfizmu f (macierzy A): są to wszystkie pierwiastki tego wielomianu, z
uwzględnieniem ich krotności.

Dowód twierdzenia Jordana. W ramach przygotowania poczynimy kilka spo-
strzeżeń dotyczących endomorfizmu h P LpXq, o którym zakładamy, że w bazie
w1, . . . , wn ma macierz Jordana J , taką jak w (11.3).

Niech l1 “ 0, l2 “ k1, l3 “ k1 ` k2, . . ., lr “ k1 ` . . . ` kr´1, lr`1 “
k1 ` . . .` kr “ n. Wówczas:

1. spanpwls`1, . . . , wls`ksq to podprzestrzeń niezmiennicza h, odpowiadająca
blokowi Jλs,ks macierzy J .

2. wls`1 to wektor własny h odpowiadający wartości własnej λs, w szczegól-
ności wls`1 P im h.



ROZDZIAŁ 11. ENDOMORFIZMY 133

3. Jeżeli λs “ 0, to wls`1 P kerh. Ponadto kerh “ spantwls`1 : λs “ 0u.

4. hpwls`jq “ wls`j´1` λswls`j dla j “ 2, 3, . . . , ks (wynika to z postaci klatki
Jordana Jks,λs).

5. Podprzestrzeń im h jest rozpięta przez kombinacje liniowe wektorów wj, a
współczynniki każdej takiej kombinacji to wyrazy pewnej niezerowej ko-
lumny macierzy J . Dla λs “ 0 wektory wls`ks (czyli ostatnie elementy cią-
gu wektorów bazowych pwls`1, . . . wls`ksq odpowiadającego klatce Jordana
Jks,λs) jako jedyne nie występują w tych kombinacjach liniowych. Jest ich
n´ dim im h “ dim kerh i są one liniowo niezależne, więc

X “ im h‘ spantwls`ks : λs “ 0u.

Dowodząc twierdzenie Jordana, stosujemy indukcję po n “ dimX. Jeżeli
n “ 1 to twierdzenie jest oczywiste, gdyż każda macierz 1 ˆ 1 jest macierzą
Jordana.

Załóżmy, że twierdzenie zachodzi dla dowolnej przestrzeni wymiaru mniej-
szego niż n.

I. Rozważmy sytuację, gdy dim im f ă n. Niech

g “ f |im f P Lpim fq.

Wielomian charakterystyczny pg jest dzielnikiem wielomianu pf , na mocy stwier-
dzenia 11.13. Wobec tego pg jest iloczynem czynników liniowych i możemy
stosować założenie indukcyjne do endomorfizmu g.

W podprzestrzeni im f istnieje baza Jordana dla g: w1, . . . , wm,m “ dim im f .
Jeżeli im f ‘ ker f “ X, to bazę w1, . . . wm rozszerzamy o dowolną bazę

ker f , otrzymując bazę Jordana dla f .
W przeciwnym przypadku im f X ker f ‰ t0u. Mamy też

ker g “ ker f X im f.

Niech t “ dim ker g. Możemy przyjąć, że pierwsze t klatek Jordana dla g od-
powiada wartości własnej 0, czyli λ1 “ . . . “ λt “ 0. Wtedy

ker g “ spanpwl1`1, . . . , wlt`1q.

Ponadto, wl1`k1 , . . . , wlt`kt P im f , więc istnieją wektory v1, . . . , vt P X takie,
że

fpv1q “ wl1`k1 , . . . , fpvtq “ wlt`kt .

Układ wl1`1, . . . , wlt`1 (bazę ker g) uzupełniamy wektorami u1, . . . , un´m´t do
bazy ker f .
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Pokażemy, że układ wektorów

w1, . . . , wm, v1, . . . , vt, u1, . . . , un´m´t (11.4)

jest liniowo niezależny, czyli jest bazą X. Załóżmy, że

α1w1 ` . . . αmwm ` β1v1 ` . . .` βmvt ` γ1u1 ` . . .` γn´m´tun´m´t “ 0.

Na obie strony tej równości działamy endomorfizmem f , pamiętając, że f |im f “

g, fpvsq “ wls`ks , fpuiq “ 0. Dostajemy

α1gpw1q ` . . .` αmgpwmq “ ´β1wl1`k1 ´ . . .´ βtwlt`kt .

Lewa strona tej równości to wektor z im g, co, wobec spostrzeżenia 5. powyżej,
oznacza, że jest ona równa 0. Zatem β1 “ . . . “ βs “ 0. Mamy więc

α1w1 ` . . . αmwm ` γ1u1 ` . . .` γn´m´tun´m´t “ 0,

więc u “ γ1u1 ` . . . ` γn´m´tun´m´t P im f X ker f . Wobec wyboru wektorów
ui jako uzupełnienia bazy im f Xker f do bazy ker f oznacza to, że u “ 0, więc
γ1 “ . . . “ γn´m´t “ 0. Teraz z liniowej niezależności w1, . . . , wm dostajemy
α1 “ . . . “ αm “ 0.

Układ (11.4) ustawiamy w następującej kolejności:

u1, . . . , un´m´t, wl1`1, . . . , wl1`k1 , v1, wl2`1, . . . wl2`k2 , v2, . . . ,

wlt`1, . . . , wlt`kt , vt, wlt`1`1, . . . , wm.

Wobec sposobu określenia wektorów vs i uj, jest to baza Jordana dla endomor-
fizmu f .

II. Jeżeli dim im f “ n, postępujemy następująco: niech λ będzie dowolną
wartością własną f (jest λ ‰ 0) i niech F “ f ´ λidX . Do F stosujemy
część I dowodu. Otrzymana baza Jordana dla F jest też bazą Jordana dla
f “ F ` λidX . Macierz Jordana dla f otrzymujemy z macierzy Jordana dla F
dodając do niej λIn.

Odnotujmy jeszcze następujące wnioski z twierdzenia Jordana:

Wniosek 11.15. Jeżeli X jest przestrzenią liniową nad C i f P LpXq, to dla
f istnieje baza Jordana.

Wniosek 11.16. Jeżeli A P Kn,n i wielomian charakterystyczny pApλq jest
iloczynem czynników liniowych, to macierz A jest podobna do pewnej macierzy
Jordana.
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Dowód. Należy wyznaczyć bazę Jordana p~u1, . . . , ~unq i odpowiadającą jej ma-
cierz Jordana J dla endomorfizmu f P LpKnq danego wzorem fp~xq “ A~x.
Wtedy, dla U “ r~u1, . . . , ~uns

A “ UJU´1.

Przykład 11.11. Wyznaczymy macierz Jordana podobną do macierzy

A “

»

—

—

–

3 ´1 0 1
0 3 4 4
0 0 ´5 ´8
0 0 4 7

fi

ffi

ffi

fl

.

Obliczamy wielomian charakterystyczny: pApxq “ px ´ 3q3px ` 1q. Jest on
czynnikiem iloczynów liniowych, więc zachodzi teza twierdzenia Jordana, czyli
istnieje macierz Jordana J podobna do macierzy A.

Ponadto, macierz A ma 2 wartości własne: λ1 “ 3 oraz λ2 “ ´1. Krotność
algebraiczna wartości własnej 3 jest równa 3, a krotność algebraiczna wartości
własnej ´1 wynosi 1, więc jesteśmy w stanie określić, jak wygląda przekątna
macierzy J :

J “

»

—

—

–

3 ? 0 0
0 3 ? 0
0 0 3 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

.

Wyznaczamy podprzestrzenie własne:

V3 “ kerpA´ 3Iq “ ker

»

—

—

–

0 ´1 0 1
0 0 4 4
0 0 ´8 ´8
0 0 4 4

fi

ffi

ffi

fl

“ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

1
0
0
0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0
1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

,

V´1 “ kerpA` Iq “ ker

»

—

—

–

4 ´1 0 1
0 4 4 4
0 0 ´4 ´8
0 0 4 8

fi

ffi

ffi

fl

“ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

0
1
´2
1

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

.

Zatem dimV3 “ 2 oraz dimV´1 “ 1. Są więc 2 klatki Jordana dla wartości
własnej 3: J1,3 oraz J2,3, jak i jedna klatka Jordana dla wartości własnej ´1:
J1,´1. Zatem

J “

»

—

—

–

3 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

.
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11.9 Diagonalizacja

Macierz diagonalizowalną zdefiniowaliśmy jako podobną do pewnej macierzy
diagonalnej. Możemy także rozważać endomorfizmy diagonalizowalne:

Definicja 11.14. X jest przestrzenią liniową skończonego wymiaru nad ciałem
K. Powiemy, że endomorfizm f P LpXq jest diagonalizowalny, jeżeli w pewnej
bazie przestrzeni X endomorfizm f ma macierz diagonalną.

Zajmiemy się teraz charakteryzacją macierzy i endomorfizmów diagonali-
zowalnych. Najpierw pokażemy kilka faktów pomocniczych.

Twierdzenie 11.17. X jest przestrzenią liniową wymiaru n nad ciałem K,
F P LpXq i pF P Krλsn jest iloczynem czynników stopnia 1. Wówczas endo-
morfizm F jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy krotności algebraiczne
wszystkich jego wartości własnych są równe ich krotnościom geometrycznym.

Dowód. Załóżmy, że F jest diagonalizowalny i w bazie u1, . . . , un ma macierz
diagonalną

M “

»

—

—

—

–

λ1Ik1
λ2Ik2

. . .

λrIkr

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

gdzie λi ‰ λj dla i ‰ j, k1 ` . . . ` kr “ n. Wtedy λ1, . . . , λr to różne war-

tości własne F i pF pλq “
r
ź

s“1

pλs ´ λq
ks . Zatem krotność algebraiczna wartości

własnej λs jest równa ks. Ponadto, podprzestrzeń własna odpowiadająca war-
tości własnej λs to Vλs “ kerpF ´ λs ¨ idXq i z postaci macierzy M wynika, że
dimVλs “ ks. Zatem krotność geometryczna wartości własnej λs też jest równa
ks.

Załóżmy teraz, że λ1, . . . , λs to wszystkie różne wartości własne F i ich krot-
ności algebraiczne są równe krotnościom geometrycznym. Wówczas

pF pλq “
r
ź

s“1

pλs ´ λq
ks , więc k1 ` . . .` ks “ n. Ponadto

dimVλs “ dimpkerpf ´ λs ¨ idXqq “ ks.

Niech układ vs1, . . . v
s
ks P X będzie bazą przestrzeni Vλs . Wówczas układ złożony

z baz wszystkich podprzestrzeni Vλ1 , . . . , Vλr , czyli

v11, . . . v
1
k1
, . . . , vr1, . . . v

r
kr

jest liniowo niezależny (co wynika stw. 11.9) i składa się z n “ dimX wektorów,
jest więc bazą przestrzeni X, w której F ma macierz diagonalną M .
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Z powyższego twierdzenia można bez trudu wywnioskować następujące

Stwierdzenie 11.18. Załóżmy, że dimX “ n ă 8 i F P LpXq. Niech
λ1, . . . , λr oznaczają wszystkie wartości własne endomorfizmu F , przy czym
λi ‰ λj dla i ‰ j i niech Vλj , j “ 1, . . . , r to podprzestrzenie własne odpowiada-
jące tym wartościom własnym. Wówczas endomorfizm F jest diagonalizowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy

r
ÿ

j“1

dimVλj “ n.

Uwaga 11.8. Ponieważ każdą macierz A P Kn,n możemy traktować jako endo-
morfizm przestrzeni Kn, więc twierdzenie 11.17 można także stosować w celu
rozstrzygania, czy dana macierz jest diagonalizowalna.

Przykład 11.12. Zbadamy diagonalizowalność endomorfizmu f P LpR2q,

fp~xq “ A~x, zadanego macierzą A “
„

´5 ´4
8 7



. Z wcześniejszych przykładów

wiemy już, że endomorfizm f (jak również macierz A) ma wartości własne
λ1 “ ´1 i λ2 “ 3, a odpowiadające im wektory własne to

~v1 “

„

1
´1



, ~v2 “

„

´1
2



.

Zatem f ma 2 podprzestrzenie własne, V´1 “ spanp~v1q, V3 “ spanp~v2q, obie
wymiaru 1. Z tw. 11.17 wynika, że endomorfizm f jest diagonalizowalny i

macierz A (czyli macierz f w bazie ~e1, ~e2) jest podobna do macierzy
„

´1 0
0 3



.

Zauważmy, że
„

1 ´1
´1 2



¨

„

´1 0
0 3



“

„

´5 ´4
8 7



¨

„

1 ´1
´1 2



skąd dostajemy

„

´1 0
0 3



“

„

1 ´1
´1 2

´1

¨

„

´5 ´4
8 7



¨

„

1 ´1
´1 2



.

W iloczynie powyżej

• macierz
„

1 ´1
´1 2



zmienia bazę z ~v1, ~v2 na ~e1, ~e2,

• macierz
„

1 ´1
´1 2

´1

zmienia bazę ~e1, ~e2 z powrotem na bazę ~v1, ~v2.
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Iloczyn macierzy daje więc macierz f w bazie ~v1, ~v2. Z drugiej strony, wy-
znaczając wartości i podprzestrzenie własne f pokazaliśmy, że macierz f w

bazie ~v1, ~v2 jest równa
„

´1 0
0 3



. Macierz
„

1 ´1
´1 2

´1

jest dla endomorfizmu

f macierzą zmiany bazy ~e1, ~e2 na bazę własną.

Przykład 11.13. Zbadamy, czy macierz B “

„

3 1
0 3



jest diagonalizowalna.

W pierwszym kroku wyznaczamy wartości własne, znajdując pierwiastki wie-
lomianu charakterystycznego:

pBpxq “ detpB ´ xI2q “ det
„

3´ x 1
0 3´ x



“ p3´ xq2.

Macierz B ma jedną wartość własną λ “ 3.
W kolejnym kroku wyznaczamy bazę podprzestrzeni własnej odpowiadają-

cej wartości własnej 3. Jest to podprzestrzeń

V3 “ kerpB ´ 3I2q “ ker
„

0 1
0 0



“ span
ˆ„

1
0

˙

.

Zatem dimV3 “ 1. Z twierdzenia 11.17 wynika, że macierz B nie jest diagona-
lizowalna.

Zadanie 11.11. Pokaż, że macierz A “
„

0 ´1
1 0



jest diagonalizowalna nad C

(jako element przestrzeni C2,2) i nie jest diagonalizowalna nad R.

11.10 Macierze ortogonalne i unitarne

Definicja 11.15. Powiemy, że macierz U P Rn,n jest ortogonalna, jeżeli UTU “
In.

Powiemy, że macierz U P Cn,n jest unitarna, jeżeli UHU “ In.

Uwaga 11.9. Z definicji powyższej wynika, że każda macierz ortogonalna lub
unitarna U jest nieosobliwa i U´1 “ UT (gdy U jest ortogonalna) lub U´1 “
UH (gdy U jest unitarna).

Przykład 11.14. Macierz

U “
1
2

»

—

—

–

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1
1 ´1 1 ´1
1 ´1 ´1 1

fi

ffi

ffi

fl

P K4,4

jest ortogonalna (dla K “ Rq i unitarna (dla K “ C).
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Przykład 11.15. Macierz A P R2,2 obrotu o kąt θ jest ortogonalna.

A “

„

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ



i

ATA “

„

cos θ sin θ
´ sin θ cos θ



¨

„

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ



“

„

cos2 θ ` sin2 θ ´ cos θ sin θ ` sin θ cos θ
´ sin θ cos θ ` cos θ sin θ sin2 θ ` cos2 θ



“

„

1 0
0 1



.

Przykład 11.16. Niech z1, . . . , zn P C i |zj| “ 1 dla j “ 1, . . . , n. Wówczas
macierz diagpz1, . . . , znq P Cn,n jest unitarna, UH “ diagpz1, . . . , znq.

Stwierdzenie 11.19. Macierz U “ r~u1, . . . , ~uns P Kn,n, ~uj P Kn, jest ortogo-
nalna/unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kolumny ~uj tworzą bazę ortonor-
malną w Kn ze standardowym iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xH~y.

Dowód. Macierz UHU to macierz Grama układu ~u1, . . . , ~un. Mamy

UHU “ rx~ui, ~ujys
n
i,j“1 “ r~u

H
i ~ujs

n
i,j“1 “ In.

Zadanie 11.12. Macierz U P Kn,n jest ortogonalna/unitarna, x¨, ¨y to stan-
dardowy iloczyn skalarny na Kn. Pokaż, że dla dowolnych wektorów ~x, ~y P Kn

zachodzi
x~x, ~yy “ xU~x, U~yy.

Uwaga 11.10. Na przestrzeni Kn rozważamy standardowy iloczyn skalarny
i, U P Kn,n jest macierzą unitarną / ortogonalną. Rozważamy endomorfizm
f P LpKnq zadany wzorem fp~xq “ U~x. Wówczas f zachowuje iloczyny ska-
larne i normy wektorów – mówimy, że f jest izometrią przestrzeni euklideso-
wej/unitarnej Kn.

Zadanie 11.13. Załóżmy, że macierz U P Cn,n jest unitarna. Pokaż, że

(a) jeżeli λ1 P C jest wartością własną U , to |λ1| “ 1,

(b) jeżeli λ1 i λ2 są różnymi wartościami własnymi, a ~v1 i ~v2 to odpowiadające
im wektory własne, to ~v1 K ~v2 (czyli ~vH1 ~v2 “ 0).
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Zadanie 11.14. Załóżmy, że macierz U P Cn,n jest unitarna. Udowodnij, że
istnieje macierz diagonalna

D “ diagpλ1, . . . , λnq P Cn,n, gdzie |λj| “ 1 dla j “ 1, . . . , n,

oraz macierz unitarna V P Cn,n takie, że

U “ V HDV.

Uwaga 11.11. Inaczej mówiąc, macierz unitarna U jest diagonalizowalna nad
C, jej wartości własne leżą na okręgu jednostkowym i istnieje baza własna dla
U , która jest ortonormalna.

11.11 Diagonalizacja macierzy hermitowskich

W tym podrozdziale K oznacza ciało R lub C. Zakładamy także, że w prze-
strzeni Kn mamy standardowy iloczyn skalarny

x~x, ~yy “ ~xH~y.

Jak pamiętamy, macierz A P Kn,n jest hermitowska, jeżeli AH “ A. W przy-
padku, gdy K “ R, są to macierze symetryczne, czyli takie, że AT “ A.

Stwierdzenie 11.20. Załóżmy, że A P Kn,n jest macierzą hermitowską (gdy
K “ Cq lub symetryczną (gdy K “ R). Wówczas

(i) dla dowolnych wektorów ~x, ~y P Kn zachodzi

xA~x, ~yy “ x~x,A~yy,

(ii) jeżeli λ1 jest wartością własną macierzy A, to λ1 P R (także w sytuacji,
gdy K “ C),

(iii) jeżeli λ1 i λ2 to dwie różne wartości własne macierzy A, to odpowiadające
im podprzestrzenie własne Vλ1 i Vλ2 są ortogonalne, czyli dla ~v1 P Vλ1,
~v2 P Vλ2 mamy x~v1, ~v2y “ 0.

Dowód. (i): sprawdzamy, że xA~x, ~yy “ pA~xqH~y “ ~xHA~y “ x~x,A~yy
(ii): niech ~x1 P Kn będzie takim wektorem, że }~x1} “ 1 i A~x1 “ λ1~x1.

Wtedy

λ1 “ λ1 ¨ x~x1, ~x1y “ x~x1, λ1~x1y “ x~x1, A~x1y

“ xA~x1, ~x1y “ xλ1~x1, ~x1y “ λ̄1x~x1, ~x1y “ λ̄1,

czyli λ1 P R.
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(iii): możemy założyć, że λ1 ‰ 0. Wobec podpunktów (i) i (ii):

x~v1, ~v2y “
1
λ1
xλ1~v1, ~v2y “

1
λ1
xA~v1, v2y

“
1
λ1
xv1, A~v2y “

1
λ1
xv1, λ2~v2y “

λ2
λ1
x~v1, ~v2y.

Zatem
´

1´ λ2
λ1

¯

x~v1, ~v2y “ 0. Ponieważ λ1 ‰ λ2, więc x~v1, ~v2y “ 0.

Twierdzenie 11.21. Dla dowolnej macierzy hermitowskiej A “ AH P Cn,n

istnieje macierz ortogonalna/unitarna U P Kn,n oraz macierz diagonalna D P

Rn,n takie, że
A “ UHDU “ U´1DU.

Uwaga 11.12. Inaczej mówiąc, macierz A jest podobna do macierzy diagonal-
nej, a macierz podobieństwa jest unitarna. W szczególności, w Cn ze standar-
dowym iloczynem skalarnym istnieje baza ortonormalna złożona z wektorów
własnych macierzy A.

Dowód. Z tw. Jordana (11.14)wynika, że istnieje macierz J P Cn,n podobna do
macierzy A

J “

»

—

—

—

–

Jk1,λ1
Jk2,λ2

. . .

Jkr,λr

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Wobec stw. 11.20 λ1, . . . , λr P R. Pokażemy, że wszystkie klatki Jordana w
macierzy J mają rozmiar 1ˆ1. Niech ~u1, . . . , ~un to baza, w której endomorfizm
F P LpCnq, F p~xq “ A~x, ma macierz J i ~ui, . . . , ~ui`k´1 to podukład tej bazy
odpowiadający klatce Jk,λ. Załóżmy, że k ą 1. Wtedy A~ui “ λ~ui i A~ui`1 “
~ui ` λ~ui`1. Ze stw. 11.20 xA~ui, ~ui`1y “ x~ui, A~ui`1y, więc xλ~ui, ~ui`1y “ x~ui, ~ui `
λ~ui`1y, skąd

λx~ui, ~ui`1y “ x~ui, ~uiy ` λx~ui, ~ui`1y.

Zatem x~ui, ~uiy “ 0, czyli ~ui “ 0, co jest niemożliwe. Zatem k “ 1. Skoro
wszystkie klatki Jordana mają rozmiar 1ˆ1, to macierz A jest diagonalizowalna
i jest ona podobna do macierzy

D “

»

—

—

—

–

λ1Il1
λ2Il2

. . .

λpIlp

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

gdzie λi ‰ λj dla i ‰ j. Niech ~vpiq1 , . . . ~v
piq
ki

to ortonormalna baza podprzestrze-
ni własnej Vλi . Wówczas p~u1, . . . , ~unq “ p~v

p1q
1 , . . . ~v

p1q
k1
, . . . , ~v

ppq
1 , . . . ~v

ppq
kp
q to baza
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ortonormalna Cn, w której F ma macierz D. Jeżeli U “ r~u1, . . . , ~uns´1 (czyli
jest to macierz zmiany bazy ~e1, . . . , ~en na ~u1, . . . , ~un), to

A “ U´1DU “ UHDU.

Twierdzenie 11.22. Dla dowolnej macierzy symetrycznej A “ AT P Rn,n

istnieje macierz ortogonalna U P Rn,n oraz macierz diagonalna D P Rn,n takie,
że

A “ UHDU “ U´1DU.

Dowód. Macierz A jest także hermitowska, więc z tw. 11.21 wynika, że pA
jest iloczynem czynników stopnia 1. Ze stw. 11.20 wynika, że czynniki te są
rzeczywiste. Dalej dowód przebiega tak samo jak w przypadku tw. 11.21.



Rozdział 12

Określoność macierzy
symetrycznych

Definicja 12.1. Macierz A P Rn,n jest symetryczna. Powiemy, że A jest

(i) dodatnio określona, jeżeli dla każdego ~x P Rnzt0u zachodzi ~xTA~x ą 0
(ozn. A ą 0);

(ii) ujemnie określona, jeżeli dla każdego ~x P Rnzt0u zachodzi ~xTA~x ă 0
(ozn. A ă 0);

(iii) nieujemnie określona, jeżeli dla każdego ~x P Rn zachodzi ~xTA~x ě 0 (ozn.
A ě 0);

(iv) niedodatnio określona, jeżeli dla każdego ~x P Rn zachodzi ~xTA~x ď 0 (ozn.
A ď 0);

(v) nieokreślona, jeżeli istnieją ~x, ~y P Rn takie, że ~xTA~x ą 0 i ~yTA~y ă 0.

Stwierdzenie 12.1. Macierz A P Rn jest symetryczna i λ1, . . . , λn to jej war-
tości własne (z uwzględnieniem ich krotności). Wówczas

(i) A jest dodatnio określona wtedy i tylko wtedy, gdy λ1, . . . , λn ą 0;

(ii) A jest ujemnie określona wtedy i tylko wtedy, gdy λ1, . . . , λn ă 0;

(iii) A jest nieujemnie określona wtedy i tylko wtedy, gdy λ1, . . . , λn ě 0;

(iv) A jest niedodatnio określona wtedy i tylko wtedy, gdy λ1, . . . , λn ď 0;

(v) A jest nieokreślona, wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych i, j λi ą 0 i
λj ă 0.

.
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Dowód. Udowodnimy podpunkt (i). Dowody (ii) - (iv) są podobne, a (v) wy-
nika z (i) - (iv).

Załóżmy, że A ą 0 i ~vi jest wektorem własnym dla wartości własnej λi.
Wówczas ~vTi A~vi “ ~vTi pλi~viq “ λip~v

T
i ~viq ą 0, więc λi ą 0.

Załóżmy, że wszystkie wartości własne A są dodatnie. Z tw. 11.22, istnieje
baza ortonormalna ~v1, . . . , ~vn taka, że A~vi “ λi~vi. Jeżeli ~x P Rnzt0u, to istnieją
α1, . . . , αn P R, nie wszystkie równe 0, takie, że ~x “ α1~v1` . . .`αn~vn. Wówczas

~xTA~x “ pα1~v
T
1 ` . . .` αn~v

T
n q ¨ A ¨ pα1~v1 ` . . .` αn~vnq

“ pα1~v
T
1 ` . . .` αn~v

T
n q ¨ pλ1α1~v1 ` . . .` λnαn~vnq

“ λ1α
2
1 ¨ ~x

T
1 ~x1 ` . . .` λnα

2
n ¨ ~x

T
n~xn

ą 0.

Jeżeli chcemy sprawdzić tylko czy macierz jest dodatnio lub ujemnie okre-
ślona, możemy skorzystać z poniższego kryterium:

Stwierdzenie 12.2 (Kryterium Sylwestera). Załóżmy, że A “ AT P Rn, A “
rai,js

n
i,j“1. Niech Ak “ rai,jski,j“1. Wówczas

(i) A ą 0 wtedy i tylko wtedy, gdy detkAk ą 0 dla k “ 1, 2, . . . , n;

(ii) A ă 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p´1qkdetkAk ą 0 dla k “ 1, 2, . . . , n.

Dowód tego faktu znajduje się w kolejnym rozdziale (zob. tw. 13.8).

Zadanie 12.1. Załóżmy, że macierz symetryczna A P Rn jest dodatnio okre-
ślona. Pokaż, że istnieje macierz symetryczna i dodatnio określona B P Rn

taka, że
B2 “ A.



Rozdział 13

Formy hermitowskie i
kwadratowe

W tym rozdziale zakładamy, że K oznacza ciało R lub C.

13.1 Formy hermitowskie

Definicja 13.1. Funkcję φ : X ˆ X Ñ K nazywamy formą hermitowską na
X, jeżeli

(i) dla dowolnych x, y1, y2 P X oraz α1, α2 P K

φpx, α1y1 ` α2y2q “ α1φpx, y1q ` α2φpx, y2q,

(ii) dla dowolnych x, y P X
φpx, yq “ φpy, xq.

Uwaga 13.1. Widzimy, że forma hermitowska to taki iloczyn skalarny bez wa-
runku dodatniej określoności, czyli nie żądamy, aby φpx, xq ą 0 dla x ‰ 0.
Analogicznie jak w przypadku iloczynu skalarnego

• dla dowolnych x1, x2, y P X oraz α1, α2 P K

φpα1x1 ` α2x2, yq “ ᾱ1φpx1, yq ` ᾱ2φpx2, yq;

• jeżeli K “ R, to forma φ jest liniowa względem obu argumentów i sy-
metryczna (φpx, yq “ φpy, xq). Takie funkcje są nazywane formami dwu-
liniowymi symetrycznymi. Dla uproszczenie, tutaj będziemy posługiwać
się terminem „forma hermitowska” także w przypadku K “ R;

• z warunku (ii) definicji wynika, że φpx, xq P R dla każdego x P X.
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Przykład 13.1. Każdy iloczyn skalarny na przestrzeni liniowej X jest formą
hermitowską.

Przykład 13.2. Dla ~x, ~y P C3 niech

φp~x, ~yq “ x̄1y2 ` x̄2y1 ` 3x̄3y3 ´ ix̄2y3 ` ix̄3y2.

Funkcja φ : C3 ˆ C3 Ñ C jest formą hermitowską.

Przykład 13.3. Dla ~x, ~y P R3 niech

ψp~x, ~yq “ x1y1 ´ 2x2y2 ` 3x1y2 ` 3y1x2 ´ x1y3 ´ x3y1

To jest forma hermitowska na R4.

Stwierdzenie 13.1. Jeżeli A P Kn,n jest macierzą hermitowską, to odwzoro-
wanie φ : Kn ˆKn Ñ K dane wzorem

φp~x, ~yq “ ~xHA~y

jest formą hermitowską na Kn.

Dowód. Sprawdzamy warunki z definicji 13.1:

φpx, α1~y1 ` α2~y2q “ ~xHApα1~y1 ` α2~y2q

“ α1~x
HA~y1 ` α2~x

HA~y2 “ α1φp~x, ~y1q ` α2φp~x, ~y2q,

φp~y, ~xq “ ~yHA~x “ p~yHA~xqH “ ~xHAHp~yHqH “ ~xHA~y

“ φp~x, ~yq.

Uwaga 13.2. W szczególności, gdy K “ R, każda macierz symetryczna A P Rn,n

zadaje formę hermitowską na Rn:

φp~x, ~yq “ ~xTA~y.

Przykład 13.4. Formę φ z przykładu 13.2 można zadać wzorem:

φp~x, ~yq “ ~xH

»

–

0 1 0
1 0 ´i
0 i 3

fi

fl ~y.

Przykład 13.5. Formę ψ z przykładu 13.3 można zadać wzorem:

ψp~x, ~yq “ rx1, x2, x3s ¨

»

–

1 3 ´1
3 ´2 0
´1 0 0

fi

fl ¨

»

–

y1
y2
y3

fi

fl .

Zwróćmy uwagę na to, że element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy,
to współczynnik w wielomianie zadającym ψ, stojący przed xiyj. Jest on także
równy φp~ei, ~ejq.
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13.2 Macierz formy hermitowskiej

Ustalając bazę w przestrzeni liniowej X, każdej formie hermitowskiej na X
można przyporządkować pewną macierz hermitowską / symetryczną.

Definicja 13.2. Macierz formy hermitowskiej φ : X ˆ X Ñ K w bazie
x1, x2, . . . , xn przestrzeni X jest zdefiniowana jako

M “ rφpxi, xjqs
n
i,j“1.

Przykład 13.6. Macierze w bazie standardowej formy φ i ψ z przykładów
13.2 i 13.3 są podane w przykładach 13.4 i 13.5.

Uwaga 13.3. Z warunku (ii) w definicji formy hermitowskiej wynika, że ma-
cierz M jest hermitowska, czyli MH “ M (lub symetryczna w przypadku
rzeczywistym)

Stwierdzenie 13.2. M jest macierzą formy hermitowskiej φ : X ˆX Ñ K w
bazie x1, . . . , xn wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y P X,

x “
n
ÿ

i“1

αixi, y “
n
ÿ

j“1

βjxj,

gdzie ~α “ rα1, . . . , αnsT , ~β “ rβ1, . . . , βnsT , zachodzi

φpx, yq “ ~αHM~β. (13.1)

Dowód. Załóżmy, że M jest macierzą formy φ. Obliczamy

φpx, yq “ φ
`

ÿ

i

αixi,
ÿ

j

βjxj
˘

“
ÿ

i,j

ᾱiβjφpxi, xjq “ ~αHM~β.

Z drugiej strony, jeżeli zachodzi (13.1), to φpxi, xjq “ ~eHi M~ej – jest to element
w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy M .

Stwierdzenie 13.3. Jeżeli M jest macierzą formy hermitowskiej
φ : X ˆ X Ñ K w bazie x1, . . . , xn, natomiast y1, . . . , yn jest inną bazą prze-
strzeni X, to macierz formy φ w bazie y1, . . . , yn jest równa

CHMC,

gdzie C to macierz zmiany bazy z x1, . . . , xn na y1, . . . , yn.

Dowód. Jeżeli x “
řn
i“1 ξiyi, y “

řn
j“1 ηjyj, to x “

řn
i“1 αixi, y “

řn
j“1 βjxj

dla ~α “ C~ξ, ~β “ C~η oraz

φpx, yq “ ~αHM~β “ pC~ξqHMpC~ηq “ ~ξHpCHMCq~η.
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Przykład 13.7. Jeżeli A “ AH P Kn,n, to φp~x, ~yq “ ~xHA~y jest formą hermi-
towską na Kn. Zarazem A to macierz formy φ w bazie standardowej.

Jako uzupełnienie stwierdzenia 13.2 sformułujemy następującą definicję:

Definicja 13.3. Powiemy, że macierz hermitowskie A,B P Kn,n są przystające
(kongruentne), jeżeli istnieje macierz nieosobliwa C P Kn,n taka, że

B “ CHAC.

Uwaga 13.4. Można pokazać, że przystawanie macierzy jest relacją równoważ-
ności na zbiorze macierzy hermitowskich. W podrozdziale 13.5 zajmiemy się
sposobem określenia klasy abstrakcji tej relacji dla danej macierzy hermitow-
skiej.

13.3 Formy kwadratowe

Definicja 13.4. Załóżmy, że X jest przestrzenią liniową nad ciałem K i φ :
X ˆX Ñ K jest formą hermitowską. Wówczas funkcję

Φ : X Ñ R Φpxq “ φpx, xq

nazywamy formą kwadratową na X.

Uwaga 13.5. Ponieważ φpx, xq “ φpx, xq, więc Φpxq P R także w przypadku,
gdy K “ C.

Przykład 13.8. Na C3 dana jest funkcja

Φp~xq “ 2Repx̄1x2q ` 3|x3|2 ` 2Impx̄2x3q.

Można (i warto) sprawdzić, że Φp~xq “ φp~x, ~xq, gdzie φ jest formą hermitowską
z przykładu 13.2. Zatem φ jest formą kwadratową na C3.

Przykład 13.9. Na R3 dana jest funkcja

Ψp~xq “ x21 ´ 2x22 ` 6x1x2 ´ 2x1x3.

Jest to forma kwadratowa, gdyż Ψp~xq “ ψp~x, ~xq dla formy hermitowskiej ψ z
przykładu 13.2.

Przykład 13.10. Jeżeli pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią z iloczynem skalarnym,
to Φpxq “ }x}2 “ xx, xy jest formą kwadratową na X zadaną przez formę
hermitowską φpx, yq “ xx, yy.

Przykład 13.11. Jeżeli A “ AH P Kn,n, to funkcja Φ : Kn Ñ K zadana
wzorem

Φp~xq “ ~xHA~x

jest formą kwadratową na Kn. Odpowiada jej forma hermitowska φp~x, ~yq “
~xHA~y.
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13.4 Określoność form

Definicja 13.5. Powiemy, że forma kwadratowa Φ : X Ñ K jest

(i) dodatnio określona, jeżeli Φpxq ą 0 dla każdego x P Xzt0u,

(ii) ujemnie określona, jeżeli Φpxq ă 0 dla każdego x P Xzt0u,

(iii) nieujemnie określona, jeżeli Φpxq ě 0 dla każdego x P X,

(iv) niedodatnio określona, jeżeli Φpxq ď 0 dla każdego x P X,

(v) nieokreślona, jeżeli Φpxq ą 0 dla pewnego x P X oraz Φpyq ă 0 dla
pewnego y P X.

Definicja 13.6. Powiemy, że forma hermitowska φ : X ˆX Ñ K jest dodat-
nio, ujemnie, niedodatnio, nieujemnie określona, lub nieokreślona, jeżeli forma
kwadrtowa Φpxq “ φpx, xq jest odpowiednio dodatnio, ujemnie, niedodatnio,
nieujemnie określona, lub nieokreślona.

Uwaga 13.6. Każda dodatnio określona forma hermitowska φ : X ˆ X Ñ K
jest iloczynem skalarnym na X.

Definicja 13.7. Powiemy, że macierz A “ AH P Kn,n jest dodatnio, ujemnie,
niedodatnio, nieujemnie określona, lub nieokreślona, jeżeli forma kwadrtowa
Φpxq “ ~xHA~x jest odpowiednio dodatnio, ujemnie, niedodatnio, nieujemnie
określona, lub nieokreślona.

Uwaga 13.7. Określoność formy hermitowskiej φ jest taka sama jak określoność
macierzy tej formy w pewnej (każdej) bazie.

Zadanie 13.1. Niech C P Kn,n. Pokaż, że macierz A “ CHC jest nieujemnie
określona. Sformułuj warunek konieczny i dostateczny na to, aby macierz A
była dodatnio określona.

Przykład 13.12. Na R2 forma φp~x, ~yq “ αx1y1 ` βx2y2 jest

• dodatnio określona dla α, β ą 0,

• ujemnie określona dla α, β ă 0,

• nieujemnie określona dla α, β ě 0,

• niedodatnio określona dla α, β ď 0,

• nieokreślona dla α ą 0 i β ă 0.
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13.5 Twierdzenie o bezwładności

Wygodnym sposobem badania określoności formy hermitowskiej jest bada-
nie jej macierzy. Z twierdzenia 11.21 o diagonalizacji macierzy hermitowskich
otrzymujemy następujący wniosek:

Wniosek 13.4. Jeżeli φ : X ˆ X Ñ K jest formą hermitowską na X, to
istnieje baza x1, . . . , xn przestrzeni X, w której macierz formy φ jest diagonalna
i rzeczywista.

Dowód. Niech A to macierz formy φ w pewnej bazie y1, . . . , yn. Wtedy A “

CHDC, gdzie D jest diagonalna i rzeczywista, natomiast C to macierz unitarna
/ ortogonalna, która jest macierzą zmiany bazy z y1, . . . , yn na x1, . . . , xn.

Z wniosku 13.4 wynika, że macierz A formy hermitowskiej φ przystaje do
pewnej macierzy diagonalnej, czyli

D “ CHAC,

gdzie macierz C jest nieosobliwa. Z twierdzenia 11.21 wiemy, ża macierz C mo-
że być ortogonalna / unitarna. Jednak w definicji 13.3 przystawania macierzy
wymagamy jedynie, aby macierz C była nieosobliwa. To pozwala nam jeszcze
bardziej uprościć macierz D.

Przekształcając dalej macierzD, stosujemy operacje elementarne na kolum-
nach i wierszach. Aby w wyniku takich przekształceń otrzymać ciąg macierzy
przystających, każdej operacji elementarnej na kolumnach musi odpowiadać
„hermitowsko sprzężona” operacja na wierszach, a dokładniej:

(I) operacji przestawienia kolumn ki i kj odpowiada operacja przestawienia
wierszy wi i wj,

(II) operacji pomnożenia kolumny przez skalar α, czyli ki ÞÑ αki odpowiada
operacja wi ÞÑ ᾱwi,

(III) operacji dodania do kolumny innej pomnożonej przez skalar α, czyli
ki ÞÑ ki ` αkj odpowiada operacja wi ÞÑ wi ` ᾱwj.

Jeżeli E jest macierzą danej operacji elementarnej na kolumnach, to EH jest
operacją odpowiadającej jej „hermitowsko sprzężonej” operacji na wierszach.

Niech D1 oznacza macierz otrzymaną z D za pomocą ciągu takich prze-
kształceń. Wówczas

D1 “ EH
r . . . E

H
2 E

H
1 DE1E2 . . . Er “ KHDK “ LHAL,

gdzie K “ E1E2 . . . Er, L “ CK. Macierz A przystaje więc do macierzy D1.
(Jednak nie jest już prawdą, że macierze A i D1 są podobne!)
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Przekształcimy teraz macierz hermitowską A do możliwie prostej macierzy
przystającej. Z wniosku 13.4 wynika, że macierz A przystaje do macierzy

D “

»

—

—

—

–

d1
d2

. . .

dn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, gdzie di P R, i “ 1, . . . , n.

Teraz przestawiamy elementy na przekątnej macierzy D tak, abyśmy najpierw
mieli r liczb dodatnich, potem s liczb ujemnych, a na końcu n ´ r ´ s zer.
Możemy to zrobić za pomocą par operacji przestawiania wierszy i kolumn: aby
przestawić elementy di oraz dj, najpierw przestawiamy kolumny i oraz j, a
potem wiersze i oraz j. W ten sposób otrzymamy macierz D1 przystającą do
macierzy D:

D1 “ diagpd11, . . . , d
1
r, d

1
r`1, . . . , d

1
r`s, 0, . . . , 0q,

gdzie d11, . . . , d
1
r ą 0, d1r`1, . . . , d

1
r`s ă 0. Następnie, dla i “ 1, . . . , r ` s, i-

tą kolumnę oraz i-ty wiersz mnożymy przez |di|´1{2, otrzymując macierz D2

przystająca do D1, D i A:

D2 “ diagp1, . . . , 1
loomoon

r razy

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

s razy

, 0, . . . , 0q.

Udowodniliśmy

Twierdzenie 13.5 (Twierdzenie Sylwestera - Jacobiego o bezwładności). Za-
łóżmy, że X jest przestrzenią liniową wymiaru n nad ciałem liczb rzeczywistych
lub zespolonych K. Niech φ : X ˆ X Ñ K będzie formą hermitowską na X.
Wówczas w X istnieje baza, w której φ ma macierz diagonalną

D “

»

–

Ir
´Is

0

fi

fl . (13.2)

Ponieważ każda macierz hermitowska zadaje formę hermitowską, więc na-
tychmiast otrzymujemy twierdzenie o bezwładności dla macierzy hermitow-
skich:

Wniosek 13.6. Każda macierz hermitowska A P Kn,n przystaje do macierzy
diagonalnej

D “

»

–

Ir
´Is

0

fi

fl .
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Definicja 13.8. Liczbę r we wzorze (13.2) nazywamy dodatnim indeksem bez-
władności formy hermitowskiej φ.

Liczbę s we wzorze (13.2) nazywamy ujemnym indeksem bezwładności for-
my hermitowskiej φ.

Analogicznie definiujemy dodatni i ujemny indeks bezwładności macierzy
hermitowskiej.

Indeksy bezwładności formy / macierzy hermitowskiej jednoznacznie okre-
ślają klasę abstrakcji relacji przystawania macierzy, do której należą macierze
danej formy i dają nam pełną informację o jej określoności:

Twierdzenie 13.7. Niech r i s oznaczają odp. dodatni i ujemny indeks bez-
władności formy hermitowskiej φ na n-wymiarowej przestrzei liniowej X (lub
macierzy hermitowskiej A P Kn,n). Wówczas forma φ (macierz A) jest

(a) dodatanio określona wtedy i tylko wtedy, gdy r “ n,

(b) ujemnie określona wtedy i tylko wtedy, gdy s “ n,

(c) nieujemnie określona wtedy i tylko wtedy, gdy s “ 0,

(d) niedodatnio określona wtedy i tylko wtedy, gdy r “ 0,

(e) nieokreślona wtedy i tylko wtedy, gdy r ą 0 i s ą 0.

Zadanie 13.2. Udowodnij twierdzenie 13.7.

Zadanie 13.3. Wyznacz indeksy bezwładności macierzy
„

0 1
1 0



.

Zadanie 13.4. Pokaż, że suma dodatniego i ujemnego indeksu bezwładności
macierzy hermitowskiej A P Kn,n jest równa n wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A jest nieosobliwa.

13.6 Kryterium Sylwestera

Na koniec udowodnimy proste kryterium, które pozwala rozstrzygać o dodat-
niej i ujemnej określoności form i macierzy hermitowskich niewielkich rozmia-
rów.

Twierdzenie 13.8 (Kryterium Sylwestera). Załóżmy, że φ : X ˆX Ñ K jest
formą hermitowską na przestrzeni liniowej X, x1, . . . , xn to baza X i Ak “
rφpxi, xjqs

k
i,j“1 dla k “ 1, . . . , n. Wówczas forma φ jest

(a) dodatnio określona wtedy i tylko wtedy, gdy detkAk ą 0 dla k “ 1, . . . , n,
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(b) ujemnie określona wtedy i tylko wtedy, gdy p´1qkdetkAk ą 0 dla k “
1, . . . , n.

Dowód. W dowodzie wykorzystamy twierdzenie 13.5. Załóżmy, że forma φ jest
dodatnio określona. Niech Vk “ spanpx1, . . . , xkq. Wówczas forma φk “ φ|VkˆVk
też jest dodatnio określona, więc w pewnej innej bazie ma macierz identycz-
nościową Ik, przy czym macierze Ak i Ik są przystające:

Ak “ CH
k ICk “ CH

k Ck,

skąd detAk “ detCH
k ¨ detCk “ detCk ¨ detCk “ detCk ¨ detCk “ |detCk|2 ą 0.

Załóżmy teraz, że detkAk ą 0 dla k “ 1, . . . , n. Pokażemy przez indukcję,
że każda z form φk jest dodatnio określona (na Vk). Dla k “ n otrzymamy
tezę. Dla k “ 1 dimVk “ 1 i φ1 ma macierz A1 “ ra1,1s, a1,1 ą 0. Zatem φ1
jest dodatnio określona.

Załóżmy teraz, że forma φk jest dodatnio określona (na podprzestrzeni
Vk “ spanpx1, . . . , xkq). Ak to macierz formy φk w bazie x1, . . . , xn. Forma φk
zadaje iloczyn skalarny xu, vy “ φkpu, vq “ φpu, vq na podprzestrzeni Vk.

Niech y1, . . . yk to baza podprzestrzeni Vk, w ktorej forma φk ma macierz
identycznościową Ik. Względem iloczynu skalarnego zadanego przez φk jest to
baza ortonormalna. Określmy

yk`1 “ xk`1 ´
k
ÿ

j“1

φpyj, xk`1qyj.

Zauważmy, że yk`1 P Vk`1zVk, wiec układ y1, . . . , yk, yk`1 jest bazą podprze-
strzeni Vk`1. Ponadto, dla j “ 1, . . . , k, z ortogonalności układu y1, . . . , yk

φpyj, yk`1q “ φ

˜

yj, xk`1 ´
k
ÿ

i“1

φpyi, xk`1qyi

¸

“ φpyj, xk`1q ´
k
ÿ

i“1

φpyi, xk`1qφpyj, yiq

“ φpyj, xk`1q ´ φpyj, xk`1q

“ 0,

Zatem macierz formy φ w bazie y1, . . . , yk`1 to

D “ rφpyi, yjqs
n
i,j“1 “ diagp1, . . . , 1, φpyk`1, yk`1qq.

Ponieważ Ak`1 to macierz φ w bazie x1, . . . , xk`1, więc An “ CHDC, gdzie C
jest macierzą zmiany bazy z x1, . . . , xk`1 na y1, . . . , yk`1. Ponadto

0 ă detAk “ detpCHDCq “ detpCH
q ¨ detC ¨ detD

“ detC ¨ detC ¨ detD “ |detC|2 ¨ φpyk`1, yk`1q,
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więc φpyk`1, yk`1q ą 0, czyli wszystkie wyrazy na przekątnej macierzy D są
dodatnie – macierz ta przystaje więc do macierzy Ik`1, skąd wynika, że forma
φk jest dodatnio określona.

W przypadku formy φ ujemnie określonej, wystarczy zauważyć, że forma
´φ jest dodatnio określona i skorzystać z własności wyznacznika.
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