Analiza - klasa 3a Zestaw 1. 6.9.2022

Liczby zespolone I

Liczba zespolona jest to para uporzadkowana liczb rzeczywistych (a,b). Zbiér wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

Na zbiorze C sa okreslone dzialania

e dodawanie: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), z elementem neutralnym 0 = (0, 0);

e mnozenie: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be), z elementem neutralnym 1 = (1,0).
Stw. 1. Dzialania dodawania i mnozenia liczb zespolonych sa przemienne i taczne, oraz

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Z tego wynika, ze dla liczb zespolonych
zachodza wzory skroconego mnozenia i wzér dwumianowy Newtona.

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostkqg urojong i oznaczamy symbolem i. Liczba
i spelnia ré6wnoéé i2 = (—1,0). Wykorzystujac jednostke urojona i kazda liczbe zespo-
long mozemy zapisa¢ w tzw. postaci algebraicznej:
z = (a,b) = a+ bi.
Zachodzi i2 = —1 4 0i = —1 (czyli i to pierwiastek kwadratowy z —1).
Stosujac postaé¢ algebraiczna, kazda liczbe rzeczywista mozna traktowac jako liczbe
zespolona: a = a + 0i dla a € R. Liczby zespolone postaci (0,b) = bi nazywane sa
liczbami czysto urojonymi.
Jezeli z = (a,b) = a + bi jest liczbg zespolona, to
e liczbe rzeczywista a nazywamy czescig rzeczywistg liczby zespolonej z i oznaczamy
Rez = a (lub rez = a)
e liczbe rzeczywista b nazywamy czescig urojong liczby zespolonej z i oznaczamy
Imz = b (lub imz = b)
e modul liczby zespolonej z jest to liczba nieujemna |z| = Va? + b2.
o sprzezeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbe zespolona z = (a, —b) = a — bi
Odwrotno$cig liczby zespolonej z = (a,b) # 0 jest liczba
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Stw. 2. Niech 2z € C. Wéwczas
(i) z+ 7%z =2 Rez,

Stw. 3. Niech z,w € C. Wowczas

(ii) 2 — 2 = 2i - Imz, (iii) z -z = |2|°.

(v) ‘%‘ = ||Z| (dla w # 0).

(vi) |2+ w| < 2] + [w],

= |z| - |wl, (vii) [l2] = |wl| < |2 = w],

1. Sprowadz wyrazenia do postaci algebraiczne;j:

(a) (244)(3—1)+ (2+3i)(3 +44), () (1+3:)(8 —4)
; ; 2414 ’
(b) %’ (e) (3+i)3+(3*i)3,
(5 +1)(7 — 69) (1+4)°
© =5 ® T

n

. Niech n € N. Jakie wartosci moze przyjmowaé suma E ik?

k=0

. Udowodnij, ze

e liczba zespolona z jest liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z = Z;
e liczba zespolona z jest liczba czysto urojona wtedy i tylko wtedy, gdy z = —%;

. Niechu:—%—l—@i. Oblicz u™ dlan € Z oraz 1 +u + u?, 1 + 7 + u>.

5. Niech z € C\ {0}. Udowodnij réwnowaznos$¢ warunkéw:

2 +1 22 -1

(i) |z| =1, (ii) Rez = 5, (iii) Imz =

21z

. Niech a,b € C. Udowodnij, ze |a + b| = |a| + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab jest

nieujemna liczbg rzeczywista.

. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:

(a) |z] —z=1+2i, (e) z° =7%,

(b) 2% =1,

(c) 223 4 (f) 2+ 2‘Z|2 =2,
(d) 2 =%, (8) 2°+]2* +2=0,

. (i) Udowodnij, ze dla kazdej liczby zespolonej a # 0 istnieja dokladnie dwie rézne

liczby zespolone v, w takie, ze u? = v? = a.

(ii) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych a,b,c takich, ze a # 0 i
b2 # 4dac réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0 ma dwa rézne rozwiazania
zespolone.

(iii) Udowodnij, ze jedli a,b,c € R, a # 01 b? < 4ac, to rozwigzania zespolone
21, z2 réwnania az? + bz 4+ ¢ = 0 spelniaja zaleznosé z, = 7.

. Rozwiaz réwnania

(a) 22 —42—-5=0 (d) 22 =1
() 22— (1+i)z+6+3i=0
() 22+ (2i—T)z2+13—i=0 (e) 2= -1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dane sg liczby zespolone p, ¢, przy czym g # 0. Niech z1 i 25 to pierwiastki réw-
nania 22 + pz + ¢*> = 0. Udowodnij, ze jeli |21]| = |22| to liczba b jest rzeczywista.
q

Naszkicuj na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:

(a) {z€C: |2 = 2);

(b) {z€C:|z+i <1}
) {z € C:Rez+Imz =2}

(d) {zeC:lz—i|+|z+il=a}dlaa=1,23;
) {z€ C:1< |Rez| < 2};

(f) {z € C:0<Re(iz) < 1};

(g) {z€C: |z =Imz + 1};

(h) {z € C:Im(2%) =1}.

Niech z,w € C. Udowodnij tozsamo$ci
(a) [z +w? + [z — w* = 2(]2] + [w]?),
(b) 114 2w]* + |z —w|* = (1 + [2*)(1 + [w]?),
(©) 1 —2w* — |z —wl* = (1= [2*)(1 — [w]?).

Podaj interpretacje geometryczng pierwszej tozsamosci.
zZ+w

Niech z,w € C, |z| = |w| = 11 zw # —1. Udowodnij, ze liczba jest

) + zw
rzeczywista.

1+2+22

Niech z € C i zalézmy, ze liczba 1 e jest rzeczywista. Udowodnij, ze z € R
—z+z

lub |z| = 1.
Niech z,y, z € C. Udowodnij, ze

@) e 4yl +ly+ 2 + ]z + 2l =2 + |y + 2 + |z + y + 2%
(i) le4+yl+ly+zl+lz+z <l|z|+ |yl + 12|+ |z +y+ 2|
Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania

() |z|+]z—1]+]z—2|+ ]|z — 3| =4,

(b) |z =z +1]| = |2+ [z —1]|.
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Liczby zespolone I1

Postac trygonometryczna liczby zespolonej: Kazda liczbe zespolona z mozna zapisaé
w postaci

z =r(cosf + isinb), gdzie r = |z| > 0,0 € R.

Liczbe 6 nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Dla z # 0, jezeli 6 € [0,27), to
moéwimy, ze 6 jest argumentem glownym liczby z.

Stosowana jest réwniez notacja cisf = e’ = cos + isin . Pelny sens matematyczny

zapisu e'? stanie sie jasny kiedy indziej.
Stw. 1 Jezeli z = r(cosf + isinf) i w = s(cos ¢ + isin @), gdzie r,s > 0, 0, ¢ € R, to
1 1
(i) — = —(cos(—0) + isin(—0)), jesli z # 0;
z
i) z-w=rs-(cos(d + ¢) +isin(d + ¢));
z r
= 6 — 0 —
i) = C(cos(0 — ) +isin(0 — 6));
iv) (Wzére de Moivre’a) dlan € Z, z #0
2" =r" - (cos(nb) + isin(nd)).

Tw. 2 (pierwiastki z liczby zespolonej). Niech a = |a| - cis¢p € C\ {0} i n € N.
Wszystkie liczby zespolone w spelniajace réwnanie w™ = a sa postaci

2 2
w = V/|al (cos (W) + +isin (W)) , k=0,1,...

Liczby te nazywamy zespolonymi pierwiastkami stopnia n z liczby zespolonej a.

n—1

Uwaga 1. Liczby wy, sa wszystkie rézne, wiec kazda liczba zespolona a # 0 ma doktad-
nie n réznych pierwiastkéw stopnia n.

Uwaga 2. Ze wzgledu na niejednoznacznosé pierwiastkéw zespolonych, dla a € C\ R
nie bedziemy stosowaé zapisu {/a na oznaczenie ktérejkolwiek z liczb wy.

Pierwiastki z jednosci. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych zespolonych pierwiastkow
z jednosci stopnia n:

2k 2k
ak:cos<w)+isin<ﬂ), k=0,1,...,n—1.
n n

1. Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2424, (c) —1++/34,

@ —32++2;i’ () (VB+ 1)+ (V3=1)i, () 2+ V3 +i.

2. Niech z =r-cisa i n,m € Z. Wyznacz postaé trygonometryczna liczby 2™ - 2".

. Wyznacz postaé trygonometryczng liczb: (a) sina +icosa, (b) 1+ itga,
- 1+itga
1 3 sina, dla a € (0,%) , (d) —————.
(c) 1 +cosa+isina, dlaac(0,7), (d) T itga

. Znajdz postaé algebraiczng liczb (dla n € Z): (a) (1 +4)2°22, (b) (1 + iv/3)1000

144 \ ' 9+5i\° (V/3 4 3i)%0
© <1+i\/§> (@) (7—%) » ) (V3 +i)20

. Znajdz postaé algebraiczna liczb (dlan € Z): (a) (1—cos ¢+isin ¢)™ (b) (tgp+i)™.
. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (2 +iv/3)" jest (a) liczba rzeczywista ujem-

na, (b) liczba urojona?

7. Wyraz cos(5z) i sin(5z) poprzez cosz i sinx oraz tg(5x) przez tgx

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

. Wyznacz w postaci algebraicznej pierwiastki zespolone (a) stopnia 3 z liczb 1, 4,

—1, (b) stopnia 4 z liczb ¢ i —1.
Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.
Rozwiaz rownania

(a) 81(z+1i)" = [2[%,

(b) (z+2)° = (2 —2)°,

(¢) (z+i)(z—1i)(iz—1)3 =64

Wykaz, ze liczba £ = (244)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek
stopnia mimo, ze || = 1.

Pokaz, se (LT 8" _ L +ite(na)
1—itga 1 —itg(na)
Obli 005 ST 4 cos 2T 4 cos 1% 4 cos O
icz cos — + cos — -+ cos — -+ coS — + cos —
11 11 11 11 11°
Udowodnij tozsamosci:
(n+1)z nx (n+1)z ne
sin cos & sin sin &
E cos(kr) = —2—2 E sin(kz) = —2——2.
sin § sin §

Obhcz sumy:

n

(2) D (=1)* cos(ka),

k=0

) ZsinQ(lm),
k=1

) Z kcos(kx),
k=

2 2
Dla liczby catkowitej dodatniej n niech w,, = cos il + isin il Rozstrzygnij, dla
n n

-1
T — 1l jest zespolonym pierwiastkiem z jedno$ci stopnia

jakich wartosci n liczba | |
Up —

n.
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Zestaw 3. 11.10.2022

Liczby zespolone III — powtoérzenie

1 1 1 1
. Niech z = cisf. Pokaz, ze cos(nf) = = (z" + ) oraz sin(nd) = (z" - )
Z’n

. Niechn e N, n > 21i¢egp,e1,...

2 2

Z’ﬂ

. Dane sa liczy zespolone u, v, w takie, ze u+v+w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij,

ze u? +v2 +w?=0.

. Niech z,y,2 € C, |z| = ly| = |z2| = a > 0 oraz z + y + z # 0. Udowodnij, ze

TY + Yz + 2T
T+y+z

. Liczby z1 1 22 sa réznymi zespolonymi rozwiazaniami réwnania

22— (1+2i)z—1+3i=0.

2022
2 L . . 1 1

Wyznacz czesé rzeczywista i urojona liczby | — + — .
z1 Z9

. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania

3

(a) 22+ |2* —z =2

z )
(b) 24 +4(z+i)* =0,

. Pokaz, ze kazda liczbe zespolong z # —1 taka, ze |z| = 1 mozna przedstawié¢ w
L1+t
postaci T4 dla pewnego t € R.
—ti
. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze |z2| =1 = i + 2
zZ oz

,En—1 oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z
jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby 2z € C zachodzi réwnosé

n—1

2
= =3 Re(ez) - e
z "2 e(erz) - ex

. Niech z € C. Dla jakich liczb calkowitych n liczba (z + iZ)™ jest rzeczywista?
10.

Rozstrzygnij, dla jakich liczb catkowitych n istnieje liczba rzeczywista a taka, ze

la — (144)"] = a.

11.

12.

13.

14.

15.

Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnoscé

(o)t

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz warto$¢ wyrazenia

(o) ez )
24—+ —=+1].

Dana jest liczba naturalna n > 3, € # 1 jest pierwiastkiem z jedno$ci stopnia n.
Udowodnij, ze

2
1—e|>—.
1—el>——

Dane sa liczby zespolone zq, 23, ..
Udowodnij, ze

., zn takie, ze |z1] = |z2| = ... = |zn| > 0.

nnz
Reg Zl=0

2

J=1lk=1"%

wtedy i tylko wtedy, gdy

3

ZE = 0.
=1

B

Niech n € N oraz z jest liczba zespolona o module 1. Udowodnij, ze

nll+z|+ |1+ 22 + |1+ 23 + ... |1+ 2% + |1+ 22" > 2n.

Niech x1,%2, ..., Tn, Y1, Y2, ..., yn € C. Stosujac zasade indukeji (lub innym spo-
sobem) udowodnij tozsamo$é Lagrange’a:

(; m?) (; |yk|2> - kgxkyk

Nastepnie udowodnij nieréwnosé Cauchye’ego — Schwarza:

n n n
<Z |ﬂ?k2> (Z%F) > > @k
k=1 k=1 k=1

2

= > |-yl

1<j<k<n

2




Analiza - klasa 3a Zestaw 4. 25.10.2022

Wielomiany 1

Niech K oznacza zbiér Z, Q, R lub C

Definicja. Wielomianem stopnia k o wspolczynnikach ag,aq,...,ar € K, gdzie
ay # 0, nazywamy funkcje w: C — C (lub w: R — R jedli K C R)

w(z) = ag + a1z + asz® + ...+ apzh.

Stopien wielomianu w oznaczamy deg w. Liczbe ay, nazywamy wspétczynnikiem wiodg-
cym wielomianu w. Jezeli ar = 1, to méwimy, ze w jest wielomianem unormowanym
lub monicznym.

Przyjmujemy, ze stopien wielomianu zerowego wo(x) = 0 jest réwny —oo.

Kazda liczbe a € C taka, ze w(«) = 0 nazywamy pierwiastkiem lub miejscem zerowym
lub zerem wielomianu w.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach zespolonych oznaczamy Clz]. Ana-
logicznie definiujemy zbiory Rlz], Q[z] i Z[z]. Kazdy z tych zbioréw jest zamkniety
ze wzgledu na operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i skladania wielomianéw
(zob. tez zadania 4 i 5).

Lemat. Niech w(z) = ag + a1z + asz® + ... + ap_12"~ + axa®, a; € C, bedzie
wielomianem stopnia k > 1. Wéwczas istnieje liczba rzeczywista M taka, ze

lara®| > Jw(z) —apa®],  gdy 2] > M.

Tw. (Pierwsze twierdzenie o réwnoéci wielomianéw). Zalézmy, ze wielomiany

f@)=ao+ax+...+apz® i glx)=by+bix+...+ba"

gdzie a;,b; € C i ag,b, # 0, spelniaja dla kazdego x € C réwnosé f(z) = g(x).
Woéwcezas k =nia; =b; dlaj=0,1,...,k.

1. Znajdz wielomian dodatniego stopnia o wspdlczynnikach catkowitych, ktorego
1
pierwiastkiem jest liczba (a) v/2 + /3, (b) v/2 + i

2. Liczba zespolona x jest pierwiastkiem wielomianu P € R[z]. Wykaz, ze liczba Tq
tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

3. Wielomian f ma wspdélczynniki catkowite i liczby a,b sa catkowite. Pokaz, ze
a—"b] f(a) = f(b).

4. Udowodnij, ze wielomian w(z) = ax® + bx? + cx + d (gdzie a # 0) przyjmuje dla
kazdej liczby catkowitej x wartos¢ catkowityg wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 6a,
2b, a + b + c oraz d sa calkowite.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wielomian W ma wspétczynniki wymierne, p,q € Q, ¢ > 01 /q jest liczbg nie-
wymierng. Udowodnij, ze liczba p + ,/q jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba p — ,/q jest jego pierwiastkiem.

Wartosci w(0) i w(1) wielomianu w stopnia 3 o wspdlczynnikach calkowitych sa
nieparzyste. Udowodnij, ze w nie ma pierwiastkéw catkowitych.

Zbadaj, czy istnieje wielomian w o wspolczynnikach catkowitych oraz liczba na-
turalna k takie, ze w(k) =k + 1, wk+1)=k+2, wlk+2) = k.

Czy istnieje wielomian w stopnia 5 o wspdlczynnikach catkowitych taki, ze
w(b) =21w(-5) =37

Niech n > 1 i n € N. Udowodnij, ze wielomian

— _ _ n
w(m):x2”—m2” 1+1,2n 2_1,271 3+"‘+x2_‘(£+1

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Udowodnij, ze wielomian w(z) = 2 — 22 nie jest réznowartosciowy na zbiorze
liczb rzeczywistych i jest réoznowarto$ciowy na zbiorze liczb wymiernych.

Pokaz, ze wielomian w(x) = ag + a1z + ...+ apa™ jest

(i) funkcja nieparzysta wtedy tylko wtedy, ax, = 0 dla parzystych k;

(ii) funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ar = 0 dla nieparzystych k.
Rozwazamy wielomiany f(x) = 322 —2x —4, g(z) = 2% — 22 + 1. Wyznacz funkcje
f+9,.f-9 fog
Zalozmy, ze f i g sa wielomianami. Udowodnij, ze

(i) funkcja f + g jest wielomianem i deg(f + g) < max(deg f,degg), oraz jesli

deg f > degg, to deg(f + g) = deg f;

(ii) funkcja f - g jest wielomianem i deg(f - g) = deg f + degg;

(iii) funkcja f o g jest wielomianem i deg(f o g) = deg f - degg.

1

Udowodnij, ze funkcje (a) f(z) = To a2 g(x) = Yz, n = 2,3,4,... nie sa
x

wielomianami.

Udowodnij, ze nie istnieje wielomian f € R[z] dodatniego stopnia, ktéry jest

funkcja okresows.

(a) Udowodnij, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspélezynnikach rzeczywi-
stych jest funkcja (okreSlong na R) nieograniczong z dotu i z géry

(b) Udowodnij, ze wielomian stopnia parzystego i dodatniego o wspélezynnikach
rzeczywistych i dodatnim wspolczynniku wiodacym jest funkcja ograniczona z
dotu i nieograniczona z gory.



Analiza - klasa 3a Zestaw 5. 15.11.2022

Wielomiany II

Twierdzenie o dzieleniu wielomiandéw. Dla kazdej pary wielomianéw f(z) i h(z),
gdzie degh > 0, istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢(z) i r(x) taka, ze

f=h-q+r, 1 degr <degh.
Moéwimy wowcezas, ze 1 jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f =h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.
Twierdzenie Bézouta. Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest

réwna f(c). Inaczej méwiac

f(z) = (z = c)q(x) + f(c)
dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze degq = deg f — 1.
Whiosek 1. Liczba c jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu f wtedy i tylko wte-
dy, gdy dwumian z — ¢ jest dzielnikiem wielomianu f.
Whiosek 2. Jezeli rozne liczby c1, ca, . .., ¢ sa pierwiastkami wielomianu f, to f jest
podzielny przez wielomian (x —¢1)(x — ¢a) ... (z — cg).
Schemat Hornera. Dany jest wielomian f(x) = a,2™ + @, 12"t + ... + a7 + ag
(an # 0) i liczba c. Wspdblezynniki wielomianu g(x) = b, 12"~ 1 + ...+ b1z + by takie-
go, ze f(z) = (z — ¢)g(x) + f(c) i liczbe f(c¢) mozna sprawnie wyznaczyé za pomoca
algorytmu zwanego schematem Hornera:

‘ Qp, ‘ Ap—1 ‘ ‘ aq ‘ an
C ‘ bn,1 = Qp, ‘ bn,gzan,l—l—cbn,l ‘ ‘ b():al +Cb1 ‘ f(C):CLO+Cb(]

1. Dla jakich warto$éi a, b wielomian 22 + az? + bx — 6 jest podzielny przez (a) z + 1,
(b) 22 — 3z + 27

2. Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (x — 1)(z — 2)(x — 3).

3. Nie wykonujac dzielenia wielomianéw, wyznacz reszte z dzielenia
(a) wielomianu 2% 4+ 22 — 6 przez 22 — 2z — 3
(b) wielomianu 2z° — 3z* + 523 — 222 + x — 1 przez 22 + 1
4. Stosujac schemat Hornera oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu
(a) f(z) =3z* —2® + 222 + 2 — 1 przez z — 1,
(b) g(z) = 42® + 323 — 22 + 1 przez = + 2,

10.

11.

12.

(c) h(z) = 3a* — 32 + 22 — 2 przez x + .

. Zapisz wielomiany (a) 2°+x3+z, (b) 2% — 223 + 3z +5 jako sume poteg dwumianu

x — 1. Moze si¢ przydaé¢ schemat Hornera.
Dla jakich wartosci a, b € R wielomian az* 4 bx® +1 jest podzielny przez (x —1)2?

Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian nz"*! — (n+1)2™ + 1 jest podzielny przez
(x —1)2

Dla jakich liczb calkowitych a wielomian (2 —a)(x — 10) +1 jest iloczynem dwdch
wielomianéw stopnia 1 o wspdlczynnikach catkowitych?

Czy wielomian % + 23 + 22 + = + 1 jest kwadratem innego wielomianu o wspét-
czynnikach rzeczywistych?

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(x™) jest
podzielny przez wielomian z" ' + 2" 24+ ...+ + L.

Wyznacz wszystkie wielomiany f € R[z] takie, ze dla kazdego = € R

() 2 fo 1) = (e +1)- F(1),

(b) (@ +1)- () = (@ — 10) - f(z +1).

Dla jakich n € N wielomian (z + 1)® — 2™ — 1 jest podzielny przez 2% + x + 17
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Wielomiany III (powtdrzenie)

11.

. Wyznacz wspétezynniki a i b wielomianu w(z) = 2 + ax? + bz + 1, jezeli dla

kazdej liczby rzeczywistej o zachodzi réwnosé w(z — 1) — w(x) = =322 + 3z — 6.

. Funkcja f(x) = (2% — bx)? — (ax?® + 2)? + 5(b + 1) jest wielomianem stopnia 3 i

f(1) =0. Wyznacz a i b.

. Znajdz wielomian dodatniego stopnia o catkowitych wspoétczynnikach, ktérego

. 1
pierwiastkiem jest liczba (a) v/3 + 2v/5, (b) /3 — 7

. Wykaz, ze liczby 11 —1 to jedyne rzeczywiste pierwiastki wielomianu

flx)y=a"4+a% -2 —a 423+ 22 —2 - 1.

. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian w € Z[z] stopnia n

taki, ze w(2) =71 w(5) = 13.

. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 22922 — 20212191 + 22 — 52 + 2021 przez

z? — 1.

. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 32° — 223 + 22 — 42 + 5 przez (a) z — 3,

(b) 2% — 4, (c) 2% + 1.

. Dla jakich wartoéci a,b wielomian 2° + z# + az® + bx? + 5 jest podzielny przez

(a) (x +1)2, (b) 22 + 47

. Zapisz wielomian 42% — 325 4+ 2* — 222 + 5 jako wielomian zmiennej t = x + 1.

10.

Dla jakich a,b wielomian w(x) = z* + az® + bz? — 82 + 1 jest kwadratem innego
wielomianu?

Wyznacz wielomian P, jedli P(x? 4+ 1) = 2* + 422 dla kazdego z € R.
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Wielomiany IV

Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta: Dla danych wielomianéw w i ¢, gdzie
degw > degq, szukamy wielomianéw v i r takich, ze w = p- v+ r i deg(r) < deg(q):
Niech wo(z) = w(z), vo(z) = 0.

Jezeli mamy juz wyznaczone wielomiany wy i vg, to vgy1 otrzymujemy dodajac do vy
iloraz najwyzszych stopniem wyrazéw wielomianéw wy, i p: vgy1(z) = vi(x) + cpa?*.
Nastepnie wyznaczamy w1 (x) = wg(z) — cxa?* - p(a). Wowcezas deg(wy41) —deg(wg).

Powtarzamy tak dlugo, az deg(wy) < deg(q). Wtedy v = vg i r = wy.

Tw. Niech zg,z1,...,2, € Cix; # x; dla i # 7, yo,¥1,...,yn € C. Wowczas ist-
nieje dokltadnie jeden wielomian p stopnia nie wigkszego od n taki, ze p(z;) = y; dla
j=0,1,...,n.

Whiosek (Drugie tw. o réwnoéci wielomianéw) Jezeli wielomiany p, ¢ stopnia
nie wiekszego niz n przyjmuja te same wartosci dla n + 1 réznych argumentéw, to
p=gq.

1. Udowodnij, ze iloraz z dzielenia wielomianu o wspotczynnikach catkowitych przez
dwumian = — ¢, gdzie c¢ jest liczba catkowita, jest wielomianem o wspo6tczynnikach
catkowitych.

2. Wykonaj dzielenie wielomianu z reszta:

(a) o3 + 322 — 22 — 1 przez 22 + 2z,

(b) 25+ 1 przez 2% + 2 — 2

(c) 327 — 2% + 225 + 22* — 323 + 22 — 4z — 2 przez 22 + 1

(d) a8 przez ot — 2% — 2% — 2 + 1
3. Udowodnij, Ze nie istnieje wielomian p taki, ze p(z) = sinz dla kazdego x € [0, 7].
4. Definiujemy wielomiany

@ =h @ = I(xfl)",;!(%k“) dlak=1,23....

(a) Pokaz, ze dla kazdego x e Rik=0,1,2,...
1
r + _(* n T '
k+1 k k+1

(b) Pokaz, ze (2) jest liczba caltkowita dla x € Z.

(¢) Niech w bedzie wielomianem stopnia n. Pokaz, ze w(x) € Z dla kazdego
x € Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby catkowite ag, a1, ..., a, takie,

ze .

x

w(z) = Zak (k)
k=0
! x

5. Zapisz wielomian 3z* — 422 + Tz — 12 jako sume Z Ck <k>

k=0
6. Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = —— dla k =

E+1
0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).
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Wielomiany V

Niech f(z) = apz™ + an_12" 1 + ...+ a1x + ag, gdzie a,, # 0 bedzie wielomianem o
wspolczynnikach catkowitych.

I twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie

D, q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f, to p | ag oraz q | a,.
Whniosek. Kazdy wymierny pierwiastek unormowanego wielomianu o wspétczynni-
kach catkowitych jest liczba calkowita.

IT twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie

p,q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f i b jest liczba catko-
wita taka, ze f(b) #0, top—bq | f(b).

1. Wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne wielomiandw:
(a) 23 — 622 + 112 — 6,
) ot + 423 — 2522 — 162 + 84,
) 112* 4+ 92% — 3522 — 272 + 6,
(d) 152* — 1923 + 162% — x — 3,
) 1826 + 2725 — 5t — 1822 — 272 + 5,
) 9z* — 4823 + 1022 + 247 + 5,
) @® — 2x* — 1323 + 2622 + 362 — 72.

. 1
2. Udowodnij, ze liczby v2 4+ /31 /3 + % sg niewymierne.

3. Wielomian o wspélczynnikach catkowitych przyjmuje wartoéci nieparzyste dla
dwoch kolejnych liczb catkowitych. Udowodnij, ze f nie ma pierwiastkow catko-
witych.

4. Wielomian o wspélczynnikach catkowitych przyjmuje warto$é 1 dla trzech réznych
liczb catkowitych. Udowodnij, ze nie ma on pierwiastkéw catkowitych.

5. Wielomian f(z) = a,2™ + ap_12" ' + ...+ a1x + ao, a, # 0, ma wspélczynniki
calkowite. Zalézmy, ze liczby a,, ag i f(1) sa nieparzyste. Udowodnij, ze f nie
ma pierwiastkéw wymiernych.

6. Liczby 11 2 sg pierwiastkami wielomianu f o wspoétczynnikach catkowitych. Udo-
wodnij, ze pewien wspoélczynnik wielomianu f jest mniejszy od -1.

7. Niech k,p € N i wielomian f(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1 + ap ma
wspoélczynniki catkowite. Udowodnij, ze jezeli p 4+ 1 nie dzieli zadnej z liczb
fk), f(k+1),..., f(k+ p), to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wymier-
nych.

k
8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba /3 + —~ Jest niewymierna.

V3

9. Niech n > 2. Udowodnij, ze wielomian

" l.nfl 2

x z
p(x):f+7'+.. + =+

. T
PR TITI

nie ma pierwiastkéw wymiernych.



Analiza - klasa 3a Zestaw 9. 17.1.2022

Wielomiany VI

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian o wspdlczynnikach zesolonych
dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

(Dowéd tego twierdzenia pomijamy — na razie ...)

Whiosek 1. Kazdy wielomian p € C[z], p(z) = an2™ + ...+ a1z + ag stopnia n > 1,
ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych zg, z1,...,2,—1 (niekoniecznie réznych) i
p(z) =an(z—20)(z —21) ... (2 — 2n—1).

Whiosek 2. Kazdy wielomian z R[z] dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
z R[z] stopnia 1 i wielomianéw z R[z] stopnia 2 nie majacych pierwiastkéw rzeczywi-
stych.

Whiosek 3. Kazdy wielomian o wspo6tczynnikach rzeczywistych nieparzystego stopnia
ma pierwiastek rzeczywisty.

Twierdzenie (Wzory Viete’a). Liczby z1,xo,...,z, sa wszystkimi zespolonymi
pierwiastkami wielomianu f(z) = ap,2"™ + ap_12" ' + ... + a1x + ag, gdzie a; € C i
a, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnosci

n
~ Gp—1 _ Qn-2
E T; — — 5 E Jﬁil‘j— 5 ey
— Gnp Qn
=1
ag

1<i<jgsn
kQn—k n
E iy Tiy - .- Ty, = (—1) P e T1Tg ... Ty = (—1) o
n n

1<i1<...<ip<n

Uwaga: W powyzszym twierdzeniu nie zaktadamy, ze pierwiastki x1, o, ..., 2, sa réz-
ne.

1. Wielomian w(x) = 23 + pz + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste 1, z2, r3, przy
czym x1 = 22 i 3 =x1 — 6. Wyznacz piq.

2. Liczby 2 i 3 sa pierwiastkami wielomianu 223 + k22 — 13z + m. Wyznacz wspél-
czynniki k i m oraz trzeci pierwiastek tego wielomianu.

3. Niech n € N, n > 1. Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw wielomianu =™ — (z —1)™.
4. Liczby zespolone z1, 2, ..., z, sa pierwiastkami wielomianu P € R[z] stopnia n.
Udowodnij, ze liczby 23 + 23 + ...+ 22 i % + i +...+ Zi sa rzeczywiste.

5. Niech z1, 2,3 € R oznaczaja pierwiastki wielomianu az® 4 bx? + cx + d. Oblicz
wartosci wyrazen

1 1 1
(a) of +a3 + a3, (©) 5 +—=+—
x3 3 X3
1 1 1
(b) (1—a3)(1 —23)(1 —a2), D) o T 7oz T ams

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Liczby x1,%2,73 s pierwiastkami wielomianu 23 + 622 + 1lz — 6. Znajdz
wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastkami sa liczby (a) xyxe, xows, x3w1,
(b) z1 + @2, 22 + 73, T3 + 21

Znajdz pierwiastki wielomianu z* — 1023 + 3222 — 34z + 7, wiedzac, ze suma
pewnych dwoch jego pierwiastkéw jest réwna 4.

Wielomian p(z) = 2° — 10z + a2 +bx? + cx — 32 ma pieé pierwiastkéw dodatnich.
Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

Wielomian w(z) = az® + bx? + cx + d (a # 0) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Udowodnij, ze b2 > ac i ¢ > bd. Czy jest prawdziwe twierdzenie odwrotne?

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci a + b+ ¢ > 0, ab+bc+ca > 0 i
abc > 0. Udowodnij, ze a >0, b>01ic> 0.

Liczby z,y, 2z, u, v, w spelniaja warunki

r+y+z=ut+v4+w, zyz=uww, O0<u<z<y<z<w, u<v<w.

Udowodnij, ze u = z,v = y,w = 2.
Liczby z,v, z, a spelniaja réwnosci
11 1 1
r+y+z=a, -t -t -=-.
T Yy z a
Udowodnij, ze jedna z liczb x,y, 2z jest réwna a.

Dane sg liczby wymierne p, ¢, r takie, ze kazda z liczb
1 1 1
ptat+r, —+-—+= pgr
p q T

jest catkowita. Udowodnij, ze liczby p, ¢, r sa catkowite.

Liczby dodatnie x,y, 2z spelniaja warunki zyz > liz+y+ 2z < 1 + 1 + 1
Udowodnij, ze doktadniej jedna z liczb x, y, z jest mniejsza od 1. v
Rozwiaz ukltad réwnan
r+y+z2=2
Pyt 4+t =14
23 +yd 22 =20
Niechn € Nin > 3, ag,a1,...,a,—3 € R. Udowodnij, ze nie wszystkie pierwiastki

wielomianu P(z) = 2" +2na" 1 +2n22" 2+ a,_32" 3 +...+a1x+ag sa liczbami
rzeczywistymi.

Wielomian az? + bx? + cx + d wspoétezynniki catkowite i trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Liczba ad jest nieparzysta, a liczba bc jest parzysta. Udowodnij, ze pewien
pierwiastek tego wielomianu jest liczbg niewymierna.

Wszystkie wspélezynniki wielomianu P(x) = 2" +a, 12" +...+a1z+1 sa licz-
bami nieujemnymi i wielomian P ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Udowodnij,
ze P(2) > 3".
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Wielomiany VII

Definicja. Méwimy, ze wielomian p € K[z] (gdzie K = Z,Q, R, C) jest rozkladalny w
K[z] (nad K), jezeli istnieja wielomiany ¢,r € K[z] dodatnich stopni takie, ze p = ¢-r.
W rozkladaniu wielomianu o wspoélczynnikach catkowitych na wielomiany nizszych
stopni przydatne moga by¢:
e wzory skroconego mnozenia i wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego,
e twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianéw o wspétczynnikach catkowi-
tych,

e grupowanie wyrazow tak, aby otrzymaé sume wielomianéw o wspdélnym czynniku,
e rozwazamia o zespolonych pierwiastkach wielomiandw,
e schemat Hornera i algorytm dzielenia wielomianéw ,,pod kreska”.
Kryterium Eisensteina nierozkladalno$ci wielomianéw w Z[z]|. Dany jest wie-
lomian f € Z[z], f(z) = apa™ + an_12" ' + ...+ a1x + ao i a, # 0. Zalézmy, ze
istnieje liczba pierwsza p taka, ze

p1an, plapdlak=0,1,...,n—1, oraz p*1tao.

Wéwezas wielomian f nie jest rozkladalny w Z[z].

1. Opisz wielomiany nierozkladalne w R[z] i C[z].

2. Rozl6z wielomiany na czynniki w Z[z]:

(a) (z+1)3+ (x—1)3, (k) * — 323 + 222 + 9z — 15,
(b) 2% +1, (1) z°+azt+23-1

9 4
(c) 27 4+ 4—x—31, i (m) 2+ 2z% + 222 + 1

5 — _
((di :v4 —'Jr_i:c 4z° — 122° + 5z + 15, (n) 8 +a% +1,
€ ’ 10, .5

0 +x° -2,

(f) 82% — 1222 + 6z — 1, (o) zw IS
(2) 82 — 5a% — 24z + 15, (p) 27 +27 +1,
(h) 22° — 5% 41023 — 1022 + 50 —2 (@) (@ F+z+1)?+30(@? +o+1)+227,
(i) 2% + 2% — 22 — 1, (1) (@°+at+2° +2® +z+1)° -2’
() x* + 323 + 422 — 62 — 12, (s) 2% — 6zt + 23 +38

3. Czy wielomian % — 2% + 1 jest rozkltadalny nad Z?

4. Dane sg rézne liczby catkowite a i b. Pokaz, ze wielomian (z — a)?(z — b)? + 1
nie jest iloczynem dwodch wielomiandéw o wspoétczynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

Liczby catkowite a1, a9, ..., a, sa rozne. Pokaz, ze wielomian
(x—a)(zr—az)...(x —a,)—1

nie jest iloczynem dwéch wielomianéw o wspotcezynnikach catkowitych dodatniego

stopnia.

Niech p € Z[z] i degp > 1. Udowodnij, ze wielomian f(z) = p(xz + p(x)) jest

rozkladalny w Z[x].

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'2 + 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych.

Udowodnij, ze wielomian 22'7 — 18212 +242° + 24325 — 3023 — 6 jest nierozktadalny
w Z[z].

n
Czy wielomian P(x) =2+ Z 2"k 2F jest rozktadalny w Z[z]?
k=0
Udowodnij, ze wielomian 2 + 23 + 1 nie jest rozkladalny w Z|[x].
Niechn € N,n > 2i P(x) = 2" ! + 2" 2 + ...+ x + 1. Pokaz, ze wielomian P
jest rozkladalny w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba zlozona.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje nieskoniczenie wiele dwu-
mianéw stopnia n o wspélezynnikach catkowitych nierozkladalnych w Z[x]

Udowodnij, ze wielomian p(z) = 2! + 10121 + 102 nie jest rozktadalny w Z[z].

Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian 22" + 1 jest nierozkladalny w Z[z].

Czy wielomian 1% — 9 jest rozktadalny w Z[z].

Niech a € Z i 51 a. Udowodnij, ze wielomian P(x) = 2° —x +a jest nierozkladalny
nad Z.

Niech n € N i n > 1. Udowodnij, ze wielomian P(z) = z™ + 52"~ ! + 3 jest
nierozkladalny nad Z.

[Lemat Gaussa] Udowodnij, ze jesli wielomian p € Z[x] jest rozkladalny w Q[z],
to jest tez rozkladalny w Z[z].
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Wielomiany VIII (powtérka)

1. Wyznacz wszystkie zespolone pierwiastki wielomianow:

(a) 323 + 1022 + 92 + 2,

(b) 223 + 522 + 3z — 3,

(c) z* + 2% — 522 + 2 — 6,

(d) 2® —2* —32% — 322 —x + 1.

2. Wyznacz rzeczywiste rozwigzania uktadu réwnan

r+y+z=1
B+ B2 ayr =ty 241

3. Dla jakich wartosci wspélczynnika a € R pierwiastki zespolone z1,x9, x5 wielo-
mianu z3 + az? — 3z — 19 spelniaja warunek x? + 23 + 23 = 37

4. Wielomian p(z) = ax* 4+ bz® + c2? + dr + e, a # 0, ma wspélezynniki calkowite i
7| f(n) dla kazdego n € Z. Udowodnij, ze kazda z liczb a, b, ¢, d, e jest podzielna
przez 7.

5. Dla danych liczb a,b, c wyznacz wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastki sa sze-
$cianami pierwiastkéw wielomianu x® + ax? + bx + c.

6. Udowodnij, ze wielomian ax® + bx? + cx + d, gdzie a,b,c,d € Z, 2 ad i 2 | be, nie
moze mie¢ trzech pierwiastkéw wymiernych.

7. Rozléz wielomiany na czynniki o catkowitych wspoélezynnikach:

28 + z* + 222 + 2,
28 — 3zt + 823 + 322 —1,

a)
)
) 2t6 — a8 — 26 4t — 22 41,
)
)

(

(b
(c
(d
(e

8. Udowodnij, ze wielomian P(z) = 27 + (z + 3)" + (v +4)” + 6 jest nierozkladalny
nad Z.

8 + 2t + 222 +6,
29+ 2" — 2% — 23 4+ 222 + 2.



Analiza - klasa 3a Zestaw 12. 4.4.2023 (i) sup(—A) = —inf A,
(ii) sup(A U B) = max(sup A,sup B),
. (iii) sup(A + B) = sup A + sup B,
Kresy zbioréw (iv) sup(A — B) = sup A — inf B,
Definicje. Niech A C R. (v) sup(A - B) = max(sup A - sup B,sup A - inf B,inf A - sup B, inf A - inf B)

e 7Zbidr A jest ograniczony z gory wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba b € R taka, ze dla

Co sig¢ stanie, jezeli kresy zbioréw nie musza by¢ skonczone?
kazdego a € A zachodzi nieréwnoéé¢ a < b. Kazda taka liczbe b nazywamy ograniczeniem € ] Y a by

gdrnym zbioru A. 4. Znajdz kresy zbioréw. Czy zbiory maja elementy maksymalne i minimalne?
e Liczba b € R jest kresem gdrnym (supremum) zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione 1 k
. . n n—
sa nastepujace warunki: (a) {(—1) + —ineE N}; () {nJr e n,k € N};
(i) b jest ograniczeniem gérnym zbioru A; ) 1 1
(ii) jezeli ¢ jest ograniczeniem gérnym zbioru A, to b < c. (b) {n +2n -3 ‘n€ N}; (g) {’E — a‘ :m,n €N, n# m};
Kres gorny zbioru A oznaczamy sup A. n+1 11 1
Analogicznie definujemy zbiér ograniczony z dolu, ograniczenie dolne i kres dolny (infimum) (c) {1’ -1 o> _1}; (h) {E + T k,l,m e N}§
zbioru A, oznaczany inf A. z+1 nm
C . .. . . L .. x @) {ﬁﬂ%meN}
Jezeli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z gory, piszemy sup A = 400, jezeli A nie jest (d) { sz ERY; 2n? +m
ograniczony z dotu, to piszemy inf A = —oo. 1tz G) {zyz:x+y+2=610<=z,y,2}
1
Przyjmujemy, ze inf ) = 400 i sup = —oo. (e) {x -5 1<z < 2022}; (k) {a® —ab:a,be (0,1)}
Jezelia =sup Aia € A, to méwimy, ze a jest elementem maksymalnym zbioru A i stosujemy
oznaczenie a = max A. Podobnie definiujemy element minimalny min A. 5. Niech x e R\ Qi a,b € R, a <b. Udowodnij, Ze istnieje liczba wymierna ¢ taka,
Stw. Niech A C R. Woéwczas ze a < qr <b.
(i) Liczba b € R jest kresem gérnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy b jest ograniczeniem 6. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb niewymiernych z przedziatu (0,1). Wy-
gérnym zbioru A oraz VE>0 = wcab—ce <a. znacz zbiér A + A.
(i) Liczba b € R jest kresem dolnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy b jest ograniczeniem 7. Wyznacz kres gérny zbioru {1’(12+ \/Qg) 0<zr<y< 1}'
dolnym zbioru A oraz \V/€>o El acAa < b+e. = +y

1 1
Vm

Aksjomat cigglosci. Kazdy niepusty i ograniczony z géry zbiér A C R ma kres gérny. 8

. Wyznacz kresy zbioru { :n,méeN }

Stw. Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbiér A C R ma kres dolny.
Stw. Zbiér liczb naturalnych N jest nieograniczony z gory.

Stw. (istnienie pierwiastkéw z liczb nieujemnych). Jezeli a > 0 i n € N, to istnieje
doktadnie jedna liczba b > 0 taka, ze b" = a.

Zasada Archimedesa. Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturnalna n > a.

Tw. (o gestosci Q w R) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, a < b. istnieje liczba z € Q
taka, ze a < z < b.

Definicja. Jezeli zbiory A, B C R sa niepuste, A € R, to przyjmujemy, ze \-A = {Aa : a € A},
—A=(-1)-A A+t B={atb:ac A be B},

1. Niech A, B C R i dla dowolnych a € A i b € B zachodzi a < b. Udowodnij, ze
sup A < inf B. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

2. Niech ACRiAeR,b=inf A, c =sup A. Wyznacz kresy zbioru \ - A.

3. Zbiory A, B C R sg niepuste i maja skonczone kresy. Udowodnij réwnosci:
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Definicja granicy ciagu. Liczba ¢ jest granica ciagu liczbowego (an)n, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich
n > N spelniona jest nieréwnos¢

lan, — g] < e.

Piszemy wéwczas lim a, = g, a, — ¢ lub po prostu a, — g.

n—oo
Jezeli liczba g € R jest granica ciagu (ay),, to méwimy, ze ciag (a,)n jest zbiezny do
g. Ciag, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Stw. 1 (jednoznaczno$é¢ granicy). Ciag liczbowy (a,) ma nie wiecej niz jedna
granice.
Stw. 2. Jezeli lim a, =ai lim b, =b, to

n—oo n—oo

(i) lim ca, = ca dla dowolnego ¢ € R, (ii) lim (a, +by) =a-+b.

Stw. 3. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Tw. 4. (o trzech ciagach) Dane sa trzy ciagi liczbowe (an)n, (bn)n 1 (Cn)n, Przy

czym lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba N > 0 taka, ze dla kazdego n > N
n—oo n—oo

spelniona jest nieréwnosé a,, < b, < ¢,. Wéwczas ciag (by,),, jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo

Stw. 5. Ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i lim a, =a, lim b, = b. Wowczas

(i) lim a,b, = ab,
(ii) jesli b # 0, to b, # 0 dla dostatecznie duzych n i lim dn _ &

n—oo n b
Stw. 6. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, = g. Jezeli 2 | k i a,, > 0 dla
kazdego n, lub 2t k to ciag (¥an), jest zbiezny i lim ¥/a, = /9.

. . - I . 1 .22 +1
1. Wykaz, korzystajac z definicji granicy ciagy, ze (a) lim — =0, lim — T = 2,
n—oo N, n—oo Nn“ —
(b) jedli || < 1, k€N, to lim ¢" =01 lim n*¢" =0.
2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu a, = vn+1—+/n.

a—1

3. Wykaz, ze dla kazdego n € Nia > 1 prawdziwa jest nieréwnos$é {/a —1 <
Nastepnie udowodnij, ze lim /a = 1.

n—o0

4. Wykaz, ze lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a, — g| = 0.
n—00 n—oo

5. Zalézmy, ze a, — a. Wykaz, ze |a,| — |a|. Podaj przyktad, ze nie zachodzi
implikacja w druga strone.

10.

11.
12.

13.

. Wykaz, ze ponizsze ciagi sa rozbiezne:

a) an, =n, "1
(a) 1 @ a3 !
(b) bp = (1" + —, k=1
n
q" . nn
(c) en = -, gdzie lg| > 1, k€N, (&) by ==

. Ciag (an)n, jest zbiezny i lim a, > a. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze a, > a
n—oo

dlan > N.

. Ciagi (an)n i (bn)n sa zbiezne i lim a, > lim b,. Wykaz, ze istnieje N € N

n—oo n—oo
takie, ze a,, > b, dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i istnieje N € N takie, ze a, < b, dlan > N.
Wykaz, ze

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Podaj przyklad ciagéw (an)n i (bn)n takich, ze a, < b, dla wszystkich n oraz

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Zalozmy, ze a,, — g. Wykaz, ze ciag b, =

tez jest zbiezny do g.

[nay, |
n
Wykaz, ze lim /n = 1.
n—oo
Ciag (an)n Jjest ograniczony, a ciag (b,), jest zbiezny do 0. Wykaz, ze

lim a,b, = 0.

n—oo

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:

() lim 222, bt VPV
n—oo 4N )
b 5 (4n_3)2 n—oo W—\/’ﬁ
®) i e =6 (k) sin(vaF 1) - sin(v/n = 1),
. 4‘3n+172_22n n . |
(c) nlgr;oW’ 0] poY sin(n!).
(@) lim L2703 (m) /3727,
e 3" +2 (n) 37 —2m,
i n°7" 4+ 075"
)t s () ¥nT3m,
i 2 _ 2 _ ] _1\"
() nl;rr;o (\/n +2n \/n 2n>, ) & 2n+( ;) 7
(@ lim 14+345+...+(2n—1) .
g noo n2 ) (q) n\/ﬁ’
M) tim —("TF) ken (r) "¥n—2,n>2
n— oo n’“ n ’ ’ 2
(s) "V5m—4,
. (n+ 1!+ (n—1)!
O Py e s (t) YT —7-22n —100
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Tw. 1. Niech (a,), bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktory jest
(i) niemalejacy i ograniczony z géry

lub

(ii) nierosnacy i ograniczony z dotu.

Woéwezas ciag (an)n jest zbiezny.

Lemat 1. Dlan e N, n > 2

e [ =)

Lemat 2. Jesli n € N, to
1 n 1 n+1
2<(1+> <(1+> < 3.
n n+1

1 n
Tw. 2. (Stata Eulera) Ciag a,, = (1 + ) jest rosnacy i ograniczony z géry, wiec
n

zbiezny. Jego granice, czyli liczbe

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

nazywamy stalq Fulera.
n 1
Tw. 3. e= nh—{golgg

br

1
Lemat 3. Dla kazdego n € N istnieje liczba 6,, € (0,1) taka, ze e = Z 7l +—.
I nn!

k=0
Tw. 4. Liczba e jest niewymierna.

1. Wykaz zbiezno$¢ ciagoéw

2. Niech 1 > 0ixp41 =

N =
7N
]
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jego granice.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Dany jest ciag (ay), taki, ze a1 > 01

1
ar+as+...+ay

Ap+1 = dlan:1,2,3

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny i znajdz jego granice.
Niech a; >b; > 01

a, + b, b B 2
2 ) n+1 0/»,:1 +b517

Ant1 = dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i wyznacz ich granice.

. Niech a; >b; >01

an +0
- 2 na bn-‘rl =V anb'ru
Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne do tej samej granicy (zwanej srednig
arytmetyczno — geometryczng liczb ay, by).

An+1 = dlan=1,2,3,....

1
Ciag (an)n, spelnia warunki 0 < a,, < 11 a,(1 — apt1) > 1 dla n > 1. Wykaz, ze
ciag ten jest zbiezny i znajdz jego granice.

Niech by =1, by =21 b2 = Vb, + /bnt1 dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest
zbiezny i znajdz jego granice.

1 n 1 n+1

Wykaz, ze <1+> <e<<1+> dlaneN
n n

Oblicz granice

(a) lim <1l>n+1, (b) lim <1+i>n, (© lim 2™ (d) lim n(/e—1).

noee n Lt n—oo N n=>00
Wykaz, ze lim (23/a—1)" = a2 dlaa> 1, oraz lim. (2 c/ﬁn; vt _
Oblicz lim Xn:;
n—oo £~ k(k + 1)(k + 1)!
Niech z,, > 01 lim z, = 0. Wykaz, ze lim Sy _ 1.

n—oo n—oo J,'n

Wskazowka: sinxz < x < tgz dla z € (0, F).

Niech (0,,), to ciag zdefiniowany w lemacie 3. Wykaz, ze lim 6, = 1.

Oblicz granice lim nsin(2wen!).
n—oo

1

Ciag (an), jest ograniczony z gory i any1 — an > —— dla kazdego n. Wykaz, ze
n

ciag (an)n jest zbiezny.



