Analiza - klasa 2a Zestaw 1. 3.9.2021

Czes¢ catkowita liczby rzeczywistej

Cze$é calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |x|) definiujemy jako najwigksza
liczbe catkowita mniejsza lub réwna x.
Twierdzenie (najwazniejsze wlasnosci czesci catkowitej).
(i) |z| <z < |x] + 1 dla kazdego = € R.
(ii) Jedliz eRik €Z to |z + k| = |z] + k.
(iii) Jesli z € Rin €N, to {MJ = H
n n

(iv) Dla dowolnych z,y € R
=]+ vl < lz+y) <lz]+ [y +1.

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [z]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnoéé [x] = — | —x], wiec kazde wyrazenie zawiera-
jace sufit mozna zamienié¢ na réwnowazne wyrazenie z podloga.

1. Udowodnij podpunkty (iii) i (iv) Twierdzenia.

2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé
1
z+5|= [2z] — |z] .

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = [2z] — .

4. Funkcja f : N — N jest dana wzorem

n n
sm=[3]- 15/
Wykaz, ze f jest surjekcja i znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze
f(n) =2021.
5. Rozwiaz réwnanie |z| + |3x] = 17.

6. Rozwiaz réwnania

(a) {5—;6xJ _ 15%5—7’ (b) {12907—5J _ 7x4— 6.

7. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

r= 3+ 5]+ 5]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
[22] + 2y) > 2] + y] + [z +y].
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwnosc¢
[3z] + [3y] + [3z] > 2(l=z] + ly] + [2]) + = +y + 2]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

[Vn+vVn+1] = |Vin+2].

Udowodnij tozsamosé Hermite’a:

|nz) = |z]| + {x%—;J o+ {x+";1J.

gdzien € N, x € R.

Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace rownosé

R

k=1

Liczby x1, o, ..., T, sa naturalne. Udowodnij nieréwnos¢

1 +xo+...+xp
n

J+n<1+x1+x2+...+mn.

Niech z > 0. Udowodnij réwnosé
|VIe]] = |val.
Rozwiaz rownanie
|z |z]] =1.

Rozwiaz rownanie

(& +1)%] = |22] + 1.

Liczby a, b sa dodatnie, niewymierne i a + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n
na] + [nb] =n—1.

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie i niewymierne oraz a +b = 1. Udowodnij, ze c+d =1
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

|na| + |nb| = |nc| + |nd] .
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
[na] + |nb] = |nc] .

Udowodnij, ze a + b = c.
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Wzér Legendre’a

Definicja. Niech p € P, n € N i 1,(n) oznacza najwigkszy wykladnik k taki, ze p* | n.
Liczbe vp(n) nazywamy wykladnikiem p-adycznym liczby n.

Tw. (Wzérr Legendre’a) Jezeli p jest liczba pierwsza i n € N, to

vy(nl) m ; LZ”;J i {;J L

[SL B U )

. LT n
. Niech n € N. Udowodnij, ze n! 7’£IINWW (1,2,...,{ J)

. Stosujac wzor Legendre’a, udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujem-

nych n, k takich n > k liczba

(

jest calkowita.

. Liczba p jest pierwsza i m € N. Oblicz v,((p™)!).
. Niech n € N. Udowodnij, ze 2" nie dzieli n!, ale 2" dzieli (2n)!/n!.
. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 2"~ ! | nl.

. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N liczby

(2n)!- (2m)! . (mn)!
nl-m!- (n+m)! m! - (nl)m

sa calkowite.

. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze zapis dziesietny liczby n! konczy sie

dokladnie 1000 zer.

k

. Niech p € Pi s, to suma cyfr liczby n w zapisie przy podstawie p. Udowodnij, ze

n— S,

vp(nl) = — T
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Uktady réwnan liniowych 1

Uklad m réownan liniowych o n niewiadomych zi,xs,...,2, jest to uklad réwnan
postaci

a1,1T1 + a1 2T2 + ...+ A1 Ty = by
az,1%1 + ag 2x2 +...+ ag nTn = b2
Gm, 11 + A, 22 +...+ AmnTn = bm
gdzie Qi j, b; € R.

Jezeli uklad rownan ma dokladnie jedno rozwiazanie, to méwimy, ze jest oznaczony.

Uktlady 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi

axr+by=ce (1)
cx+dy=f

Tw. 1 Uklad réwnan (1) ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
ad — be # 0.

Definicja. Liczbe ad — be nazywamy wyznacznikem macierzy kwadrtowej A = {(Cl Z}
i zapisujemy detA.

Tw. 2 (Wzory Cramera) Jezeli ad — bc # 0, to jedynym rozwiazaniem ukladu (1)
sa liczby

e b a e
xidet {f d] _ed—bf det[c f] _af—ce
N a bl  ad-—bc’ a bl ad—bc

det[C d} det[c d}

Pierwsza interpretacja geometryczna: Kazde z dwoch rownan interpetujemy ja-
ko prosta na plaszczyznie. Uklad ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy te proste nie sg rownolegle i wowczas wspétrzedne ich punktu przeciacia sa tym
rozwiazaniem. Jezeli proste sie pokrywaja, to uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan,
a jesli sg réwnolegle, to jest sprzeczny.

Druga interpretacja geometryczna: Uklad (1) zapisujemy w tzw. postaci wekto-

e B-[J

Jezeli para (z,y) jest rozwigzaniem, to wektor [(j przeskalowany o x dodany do wek-

tora {Z} przeskalowanego o y daje wektor Lc;] .

Uktad ma jednoznacznie rozwigzanie, jezeli wektory {Z] i [ d} sa oba niezerowe i nie
sa rownolegte. W przeciwnym wypadku uktad ma nieskoniczenie wiele rozwigzan, jezeli

wektor Lﬂ ma ten sam kierunek, co kazdy z wektoréw [ﬂ i [Z} .

1. Rozwiaz uktad réwnan

) dr —3y =1 3T
a _
—4x 4 5y = -2 (d) 2x5+3y x2 Yy
§—ézl m—y+2x+y:
Ty
™) Y2 5 9
S-o= (){|x|+y:5
Y € _
=1 y+1 1 44y =3
2z 3y 2
(c) 3 2 (f) |z =2+ [y —5[=1
s g ! y—lz—2/=5

2. Okresl ilosé rozwigzan ukladu rownan w zaleznosci od wartosci parametréw a i b:

rT—y=a
(a) _
bx — 2y =12
3. Wyznacz liczbe rozwiazan ukladu réwnan w zaleznosci od wartosci parametru a:

z+yl =1 20—yl =1
(a) | | B (b) | I_
lz| + |yl = a lz| + |yl = a

(b) ar+2y=>b+4
2z 4+ (a+3)y =10

4. Dla jakich wartosci parametru k rozwiazanie ukladu
r—y=k—1
2t —y=3—-k

jest (a) para liczb ujemnych, (b) para liczb dodatnich, (c) para liczb o przeciwnych
znakach?
5. Dwie fabryki powinny wedlug planu wykonaé¢ tacznie 550 smartfonéow. Pierwsza

fabryka przekroczyla plan o 10%, a druga o 8% i wowczas obie fabryki razem
wykonaly ponad plan 50 smartfonéw. Ile smartfonéw wykonala kazda z fabryk?



10.

11.

12.

. Obwod prostokata wynosi 54 cm. Jezeli dhuzszy bok powiekszymy o 1 cm, a krot-

szy zmniejszymy o 1 c¢m, to pole zmniejszy sie o 4 cm?. Oblicz dtugoéci bokéw
prostokata.

. 44 tony towaru przewieziono 9 samochodami o ladownosci 4 tony i 6 ton. Ile

bylo samochodéw mniejszych, a ile wigkszych, jesli kazdy zostal wykorzystany
maksymalnie.

. W ciagu 20 dni cena spotki wzrosta z 5 zt do 15 zt. Kazdego dnia cena rosta 1,20

zt lub malata 0,80 zl. Przez ile dni cena rosta, a przez ile malata?

. Dwie drukarki 3D maja wykonaé¢ parti¢ jednakowych elementéow. Gdy pierwsza

pracowala przez 7 godziny a druga przez 4, wykonaly w sumie 5/9 zamdwienia. Po
kolejnych 4 godzinach pracy kazdej drukarki zostalo do wykonania 1/8 zaméwie-
nia. Ile czasu potrzebowalaby kazda drukarka na wykonanie calego zaméwienia?

Samochody A i B jada po okreznej trasie, ktérej 1/4 dtugosci przebiega w miescie.
Szybko$é A w miedcie wynosi 2v, a poza miastem 9v/4. Szybko$é B w miescie
wynosi v a poza miastem 3v. Samochody razem wjezdzaja do miasta. Ktéry z
nich i po jakim czasie dogoni drugiego, jezeli dlugos¢ miejskiej drogi wynosi s?

Dwa boki réwnolegltoboku zawieraja sie w prostych 3z+5y—19 = 01 3x—9y+51 =
0, a jedna z przekatnych réwnolegloboku zawiera si¢ w prostej 3=z — 2y — 5 = 0.
Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw réownolegtoboku.

Boki tréjkata zawieraja sie w prostych 4oe+3y—21 = 0, z4+2y—4 = 0, 3x+y—7 = 0.
(a) Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkéw tréjkata.

(b) Napisz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata.

(c) Napisz réwnania prostych symetralnych bokéw tréjkata.

Uktlady 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi

Definicja. Wyznacznikiem macierzy 3 x 3

ailr a2 ais
A= laa az a3
a3y asy  as3

nazywamy liczbe

detA = ai1a22a33 + a21a32a13 + A31G12023 — 13022031 — A23A32011 — G33012021 -

Taki wyznacznik najtatwiej obliczy¢ stosujac tzw. schemat Sarrusa:

+@11 Qiz2 413|-—

+| a1 azz,f"azg _
P P
(431032033 ] _

Uwaga. Wyznacznik mozna réwniez zdefiniowa¢ dla macierzy kwadtratowej wiekszego
rozmiaru, ale woéwczas powyzszy schemat nie ma juz zastosowania.

Tw. 3. (Wzory Cramera). Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi

a1 + a2y + a3z = by
a21T + a2y + azzz = by
a31T + asay + azzz = bz

ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA # 0 i wéwczas

b1 a2 a3 ai; bi as ai; a2 b
det [by a9o ao3 det [ao1 by aos det [ao1 aos bo
. by az ass B az1 bs ass B as1 asz bs
detA ’ detA ’ detA
13. Omoéw interpretacje geometryczng uktadu trzech réwnan liniowych z trzema nie-

14.

15.

16.

17.

wiadomymi. Zwr6éé¢ uwage na przypadki, gdy uklad ma jedno rozwiazanie, wiele
rozwiazan i gdy jest sprzeczny.

Znajdz réwnanie ptaszczyzny ax + by +cz =d

(a) przechodzacej przez punkty (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),

(b) prostopadlej do wektora [2, —3,4] i przechodzacej przez punkt (—5,0,1),

(¢) réwnoleglej do wektoréw [1,—2,1] i [0,3,2] i przechodzacej przez punkt
(17 ]‘7 1)5

(d) skladajacej sie z punktéw réwnoodleglych od punktéw (2,3, —1) 1 (4, -2,7)

Wykaz, ze uklad réwnan ma jednoznaczne rozwiazanie i znajdz y:
2u+2=0

() Sz+4y+2=1 (b)
5t +3y+2z2=0

r+2y+3z2=1
20 +3y+2=3
3x+y+2z=2

Wyznacz w zaleznoéci od a € R rozwiazania uktadu réwnan

ax + y + z =1
r + ay + =z 1
r + y + az = 1

Korzystajac ze wzoréw Cramera (Tw. 3.) udowodnij, Zze na kazdym czworoscianie
mozna opisaé sfere.
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Uktady réwnan liniowych 11

Uklad m réownan liniowych o n niewiadomych z1,xo,...,2, jest to uklad rownan
postaci

1,171 + a12T2 + ...+ a1 pTn = b1

A21T1 + G22T2 + ...+ A2 Ty = bo

am, 121 + Am, 222 +...+ Am nln = bm

Uktad réwnan liniowych mozna zapisa¢ za pomoca macierzy, zwanej macierza rozsze-
rzong uktadu:

ain a2 a1n by
a21 a2 A2n by
Am1 Am2 Amn bm

Dwa uktady réwnan sa réwnowazne, jezeli majg te same zbiory rozwiazan.
Nastepujace przeksztalcenia uktadu réwnan liniowych prowadza do uktadu réwnowaz-
nego:

e pomnozenie ktéregokolwiek réwnania stronami przez stala ¢ # 0,

e dodanie do pewnego réwnania innego pomnozonego przez dowolng stala c,

e zamiana dwoch réwnan miejscami.
Przeksztalcenia te odpowiadaja nastepujacym operacjom na macierzy rozszerzonej:
e pomnozenie ktéregokolwiek wiersza stronami przez stala ¢ # 0,

e dodanie do pewnego wiersza innego pomnozonego przez dowolna stala c,
e zamiana dwobch wierszy miejscami.

Dodatkowo, zamiana miejscami dwoch kolumn spoéréd pierwszych n odpowiada za-
mianie kolejnosci niewiadomych w réwnaniach.

Metoda eliminacji Gaussa - Jordana wyznaczenia rozwiazan uktadu réwnan li-
niowych polega na sprowadzeniu macierzy rozszerzonej ukladu za pomocs czterech
wyzej wymienionych operacji do postaci

_1 0 ... 0 Cl,k+1 ... Cip d1 i
0O 1 ... 0 C2. k+1 ... Con dg
00 ...0[ 0 ... 0 | dps

-b. . 0 ....... 0 .. 0 .......... O . dm |

Majac uktad w powyzszej postaci rozwiazanie wyznaczamy nastepujaco: jezeli k < n
i jedna z liczb dgy1,...,d, jest niezerowa, to uklad jest sprzeczny. W innym przy-
padku mozemy wartos$ci niewiadomych odpowiadajacych pierwszych k kolumnom w
prosty sposéb uzalezni¢ od wartosci niewiadomych odpowiadajacych pozostalym n—k
kolumnom. Dowolne rozwiazanie uktadu otrzymujemy biorac dowolne wartosci tych
n — k niewiadomych i wyznaczajac warto$ci pierwszych k niewiadomych za pomocg
otrzymanych wczeéniej wzordéw.

1. Rozwiaz uktady réwnan

|
[
NS

r1 — 2x9 + 3xz3 + 4day
2x1 — 4x9 + xr3 — Ty = 3
X1 + 2562 —|— 31‘3 = 1
1 + my + 213 =
r, — 2£E2 - r3 = 3

@ {
(b) {
5¢1 + 3x2 + bSr3 + 1224 = 10
.|
(d) {

201 + 229 + 33 4+ Sry = 4
r, 4+ Tz + 923 + 4dxy = 2
T + 2152 — 2$3 = 1
3ry, + Txg — 6bxg = 3
—2x7 — 4z + bxy = -2
r1 + 3932 — r3 = 1
1227 4+ 929 + 323 + 10z4 = 13
(e) 4ry + 39 + w3 + 234 = 3
8$1 + 6.172 + 21‘3 + 5ZE4 = 7

2. Dla jakich wartosci a, b uklad réwnan jest sprzeczny / oznaczony ?

2 + 3y = 1 - 4+ y + bz = 2
3r + 4y = 1 r + ay + 2z = 3
(a) T + 2y = a (b) r - Yy + azx = 1
4r + b5y = b -z + Yy + az = -1
3. Rozwiaz uklady n réwnan
To =1 r1+x9 =0
Ty +x3=1 Ty +x2+x3=0

Tot+a4 =1 To+x3+ 24 =0

Tp2+Tp_1+x, =0

Tp1 =1 Tp_1+x, =0
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Tréjmian kwadratowy I
Funkcje f: R — R dang wzorem

f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b,c € Ria # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym, funkcja kwadratows, 2.

lub wielomianem stopnia 2 (zmiennej ).

Tw. 1. Postaé kanoniczna i wyréznik funkcji kwadratowej. Kazda funkcje
kwadratowa f(z) = ax® + bx + ¢ mozna zapisa¢ w postaci

2
A
f(m)za(l"i‘b) - gdzie A = b? — 4ac, 3.

2a 4a

zwana postacig kanoniczng. We wzorze powyzej liczba A jest nazywana wyréznikiem
funkcji kwadratowej f.

Tw. 2. (przebieg zmiennos$ci funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax?®+bz+c,

gdzie a > 0, jest malejaca na przedziale (—oo, —%) i rosngca na przedziale (—%, +00). 4
W pukcie z = ;—; funkcja f przyjmuje minimum lokalne.
Jezeli a < 0, to funkcja f jest rosnaca na przedziale (—oo, f%) i malejaca na przedziale

(f%, +00). W pukcie z = ;—{f funkcja f przyjmuje maksimum lokalne.

Tw. 3. Pierwiastki funkcji kwadratowej. Funkcja f(z) = ax? + bx + ¢ z wyr6zni-
kiem A = b? — 4ac

(i) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, z2, jezeli A > 0, i wéwczas

b+ VA

Z1
2a

x2
2a

—b

(ii) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x1, jezeli A = 0, i wéwcezas 1 = —. 7.

2a
(iii) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli A < 0.

Tw. 4. Wzory Viete’a. Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = ax? + bx + c. Niech
1,22 € R. Nastepujace warunki s réwnowazne:

(i) Liczby z1 i 2o sa (wszystkimi) pierwiastkami funkcji f.

b
(i) 21+ a2 =——121 22 = ¢ (Wzory Viete’a).
a a 9

(iii) Voer f(z) = a(z — z1)(z — x2) (postac iloczynowa funkeji kwadratowej).

_—b—vVA 6.

10.

Sprowadz trojmiany kwadratowe do postaci kanonicznej, znajdz ich pierwiast-
ki, wyznacz ich przedzialy monotonicznosci i okresl ich wartos¢ najmniejsza lub
najwieksza:

(a) 1$2_§x_~_1 (c) 2® + 1z -8,
(b) —v2z® + =z — V6, (d) v22? — VBx + 2.

Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ trojmianu kwadratowego na podanych
przedzialach:

(a) f(z) =222 — 4z — 6, na [—4,4] i [1,5].

(b) g(x) = —22% + 11 — 5, na [0,5] i [-1,1].

Rozwiaz réwnania

(a) (3x —2)%2 =17(2 - 3xz), (d) 2* — 223 — 22 - 22 +1=0,
(b) 2% — 1022 4+ 9 =0, (e) |22 —9|+|z% — 4] =9,
(c) 2® +4a? +4x +1 =0, (f) 2?2 =4z + |z — 3| +3=0.

. Dla danych liczb a,b € R rozwiaz rownanie

AR DI
xr a b zH+a+b

. Korzystajac ze wzoréw Viete’a, wyznacz (w pamieci) pierwiastki tréjmianéw

x2—5x—6, x2—6x—|—8, a?2—|—2x—3, 2$2+$L'—17
22 4+ 10z + 21, 622 — 5z — 1, x? + x — 56, 8% + 22 — 3.

Liczby x1, 22 sa pierwiastkami tréjmianu x2 + ax + be, liczby xo, 3 sa pierwiast-
kami tréjmianu x? + bx + ac, przy czym ac # bc. Udowodnij, ze liczby x1, x3 sa
pierwiastkami tréjmianu 22 + cx + ab.

Niech a, b, ¢ > 0. Czy jest mozliwe, ze kazdy z trojmianow
ar’? +br+c, cx’+ar+b, br*+cxr+a

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste?
Czy istnieje trojmian kwadratowy o wspolczynnikach wymiernych, ktérego pier-

wiastkami sa liczby v/2 1 —=?
Q Y \/5

. Dla jakich wartosci parametru ¢ jeden pierwiastek tréjmianu z? — 6z + ¢ jest

kwadratem drugiego?

Liczby p i q sa pierwiastkami tréjmianu 22 + px + ¢. Znajdz p i q.



11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

Liczby 21, ¥ sa réznymi pierwiastkami tréjmianu 22 — px +p. Pokaz, ze 3 + 13 >
2($1 + Ig).

Niech f(x) = az? + bx + ¢ i zalézmy, ze réwnanie f(z) = x nie ma rozwiazan rze-
czywistych. Pokaz, ze réwnanie f(f(z)) = x tez nie ma rozwigzan rzeczywistych.

Niech f(z) = 2% + 122 + 30 i n € N. Rozwiaz réwnanie f"(z) = 0.

Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = ax? + bz + c. Udowodnij, ze nastepujace
warunki sg rownowazne:

(i) Vyez f(n) €2,
(ii) liczby f(—1), f(0) i f(1) sa calkowite,
(iii) liczby 2a, a + b i ¢ sa catkowite.
Pierwiastki tréjmianu 22 + ax + b + 1 sa liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze
liczba a? + b? nie jest pierwsza.

Znajdz wszystkie pary liczb caltkowitych (a, b) takie, ze liczba a + b jest pierwiast-
kiem tréjmianu z? + ax + b.

Rozwiaz réwnanie 22 4+ x = 1111111122222222.
Zatézmy, ze liczby x1,zo sa pierwiastkami tréjmianu az? + bx + ¢, gdzie a > 0.

Udowodnij, ze

|z1],]22] 1 <= a+b+c>0ia—-b+c>20ia—c>0.



A

naliza - klasa 2a Zestaw 6. 15.10.2021

Tréjmian kwadratowy 11

=

10.

11.

12.

. Rozwiaz réwnania:
(a) 22% — 23 — 1122 — 2+ 2 =0,
(b) z* — 223 — 522 + 22 +1 =0,

o () () -F

. Dla jakiej wartosci parametru a suma kwadratéw pierwiastkéw tréjmianu
22 —(a—2)x—a—1
jest najmniejsza?
. Dla jakich catkowitych wartosci parametru k pierwiastki tréjmianu
ka? — (1 -2K)z+k—2

sg liczbam wymiernymi.

. Dla jakich wartoéci parametru p rozwigzania réwnania 2 +2(p+1)z+9p—5 = 0
sg liczbami ujemnymi?

2+ +2
3x+1

. Wyznacz liczbe pierwiatkéw tréjmianu m2x? + 2(m + 1)z + 4 w zaleznosci od
wartosci parametru m.

. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie = k ma rozwiazanie?

. WyprowadZ wzér na odleglo$é punktu na plaszczyZnie o wspélrzednych (p, ¢) od
prostej o réwnaniu y = ax + b.

. Zalézmy, ze kazdy z tréjmianéw 2 + 2ax + b2 1 22 + 2bz + ¢ ma dwa rézne pier-
wiastki rzeczywiste. Udowodnij, ze tréjmian 22 + 2cx + a? nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych.

. Dla jakich @ € R réwnanie |22 — 6z + 8| + |22 — 62 + 5| = a ma wigcej niz 3
rozwiazania?
Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkcji f : R — R danej wzorem

f@)=@*+x+1)? (@ +2+1)+ 1.

Wykaz, ze jesli wspotczynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego ax?+bx+c sg liczba-
mi calkowitymi nieparzystymi, to tréjmian ten nie ma pierwiastkéw wymiernych.
0]

Dla danych liczb rzeczywistych a, b takich, ze 5 < |a] < 2|b|, rozwazamy funkcje

f(z) = (2% — ax + b*) - (2% + bz + a?). Dla jakich wartoéci a, b

min f = <b2—f> . <a2—lf>?

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dla danego parametru m € R dane jest réwnanie ma? — (m — 3)x +1 = 0.

(a) Dla jakich wartosci m to réwnanie ma rozwiazania z1, xo spelniajace warunek
1] 4 [w2] <17

(b) Dla jakich catkowitych wartosci m iloczyn dwdch réznych rozwiazan tego
rOwnania jest liczba catkowita?

Drut o dlugosci 8 metréw nalezy podzieli¢ na dwie czesci i z jednej zrobié¢ kwa-
drat, a z drugiej tréjkat réwnoboczny. Jak to zrobié¢, aby suma pél tych figur byla
najmniejsza?

Znajdz pole i dlugosci bokéw najwiekszego prostokata zawartego w trojkacie pro-
stokatnym o przyprostokatnych a, b, ktérego boki sa réwnolegte do tych przypro-
stokatnych.

Pierwszy uczen rozwiazal 60 réwnan kwadratowych w czasie o 3 godziny krotszym
niz drugi. Ile czasu potrzebuje drugi na rozwiazanie 90 réwnan, jezeli razem roz-
wigzuja w ciagu godziny 30 réwnan. (Zakladamy, ze uczen potrzebuje tyle samo
czasu na rozwiazanie kazdego réwnania.)

7 dwéch miejscowoéci A i B wyruszylo jednocze$nie dwoch turystéw idacych ze
statymi predkos$ciami. Pierwszy przeszedl droge z A do B i wrécil zaraz do A.
Drugi poszedt z B do A i wrécit zaraz do B. Turysci mineli sie pierwszy raz w od-
leglosci @ km od A, drugi raz w odlegtosci b kilometréw od B. Jaka jest odleglosé
od A do B?

Dwie rury otwarte jednocze$nie napelniaja w ciagu godziny 3/4 basenu. Napel-
nienie basenu do 1/4 objetosci tylko przy pomocy pierwszej rury, a nastepnie
dopelnienie tylko przy pomocy drugiej rury do objetosci 3/4 basenu zajmuje 2,5
godziny. Jesli otworzy¢ pierwszg rure na godzine, a druga na pél godziny, to na-
pelni sie ponad polowa basenu. W ciagu ilu godzin napelni basen kazda z rur
osobno?

Dwa samochody wyruszyly jednocze$nie naprzeciw siebie z miast odlegtych o 210
km i jada ze stalymi predko$ciami. W chwili mijania jeden z nich ma jeszcze 2
godziny jazdy, za$ drugi 9/8 godziny jazdy do miasta, z ktérego wyruszyl mijany
samochodd. Oblicz predko$é kazdego samochodu.

Woda wplywa do zbiornika przez kran, zas wyplywa przez odplyw. Gdy otwarty
jest kran i odplyw, pusty zbiornik zostanie napelniony woda w ciagu 12 godzin.
Napelnianie zbiornika trwa o godzing krécej od oprézniania. Ile czasu potrzeba
na napelnienie pustego zbiornika z zamknietym odplywem woda? Ile czasu trwa
opréznienie zbiornika z zamknigtym kranem?

Przednie koto wozu wykonuje na drodze dlugoéci 14 km o 3000 obrotéw wiecej niz
koto tylne. Gdyby obwody obu kot powiekszy¢ o p6l metra, to na tej samej drodze
przednie kolo wykona o 2100 obrotéw wiecej niz kolo tylne. Jakie sa obwody obu
kot?



Analiza - klasa 2a Zestaw 7. 19.10.2021

Powtérzenie — cze$¢ catkowita, rownania liniowe

1. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba HL/ 111J dzieli liczbe 111.

2. Rozwiaz réwnania

(a) 19246 {43:—&-7}

10 3
(b) \‘SI;—19J:16(§1—|—1),
(©) Lxu[ et

z—+/lz] =1,
() || + |2z] + [4x]| + [6x] + |8z] = 2006.

3. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

V4 vVn+1+vn+2]=|Von+38].
4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n istniejg liczby catkowite a i b takie,

ze
n=|av2| + [bv3].

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych m,n, g liczba

(Bm)!- (3n)! - (3¢)!
(mH2 - (nH2 - (¢)2 - (m+n+q)!

jest calkowita.
6. Niech k,n € N. Udowodnij wzor

5[5

j=0

7. Rozstrzygnij, dla jakich wartosci parametru a uktad réwnan

a’x — Yy = 0
(a+2)x + 2z = 10
59 + (a—1)z = =15

(a) nie ma rozwiazan,
(b) ma doktadnie jedno rozwiazanie,
(¢) ma wiele rozwiazan.

p+1)z + y + z
r — 2y + z
-z + y + (p—1)z

(a) nie ma rozwiazan,
(b) ma dokladnie jedno rozwiazanie,
(¢) ma wiele rozwiazaf.

. Stosujac eliminacje Gaussa, rozwiaz uklady réwnan

2x1 + x2 + 4dzs

—-xr; + To — bry — x4 =
3r1 + 2x9 + bSr3 — Ty =
3z; — 2x9 + 16x3 — 9zy4 =

4dxy + 3z2 + 10z3 + bday

T + To + 2333 + 21‘4 =

r1 + xo + 3%3 — 21’4
2x1 + 2x9 + 4dxz3 — Ty
3r1 + 3x2 4+ bSrs — 214
207 + 2x9 + 8xrz — 3x4

+3£L’5
+31‘5
+3.’I}5
+9$5

. Rozstrzygnij, dla jakich wartoéci parametru p uklad réwnan

—6
p
2

N = N =



Analiza - klasa 2a Zestaw 8. 26.10.2021

Uktady réwnan nieliniowych

Rozwiaz uklady réwnan

1 2 —xy -+t =7
) r+y=>

r+y+ry="7
22 +y? + oy =13

2x+y)—Tzy =0

z? 4+ 3zy = 54

r+zy+y=9 zy +4y? = 115

x+y +ar+y=232 8 {37—3/‘*‘”:1

rl—y=1
lz| —y 10,

ot
o

" { 22 y? =17
{ {x2+(y—2)2:4

w2y =7 2?2+ 1 =197

11. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych uklad réwnan

z—y=(1+zy)m
24z+y+ay=0

ma rozwiazania.

12. Zbadaj, dla jakich warto$ci parametru a istnieje doktadnie jedna para liczb (z,y)

spelniajaca warunki
Pyt 2 <1
z—y+a=0

Rozwiaz uklady réwnan

z(z+y) =3 (x+y)z+2?=-3
13. Sz(z+2)=1 15. (y+2)z+1y2=0
z(y+2) =2 (z4+z)y+22=3
r+ay+y=1 3zy = 5(x +v)
14. Cy+yz+z2=2 16. < 22z =3(x + 2)
z4+zex+x=3 yz =4y + 2)

17.

18.

21.

22,

1

y+z
1

1

T

1

-+

Yy zZ+x
1

z

1
x+y

== W= N

?+y+27=3
zy+yz+zxr=3

Niech n € N. Rozwiaz uklad réwnan (zakladamy, ze @, = x1)

x2+yz:y+z
19. y2+:z:z::17+z
z2+wy:$+y

v +yz+ 22 =19
20. ¢ 22+ zx 4+ 2% =28
22ty +y? =37

2 2 2
r]+ x5+ 23 =124

2 2 2
To+ T3+ T4 =25

a: +xn+1+xn+2—xn+3

Niech n € N. Rozwiaz uktad réwnan

(1 + 22)% = 23
(LL'Q + 1'3)2 =24
(xn—Q + xn—l)Q = Tn

(Tn—1 +,)* =11

(zp + 21)* = 72

23. Rozwiaz w liczbach dodatnich uklad réwnan

1
T+ — =4
€2
1
o+ —=1
T3
[L'3+f:4
T4
1
ZL’5+*:1
Te
1
Tgg+ — =4
Z100

1
Ti0 + — =1
T

1



Analiza - klasa 2a

Zestaw 9. 2.11.2021

Liczby niewymierne

10.

. Dana jest liczba t € R taka, ze liczby —— i

. Udowodnij, ze liczba v/2 + /3 jest niewymierna.
. Niech k,n € N. Udowodnij, ze liczba ¥/n jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje liczba naturalna m taka, ze n = mF.

a
. Dane sa rézne liczby rzeczywiste a, b takie, ze liczby a—b i 3 sa wymierne. Wykaz,

ze liczby a i b tez sa wymierne.

. Liczby a® i a” s3 wymierne. Udowodnij, Ze liczba a jest wymierna.

t?—1. 2t
241

2l sa wymierne. Udowodnij, ze
liczba t jest wymierna.

. Dane sg liczby wymierne a, b takie, ze a + b # 0 i liczba /a + V/b jest wymierna.

Udowodnij, ze liczby /a i V/b sa wymierne.

. Dane sa trzy rozne liczby wymierne a, b, c. Udowodnij, ze liczba

\/ Lo, 1
(a=b)?2 " (b—c)?  (c—a)?

jest wymierna.

. Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:

_ 1 (f) _ 1 i) v
\/§_127 \3/5_17 J \/§+ /72_\/?;7
(b) —=————=, 1 1
VI ® 7o © =y

© VB + 2T ® 1 0 1

1 2 a5 1 4 1/q)
(d) m7 V5 — /3 V4 —2v/6 429
(e) 1 1 1

Tvitavarvio ) By s ) s r3va

(a)

(i)

. Liczby z,y,2 1 vz + \/y + /2 sa wymierne. Udowodnij, ze liczby v/z, /Yy, /= sa

wymierne.

Liczba rzeczywista o spelnia réwnanie 2° + 2 = 10. Udowodnij, ze = jest niewy-
mierna.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Rozstrzygnij, czy podana liczba jest wymierna:

(d) V5v2+7-¥5v2-T,
(e) V20 +14v2 + /20 — 14V/2,
© V3+V2 2V,

N () \/3+\/5—\/13+\/4>8.

Wykaz, ze jesli liczba postaci av/2 + bv/3, gdzie a,b € Q, jest wymierna, to
a=b=0.

Czy istniejg trzy punkty plaszczyzny o wspélrzednych postaci a + by/2, gdzie
a,b € Q, o wlasnoéci, ze co najmniej jedna z odlegloéci dowolnego punktu plasz-
czyzny od jednego z tych punktéw jest liczba wymierna?

Niech n € N, n > 2. Wykaz, ze liczba

\/2+{’/3+...+ "An—14+ n

(a) V7+4V3 -2,

(b) V32 —10V7 — /7,

jest niewymierna.

Wykaz, ze jedli liczba rzeczywista x # 0 jest postaci

z=a+bVv2, gdzie a,b € Q,

to liczba 1/x tez jest takiej postaci.

Wyznacz wszystkie liczby wymierne postaci
r=a+bV2+cV/4, gdzie a,b,c € Q (1)

Wykaz, ze jedli liczba rezcywista x # 0 jest postaci (1), to liczba 1/x tez jest
takiej postaci.



Analiza - klasa 2a

Zestaw 10. 23.11.2021

Zasada szufladkowa

Twierdzenie 1. Niech n € N. Jezeli n+1 przedmiotéw rozmieszczamy w n szufladach,
to w jednej z szuflad znajda sie co najmniej 2 przedmioty.

Twierdzenie 2. Niech k,n € N. Jezeli kn 4+ 1 przedmiotéw rozmieszczamy w n szu-
fladach, to w jednej z szuflad znajdzie si¢ co najmniej k 4 1 przedmiotéw.

10.

11.

12.

13.

. Na przyjeciu jest n > 2 gosci. Udowodnij, ze pewne dwie osoby maja taka sama

liczbe znajomych wéréd os6b bedacych na przyjeciu.

. W kazde pole tabeli n x n wpisano jedng z liczb —1,0,1, a nastepnie dodano

do siebie liczby z kazdego wiersza, z kazdej kolumny i z kazdej z przekatnych.
Udowodnij, ze pewne 2 z otrzymanych sum sa réwne.

. Udowodnij, ze kazdy zbior sktadajacy sie z n réznych liczb catkowitych zawiera

niepusty podzbidr, ktérego suma elementéow jest podzielna przez n.

. Na ptaszczyznie wybrano 5 punktéow kratowych. Wykaz, ze 2 z nich sa koncami

odcinka, ktérego srodek jest punktem kratowym.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+1 réznych liczb. Wykaz, ze z tych n+1 liczb

mozna wybraé trzy liczby a, b, ¢ (nie musza by¢ parami rézne) takie, ze a = b+ c.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n + 1 liczb. Udowodnij, ze jedna z wybranych

liczb jest dzielnikiem innej.

. Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 2 i 5. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie

wiele wielokrotnosci liczby n, ktérych zapis dziesietny sktada sie z samych cyfr 1.

. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba zapisana w systemie dzie-

sietnym przy pomocy zer i jedynek, ktora dzieli sie przez n.

. Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnosci. Wykaz, ze mozna skresli¢ 90 z

nich tak, ze pozostate 11 bedzie ustawione w porzadku rosnacym lub malejacym.

Udowodnij, ze kazdy wielo$cian wypukly ma co najmniej 2 Sciany o tej samej
liczbie bokoéw.

Wybrano 20 réznych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaz, ze wsrod wszyst-
kich réznic par tych liczb sa co najmniej 4 réwne.

W tréjkacie réwnobocznym o boku 4 rozmieszczono 17 punktéw. Udowodnij, ze
odlegtosé pewnych dwoéch z nich nie przekracza 1.

Kazdy punkt na okregu pomalowano jednym z dwéch koloréw. Udowodnij, ze pe-
wien trojkat rownoramienny wpisany w ten okrag ma wszystkie wierzchotki tego
samego koloru.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Wewnatrz kwadratu o polu 1 znajduje sie 9 punktéow, z ktérych zadne trzy nie
leza na jednej prostej. Udowodnij, ze pewne 3 z tych punktéw sa wierzchotkami

trojkata o polu nie wigkszym niz 3
Wewnatrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktéw. Wykaz, ze pewne 3 z nich leza

w kole o promieniu -

Kazde dwa wiercholki szedciokata foremnego potaczono odcinkiem zielonym lub
czerwonym. Wykaz, ze pewne trzy wierzchotki tego szesciokata sa wierzchotkami
tréjkata o bokach tego samego koloru.

Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem pomalowanym
na jeden z trzech koloréw. Wykaz, ze pewne trzy odcinki tego samego koloru sa
bokami tréjkata.

Zapis dziesigtny liczby wymiernej 2, gdzie p,q € N, NWD(p, q) = 1, jest ulam-
q
kiem okresowym. Wykaz, ze okres tego utamka wynosi co najwyzej ¢ — 1.

Tw. Dirichleta. Liczba x jest niewymierna. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieja liczby catkowite p, q takie, ze 1 < ¢ < n oraz

lzg —p| <

3=



Analiza - klasa 2a Zestaw 11. 30.11.2021

Kombinatoryka 1

Niech A bedzie zbiorem skoficzonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementéw. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.

Regula dodawania. Jezeli zbiory skonczone Aq, Ao, ..., A, sa parami rozlaczne, to

[AyUAsU...UA,| = |A1| +|A2| + ...+ |A,].

Regula mnozenia. A, Ao, ..., Ay to zbiory skonczone. Liczba réznych ciggow k-
elementowych (a1, as,...,ax) takich, ze a; € A; dla j =1,2,..., k wynosi

[Ay| - |As| - ... |Ag]-

Tw. Zbiory A i B sa skonczone. Wowczas

e |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A — B.
e |A| > |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f: A — B.
e |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f: A — B

1. Numer dowodu osobistego sklada sie z trzech liter i szesciu cyfr. Ile réznych do-
wodéw osobistych mozna wydacé?

2. Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, majacych ta sama cyfre setek i jednosci?
3. Ile jest réznych liczb pigciocyfrowych o nie powtarzajacych si¢ cyfrach?

4. W urnie znajduja si¢ cztery kule oznaczone numerem 1 i jedna oznaczona nume-
rem 5. Z tej urny losujemy kolejno bez zwracania trzy kule zapisujac ich numery
wedlug kolejnosci losowania. Ile réznych liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac?

5. Ile réznych dzielnikéw naturalnych ma liczba 176407

6. Ile jest liczb szesciocyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {1, 2,3}
(a) wigkszych od 230000,
(b) ktérych kolejne cyfry réznia sie o 1,
(c) ktoére sa wieksze od 230000 i ich kolejne cyfry réznia sie o 1;
)

(d) ktore sa wieksze od 230000 lub ich kolejne cyfry réznia sie o 1.

7. lle jest zgodnych z regutami gry w szachy ustawien na szachownicy 8 x 8 dwdch
kroéli?

8. Ile jest mozliwych ustawien na szachownicy dwoch hetmandw tak, aby jeden nie
zagrazal drugiemu?

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.

Zbiory |A| i |B| sa skonczone, |A| = k, |B| = n.
(a) Tle jest funkeji f: A — B?

(b) Ile jest injekcji f: A — B?

(c¢) Ile jest bijekeji f: A — B?

Ile jest surjekcji ze zbioru 4 elementowego na zbiér 3 elementowy?

Dla danego zbioru A symbolem P(A) oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw
zbioru A. Ile elementéw ma zbiér P(A), jezeli zbiér A ma n elementéw?

Zbior A jest niepusty i skonczony. Udowodnij, ze

(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementéw.
(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.
Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 277! + 1 réznych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory rozlaczne.

Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementow jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?
Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2 roztaczne podzbiory zbioru n-elementowego?

Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwdch kolejnych liczb?

Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j =1,2,...,2"" to rézne podzbiory zbioru A,
przy czym kazde trzy z tych podzbiorow maja niepusta czeé¢ wspdlna. Udowodnij,
ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.

A1, Ag, ..., Ay, to rézne podzbiory zbioru {1,2,...,n}. Przyjmijmy, ze Agpi1 =
Ajy. Znajdz najwieksza mozliwg warto$é sumy
Z |Ak ﬂ Ak+1|
Akl - [Apsa]

Funkcja f : P(N) — P(N) ma wlasnosé:
ACB = f(A)C f(B).

Udowodnij, ze istnieje podzbiér C' C N taki, ze f(C) = C.



Analiza - klasa 2a Zestaw 12. 7.12.2021

Kombinatoryka II

Wariacjg k-wyrazowq z powtérzeniams zbioru A nazywamy kazda funkcje odwozorowu-
jaca zbidr {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna wzajemnie jednoznacznie
utozsamié z ciggiem diugoéci k o wyrazach ze zbioru A.

Tw. 1. Liczba k-wyrazowych z powtérzeniami zbioru n-elementowego wynosi n*.

Wariacjg k-wyrazowg bez powtdrzen zbioru A nazywamy kazda injekeje (funkcje rézno-
warto$ciowa) odwzorowujaca zbior {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna
wzajemnie jednoznacznie utozsamic z ciagiem dtugosci k o réznych wyrazach ze zbioru

A.

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtérzen zbioru n-elementowego wynosi

'jeélin>k10jeélin>k.

(n—k)
Permutacjq zbioru n-elementowego A nazywamy kazda bijekcje odwzorowujaca zbior
{1,2,...,n} na zbiér A. Kazda taka bijekcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsa-

mié z pewnynm ustawieniem wszystkich elementow zbioru A w ciag dlugosci n.
Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Niech k,n € NU {0} i ¥ < n. Kombinacjg k-elementowq zbioru n-elementowego A
nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér zbioru A.

Dla liczb k,n € NU {0} definiujemy symbol Newtona (symbol dwumienny) jako: gdy

et (1) -2 to= ot ke |
B e n.

k! kl(n— k)’

natomiast gdy n < k przyjmujemy, ze (k;> =0.

Tw. 4. Niech k,n € NU {0} i k¥ < n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-

.y . . . n
elementowych podzbioréw) zbioru n-elementowego jest réwna i

1. Tle jest ciagéw dlugosci 4 o wyrazach ze zbioru {1,2,...,15} takich, ze
(a) liczba 4 jest jednym z wyrazéw ciagu?
(b) pewna liczba wystepuje w ciagu dokladnie dwukrotnie?
(c) pewna liczba wystepuje w ciagu co najmniej dwukrotnie?

2. Ile réznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6, jezeli
(a) cyfry moga sie powtarzaé?
(b) cyfry nie moga sie powtarzaé?

(c) cyfry moga sie powtarza¢ i 1 musi wystapi¢ co najmniej raz?

3.

8.

(d) cyfry moga sie powtarzaé i liczba musi by¢ wigksza od 4007

(e) cyfry nie moga sie powtarzaé¢ i liczba musi by¢ wigksza od 4007

(a) Ile jest réznych ustawien 9 os6b w szereg takich, ze wybrane 3 osoby stoja
jedna po drugiej?

(b) Niech k,n € N ik < n. Ile jest réznych istawien n oséb w szereg takich, ze
wybrane k osob stoi jedna po drugiej?

Ile jest réznych sposobéw posadzenia n 0séb przy okraglym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jezeli w obu kazda osoba ma tych samych sasiaddw.

. Na plaszczyznie dany jest prostokat (kwadrat) ABCD. Ile jest bijekcji P zbio-

ru punktéw {A, B,C, D} takich, ze P(A)P(B)P(C)P(D) tez jest prostokatem
(kwadratem).

Punkty Aj, As,..., Ag na plaszczyznie sa kolejnymi wierzchotkami szesciokata
formenego H. Niech B = {A;, As, ..., As}.

(a) Ile jest bijekcji P zbioru B takich, ze jesli punkty A;, A;, Ay sa wierzchotkami
tréjkata foremnego, to punkty P(A;), P(A;), P(Ag) tez sq wierzchotkami tréjkata
foremnego.

(b) Czy kazda bijekcja P opisana w podpunkcie (a) ma wlasno$é: punkty
P(A1), P(As), ..., P(Ag) sa kolejnymi wierzcholkami szesciokata H?

(c) Bijekcja P zbioru A ma wlasnoéé: dla dowolnych réznych punktéw A;, A;, Ay
trojkaty A;A;Ar 1 P(A;)P(A;)P(Ay) sa przystajace (uwzgledniajac kolejnosé
wierzcholtkéw). Czy punkty P(Ap), P(Asz),...,P(Ag) sa kolejnymi wierzchotka-
mi szesciokata H?

W miescie o n + 1 mieszkancach jedna osoba powtarza plotke drugiej, ktora z
kolei powtarza ja trzeciej, itd. Za kazdym razem plotka jest powtarzana jednej z
n dostepnych oséb. Wyznacz, ile jest réznych drog rozprzestrzeniania sie plotki
takich, ze plotka zostanie powtorzona k razy i

(a) nie wréci do osoby, ktéra ja zapoczatkowala,
(b) nie zostanie powtérzona dwa razy tej samej osobie.

Udowodnij nastepujace wlasnosci symbolu Newtona:

(i) Jezeli k,n e NU{0} ik <mn, to

(1= (")

(i) Jezeli k,n e NU{0} i1 <k <n,to
n+1 n n
() =6+ ()

> ()

k

(iii) Jezeli n € NU {0}, to



Tréjkat Pascala. Wartosci symbolu Newtona (") mozna dla niezbyt duzych n tatwo

k

wyznaczy¢ za pomoca tzw. trojkata Pascala. Jest to trdjkatna tabela, ktérej wiersze
odpowiadaja kolejnym wartoSciom n, tworzona w nastepujacy sposéb:

n=o o

n=1 ) (0) ) (1) )

n=2 5 (0) X (1) X (2) 5

n=3 . (0) . (1) . (2) . (3) .
n=4 (0) (1) (2) (3) (4)
n=5] (g () () (3) () )

Liczby w kolejnym wierszu uzyskujemy z poprzedniego za pomoca tozsamosci (ii).

9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Spoéréd ucznidéw klasy 2a nalezy wytypowaé czteroosobowy samorzad. Na ile
sposobow mozna to zrobi¢? Na ile sposobéw mozna wytypowaé czteroosobowy
samorzad tak, aby nalezala do niego co najmniej jedna dziewczyna i co najmniej
jeden chlopak?

Wyznacz liczbe ciagéw (a1, as, as, aq) takich, ze a; € N oraz a1 +as+as+ag = 10.

Na ptaszczyznie danych jest 14 prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle
i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Ile jest trojkatéw, ktorych boki
nalezg do tych prostych?

Ile r6znych prostokatéw mozna utworzyé z pol szachownicy 8 x 87

Tle jest permutacji zbioru {1,2,3,...,31} takich, ze iloczyn kazdych dwoch sa-
siednich liczb jest parzysty?

Na ile sposobéw mozna wypelnié¢ kupon totolotka (zakreslamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, ze zakreslone zostana co najmniej 2 kolejne liczby?

Na ile sposobow mozna posadzi¢ na 25 miejscowej tawie 10 panéw i 15 pan tak,
aby miedzy kazdymi dwoma panami siedziata co najmniej jedna pani?

Na ile sposobéw mozna podzieli¢ zbiér 12 elementowy na 6 roztacznych podzbio-
row 2-elementowych?

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza.
(a) Ile jest réznych dzielnikéw naturalnych liczby pips ... pn7
(b) Ile jest par wzglednie pierwszych dzielnikéw liczby p1papspaps?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentéw w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kazdy moze dzieli¢ pokdj z kazdym,

(b) pewnych dwéch studentéw nie chce mieszkaé razem,

(c) pewnych dwéch studentéw chece mieszkaé razem?

Niech k,n e Nyn > 411 <k <n—1. Na ile sposobow mozna wybra¢ ze zbioru
{1,2,...,n} cztery liczby tak, aby wéréd nich byla liczba k i dokladnie jedna
liczba mniejsza od k7

20.

21.

22,

23.

Niech n,k € N i k < n. Udowodnij tozsamos¢

n n—1
k- =n-
()=o)
(a) algebraicznie, przeksztalcajac lewa i / lub prawa strone réwnosci;

(b) kombinatorycznie, rozwazajac, na ile sposobéw mozna z n oséb wybraé k
osobowy zespot z liderem.

Dany jest zbiér n-elementowy A i jego m-elementowy podzbiér B. Ile jest pod-
zbioréw zbioru A niezawierajacych sie w B i nieroztacznych z nim?

Niech n € N. Udowodnij tozsamo$c¢

Su(y) (7))

Postaraj si¢ znalez¢ dowdd kombinatoryczny.

Niech n € N. Udowodnij, ze liczba ciagdw m-wyrazowych (aq,as, ...
m+n— 1>

m—1

, Gy, ) takich,
ze a; € NU{0} oraz a; + a2 + ...+ a,, = n wynosi (
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Wzér dwumianowy Newtona

Twierdzenie (dwumian Newtona). Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i liczby
naturalnej n prawdziwy jest wzor

n __ n n n n—1 n n—2 n n—1 n n
(a+b) <0>a +(1>a b+<2)a b+...+<n_1>ab +<n)b
= Z (Z) akon k.
k=0

Uwaga: Wzoér ten jest nazywany dumianem Newtona lub wzorem dwumianowym New-
tona. Dla n = 2, 3 dostajemy znane wzory skréconego mnozenia na kwadrat i szeScian
sumy.

Dla niewielkich n wspdlczynniki (Z) pojawiajace sie we wzorze latwo wyznaczy¢ za
pomoca trojkata Pascala.

Jesli zamiast b w dwumianie Newtona wezmiemy —b, to otrzymamy wzor

(a—b)" = En: (Z) akbnk (—1)nk,

k=0

1. Rozwin wyrazenia:

(a) (a+b)°, (c) (a+b+c)".

o (2 )’

. Znajdz liczby calkowite a i b takie, ze

(3—2\/5)5 = a+bV2.

N

w

. Korzystajac ze wzoru Newtona udowodnij tozsamosci

()27 =3 (}) (b) i(—l)’“(’;) 0.

k=0

S~

. Uproéé sumy:
8 ; ()
» X (5)

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

(1+v2) + (1-v2)
jest calkowita i parzysta.

Dla jakich liczb naturlanych n liczby

(a) (ﬁ+ \2)"

sg wymierne?

b) (V2+v3)" + (vV2-v3)",

7. Udowodnij wzér dwumianowy Newtona za pomoca zasady indukcji.

10.

11.

12.

Udowodnij tozsamosci za pomoca wzoru dwumianowego:

(a) 2": <Z) kaF "% = na(a + b)" !

(b) Z <Z)k(k —1)a*"* = n(n —1)a*(a + b)" 2

(a) an (Z) k2akpn—k,

(b) i (Z)k(k —1)(k — 2)akbnk,

Liczba naturalna n jest nieparzysta i a € R. Wykaz, ze

n

> (Z) ((a—1)F+(-DF - (a+1D*) =0.

k=0

Niech n € NU {0}. Zalézmy, ze liczby naturalne a,, i b,, spelniaja réwnosé

2n+1
an+bn\f2:(1+\f2) .
(a) Wykaz, 7e a, — byv/2 = (1—v2)""".
(b) Wykaz, ze liczby a,, i b, sa nieparzyste.
(c)* Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 liczba b2 jest suma kwadratéw dwoch liczb
naturalnych.

Niech n € Ni a,b,c € R. Udowodnij ,,wzor trojmianowy Newtona”:

n

!
(a+b+c) :;l: Kl m

akplem,

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich tréjkach liczb catkowitych nieujem-
nych (k,1,m) takich, ze k + 1+ m = n. Ile wyrazéw jest w tej sumie?
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Kombinatoryka III

1. Niech n € N. Udowodnij, ze

(5)<(2) e 3]+ ()< () e ()

2. Niech n € N. Udowodnij tozsamoéci

(a) ;(Z): (2:>,neN
b) Z(n—]:k) _ (n+:+1>,n,meN

k=0
(c) kzn:_o (" Z k>2"—k — 22 peN
(d) sz: (”];) (ﬁ)(—nk =0, mreNm>r

. Liczba p jest pierwsza. Wykaz, ze

(a) p| (Z) dlak=1,2,...,p—1,

o) 521 (%) -2

. Dla danej liczby naturalnej n wyznacz liczbe ciagéw o wyrazach réwnych 1 lub 2,
ktérych suma wynosi n.

. Niech F,, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego (czyli Fy = F = 11 F49 =
F,+1 + F,). Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

kZ:l F (Z) — By,

. Udowodnij, ze dla ustalonego n liczba nieparzystych symboli Newtona postaci
n
<k) jest potega liczby 2.

. Niech k,m € N. Ile jest ciagéw (a1, as,...
catkowite i 0 < a3 < ag <...<ap <m?

,ag) takich, ze liczby aq,as,...,ax sa

8.

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Niech n, k € N. Filemon i Bonifacy zapisuja ciagi liczb catkowitych:
e Filemon zapisuje wszystkie ciagi (ai,aq,...,a,) takie, ze
|CL1| + |a2| 4+ ...+ \an\ < k.
e Bonifacy zapisuje wszystkie ciagi (b1, b, ..., bx) takie, ze
Udowodnij, ze obaj zapisza tyle samo ciagéw.
Udowodnij wzér wlaczen i wylaczen: Zbiory Ap, As, ..., A, maja skonczenie
wiele elementéw. Wowcezas
|AJUAUA3U. UA, = > Al = > JAinA |+ )
1<ign 1<i<jgsn 1<i<j<k<n
— Z AiNA; NALNA +...+ ()" A N4 N, N A,
1<i<j<k<I<n

|A;NA;NA|

Ile jest liczb naturalnych mniejszych niz 10 000 i podzielnych przez 2 lub 3 lub 5?7
Ile liczb czterocyfrowych jest podzielnych przez 5 lub 9 lub 15?7

Ile jest liczb 6-cyfrowych, ktorych zapis dziesietny wykorzystuje dokladnie 3 cy-
fry?

Wyznacz liczbe surjekcji ze zbioru n-elementowego na zbior p-elementowy.

Permutacje p = (a1,as9,...,a,) zbioru {1,2,...,n} nazywamy nieporzqdkiem
(ang. derangement) jezeli ay # k dla kazdego k = 1,2,...,n. Wykaz, ze licz-
ba wszystkich nieporzadkéw zbioru {1,2,...,n} jest réwna
n
(-1t
.
w3 E
k=0
ZnajdZ wzor na liczbe ciagéw o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n}, w ktérych kazda

liczba wystapi dokladnie 2 razy i kazde dwa sasiednie wyrazy sa rézne.

Na ile sposobéw mozna wypelnié¢ tabele o m wierszach i n kolumnach liczbami 0
i1 tak, aby w zadnym wierszu i zadnej kolumnie nie bylo samych zer?

(IMO 1989) Powiemy, ze permutacja (x1,Za,...,Za,) zbioru {1,2,...,2n} jest

mila, jezeli dla co najmniej jednego i zachodzi |x; — ;41| = n. Udowodnij, ze
dla kazdego n wiecej niz polowa wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,2n} jest
mila.

Zbiory A1, Ao, ..., A, maja skonczenie wiele elementéw. Udowodnij wzor

|ALAADAN DAL = D Al -2 Y JAinAl+
1<i<n 1<i<j<n
4 ) JAnA4NAl-8 >
1<i<j<k<n 1<i<j<k<iI<n
Fo (=DM A N A N N A,

|AiﬁAjﬂAkﬂAl|
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Powtorzenie

2. Wybrano 16 liczb ze zbioru {1,2,..

10.

11.

. Ze zbioru {1,2,..

.,2n} wybrano n + 1 liczb. Udowodnij, ze pewne dwie z nich sa
wzglednie pierwsze.

.,30}. Wykaz, ze pewne dwie réznia si¢ o 3.

. Liczby a, b, ¢, d sa catkowite. Wykaz, ze iloczyn

(b—a)(c—a)(d—a)(c—Db)(d—b)(d—c)

jest podzielny przez 12.

. W kazde pole szachownicy o wymiarach 10 x 10 wpisano liczbe ze zbioru

{1,2,...,10} w taki sposéb, ze liczby na polach majacych wsp6lny bok lub wierz-
chotek sa wzglednie pierwsze. Udowodnij, ze pewna liczbe wpisano w co najmnie;j
17 pél.

. Udowodnij, ze ze zbioru 102 réznych liczb calkowitych mozna wybraé¢ dwie, kté-

rych suma lub réznica dzieli si¢ przez 200.

. Kazde pole tabeli o 2 wierszach i 10 kolumnach kolorujemy jednym z 10 koloréw.

Ile jest pokolorowan tabeli takich, ze pola w kazdym wierszu sg réznych kolorow?

. Oblicz, na ile sposobéw mozna zapisa¢ w jednym rzedzie cyfry 0, 1, 2, ..., 9 tak,

aby
(a
(b

) 011 wystepowaly obok siebie,
)

(c) 0,11 2 nie wystepowaly obok siebie,
)

0 i 1 nie wystepowaly obok siebie,

(d) ani 011, ani 8 1 9 nie wystepowaly obok siebie.

. Na ile sposobow mozna wybra¢ 4 uczniéw z 2 klas liczacych 28 oséb tak, aby z

kazdej klasy zostal wybrany przynajmniej jeden uczen?

. Na ile sposobéw mozna 28 osobowa klase podzieli¢ na 7 - osobowe druzyny ozna-

czone kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym i z6ttym?
Tle jest ciagéw sktadajacych sie z
(a) m zer i n jedynek,
(b) k zer, | jedynek i m dwéjek.
W turnieju tenisowym bierze udziat 2n tenisistéw. W 1. rundzie ma by¢ rozgra-

nych jednoczesnie n pojedynkéw. Na ile sposobéow mozna podzieli¢ wszystkich
tenisistéw na n par przeciwnikow?

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Z talii 52 kart wyjeto 10 kart. W ilu przypadkach wsrdéd tych kart znajda sig
(a) co najmniej jeden as,
(b) doktadnie jeden as,
)
)

(c

(d) dokladnie dwa asy.

co najmniej dwa asy,

Wyznacz liczbe ciagéw (a, b, ¢, d) takich, ze a,b,c¢,d € N oraz

3a + 3b + 3¢ + d = 300.

Niech n € N. Wyznacz liczbe ciagéw dlugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1, 2, 3},
w ktérych liczba 0 wystepuje (a) parzysta, (b) nieprarzysta ilo$é¢ razy.

Ile jest n-cyfrowych liczb naturalnych, ktorych cyfry w systemie dziesietnym two-
rzg ciag niemalejacy?

Niech n € N. Oblicz sume

= 1
g (n—Kk)!(n+k)!

k=0

n—1
2n ok
2k+1)7 7

k=0

Niech n € N. Oblicz sume

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba L(Z + \/§)"J jest nieparzysta.
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Ciag arytmetyczny

Ciggiem liczbowym nieskonczonym nazywamy funkcje f : N — R lub
fi{kk+1L,k+2,...} - R (gdzie k € R). Wyrazy ciagu to liczby a, = f(n).
Ciag nieskonczony zapisujemy wéwczas jako (an)o2q, (an)nen, (an)Si, (Gn)n>k,
(ak, Ak+1, Ak 42, - - )
Jezeli dziedzina funkcji f jest znana, piszemy (a), lub po prostu (ay).
Definicja. Méwimy, ze ciag (a, )i, (gdzie m > nlub m = o) jest ciggiem (postepem,)
arytmetycznym jezeli istnieje liczba d taka, ze dla kazdego n zachodzi a,4+1 = a, + d.
Liczbe d nazywamy wéwczas przyrostem lub rdznicg ciagu (ay,).
Tw. 1. Niech (a,)™ ;,gdzie m € Nim > 2 lub m = oo, bedzie ciagiem liczbowym.
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Ciag (an)n jest arytmetyczny.

(ii) Dla kazdego n takiego, ze 1 <n < m.

Ap—1 + Gpi1
—

Ap =

(iii) Dla kazdego n > 1

a1 + an
‘n

M=

ar =

>
Il
—

Tw. 2. Jezeli (a,,), jest ciagiem arytmetycznym z przyrostem d, to dla k > 1 zachodzi

ar, = a1 + (k — 1)d oraz

‘n.

- 2a1 4+ (n—1)d
o 2t

1. Miedzy liczby 1 i 257 wstaw takie liczby z,y, 2z, aby ciag (1,z,y, z,257) byl aryt-
metyczny.

2. Oblicz sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 11 daja
reszte 7.

3. Znajdz postep arytmetyczny, ktérego suma pierwszych n wyrazéw wynosi (a) n?,

(b) 3n% — 2n dla wszystkich n € N.

4. Dla jakich wartosci parametru o € R pierwiastki wielomianu z# — (3o +2)? 4 a2
tworza ciag arytmetyczny?

5. Ciag (z,)52, jest arytmetyczny. Wykaz, ze ciag o wyrazach (a) a,, = 22| — 22,
(b) by = p + Tpy1 + .- + Tpyr, gdzie 7 € N jest ustalone, tez jest ciagiem
arytmetycznym.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Wykaz, ze ciag liczbowy (a,)%2 1, ktéry nie jest staly, jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego tréjmianu kwadratowego f i kazdegon € N

zachodzi .
> ar = f(n)
k=1

Niech S, 0znaczaja sume poczatkowych n wyrazéw pewnego ciaggu arytmetyczne-
go. Udowodnij, ze Ss, = 3(S2, — Sp)

Wyrazy ciagu (a,)32; sa rézne od 0. Wykaz, ze (a,,) jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N zachodzi rownosé

1 1 1 n—1
+ ...

ai1az azas Ap—10n a10n

Ciag arytmetyczny (a,)n>1 ma wszystkie wyrazy dodatnie. Udowodnij, ze dla
kazdego n

a1+a/n
B) .

Vvaia, <

{’/alag...an <

W pewnej rodzinie kazde z pieciorga dzieci dostaje na urodziny, poczawszy od
piatych, tyle ksiazek, ile w danym dniu konczy lat. Liczby wyrazajace wiek dzieci
tworza cigg arytmetyczny o przyroscie 3. Zbior ksiazek wszystkich dzieci sktada
sie z 325 toméw. Ila lat ma kazde z dzieci?

Miary katéw pewnego wielokata tworzg ciag arytmetyczny. Najmniejszy z nich
ma miare 119°, najwigkszy 169°. Ile bokow ma wielokat?

Pola kwadratowych kartek papieru tworza ciag arytmetyczny, przy czym pierw-
sza ma pole réwne 12cm?, a piata 30 cm?. Kartki pocieto na kawatki, z ktérych
ulozono kwadrat o boku 21 cm. Ile bylo kartek?

Ciag (a, b, ¢) jest arytmetyczny. Wykaz, ze 3(a®+b%+c?) = 6(a—b)?+ (a+b+c)?.

Niech a,b,c € Ri (a+b)(b+ ¢)(c + a) # 0. Wykaz ze ciag (a2, b?,c?) jest aryt-

metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag ( o a +C, - +b) jest arytmetyczny

Wyrazy nieskoniczonego ciagu arytmetycznego sg liczbami naturalnymi i pewien
wyraz tego ciagu jest kwadratem. Wykaz, ze nieskoniczenie wiele wyrazéw tego
ciagu jest kwadratami.

Zbiér liczb naturalnych podzielono na kilka nieskonczonych ciagéw arytmetycz-
nych. Wykaz, ze pierwszy wyraz jednego z tych ciagdéw jest podzielny przez jego
przyrost.

Zmajdz wszystkie ciagi arytmetyczne z przyrostem 6 skladajace sie z 5 liczb pierw-
szych.

Czy istnieje nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny, ktérego wszystkie wyrazy
sg liczbami pierwszymi?

Dany jest rosnacy ciag arytmetyczny taki, ze iloczyn dowolnych dwoch wyrazow

tego ciagu tez jest wyrazem tego ciggu. Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciagu
sg liczbami calkowitymi.
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Ciag geometryczny

Definicja. Méwimy, ze ciag (a,)", (gdzie m € N lub m = o0) jest ciggiem (po-
stepem) geometrycznym, jezeli ag # 0 1 istnieje stata g # 0 taka, ze dla kazdego n
zachodzi a,41 = qay,. Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (ay,).

Tw. Ciag geometryczny (a,)o2, z ilorazem ¢

e jest rosnacy, jeSliag >0ig>1lubay<0i0<qg<1;

jest malejacy, jeSliag >010<g<1llubag<0igqg>1;

jest staly, jesli ¢ = 1;
e nie jest monotoniczny, jesli ¢ < 0.

Tw. Jezeli (a,)22, jest ciagiem geometrycznym z ilorazem ¢, to dla k > 0 zachodzi
ar = ¢~ - ag oraz, gdy q # 1
k+1 1

k
gt —

E ar = ag——.

=0

q—1

1. Ciag (an)n jest geometryczny. Wyznacz a; i iloraz tego ciagu, jezeli
(a)a9:3ia4=—3, (b)a1+a3+a5:21ia3—a1:3.

2. Wykaz, ze ciag (an), o wyrazach dodatnich jest geometryczny wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego n zachodzi a,, = \/Gn_1Gn+1-

3. Nieréwno$¢ Euklidesa. Liczby dodatnie a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego o ilorazie ¢ # 1. Udowodnij, ze a +d > b+ c.

4. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a+b+c+d =
130 i a® + b* + ¢ + d* = 5044.

5. Ciag (a,b,c,d) jest geometryczny, a + d = 10, ad = 7. Oblicz b® + 3.

6. Ciag (a,)52, jest geometryczny i ma wyrazy dodatnie, a, 3 > 0, m > n oraz
Omtn = Oy Ay, = (. Oblicz a,,.

7. Boki tréjkata prostokatnego tworza postep geometryczny. Znajdz iloraz tego po-
stepu.

8. Boki trojkata tworza postep geometryczny. W jakim przedziale moze si¢ zmieniaé
iloraz tego postepu?

9. Ciag (an)n jest geometryczny i S, = a1 + as + ... + a,. Udowodnij, ze
Sn : (S3n - SQn) = (5271 - Sn)2

10. Ciag (an)n jest geometryczny, a; # 0 dla kazdego j, 1 S, = a1 + a2 + ... + an.
Udowodnij, ze
1 1 1 Sn

—— 4.+ —= .
ai a2 Gnp ay - Gnp

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Oblicz sume 7 + 77 + 777 + ... + 77...7, gdzie ostatnia liczba sklada sie z n
siodemek.

n
Ciag (an)S2, jest geometryczny z ilorazem ¢q. Wyraz sume Z kay przez aj 1 q.
k=1

Ciag (a, b, c) jest geometryczny. Wykaz, ze a®b® + b>c® + c®a® = abe(a® + b3 + ¢3).

Ciag (an)>, jest geometryczny z ilorazem ¢ i P, = apay...a,. Wykaz, ze
P, = ayq™"1/2 oraz P? = (aga,_1)".
Oblicz sume

Dany jest ciag liczbowy (b,)5% ¢,
" /n
cn:kzo(k>bk, dlan=0,1,2,...

i clag (cn)S2 jest geometryczny i nie jest staly. Wykaz, ze ciag (b,)52, tez jest
geometryczny.
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Ciagi arytmetyczne i geometryczne

10.

11.

12.

. Ciag (an)$%, jest arytmetyczny. Wykaz, ze istnieja ciagi arytmetyczny (by,)

. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a,b, ¢, d) jest geometryczny, natomiast ciag

(a+1,b+1,c+4,d+ 13) jest arytmetyczny.

. Ciag (an)n jest arytmetyczny i nie jest staly, a; = 1, oraz ciag (az,as,a11) jest

geometryczny. Oblicz sume pierwszych 2022 wyrazéw ciagu (ay,).

. Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych «, 8 takie, ze ciag (1, a, 3) jest aryt-

metyczny i ciag (a, 8, a + ) jest geometryczny.

. W pewnym konkursie przyznano pewna liczbe nagréd o tacznej wartosci 1476 zt.

Pierwsza nagroda wyniosta 500 zi, a kazda kolejna stanowila pewien staty utamek
poprzedniej. Ostatnia nagroda wyniosta 256 zt. Ile przyznano nagrdd i jakiej byty
wysoskosci?

. Wykaz, ze kazdy nieskonczony ciagu arytmetycznego o wyrazach naturalnych za-

wiera nieskoniczony podciag geometryczny.

. Tw. Bernoulliego. Dane sg ciagi arytmetyczny (a,)5%, i geometryczny (b))

takie, ze 0 < ag = by < a1 = b;. Udowodnij, ze a,, < b, dla kazdego n > 2.

. Ciag (an)5%, jest arytmetyczny. Wykaz, ze dla kazdego n € N

zn:(_nk (Z) aj, = 0.

o0

n=11

geometryczny (c, )52 ; takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

z”: (Z) ar = bpcy,.

k=0

. Zbiér A C Q jest skoniczony. Wykaz, ze istnieje ciag arytmetyczny zawierajacy

wszystkie liczby ze zbioru A.

Czy istnieje ciag (a) arytmetyczny, (b) geometryczny, ktérego pewne trzy wyrazy

to liczby v/2,v/3, V5?7

Podziel zbiér liczb naturalnych na dwa rozltaczne podzbiory w taki sposéb, ze
zaden z tych podzbioréw nie zawiera nieskonczonego i rosnacego ciagu arytme-
tycznego.

Udowodnij, ze iloraz ciagu geometrycznego o wyrazach naturalnych jest liczba
naturalna.

13.

14.

15.

Udowodnij, ze dla kazdego n > 3 zbidr

11 1 1
A=<, =, 0, = ——, ...
{’2’3) ’k,k—’—l’ }

zawiera wyrazy pewnego nie stalego ciagu arytmetycznego dlugoéci n. Wykaz, ze
zbiér A nie zawiera wyrazow nieskonczonego nie stalego ciggu arytmetycznego.

Udowodnij, ze cztery kolejne symbole Newtona

nie tworzg postepu arytmetycznego.

Udowodnij, ze nie istnieje 12 ciggdw geometrycznych takich, ze kazda liczba ze
zbioru {1,2,3,...,100} jest wyrazem jednego z tych ciagéw.
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Ciagi rekurencyjne 1

Definicja. Méwimy, ze ciag liczb (z,)5%, jest ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu
1, jezeli istnieja state a, b takie, ze
Tpyl = Ty + b, dlan=0,1,2,3,....

Jezeli a = 0, to ciag (z,,), jest staly; jezeli a = 1 to jest to ciag arytmetyczny; jezeli
b = 0 to geometryczny.

Tw. 1. Jezelia #0,1ib+# 0 oraz z,11 =azx, +bdlan=0,1,2,..., to
( b ) b
Tp=a |xg+—— ) — .
a— a—1

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (z,)52, spelniajacy réwnanie rekurencyjne

Tp42 = PTpy1 + qTn + T, paq,rgRaq¢Oan:071727“” (1)

nazywamy ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2. Jezeli dodatkowo r = 0, to nazy-
wamy go jednorodnym ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2.

Tw. 2. Niech (z,,), bedzie jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 (czyli
r = 0). Réwnanie A\? = p\ + ¢ nazywamy réwnaniem charakterystycznym ciagu ().
Wowcezas
(i) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 2 rézne pierwiastki Aj, A2 € R to istnieja
liczby a,b € R takie, ze z, = aA\] + b5 dlan =0,1,2,.. ;

(ii) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 1 pierwiastek A1, to istnieja liczby a,b € R
takie, ze ©p, = (a+bn)A7 dlan=0,1,2,....

1. Znajdz jawny wzéry na n-ty wyraz ciagu:

(C) fO :07 fl = 17 fn+2 = fn+1 +fn,

(d) ao =1,a1 =3, ant2 = —ant+1+6an;

1
o =0, Tny1 = —5%n +1

(b) zo = =2, Tpny1 = 3zn — 2;

—
o
Nao2

—
@
~

To=2,21 = —3, Tnt2 = 6p41 — 9Tp;

—~
—
=

Yo = 07 Y1 = 2Oa Yn+2 = 72yn+1 + 8yn + 10,
2(n+1) 3n

nio Un4+1 + ———=

(g) ’LL1:O,’LL2:6, Un+2 = n+2un.

1 1
2. Ciag (r,,)22 spelnia warunki g = = i 41 = ax, — 3 Dla jakich wartosci a > 0

ciag ten jest rosnacy / malejacy?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ciagi (2,)5%00 1 (Yn)5%g, gdzie xo = a, yo = [, spelniaja zaleznosci

Tl =2UYn+1, Ynt1 =2z, — 3, dlan=0,1,2,...

Znajdz jawne wzory na T, i yy.

Wykaz, ze kazdy ciag arytmetyczny jest jednorodnym ciagiem liniowo rekuren-
cyjnym rzedu 2.

. Na ile sposobéw mozna pokryé¢ prostokat o wymiarach 2 x n plytkami o rozmiarze

(a)2x1,(b)2x112x2?

Wykaz, ze nie istnieje ciag ()52, taki, ze Tpio = Tpy1 — 2, dlan=0,1,2,.. .,
ktory ma wszystkie wyrazy dodatnie.

Ciag (r)22, jest zdefiniowany nastepujaco: o = 01 Tp41 = by, + /2422 + 1.
Wykaz, ze ciag (), jest jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2,
znajdz jawny wzor na x,, i wykaz, ze kazdy wyraz ciagu x,, jest liczba calkowita.

Ciag ()52 jest zdefiniowany nastepujaco: o = 11 211 = 3z + [xn\/gJ Wy-
kaz, ze (x,)n jest jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 i znajdz
jawny wzor na x,.

Ciag (7,)5%, spelnia zalezno$é rekurencyjna z,41 = x, + b+, gdzie b € N.
Udowodnij, ze nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu x,, jest liczbami zlozonymi.

Niech
[n/2] n—k
= 2k,
=3 ()

k=0

Udowodnij, ze (ay), jest ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 i znajdZz jawny
wzOr na a,.

Ciag (an)22, jest zadany nastepujaco: ag = 0, a1 = 1 oraz an42 = 2an4+1 + an
dlan=0,1,2,.... Wykaz, ze 2* | a,, wtedy i tylko wtedy, gdy 2% | n.

Wyznacz wszystkie funkcje f : [0, +00) — R takie, ze f(0) =01
oot () -0 (2])

1
Liczba rzeczywista a # 0 spelnia zaleznosé {a} + {} = 1. Udowodnij, ze
a
1
{a"} + {} =1 dla kazdej liczby naturalnej n.
aTL

Uwaga: {x} = x — || oznacza cze$¢ utamkowsy liczby x.

Permutacje p zbioru {1,2,...,n} nazywamy inwolucjq, jezeli p(p(k)) = k dla
k=1,2,...,n. Niech a,, oznacza liczbe takich inwolucji. Znajdz zalezno$¢ reku-
rencyjng na Q.

Niech ay = 11 apy1 = ap + Lw/anJ dla n = 1,2,3,... Udowodnij, ze a, jest
kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2¥ 4+ k — 2 dla pewnego k € N.
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Ciagi rekurencyjne 11

1. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu:

~ Y Jlan=0,1,2,...,
1+ na,

(b) a1 =1, apy1 =3a, +2"dlan=1,2,3,...,
(¢) ap=3,a1 =1, ant2 =3an+1 +a, +3-2"dlan=0,1,2,....

(a) ap =1, apny1 =

. Ciag (a,)52, jest zdefiniowany przez warunki: a; = as = 11 apy2 = apyia, + 1.
Ktére wyrazy tego ciagu sa (a) parzyste, (b) podzielne przez 47

. Ciag (an)$, spelnia zaleznosci

1
ap =1, an,+1:an,+a—2dlan:1,2,3,....

n

Udowodnij, ze a,, > v3n dla kazdego n € N, n > 1.

. Niech ag =01 ant1 =6 +a, dlan=0,1,2,.... Udowodnij, ze ciag (a,)n jest
rosnacy i a, < 3 dla kazdego n.

. Niech 0 < ap < a1 < 11 ant2 = /ant1 + +/an. Udowodnij, ze ciag (an), jest
rosnacy i a,, < 4 dla kazdego n.

. Ciag (a,)2%, jest zdefioniowany przez warunki a; = 11 a, 41 = a2 +a, dlan > 1.
Udowodnij, ze dla kazdego n prawdziwa jest nieréwnosc

1 n 1
a1+1

+ < 1.

a2+1+'“ a, +1

. Dla jakich wartosci z¢ ciag spelniajacy zaleznos¢ rekurencyjng ,+1 = 2z, (1—2,,)
jest rosnacy?

. Ciag (x,)22 jest zadany przez warunki 1 = x2 = 1, x5 = 4 oraz
Tyt = 2Tp42 + 2241 — T

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest kwadratem liczby naturalne;j.

. Udowodnij, ze kazdy wyraz ciagu (a,)52; okreSlonego przez warunki

ap_y +2

Qp—2

a1 = as =1, an = dlan=23,4,...

jest liczba calkowita.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

s 12 s 2 . 0o . . 1 1
Znajdz jawny wzérn na n-ty wyraz ciaggu (a,)neq takiego, ze ag = 3, a1 = 3 oraz

Un0n41

Qpio = —————.
et 3y + 4an41

Ciag liczb dodatnich (), spelnia réwnanie rekurencyjne

Tpi1 = VT, + 1

Udowodnij, ze pewien wyraz tego ciagu jest liczba niewymierna.

Ciag (a,)52, spelnia dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m > n zalez-
nosé
a2m + Q2n

2

am+n + Amp—n =
oraz a; = 1. Wyznacz a,,.

Ciag (an)S2, jest zadany przez warunki a; = ag = 1, ag = 289 oraz

2022 + Ap4+1An+42
an

Opts = dlan=1,2,3,....

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest liczba calkowita.

Ciag (an)S%, jest zadany przez warunki ag =0, a; = 1, a2 = 2, a3 = 6 oraz
Up44q4 = 2an+3 + Gny2 — 2an+1 — Qn.

Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczba a,, jest podzielna przez n.

Dany jest ciag rekurenycjny (a,)22,: a; = 1 oraz

1
A2n+1 = —,
A2n

Q2p = ap + 1, dla n > 1.

Udowodnij, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu dokladnie
jeden raz.

Ciag (an)S>, spelnia warunki: a1 =2, a2 =3idlan > 2
npt1 = 2ap—1 lub  ap41 = 3a, — 2a,-1.

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest postaci 2% + 2!, gdzie k,[ sa liczbami
catkowitymi nieujemnymi.

Dla n € N niech F,, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego (czyli F; = Fp =11
Foio = F,y1 + F,). Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2

F2n - (Fn+1)2 - (Fn71)2~



Analiza - klasa 2a Zestaw 21. 5.4.2022 9. Ciag (a,)S2, jest zdefiniowany przez warunki

ar =1 i ap+1 = 2an, +/3a2 -2 dlan=1,2,3,....

Powtorzenie — C1g1 Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciggu jest liczba catkowita i wyznacz asgos.

10. Ciag (a,)%2, jest zadany przez warunki

) . L . . o 3
1. Dla jakich wartosci x, y, z ciag (x,y, z) jest geometryczny, a ciagi m=3, iy = VBan —2dlan=1,23

(4 —4,2y—2,z—1) i (z+5,y+3,z—15)
Udowodnij, ze ciag ten jest rosnacy i a,, < 2 dla kazdego n.

sg arytmetyczne?

2. Niech S,, oznacza sume poczatkowych m wyrazéw ciagu arytmetycznego (a, )5 ;.

Sm 2 m  2m—1
Wykaz, ze jesli g = (T) , to —

n n an 2n —1

3. Ciag (a,)52 jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; = a i przyroscie
d. Oblicz sumy

a) Zai (c) Zkak
k=1 -

b dl >0
) ;akakﬂ Z \ﬁ+w/ak+1 (dla ay )

4. Ciag (an)5%, jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie ag = a > 0 i
ilorazie ¢ > 0. Oblicz sumy

n ) n
) kzzokak, (b) ];)akamh Z f*‘%m

5. Niech n € N, n > 3, wyrazy ciagu arytmetycznego (a1, as, .. .,a,) sa dodatnie i
ich suma jest rowna S. Wykaz, ze

n—2

Jarasas + Jagazas + ... + Yan_20n_10, < S.

n
6. Dany jest ciag arytmetyczny (a,), taki, ze ciag (|an]), tez jest arytmetyczny.
Udowodnij, ze przyrost ciagu (ay), jest liczba catkowita.

7. Ciag (an)5% jest arytmetyczny, a ciag (by)n jest geometryczny z ilorazem gq.
Udowodnij, ze ciag o wyrazach ¢, = anb, jest ciagiem jednorodnym liniowo —
rekurencyjnym rzedu 2 i wyznacz réwnanie rekurencyjne tego ciagu.

8. Niech F,, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Wykaz, ze ciag
n=5F242-(=1)"

jest jednorodnym ciagiem liniowo — rekurencyjnym rzedu 2.
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Funkcje trygonometryczne I

Definicja. Niech D C R, X to pewien zbiér. Méwimy, ze funkcja f : D — X jest okresowa
z okresem T > 0, jezeli dla kazdego x € D zachodzi réwnosé f(x + T) = f(x). Liczbe T na-
zywamy okresem funkcji f. Najkrétszy okres funkcji f nazywamy jej okresem podstawowym.

Przyklad: Funkja f : R — R, f(z) =z — |z jest okresowa z okresem 1.

Miara kata skierowanego

Niech S oznacza okrag o promieniu 1 (zwany okregiem jednostkowym), ktéry zostal umiesz-
czony w uktadzie wspélrzednych na plaszczyznie tak, ze jego srodkek znajduje w punkcie
O = (0,0). Na tym okregu wybrano dwa punkty B i C. Miarg (tukowg) kata skierowanego
ABOC okreslamy za pomocg dlugosci tuku okregu od punktu B do punktu C, przy czym:

e jezeli od B do C poruszamy si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to
przyjmujemy, ze miara kata jest dodatnia i réwna dtugosci tuku od punktu B do punktu
a;

e jezeli od B do C poruszamy si¢ w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, to
przyjmujemy, ze miara kata jest ujemna i réwna dtugosci tuku od punktu B do punktu C
pomnozonej przez —1.

+

£BOC >01 £BOD <0

Funkcja P: R — S

Na okregu S ustalmy punkt A = (1,0). Kazdej liczbie rzeczywistej o mozemy przyporzadko-
waé punkt P(«) na okregu S w taki sposdb, ze miara tukowa kata skierowanego £ AOP(«)
jest rowna a:

e P(0)=A4;

e jezeli @ > 0, to idziemy si¢ po okregu od punktu A w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara az przejdziemy droge dlugosci a, dochodzac do punktu P(«);

e jezeli a < 0, to idziemy po okregu od punktu A w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek
zegara az przejdziemy droge dlugosci —a, dochodzac do punktu P(«).

Fakt. Funkcja P : R — S jest okresowa i jej okres jest réwny 2m. Ponadto, jezeli a € [0, 27),
to funkcja o — P(«) jest bijekcja.

Sinus, cosinus, tangens i cotangens

Niech a € R i przyjmijmy, ze punkt P(a) ma wspdélrzedne (z,y). Definiujemy nastepujace
funkcje, zwane funkcjami trygonometrycznymi:

(i) sinus: sina = y; (iii) tangens: tga = g (z #0);
x

. x
(ii) cosinus: cosa = z; (iv) cotangens: ctga = v (y #0).

Stw. 1 (wlasnosci sinusa). Funkcja sin(«) jest okreslona dla kazdej liczby o € R i
(i) jej zbiér wartosci to przedzial [—1,1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosnaca na przedziatach [(2k — 1), (2k + 3)7] i malejaca na przedziatach
[(2k + 3)7, (2k + 2)n], gdzie k € Z.
Stw. 2 (wlasnosci cosinusa). Funkcja cos(a) jest okreslona dla kazdej liczby « € R oraz
(i) jej zbiér wartosci to przedzial [—1,1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest parzysta;
(iv) jest malejaca na przedziatach [2kw, (2k + 1)7] i rosnaca na przedziatach
[(2k + 1)7, (2k + 2)7], gdzie k € Z.

Stw. 3 (wlasnosci tangensa). Funkcja tg(«) jest okreslona dla kazdej liczby
a € R\ {(k+ 3)m: k€ Z} oraz
(i) jej zbiér wartosci to caly zbiér liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi ;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosnaca na przedzialach ((k — 3)m, (k+ 1)7), gdzie k € Z.
Stw. 4 (wlasno$ci cotangensa). Funkcja ctg(a) jest okreslona dla kazdej liczby
a € R\ {kn: k€ Z} oraz
(i) jej zbiér wartosci to caly zbiér liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi ;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest malejaca na przedzialach (km, (k 4+ 1)7), gdzie k € Z.
Stw. 5 (jedynka trygonometryczna). Dla kazdej liczby rzeczywistej o

.2 2
sin“a + cos” o = 1.

1. Znajdz wspoélrzedne puntéw

e p(%). p(5). ptmn 2 ). #(). 2 (F). #(22)




2. Uzupelnij wartos$ci w tabeli:

« 0

N
3
@l
SE
w
N
(>}

stopnie

sin «

COs &

tga

ctga

Okresl znak wartoéci funkcji sin a, cos o, tga, ctg o w zaleznosci od « € R.

Zbadaj znaki liczb sin %, cos %, tgz%ﬂ, sin /7, tg1, cos(sin4), tg(cos1).

Poréwnaj pary liczb: (a) sinlicosl, (b) 1icosl+sinl, (c) tg31i ctg3.

A

Wzory redukcyjne. Udowodnij tozsamosci (¢ jest dowolna liczbg rzeczywista):

a) sint = sin(r —t) = —sin(7 + t);

—~ o~

b) cost = —cos(m —t) = — cos(mw + t);
(c) sin(§ —t) =sin(§ +t) = cost;
(d) cos(§ —t) = —cos(§ +1) =sint.

7. Znajdz funkcje f : R — R taka, ze ctg = tg o f.
8. Upros¢ wyrazenia:

1
1820 — —
(2) tg cos2 @’

(b) sin* ¢ + 2sin? ¢ cos? ¢ + cos* ¢,

(©) 1 n 1
C )
1+tg2y  1+ctg?y

(d) V1 —cos?t, gdy t € [20177,20187],

(e) V1—sin’z, gdy o € [ r, 2097].

9. Rozwiaz réwnania:

() [sina| = 1,

(b) sinz +cosz =1,

(¢) |sinz| = |coszl,

(d) |sinxz—cosx| = |sinx|+|cos z|

10. Rozwiaz nierownosci:
(d) ctgz > —/6;

(e) sinx > cosu;

(a) cosz > %;
(b) sinz < —@;

(c) tgx > 1; (f) sinx —cosz > 1.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wyznacz okresy podstawowe funkcji: (a) sin(mx), (b) cos(5+7x), (c) tg(x — |x]),
(d) ctg 5=.

Naszkicuj wykresy funkcji sin(27z), cos(3z — %), sin(3z + 5), tg(—z + %),
ctg(2x — ).

Upros¢é wyrazenie

\/sin4:c+4coszxf \/cos4x+4sin2:5.

Uprosé wyrazenie
tgx

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « takie, ze |sina| # 1
\/1sin0¢ \/1+sina 2
- + - = .
1+sina 1—sina  |cosal

. . . .. sin'z  costz 1
Dane sg liczby rzeczywiste a, b i = takie, ze + =
a

b a+b
(a) Wyraz sin?z i cos® & poprzez a i b.
(b) Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n
sin®"z  cos*x B 1
an—1 pn—1 (a + b)nfl '
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Funkcje trygonometryczne I1

Twierdzenie. Dla dowolnych «, 8 € R prawdziwe sa tozsamosci:

(i) cos(a—pf
(ii) cos(a+

(iii) sin(o — B) = sina - cos f — cos « - sin (3,
) sin( )

a+ 0

) =cosa-cosf+sina - sin g,
)

=cosa-cosfF —sina - sin 3,

(iv) sin =sina - cos + cosa - sin 3.

1. Udowodnij tozsamosci:

sin(26) = 2sin 6 cos 6, cos(26) = cos? § — sin? 6.

2. Udowodnij tozsamosci

tga +tg s tga —tgp
tg(a‘Fﬁ):W, tg(a—ﬁ):w~

Wyprowadz analogiczne wzory dla funkcji cotangens.

3. Wyraz sin(36) za pomoca sinf i cos(360) za pomoca cos 6;
T m Tm =177 197

4. Oblicz wartoéci funkcji sinus i kosinus dla argumentow: g, {5, <, =5, 55 -

5. Udowodnij tozsamosci pozwalajace zamieni¢ sume wartosci funkcji sinus lub co-

sinus na iloczyn:

(i) sine + sin 8 = 2sin <O‘+ﬁ> cos (a ﬂ),

2 2
(ii) sina — sin 8 = 2sin <0‘;ﬁ> cos (a—;—ﬁ),
(iii) cosa + cos 3 = 2cos (0‘;‘ﬂ) cos (a ; ﬁ>’

(iv) cosa — cos S = —2sin (a—;—ﬁ) sin (a;ﬁ)

6. Udowodnij tozsamosci pozwalajace zamienié¢ iloczyn wartosci funkeji sinus i cosi-

nus na sume:
(i) cosacosfB = % (cos(ae — B) + cos(a + B)),
(ii) sinasinf = % (cos(a — B) — cos(a + ),

(iii) sinacosf = % (sin(a — B) + sin(a + G)).

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

@
Wyprowadz wzory wyrazajace sin «, cos «, tga za pomoca t = tg§:

2t 1—¢2 2t
— COSx = =
1+12

sina =

™

Obli 4 4 T
1CZ COS 24

— sin ﬂ

Dla danych liczb rzeczywistych a i b wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé
funkcji f(z) = asinx + beosz.

Udowodnij, ze (1 — ctg(23°))(1 — ctg(22°)) = 2.

Zamien sume sin(z — y) + sin(y — z) + sin(z — «) na iloczyn funkcji trygonome-
trycznych.

Udowodnij nieréwnosci:
(a) sinz <z <tgrdlald<z<3;
(b) |sinz| < |z| dla z € R;

)
)

(c
(d

|sinz —siny| < |z —y| dla z,y € R;
sinx + siny

5 <sin<x2+y> dla 0 < z,y < 7.

Rozwiaz réwnania.

(a) 2sin®z +sinz = 1; (h) sin®z + cos*z = 2;

(b) cos(2z) — cosz = 0; 1

(c) sinz + cosz = v/2; (i) sin®x + 3 sin?(2x) = 1;
(d) sin(2z)sinz = cosz; (j) sinz - sin(3z) = L;

(e) sin(2z) — v/3cosz = 0;

(f) cosz — cos(3x) = sin(3z) — sinw (k) sin®2 + cos®x =0,

(g) tgz =2cos §; (1) sin®z + cos®x = 1.

3—-1 3+1

f. - V3t = 4V/2.
sinx cos T

Zalézmy, ze 0 < w1 < 22 < ... < wp < 5. Udowodnij nieréwnosci

Znajdz z € (0, 47) spelniajace réwnosé

sinxy +sinxg + ...+ sinz,

tgxr < < tgxy,.
g4 CcoOSx1 +CcosSxa + ...+ cosxy, 8&n

Zatézmy, ze 0 < 21,22, ...,x, < m. Udowodnij nieréwnosé

sinzy +sinwy + ... +sinz, . <x1+x2+...+xn)
< sin .

n n

Niech z € R. Udowodnij, ze cos(sin x) > sin(cos x).



Analiza - klasa 2a Zestaw 24. 3.6.2022 8. Udowodnij tozsamosci

a+5~sinﬂ+7~sin7+a

sina+sin g +siny =4 -sin +sin(a + 8+ 7),

S e . 2 2 2
Funkcje trygonometryczne III (4 powtdrzenie) a+8  B+v  v+a
cosa + cos 3+ cosy = 4 - cos 5 - CoS 5 - cos 5 —cos(a+ B +7).
1. Rozwiaz nier6wnosci w przedziale [0, 27]: 9. Niech 0 < «,f,7v1a+ B+~ =m. Udowodnij, ze
(a) cosx +tgr <1+sinx SinonrSinﬂfsin’y:tggtgg
(b) 2sin?(x) + sin?(2z) < 2 sin o + sin f + siny 272

() tg(22) - ctg(22)

(d) ctg?z >3,

> %, 10. Udowodnij, ze jesli cos(a + ) = 0, to sin(a + 25) = sin a.

11. Rozwiaz réwnania

sinx (a) 3sinx = 2cos?z,
(e) ctgr <2 — ——,
1+ coszx (b) cos3z = cosz,
2
(f) cosdz +2cos”z > 1. (c¢) sin®x + sin? 2z = sin? 3z,
2. Udowodnij, ze funkcja f(z) = x + sinz (dla = € R) jest rosnaca. (d) tgx + tg2z = tg3z,

t
e) (1—tgx)(l+sin2z) =1+ tgz,

cosT 1 —sinx

3. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji (
f(x) = (cosz + 1)(sinz + 1). (f

R - 43
1 —sinx cosT

)
)
)

d)
)
)
)

4. Udowodnij, ze dla dowolnych a, § € [0, §] zachodzi nier6wnosé (8) 2(sine + cosz) =tgz + 1.

( 12. Niech a,b > 010 <z < 5. Udowodnij nieréwnos¢
> (250

tga +tgl _— a4+
2 b 2
@+_a)<1# >>@+¢m@.
SIinx COS T

5. Zaldzmy, ze o, 8 > 01 a + @ = . Udowodnij nier6wnos¢

tga - tgf <

Wl =

6. Udowodnij nieréwnosé

N o

cosa + cos f — cos(a+ fB) < dla o, 5 € R.

7. Sprawdz tozsamosci

COS (v — COS 3¢
— =1tg2aq,
sin 3o — sin «

(b) sin7a - tg%l +cosTa =1,

2

3
(c) sin®a + cos®a + Zsin a=1,

(d) cos2acosa — sindasin o = cos 3 cos 2av.



