Analiza - klasa 4a Zestaw 1. 2.9.2022 (iii) dla kazdego = > 0 spelnione sg nieréwnosci 1 — % <lnz<z-—1;
(iv) jezelit, >1dlaneNit, — 0, to nIer;O In(l1+t,) =0=1Inl;
Funkcje wykladnicza i logarytmiczna (v) jezeli @, >0 dlan € Niz, —2>0,to lim In, =Inz;
Przypomnienie: Je§lia > 01z = P e Q, gdzie p,q € N, to (vi) jezli 2 > 0 i 2 — +00, to Inayp — +o00;
q (vii) jezli zp, > 01z, — 0, to Inz,, — —oo0.
a® = (Va)’, oraz a "= ai“‘

1. Wykaz, ze jedli (), jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze lim z, =x € R,
Lemat o ciggach szybko zbieznych do 0. Jezeli (a,), jest ciagiem liczb rzeczy- to lim expz, = expz. e
wistych takim, ze na,, — 0, to n—reo

2. Niech z € R i (t,)n jest ciagiem liczb rzeczywistych réznych od zera i zbieznym

lim (1+a,)" =1 tn) —
"—’00( ) do zera. Wykaz, ze lim eXp(z + tn) — expT =expz.
n—oo tn
Tw. 1. (istnienie i wlasnos$ci funkcji wyktadniczej). Dla kazdego = € R ciag nook
3. Udowodnij, ze expx = lim Z o dla kazdego x € R.
AL n—oo !
an(z) = (1_’_,) ) neN k=0
n

4. Wykaz, ze dla kazdego = € R zachodzi nieréwnosé |e? — 1 — x| < |z|? - el*l.

jest zbiezny d i € R, kté . . . N >
jest zbiezny do granicy g(x) Ora zapisujemy exp x 5. Niech ¢ € (0,1), z,y € R iz # y. Udowodnij nier6wnosé

Funkcje exp : R — R nazywamy funkcjg wykladniczg lub eksponentg. Ma ona naste-
pujace wlasnosei: (1-q)expz + qexpy > exp((l —q)x + qy).

(i) exp(z) > 0 dla kazdego z € R oraz exp(xz) > 1 dlaxz > 01 exp(x) < 1 dla x <0;
6. Niech a > 01z € Q. Udowodnij, ze a® = exp (z - Ina).

(ii) exp(z + y) = exp(x) exp(y) dla dowolnych z,y € R;
. Niech . li ice li - (Va—1).
(iil) jezeli z € Q, to expx = € 7. Niech a > 0. Oblicz granice il (Va-1)
1 . N Tp\"
(iv) expz > 1+ z dla kazdego # € R i expz < R dlaz < 1; 8. Niech z,, — = € R. Udowodnij, ze nlingo (1 + ;) =e".
—x
(v) funkcja exp jest $cisle rosnaca; jesli x,, — 400 to expx, — +00 i exp(—z,) — 0. 9. Niech t, — 0 iz > 0. Udowodnij, ze lim In(z +t,) —lnz _ l
NN . n—0o0 ln x
Ze wzgledu na punkty (ii) i (iii) ma sens zapis e = exp = dla dowolnego x € R. 1 ]
Tw. 2. Obrazem funkcji exp jest cala poélprosta (0,+00). Zatem exp : R — (0, +00) 10. Udowodnij, ze ciag an =1+ 5 +.F n Inn jest zbiezny.
Jest bijekcja. 11. Oblicz granice
Definicja. Logarytm naturalny liczby dodatniej y > 0 jest to jedyna liczba x € R
taka, ze exp(x) = y. Piszemy wowczas i 1 1 1 . DL (—1)kHt
@ (et t) O my
lny = z. k=1
Stw. 3. Dla kazdego z € R zachodzi In(expx) = x; dla kazdego x > 0 zachodzi 12. Niech aq,as,...,a, > 0. Oblicz granice lim < VoLt Yt am> )
exp(Inz) = z, czyli In : (0, +00) — R jest funkcja odwrotna do exp. e m
13. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z1,xq, ..., 2, prawdziwa jest nie-

Stw. 4. (Wtlasnosci logarytmu naturalnego) ownOdd
(i) Funkcja Inz jest rosnaca;

) expr] +expxs + ... +expx, > exp (acl +x2+...+xn>
(ii) In(zy) = Inz + Iny dla dowolnych x,y > 01 In (;v) = —lInz; n ~ n ’



Analiza - klasa 4a Zestaw 2. 14.9.2022 2. Wykaz, ze dla a1, as,...,a, > 0, a; # 1

log,, az -log,, a3 ... log,  aj-log, a1 =1
Funkcje wykladnicza i logarytmiczna II 3. Wykaz, ze dla a,b >0, a # 1, oraz p # 0
Definicja (Potega o wykladniku rzeczywistym). Niech a > 0. Z zadania 6 ze- log,» b= lloga b.
p

stawu 4a.1 wiemy, ze jesli z € Q, to a® = exp(xIna). Ostatnia réwno$¢ ma sens dla

dowolnego = € R, wiec definiujemy potege liczby a z wykladnikiem x € R wzorem 4. Uproéé wyrazenia

r __ _ ,xlna
o’ = exp(zlna) = e, (a) logs, 527 (f) log, 527 - loggy 16
. . . . logs 5 5log3 2
Funkcje f : R — (0,4+00) dang wzorem f(z) = a® nazywamy funkcje wykladniczg o (b) 2
podstawie a. (c) (V2)los2? (8) logig V5 - loga; V/T- IOgﬁ 32
1
Tw. 1. Jezeli a,b > 01 :c,yle R to1 . (d) (¥9)7" ) log, 24 log, 192
5 _
() "+ =a”-a¥ia T = — = <a> (i) a® = (a®)?, (i) a® - b* = (ab)®, () log5-log 20 + (log2) loggg2  logys?2
Tw. 2. Obrazem funkcji wykladniczej o podstawie a # 1 jest zbidr (0, +00). Ponadto 5. Dla jakich par liczb naturalnych m, n, gdzie m > 1, liczba log,,, n jest wymierna?
e Jezeli a > 1 to funkcja z — a” jest $cisle rosnaca Jedli z, — +o0, to a®™ — 400 i 6. Znajdz granice (a > 01ia # 1)
a” % — 0.
lim (1 1) -1 d) lim /1
e Jezeli a < 1 to funkcja z — a® jest $cidle malejaca Jedli x,, — +o0, to a®™ — 0 i (a) nl—>ngo( 08,(n +1) —log, n), (d) e Y 108a
a = oo (b) lim login’ t>0, (e) lim ne. "
Definicja (logarytm). Niech a > 01 a # 1. Wéwczas funkcja a* : R — (0, +00) n—oo m e
jest bijekcja, ma wiec funkcje odwrotng. Logarytmem o podstawie a z liczby y > 0 (c) nhj;o log,, z, z >0, () nlLH;o log, (n +1).

nazywamy jedyna liczbe rzeczywista x taka, ze a® = y. Piszemy wéwczas
7. Wykaz, ze jesli 0 < a < 1 < b, to
log,y = x.

1
. . . .. — < 0.
Logarytm o podstawie ¢ = 10 nazywamy logarytmem dziesietnym 1 zapisujemy log, b+ 410gba+1 <0

logy = log,¢y. Oczywiscie Iny = log, y. 8. Wykas, ze dla 2.1 > 0

Tw. 3. Jezelia >0ia#1, to 1 — =¥ Y —1
(i) log,1=01ilog,a=1; y  Shmrs
(i) log,(zy) = log,  + log, y dla x,y > 0; 9. Niech a,b,c,z > 01 a,b,c,abc # 1. Wiedzac, ze log, x = 2, log, © = 3, log,x = 6,
(iii) log, (z¥) =y -log,z dlaz >0iy e R. oblicz log . .
10. Niech zy,22,...,2p,a > 01 z125...2, = a. Udowodnij, ze

Tw. 4. Funkcja ¢ — log, x, gdzie x € (0,+00) jest rosnaca dla a > 1 i malejaca dla

a < 1, a jej obrazem jest caly zbior liczb rzeczywistych. 1
19 ! Y yWISHY (log, z1)? + (log, z2)? + ... + (log, ,)* < —.
Tw. 5. (Zmiana podstawy logarytmu) Niech a,b > 0, a,b # 1, x > 0. Wéwczas n
log, © 11. Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, aq,...,a, > 1
log, © = ——.
log, a log, (as) +log,,(as) + ... +log,  (an)+log, (a1)>n.

12. Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, as,...,a,, ¢ > 1

1. Cgzy liczba niewymierna podniesiona do potegi niewymiernej moze dac liczbe wy-
mierng? log m(w) < T\‘/logal (z) - log,, (z) ... log, (z).



Analiza - klasa 4a Zestaw 3. 21.9.2022 e+ 1+ e —1]

2

8. Rozwiaz réwnanie ( 2— \/§> + (\/ 24 \/§) =4.

9. Rozwiaz réwnania

7. Rozwiaz réwnanie 2~ 171 =

Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna III

2 (a) log(, o) 16 =2,
. o X (@+2)
1. Niech z > 0. Udowodnij nieréwnos¢ = — 5 < In(l + 2). (b) log, 7+ log,» 7 = 6,
2. Dany jest ciag liczb dodatnich (a,,) taki, ze a,, # 1 i a,, — 1. Udowodnij, ze (c) log, (21ogs (1 + logy(1 + log, 7)) = =
4 3 2 2 =
Ina,
lim —2 = 1. @4
"t n = 5—4logz 1+logx
3. Oblicz granice ciggu o wyrazach (e) logy (9"~ LN 7) =2+ logy (3%~ LN 1)
(14 1 1+2 (1+n> (f) logy(x +2)-log,2=1,
Qn = n2 n2 ) n2/’ (g) $4(10g z+7) _ 10103, z+1
4. Sinus i cosinus hiperboliczny. Niech (h) =™
T —x R (1) 1/logz _ 1014
coshxzﬁ, sinhm:l, z € R. 9
)

2 2 (j

1 1
(a) Udowodnij, ze funkcja coshx maleje na pélprostej (—oo,0] i rosnie na Vito—1  ita+l
[0, +00), natomiast funkcja sinh x jest $ciéle rosnaca.

log z+log(x )+3 —

10. Dla danych liczb rzeczywistych a,b > 0, b # 1 rozwiaz réwnanie
(b) Wyznacz funkcje odwrotna do coshx na [0,+00) i funkcje odwrotna do

sinh z. 1+ log,(2loga — ) -log, b =

(¢) Udowodnij tozsamo$¢ zwang jedynkq hiperboliczng: cosh? z — sinh? z = 1. logy, @
(d) Udowodnij tozsamosci: 11. Dla danej liczby a > 0 rozwiaz réwnanie

sinh(z 4+ y) = sinh  cosh y + cosh z sinh y A—

cosh(z 4+ y) = coshx coshy + sinh  sinh y 1+log, —— 10 = (log(loga) — 1) - log, 10.

5. Tangens hiperboliczny. Niech

tghe = > = , e R.
ghr cosh x eT + e 7* v

Udowodnij, ze funkcja tghz jest rosnaca bijekcja R na przedzial (—1,1) i wyznacz
jej funkcje odwrotna.

6. Rozwiaz réwnania:

(a) 7T—5 — 9571, (f) 93z qr—2 _ 7

(b) 7*+ 4+ 77 = 56, (g) 8% +18% =2.27",

(c) z% —5a+6 — 1 (h) 87(3z +1) = 4,

(d) 8% —3-4* —6-27 +8 =0, (1)¢x7—xf

(e) 4Vo=2 416 =10-2V"~2, () 97 —2%+3 = 20+3 — 32—,



Analiza - klasa 4a Zestaw 4. 23.9.2022 8. Wyznacz najwigksza wartosé funkeji f : (0,1) — R:

f(z) =In(z) + In(1 — z).

Funkcje wykladnicza i logarytmiczna IV 9. Wykas, 7o dla o > 0

1
Inz < 5(:102 —1).

1. Rozwiaz nieréwnosci . . . B o
10. Liczba rzeczywista = spelnia warunek log,(log,o(x — 1)) > 0. Okresl znaki liczb

2z—1 z logs(logo(z — 1)) i logy(logg(x —1)).
1 1 - 23 (logy( )) 1 logy(logg( )
(a) {5 <8 () (5) —2°*'>1
2 2
1 1 z+3 z—1 z+3 2x—1
b L9l o~ (g) 3%T2 +3%72 > 472 — 2
(b) 37 729 X > i1
(c) 8% —2< 18.4%~1 — 3. 9vH1 (h) zi < (Va)© —°F
(d) 22 - 2”—|—x 2’”11>0 () (@?+z+1)% <1
(e) QT > T 5 G) |z|* "2 <1

2. Rozwiaz nieréwnosci

(a) logg(z? —1) < 1 (f) logy Vo +1<1+logy V4 — a2
(b) In(z+1)—Ilnz <2

(c) log (g, 3z <1 (g) log, 2-logy, 2 > (logy, 2)

(d) log,(z —1) > 2 log(35 — 2

(e) log(,_ 3)1: 221 (h) liﬁﬁiffﬂ)>3

3. Niech a € (0,1). Rozwiaz nier6wnosé
log, x > 6log, a — 1.
4. Niech a > 1. Rozwiaz nieré6wnosé

2log, a + log,, a + 3log,2, a > 0.
5. Wyznacz najwigksza i najmniejszg wartos¢ funkeji
f(z) = i’ | geoste g R,
6. Niech a € (0,1). Funkcja f jest okreslona wzorem
flz)=a"+(1—-a)*, zekR

Rozwiaz nieréwnosci f(z) < 11 f(z) > 1.
7. Wykaz, ze jesli x,y > 1, to

Inz-Iny <Ilnzy 2



Analiza - klasa 4a Zestaw 5. 30.9.2022

Funkcje wykladnicza i logarytmiczna V (powtérzenie)

1. Rozwiaz rownania
(a) 16" +1 =28 4 8%,
(b) log(z +5) + log(x — 4) = log(x — 3) + log(z — 2),
(c) log( +2) =log 1 —logx,
(d) =z +log(l+2%) ==zlogh + log6,
. 1
(e) (QSU + 1)ln(2m+1)75 _

e2

2. Rozwiaz nieréwnosci

(a) 52m+1 > 5T 4 4,

2 1

b) 2¢ —6z+3 > =

(b) 1

(c) logy x + log, x + logg = < 2,
) T+ 3

r—1

(d) log, > 1.

3. Oblicz wartos¢ wyrazenia

logg 3 + logg 16
logs - logg 48 + logg 4

. . ) Ya
4. Niech a,b > 0, ab # 1 i log,, a = 4. Oblicz log,, %
5. Niech a,b,¢ > 01 a,b,ab # 1. Oblicz warto$¢ wyrazen

(a) (logab a) (1Ogab(ab2)) + (1Ogab b)2’
(b) a,/loga b 4 b\/logb a

6. Oblicz granice ciagdéw
In(1 4 e
(a) lim In(1+e")
n— o0 n n— oo n n— oo
7. Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢

h h
COs x—;—cos Y >coshm;—y,

natomiast dla z,y > 0 zachodzi takze nieréwnosé

sinh z 4 sinh y S

5 /blnhx+y.

1 1
, (b) lim n-sinh —, (¢) lim n (cosh - - 1>.
n

8. Udowodnij, ze jesli z € R, to

2?2 ot

coshx>1+§+ﬂ.

9. Oblicz granice ciagdw
(a) lim (1+In(n+1)—1Inn)",

, (B3n+1)-3" +n2n\"
(b) hm( gt~ gn ,

n—00

() lim <¢n+2+n¢n+1<n+1>\/ﬁ)"
n—so n(Vn ¥ 1—v/n) ’

(@) lim <<n+1>“e2—1>"

n
Wskazowka: Skorzystaj z tego, ze jesli x,, — x, to (1 + x—n) — e”.
n
10. Udowodnij, ze

n
. 1
() Jim D fyeom = +00
k=2

(b) lim Zlogn(2022) = +o0,
k

=2

(c) nan;OZIH <n n;r ) < 400.
k=1




Analiza - klasa 4a Zestaw 6. 12.10.2022

Granica funkcji

Definicja. Niech A € R. Méwimy, ze liczba b € R jest punktem skupienia zbioru
A, jezeli istnieje ciag liczb a, € A\ {b} taki, ze a,, — b. Przyjmujemy, ze 400 jest
punktem skupienia zbioru A niegoraniczonego z géry, a —oo jest punktem skupienia
zbioru A niegoraniczonego z dotu. Umawiamy sie, ze R U {—o00, +00} = R.

Przyktady:

e Kazda liczba z przedziatu [a, b] jest punktem skupienia przedziatu (a,b) jak i prze-
dziatu [a, b].

e Jedyne punkty skupienia zbioru Z to Foco.

e Kazda liczba rzeczywista jest punktem skupienia zbioru liczb wymiernych Q.

Definicja Heinego (ciagowa) granicy funkcji w punkcie. Niech A C R, b € R

jest punktem skupienia zbioru A i f: A — R. Méwimy, ze g € R jest granica funkcji

f w punkcie b, jezeli dla kazdego ciagu a,, € A\ {b}, takiego ze a,, — b zachodzi

f(ay) — g. Piszemy wéwczas

lim f(z) =g b fa) =g

r—b

Przyklady:
. 2 . 1 . z—1 . - .
lim(z° 4+ 1) =1, lim — = 400, lim =2, lim =0, lim lnz = +o0o.
z—0 x—0 |J,‘| r—1 r—1 r——00 r—00
lim |z] =0,
r—1—

Funkcja f(z) = |«| nie ma granicy w zadnym punkcie b € Z.

Definicja granic jednostronnych. Méwimy, ze ¢ jest granica prawostronna (le-
wostronng) funkcji f w punkcie b € R jezeli dla kazdego ciagu a, € AN (b,+00)
(an € AN (—00,b)) takiego, ze a,, — b zachodzi f(a,) — g. Piszemy wéwczas
lirn+ f(x) = g (granica prawostronna) i lim f(z) =g (granica lewostronna).
T—b r—b—

1 1
Przyklady: lim — = +o0, lim — = —o0, lim |z] =1,
z—0t T r—0— T r—1t+

Stw. 1. Niech A C R, b € R jest punktem skupienia zbioru Ai f: A — R. Wéwczas
lin}) f(z) = g wtedy i tylko wtedy, gdy hI?Jr flz) = 1iI£1_ f(x)=g.

Stw. 2. (Wlasnoéci arytmetyczne granicy funkcji) Niech A C R, f,g: A — R,

b € R jest punktem skupienia zbioru A i istniejg granice
lim f(x) = ¢, lim g(z) = d, b,ceR.
T—b z—b

Woéowezas

(i) jesli jest okreslona suma ¢+ d, to lirr%)(f(ac) +g(x))=c+d.
Tr—
(ii) jesli jest okreslona réznica ¢ — d, to 1in})(f(x) —g(z)) =c—d.
(iii) jesli jest okreslony iloczyn ¢ - d, to llilrr}7 f(x)g(x) =c-d.

(iv) jesli jest okreslony iloraz g, to 916111% ‘;Eg = 2

Stw. 3. (Granica zlozenia funkcji) Niech A,BCR, f: A — R, g: B — R. Jezeli
e f(A) C B,
e a € R jest punktem skupienia zbioru A, lim f(z) =bc R i f(z) # b dla  dosta-

r—a

tecznie bliskich a,
e b jest punktem skupienia zbioru B i lint g(y) =c€R,
y—)
to lim g(f(x)) = c.

Tw. 4. (Definicja Cauchy’ego granicy funkcji) Niech A C R, a € R jest punktem
skupienia zbioru A4, f: A — R i g € R. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) Liczba g jest granica funkcji f w punkcie a.
(ii) Ves0 Jss0 vxeA\{a} lt —al<é = |f(z)—gl<e

1. Udowodnij, korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, ze

(a) zli%h Inz=-00 (b) ;11% sine =0 (c) alcli% cosz =1 (d) $Erilm Ty 0
2. Wazne granice. Udowodnij, ze
. sinz . l—cosxz 1 .oet—1
@ m ! O Ty =t
V/ 1-1 1 In(1
(b) lim 8% 1 (@ tim VEFIZL L gy gy, O D)
z—0 X z—0 xT k z—0 xT
o . . e’ . Inx
3. Udowodnij, ze dla kazdego a >0 lim — = +ocoi lim =0
r——+o0 % rz——+oo %

4. Oblicz granice, o ile istnieja, badajac odpowiednie granice jednostronne.

(a) lim [2] (¢) lim % ]

(b) lim z BJ (d) 1

x—0

5. Oblicz granice

(a) lim vot+1-ve-1 (©) 1 P10

. x? -1 o (
(b) Jim e =1 (d) Jimm, p




(1+2)° — (1 + 52) VIT—2 -7

P R B e N
(f) lim = +o? +.. 2 - 2022 (0t VZTF 07 —TAT =3
z—1 . z? -1 20 x+a?+a8
257 _ 9574 + 256 ‘
(8) lim )ty VD= VB) (1 )
T— — Jm (1 — :17)99
4 6 8 10,
(h) lim Vot ﬁg—glﬁ t0\2/f+ Ve (m) lim Ve+1—+vz—1
T—00 \/7
Sfs VoA T Va1
. . X -
0 Jim s ) tim ¥z (Y e+ 12 - e-17)
6. Oblicz granice
sin(ar) ) In(cos? x)
(2) ili% sin(Bz)’ @f 70 (®) alrli% e2r — 2% + 1
. . xr 1
)ty T ® i a0
c) lim Vatsing — Vo —sine h) lim (1+x)a71,aeR
© — LD
z—0 x r—
2
(d) lim Vz-sin(va+1- ) (i) lim In(e™ —1)
e - x—0 tg2(sin(5z))
(¢) lim 1-cos(e® 1) o . \a
2=0 In?*(1 + sinz) 8) xlggl+(1 +sinz)+, a>0

‘ 1\°
7. Oblicz granice lim z®, lim z®%%  lim <ln ) .

z—0t z—0t z—0t x

8. Sformuluj i udowodnij warianty definicji Cauchy’ego granicy funkcji (tw. 4) dla
przypadkéw gdy b = oo lub g = to0.

9. Wykaz, ze funkcja Dirichleta f: R — R
1 gdyzeQ
f(z) =
0 gdyz¢Q
nie ma granicy w zadnym punkcie.
10. Wykaz, ze funkcja Riemanna f: R — R
flz) = % gdy x € Q\ {0}, =z = %, gdzie p € Z, ¢ € N, NWD(p,q) =1
0 gdyxé¢Qlubxz=0
ma w kazdym punkcie a € R granice réwna 0.

11. Funkcja f: (—a,a)\ {0} — (0,+00) spelnia warunek

lim (f(x) + f(lx)> =2.

Udowodnij, ze lir% flz) =1

12.

13.

2
: R — R jest monotoniczna i lim 1(2z) = 1. Udowodnij, ze

Funkcja f A @)

L flen)
a—+oo f(x)
Niech f:[0,1] — [-M,M], a,b>1i f(az) = bf(z) dla z € [0, 1]. Udowodnij, ze
i f(x) = f(0)

=1 dla kazdego ¢ > 0.



Analiza - klasa 4a Zestaw 7. 28.10.2022

Funkcje ciggle I

Wszedzie I, J to przedzialy (skoficzone lub nie) zawarte w R.
Definicja. Funkcja f : I — R jest ciagla w punkcie ¢ € I, jezeli lim f(z) = f(¢).

Funkcja f jest ciagta (na I) jezeli jest ciagta w kazdym punkcie ¢ € I.

Ciagtos¢ funkcji f w punkcie ¢ jest rownowazna warunkowi:
ve>0 El 6>0 v:ve(cfé,v%é) |f(33) - f(C)| <e.

Stw. Jezeli funkcje f,g : I — R sa ciagle w punkcie ¢ € I, to funkcje f+gi f-g tez sa
ciaglte w punkcie c. Ponadto, jezeli f(c) # 0 to funkcja 1/f jest okreslona na pewnym
przedziale otwartym zawierajacym punkt c i jest ciagla w c.

Whiosek. Kazdy wielomian jest funkcja ciagla na R. Kazda funkcja wymierna jest
ciagla na calej swojej dziedzinie.

Stw. Jezeli f: 1 — J, g:J — R, funkcja f jest ciagla w punkcie ¢ € I i funkcja g
jest ciagla w punkcie f(c), to funkcja g o f jest ciagla w punkcie c.

Stw. Funkcje f,g: I — R sa ciagle i f(z) = g(x) dla kazdego € T N Q. Wowczas
f=g9

1. Udowodnij ciaglosé ponizszych funkcji zmiennej a:

(a) 2%, 2>0,a>0
(b) */z,neN,zeR

(c) sinzx, cosz, r € R

(d) tgz, z € (3, %)
(e) a®,a>0,z€R
(f) log,z,a >0,z >0

2. Dla jakich a,b € R ciagta jest funkcja

1 —cosax
— ) gd 0
o) = - gdy « #
b gdy =0
3. Dla jakich a, b, c € R ciaggla jest funkcja
log(1
sin(sin(ax))
fla) = b gdy x =0
r+c gdy x >0

4. Funkcja f : I — R jest ciagla. Udowodnij, ze funkcja |f| tez jest ciagla. Czy
prawdziwa jest implikacja odwrotna?

5. Funkcje f,g: I — R sa ciagle. Czy funkcja h(x) = max(f(x), g(x)) jest ciagta?

6. Znajdz zbiory punktéw cigglosci funkeji f,g: R — R

10.

11.

12.

13.

14.

15.

o gdy x e R\ Q
J(@) = {sin|x| gdy z € Q

Liczby a,,b, € R, gdzie n € Z, spelniaja warunki: ag = 0 i funkcja f: R — R
dana wzorem

(z) = ¢ 8(T0) gdy s €RAQ
g 0 gdy x € Q

flz) = an +sin(rx) gdy x € 2n,2n+ 1], n€Z
| bn +cos(mz) gdy z € (2n—1,2n), n€Z

jest ciagta. Wyznacz liczby a,, i b,,.

Znajdz zbiory punktéw ciaglosci funkeji f(z) = |z]sin(nz) i g(x) = |2?| sin(rz),
z € [0, 400).

Udowodnij, ze funkcja Riemanna jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym i
nie jest ciggla w kazdym punkcie wymiernym.

Zbadaj ciaglosé funkcji f : R — R danej wzorem

|| dlaz=0lubz e R\Q

o= q(i'ixl dlangvpezv(IEI\Iv NWD(p, q) = 1.

Dla jakich a,b > 0, ¢ € R ciagta jest funkcja

T b 1/
<a42r > gdy x # 0

c gdy x =0

flz) =

Udowodnij, ze funkcja f : R — R okresowa, ciagla i rézna od stalej ma okres
podstawowy (czyli minimalny okres dodatni).

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R ciagle w 0 i takie, ze f(z+y) = f(x)+ f(y)
dla dowolnych z,y € R.

Wykaz, ze jedyna funkcjg ciagla f : R — R taka, ze f(z +y) = f(z)f(y) dla
dowolnych z,y € R oraz f(1) = e, jest funkcja f(z) = e®.

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R ciaglte w 0 i takie, ze dla kazdego x € R
spelniona jest réwnos¢ 2f(2z) = f(x) + «.
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Funkcje ciggtle 11

Definicja. Kresy gorny i dolny funkcji f: A — R definiujemy odpowiednio jako kres

goérny i dolny zbioru f(A) C R. Kresy to zapisujemy jako sup f(z) i hel,f4 f(z) lub sup f
z€A z A

i 1%f f-

Tw. Weierstrassa o kresach Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla, to istnieja
¢, d € [a,b] takie, ze f(c) =sup f i f(d) = [inlf] f
[a!b] @s

Whiosek. Kazdy wielomian parzystego stopnia o dodatnim (ujemnym) wspdlczynni-
ku wiodacym przyjmuje warto$¢ najmniejsza (najwicksza).

Whiosek. Jezeli funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa, to f przyjmuje warto$c
nawigksza i najmniejsza.

Definicja. Niech I C R to przedzial. Méwimy, ze funkcja f : I — R ma wlasno$é Dar-
bour (wlasno$é przyjmowania wartosci posrednich), jezeli dla dowolnych zq,29 € I i
dowolnej liczby y lezacej pomiedzy f(x1) i f(x2) istnieje liczba t lezaca pomiedzy xq
ixyitaka, ze f(t) =y.

Twierdzenie. Funkcja ciagla f : (a,b) — R ma wlasno$¢ Darboux.
Przyktad. Funkcja f: R — R,

sin 1 dlaz #0
x
0 dlax =0

fz) =

ma wlasnos¢ Darboux, ale nie jest ciagta w 0.

Whiosek. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest ciagla, to dla kazdego przedziatu domknie-
tego [c,d] C (a,b) jego obraz f([c,d]) C R réwniez jest przedzialem domknietym.

Whiosek. Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma pierwiastek rzeczywisty.
Whiosek. Funkcja f : (a,b) — R ciagla i réznowartosciowa jest $cisle monotoniczna.

Twierdzenie. Niech I C R bedzie przedzialem. Jezeli funkcja f : I — R jest ciagla i
réznowartosciowa, to funkcja f=1: f(I) — I jest ciagla.

1. Dane sa wielomiany P i @) takie, ze deg P jest liczba nieparzysta, ) nie ma pier-

wiastkow rzeczywistych i deg P < deg(@. Udowodnij, ze funkcja f : R — R,

P(z)

flx) = 57—

Q(z)

2. Funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa. Udowodnij, ze funkcja g : R — R,
g(x) = f(x) - x - e~ 1l przyjmuje wartosé najwicksza i najmniejsza.

, przyjmuje warto$¢ najwieksza i najmniejsza.

3. Funkcja f : [0,400) — R jest ciagla, funkcja g : [0,+00) — R jest okreslona

10.

11.

12.

13.

14.

wzorem
g(z) =sup{f(t) : 0 <t <a}.

Udowodnij, ze funkcja g jest ciagla i niemalejaca.

Podaj przyklad funkcji ograniczonej na przedziale [0, 1], ktéra

(a) nie przyjmuje swego kresu gérnego i dolnego,

(b) nie przyjmuje kresu gérnego i dolnego na zadnym przedziale [a,b] C (0,1).

. Funkcja f : [0,1] — [0, 1] jest ciagta. Udowodnij, ze istnieje ¢ € [0, 1] takie, ze

) =e.

Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle, f(a) < g(a) i f(b) > g(b). Udowodnij, ze
istnieje ¢ € (a,b) takie, ze f(c) = g(c).

(a) Udowodnij, ze réwnanie 2z = sinz + 1 ma rozwigzanie w przedziale (0, 1).

(b) Udowodnij, ze réwnanie e* = 3z ma co najmniej dwa rozwiazania.

(¢) Udowodnij, ze réwnanie 2% = % ma dokladnie jedno rozwiagzanie.

Funkcja f : R — R jest ciagta i malejaca. Udowodnij, ze istnieje ¢ € R takie, ze
fle)=c.
Funkcja f : [0,1] — R jest ciggla i

fla+g)+fla+3)

lim =1
x—0 X

Udowodnij, ze istnieje punkt zq € [0, 1] takie, ze f(z¢) = 0.

Funkcja f : [0,2] — R jest ciagla i f(0) = f(2). Udowodnij, ze istnieja punkty
a,b € [0,2] takie, ze b—a =11 f(a) = f(b).

Podaj przyktad funkcji ciaglej f : R — R, ktéra przyjmuje kazda warto$¢ do-
ktadnie trzy razy. Czy istnieje funkcja ciagta f : R — R, ktora przyjmuje kazda
warto$é¢ dokladnie dwa razy?

Funkcja f : [1,400) — R jest ciagla i nieograniczona z gory i z dotu. Udowodnij,
ze [ przyjmuje kazda warto$é nieskonczenie wiele razy.

Funkcja f : R — R jest ciagla i réoznowarto$ciowa i istnieje n € N takie, ze n-ta
iteracja funkcji f jest identycznoscia, czyli f™(x) = x dla wszystkich 2 € R. Udo-
wodnij, ze

(a) jedli f jest rosnaca, to f(x) = x dla wszystkich z € R,

(b) jesli f jest malejaca, to f2(x) = x dla wszystkich z € R.

Dana jest funkcja ciagta f : R — R spelniajaca warunki
£(1000) = 999, flz)- f(f(z))=1 dlazeR.

Oblicz £(500).
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Funkcje ciggte I11

Twierdzenie. Niech I C R bedzie przedzialem. Jezeli funkcja f : I — R jest ciagla i
réznowartosciowa, to funkcja f=1: f(I) — I jest ciagla.

Definicja (funkcje cyklometryczne).

(i) Funkcja s : [-F, 5] — [=1,1], s(x) = sinz, jest bijekcja. Dla y € [—1, 1] definiujemy
arcsiny = s~ 1(y).

(ii) Funkcja ¢ : [0, 7] — [—1,1], ¢(z) = cosx jest bijekcja. Dla y € [—1,1] definiujemy
arccosy = ¢ 1(y).

(iii) Funkcja ¢t : (=5,5) — R, t(z) = tgx jest bijekcja. Dla y € R definiujemy
arctgy =t~ (y).

(iv) Funkcja w : (0,7) — R, u(z) = ctgz jest bijekcja. Dla y € R definiujemy
arcctgy = u~(y).

Stw. Funkcje cyklometryczne sa ciagle.

1. Dana jest funkcja f(z) = 2® + x, z € R. Udowodnij, ze f ma funkcje odwrotna i
wyznacz granice

~1
. . [T (w)
LA
23
2. Dana jest funkcja f(x) = ———=, ¢ € R. Udowodnij, ze f ma funkcje
V1+ a2 + 28
odwrotna i oblicz granice
)

I
yli% NG
3. Ktére z funkcji cyklometrycznych sa rosnace, malejace, parzyste, nieparzyste?

4. Udowodnij, ze dla > 0
arctger < z < arcsinz.

5. Oblicz granice funkcji arctgx i arc ctgx w +oo0.

6. Oblicz granice
. arcsinzx . arctgx . arccoszx
a) lim ——— b) lim c¢) lim ——.
(a) lim———, (b) lim—>==, (c) lim T

7. Udowodnij tozsamosci

(a) cos(arcsinz) = sin(arccosx) = V1 — 22, z € [-1,1]
(b) arccosz = arcsin (V1 —22), z€[0,1]

arc cos(22% — 1) arc cos (1 — 222)

(c) AICCOST = ——————, arcsinx = 5 , x€][0,1]
1

d) sin(arctgr) = ——, cos(arctger) = ——, x€R

(d) sin(arctgz) = —re—jy (arctgz) = ==

(e) arctgx + arcctgx = g, zeR

1
(f) arctgz + arctg— = g, x>0
x

. Zbadaj istnienie granicy

. 1
%1_)ml arctg 1o

. Wielomiany Czebyszewa 1-go rodzaju. Dla n € NU {0} definiujemy funkcje

T,:[-1,1] = R
T, (z) = cos(narc cos ).

(a) Udowodnij wzér rekurencyjny Tyyo(z) = 22T,41(x) — T, (z). Wykaz, ze T),
jest wielomianem stopnia n. Wyznacz wspoétczynniki wiodacy wielomianu 75,.

(b) Dla n > 1 wyznacz pierwiastki wielomianu 7,, i punkty, w ktérych przyjmuje
on warto$é najwieksza i najmniejsza na przedziale [—1,1].

(¢) Udowodnij, ze dla |z| > 1

T, (z) = 1 ((:L’— Va?— 1>n + <z+ Va2 — l)n)

2
Przyjmujemy, ze T,, sa zadane wzorami z podp. (a).
(d) Wykaz, ze dlan > m

2T, ()T (z) = Tham(x) + Th—m ().
(e) Wykaz, ze dlan,m >0

T (T (2)) = Ty ().
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Powtodrzenie

1. Oblicz granice

1.4 + 3{E2 —4 ) elfcos:v —1
(a) _ lim ———
r—1 r+1 z—0 arctg?x
1_ 3
(b) lim L= VZ L
a—11— 3z (1) hn}) 7
r— X
Vaz4+1-—vVz+1
n

1 —cos(1 — cosx)

c) lir H 3 —sin
(© =0  1—yx+1 (5) lim sinz - sin (5322
@) 1y YO VST T
z—Z sinx —cosx . 1
() lim ctBz—1 (k) Jim oo (1 * x)
z—tgl Jarctgr — 1
() lir%xctgx (1) lim Vor2 41+ /3 —2+2
xr— T— —00
Vet +1-1
l. —_— s 3 2 _ 3 _ 2
(&) 720 In(cosh ) (m) xEﬂI}OO V(e +1)? = (- 1)
(n) lirf sin vz + 2 - (sin vz + 1 — sin/x)

2. Czy mozna okreslié¢ f(0) tak, aby otrzymaé funkcje ciagta f : R — R, jesli dla
x#0 (a) f(z) = exp(y), (b) f(2) = exp(3z), (c) f(z) = exp(—55)?
3. Funkcja f: R — R jest dana wzorem

sinx
e2arctgz _ | gdy z 7& O’

fz) =
a gdy x = 0.

Dla jakich wartosci a € R funkcja f jest ciggta?
4. Czy funkcja f(x) = e~ 1*l sinz przyjmuje na R warto$é¢ najwicksza i najmniejsza?

5. Udowodnij, ze
(a) réwnanie e = 2cosx ma co najmniej 2 rozwiazania w przedziale (0, 27)
(b) réwnanie 104/ = e* ma co najmniej 2 rozwigzanie w przedziale (0, +00).

sin x

6. Funkcja f : [0,5) — R jest dana wzorem f(x) = sinz + . Wyznacz ob-

1
\/cosT

raz funkcji f i udowodnij, ze istnieje funkcja odwrotna f=1: f([0,%)) — [0, F).

Oblicz granice
-1
lim f~!(x) oraz lim C)

r—1t a—1t ©z—1"
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Dowdd zasadniczego twierdzenia algebry

Definicja. Ciag liczb zespolonych (z,) jest zbiezny do liczby zespolonej a wtedy i

tylko wtedy, gdy |z, —a| — 0.

o 2, — a <= Re(z,) — Re(a) i Im(z,) — Im(a).

o Jezeli z, — a, to |z, — |al.

e 7 wlasnoéci arytmetycznych granic ciagoéw liczb rzeczywistych wynikaja identyczne
wlasnoéci arytmetyczne granic ciggdéw liczb zespolonych.

Stw. Z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Definicja. . Funkcja f : C — C jest ciagla w punkcie a € C, jezeli dla dowolnego
ciagu z, — a, z, # a, zachodzi f(z,) — f(a). Funkcja f jest ciagla, jezeli jest ciagla
w kazdym punkcie a.

Przyklady: Funkcja f(z) = |z| jest ciagla. Jezeli P jest wielomianem o zespolonych
wspoélezynnikach, to P jest funkcja ciagla. Wéwcezas funkcja g(z) = |P(z)| tez jest
ciagla.

Definicja. Zbiér E C C (lub E C R? lub E C R) jest domkniety, jezeli dla kazdego
ciagu punktéw a,, € F takiego, ze a,, — a zachodzi a € E.

Przyktad: Kolo D, = {z € C: |z| < r} jest zbiorem domknigtym.

Tw. Weierstrassa o kresach (wersja nad C). Funkcja f : C — R jest ciagla, E C C
jest zbiorem domknietym i ograniczonym. Wéwczas istnieja a,b € E takie, ze

fl@=inff i f(b)=supf.
E E
Lemat. Niech n > 1, P(z) jest wielomianem o zespolonych wspo6tczynnikach stopnia
n. Wéwczas istnieje zg € C takie, ze
P = inf |P(2)|.
(s0) = inf |P(2)|

Zasadnicze tw. algebry. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspélczynnikach
zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowdd: Za pomoca Lematu pokazujemy, ze inf,cc |P(z)| = 0.
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Pochodna funkcji I

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w puncie zg € (a,b),
jezeli istnieje skoniczona granica

F(zo) = i @R = F@0) _ , f@) = Flzo)

h—0 h T—To r — o

f(@) = f(zo)

T — X9

Liczbe f'(zo) nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xo. Wyrazenie

nazywamy tlorazem roznicowym.

d
Stosuje si¢ takze oznaczenie f'(zq) = %(mo).

Stw. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zg € (a,b), to jest
ona ciagla w tym punkcie.

Tw. (Arytmetyczne wlasnoSci pochodnych) Jezeli funkcje f,¢g : (a,b) — R sa

rézniczkowalne w punkcie zg € (a,b), to
(i) funkcja f + g jest rézniczkowalna w xg i (f + g)' (x0) = f/(x0) + g'(z0);

=f
(ii) funkcja f - g jest rézniczkowalna w zo 1 (f - g) (o) = f/(z0)g(zo) + f(x0)g’ (z0);

(iii) gdy g(z) # 0 na pewnym otoczeniu g, to funkcja f jest rézniczkowalna w xq i
g

f ' _ f'(w0)g(x0) — f(20)g' (0)
- (.’170) = 2 .
g 9(z0)

Lemat o przyblizaniu funkcja liniowa. Funkcja f : (a,b) — R jest r6zniczko-
walna w punkcie zg € (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k € R i funkcja
¢ : (a,b) — R takie, ze

f(@) = f(zo) + k- (x—x0) + P() - (x — x0) dla z € (a,b)

oraz lim ¢(x) = 0. Woéwczas k = f'(xo).
T—x

Tw. (Pochodna zlozenia funkcji) Jezeli funkcja g : (a,b) — (¢, d) jest rézniczko-
walna w punkcie g € (a,b) oraz funkcja f : (¢,d) — R jest rézniczkowalna w punkcie
g9(z0) = yo € (¢,d), to funkcja FF = fog: (a,b) — R jest rézniczkowalne w xg i

F'(x0) = f'(y0) - ¢'(w0) = f'(g(20)) - ¢ (0)-

Definicja. Pochodne jednostronne funkcji f w punkcie zg definiujemy jako

f(xo +h) — f(x0)

fi(zo) = hhm+ pochodna prawostronna
—0

h
h) —
fl(zo) = hlirgf f(wo+ }z f(@o) pochodna lewostronna

Jezeli f : [a,b) — R i istnieje f) (a) to méwimy, ze f jest rézniczkowalna w punkcie a
i f'(a) = f (a). Podobnie definujemy rézniczkowalnos¢ i pochodng funkcji g : (a, b] w
punkcie b.

Stw. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zy € (a,b) wtedy i tylko
wtedy gdy istniejg obie pochodne jednostronne funkcji f w punkcie xq, sa skonczone
i sa sobie rowne.

Definicja. Niech I C R oznacza przedzial, Méwimy, ze funkcja f : I — R jest roznicz-
kowalna, jezeli jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie zg € I. Funkcje z — f/(z),
x € (a,b), nazywamy pochodng funkeji f.

Stw. (Pochodne funkcji elementarnych)

(i) (z*) =ar* ' dlaz e Riae€Nlubz >0ia>0lubz #0ia€Zlubx #£0i
_ _1 .
a—m,neN,

ii) (a®) =lna-a® dlaa>0iz eR;

(
(ili) (log, x) = ! dla z > 0;
8a®) = Tlna ’
(iv) (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz dla z € R;
-1
( :1+tg2xdlax7§@, (ctgz) = —
x sin” z

1
v) (tgz) = — dla z # kr, k € Z.
cos

1. Oblicz z definicji pochodna funkeji f(x) = v/4x + 1 w punkcie zy = 2.
2. Zbadaj rézniczkowalnoéé fukeji f(z) = |z| i g(z) = ¥/x w punkcie zo = 0.
3. Wyznacz dziedzine funkcji, oblicz jej pochodne i wyznacz dziedzing pochodne;j:

a ) = Vor — 12 _ sinz
@ 7= 2 () (@) = ==

¢ —2x+5
(b) f(z) = A9 (d) f(z) =tg*(sinx)
(e) flz) = (\/1:2+sin2x+1> . <2j'2—1>

ogy(z? — i I
(6 f() =2 1) ) S(a)

icte 0) f(@) = Gin V)=

(g) f(x) =mze™ —3.2008% (k) f(z)=log,e
(h) f(z)=a" (1) f(z) =log,> (cosz + 1)

4. Niech a > 01 )

|z|*-sin— gdy z #0
x

0 gdy x =0

fz) =

Dla jakich wartosci a funkcja f jest rézniczkowalna w 07
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Pochodna funkcji I1

Tw. (Pochodna funkcji odwrotnej) Jezeli funkcja f : (a,b) — (c,d) jest bi-
jekcja, jest rézniczkowalna w punkcie zo € (a,b), f'(xg) # 0 i funkcja odwrotna
f1:(c,d) — (a,b) jest ciagla w punkcie yo = f(z0), to funkcja f~! jest rézniczko-
walna w punkcie yo = f(xo) i

1
) = S
Pochodne funkcji cyklometrycznych:
e (arcsinz) = \/1%7, z e (-1,1)
e (arccosz) = \/%, z e (—1,1)
o (arctgz) = ?1112, r€eR
e (arcctga) = 1—?—71302’ z eR.

1. Okresl parametry a, b, c,d tak, aby funkcja f miata pochodng na caltym zbiorze
liczb rzeczywistych:

axr +b dla z <1,
flz) = ax?4+c¢ dlal<z<2,
dz? +1
dla z > 2.
x

2. Wyznacz pochodne funkcji f(z) = ¢/z i g(x) = Inx korzystajac z tw. o pochodne]
funkcji odwrotnej.

3. Oblicz pochodne
(a) f(z) = sin(arc cos )

(b) f(x)zarcsin( * )

1+ 22

(c) f(z) = arctg(e>)

(d) f(z) =In’(arctgz + %)
4. Liczba xq jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P i k > 1. Wykaz, ze xg jest
(k — 1)-krotnym pierwiastkiem wielomianu P’.

5. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w zq € (a,b). Wykaz, ze

h) — —h
i EER I _

Czy z istnienia powyzszej granicy wynika rézniczkowalnosé funkcji f w x¢?

10.

11.

12.

n
Znajdz wzory dla sumy Z keke.
k=1
Funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie a. Oblicz granice

(@) tim 20 —af@)

r—a r—a

)

(o) tim £@)900) = F(@)g(a)

r—a Tr—a

)

(C) lim anf(x) — xnf(a)

r—a xr—aQa

,neN

Funkcja f jest rézniczkowalna w 01 f/(0) # 0. Oblicz granice

i @ = 1(0)
+2 F(a) cosw— £(0)°

Funkcje fi1, fa,. .., fx : (a,b) — R sa rézniczkowalne w punkcie g € (a,b). Znajdz
wzor na (f1 - for ... fx) (zo).

Zalézmy, ze f(a) > 01 f jest rézniczkowalna w a. Oblicz granice

w5 ()T

Niech f(z) = ajsinz + agsin2zx + ... + a, sinnz, gdzie ay,as,...,a, € R. Udo-
wodnij, ze jesli |f(z)| < |sinz| dla z € R, to

la1 +2a2 + ... + na,| < 1.

Niech f(0) = 0, funkcja f jest rézniczkowalna w 0 i k € N. ZnajdZ granice

1 k T
1%x2f<3)
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Pochodna funkcji I11 (twierdzenia o warto$ci $redniej)

Lemat Fermata. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie ¢ € (a, b)
i ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f/(c) = 0.

Tw. Rolle’a. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na (a, b).
Jezeli f(a) = f(b), to istnieje & € (a,d) takie, ze f'(§) = 0.

Tw. Cauchy’ego o wartosci $redniej. Funkcje f, g : [a,b] — R sa ciagle na [a, b] i
rézniczkowalne na (a, b) oraz ¢'(z) # 0 dla = € (a,b). Wowczas istnieje £ € (a, b) takie,

* [0~ f(a) _ [(©)
g(0) —gla)  g'(&)

Tw. Lagrange’a o warto$ci $redniej. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i
rézniczkowalna na (a,b). Wéwczas istnieje € € (a, b) takie, ze

f(b) — f(a)
b—a

= f'(9).

Whiosek. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] 1 rézniczkowalna na (a,b) oraz
f'(z) = 0 dla kazdego = € (a,b). Wowczas funkcja f jest stala.

Tw. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wowczas funkcja f’ ma wlasnodé
Darboux.

1. Wielomian W o wspélczynnikach rzeczywistych ma n réznych pierwiastkow rze-
czywistych. Wykaz, ze wielomian W’ ma co najmniej n — 1 réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

2. Dwoéch zawodnikéw dotarto do jednocze$nie do mety wyscigu. Udowodnij, ze w
pewnym momemncie obaj biegli z taka sama predoécia.

3. Funkcja f : [a,+00) — R jest ciagla na [a, +00) i rézniczkowalna na (a, +00) oraz

liril f(z) = f(a). Wykaz, ze istnieje £ € (a, +00) takie, ze f/'(§) = 0.
r—1T00

4. Wielomian P stopnia n ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Wykaz, ze
dla dowolnej liczby a # 0 wielomian P’(z) 4+ aP(z) ma n réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

5. Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na [a,b] i rézniczkowalne na (a,b) oraz
f(a) = f(b) = 0. Udowodnij, ze istnieje £ € (a,b) takie, ze

g f(E&) + (€ =0

6. Liczby rzeczywiste ag, a1, ..., a, spelniaja réwnosé

a an,
ap+ —+ ...+ =0.

2 n+1

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

Udowodnij, ze wielomian P(z) = a,x"+...+a1x+ao ma pierwiastek w przedziale
(0,1).

Niech a1, az,...,a, € R\{0}, b1,bs,...,b, € Rorazb; # b; dlai # j. Udowodnij,
ze rownanie
alxbl + agxb2 +...4+ an:cb" =0
ma co najwyzej n — 1 pierwiastkow dodatnich.
Funkcja : (0,400) — R jest rézniczkowalna oraz inf f/ > 0. Udowodnij, ze
lim f(z) = +oc.
r— 00
Udowodnij tozsamosci:
l—2z 7
t tg—— = — dlaz € (-1, ;

(a) arch+arcg1+x y daz (—1,+00)

(b) 3arc cosz — arc cos(3z — 42%) = w dla z € [-1, 1].
Podaj przyktad funkcji rézniczkowalnej, ktorej pochodna nie jest ciagta.
Udowodnij nieréwnosci:

(a‘) |tg$ - tgy| > |‘T - y‘ dla T,y € (_ga g)v

(b) |arctga — arctgy| < |z —y| dla z,y € R;

a—>b a a—>b
In- < ——dl b )
(c) . <nb< 5 al<b<a

Stosujac tw. Cauchy’ego o wartosci éredniej udowodnij nieréwnodci:
2 2 4

(a)l—%<cosxdlax7§0, (c)cosx<1—%+%dlax7é0,
3 3 5
(b)x—%<sinxdlam>0, (d) sinx<x—%+%dlaw>0.

Funkcja f : (a,400) jest rézniczkowalna i .lirf f'(x) = c. Udowodnij, ze

lim (f(z+1) = f(z)) =c

T—+00
Niech o > 11 funkcja f : R — R spelnia warunek

[f(@) = fly)] <[z -yl
dla dowolnych z,y € R. Udowodnij, ze funkcja f jest stala.

Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] 1 rézniczkowalna na (a,b) i f nie jest
funkcja liniowa. Wykaz, ze istnieja x,y € (a,b) takie, ze

f(b) — f(a)

T <]

f'(z) <

Zalézmy, ze b — a > w i funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wykaz, ze
istnieje & € (a,b) takie, ze f/(€) < 1+ f(£)2.
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Pochodna funkcji IV

Tw. 1. Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na

(a,b).

(i) Jezeli f'(z) > 0 dla = € (a,b), to funkcja f jest niemalejaca.
(ii) Jezeli f'(z) > 0 dla x € (a,b), to funkcja f jest rosnaca.
(iii) Jezeli f'(x) < 0 dla x € (a,b), to funkcja f jest nierosnaca.
(iv) Jezeli f'(z) < 0 dla z € (a,b), to funkcja f jest malejaca.

Tw. 2. Zalézmy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalne, ¢ € (a,b) oraz f'(c) =0
(i) Jezeliistnieje § > 0 takie, ze f'(z) < 0dlax € (¢c—0,¢) i f'(z) > 0dlax € (¢, c+9),
to f ma w ¢ minimum lokalne.

(ii) Jezeliistnieje § > 0 takie, ze f'(z) >
to f ma w ¢ maksimum lokalne.

Odlaz € (c—d,¢)i f'(z) < O0dlazx € (¢, c+9),

Jezeli nieréwnosci sa ostre, to odp. ekstrema sa wlasciwe.

1. Udowodnij nieréwnosci Bernoulliego:

(a) I1+z)" 2>14+razdlax>-11i

r>1;
b) A+z)<l4+rzdlaz>-110<

r< 1
2. Udowodnij nieréwnosci:

(a) 2zarctgz > In(1 +2?) dla z € R;

arctgx

(b) In(1+2) > dla z > 0;
(¢) Inz < fdlax>0

in? s
(d) coszr < — dla0<z<§,

)
(e) ze®/? < e —1dlax > 0;
(f) e* < (1 +2)1** dla z > 0;
)

() n(1+2) < dla z > 0;

x
vi+zx

1 x+1
(h) <x+ > <z" dlaz>0;
1
3

2

2
tgax+§sinx>xdla0<x<g,

(i)

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.

(j) sinz - tgx > 2% dla —g <z<Z.

2
Ktora z liczb jest wigksza: e™ czy w7

Wykaz, ze jesli z,y > 0ia > 1, to
(z+y)* > 2% +y*

. Udowodnij, ze dla 0 < a < b < g

tga  tgb
a S b
Wykaz, ze dla dowolych liczb dodatnich a, b takich, ze a # b zachodza nieréwnosci

a+b
\/><1nb lna< 2

—a
Ina

Liczbe Inb nazywamy $rednig logarytmiczng liczb a i b.

Zalézmym, ze a,b,x > 0 i a # b. Udowodnij nier6wnosé
a+z\"" S (g) b
b+ x b/’

Udowodnij, ze jeslib>a >11ic¢ >0, to

log, b > log, .(b+c).

Wyznacz przedzialy monotoniczno$c, ekstrema lokalne i kresy funkcji
) f(@) = e,
) ) = 2?2 +1
22441’
c) ) = sin(sin ),
)

x)=\/x+1 Va2 -2z +1,
(e) flz) =

Znajdz ekstrema lokalne funkcji f(z) =

(a
(b) f(z
(c) flz
(d) f(
fx

x™(1 —x)", gdzie z € R, m,n € N.

ZnajdZ najwieksza i najmniejsza warto$é funkeji f(z) = zarcsina + v/1 — 22 na
przedziale [—1,1].

Wyznacz kres gérny zbioru {277 4+271/% . 2 > 0}.
Ile pierwiastkéw ma réwnanie 61n(1 + 22) = e*?
Wyznacz liczbe pierwiastkéw réwnania a® = x w zaleznosci od a > 0.

Udowodnij, ze dla x > y > 1 zachodzi nieréwnosé
v > yry

Zalézmy, ze a > b > ¢ > 0. Udowodnij nier6wnosé

a®-b* - >ab b .



Analiza - klasa 4a Zestaw 16. 25.1.2023 10. Wyznacz liczbe pierwiastkéw rzeczywistych tréjmianu 23 — pxr + ¢ w zaleznosci
od wartosci parametrow p, g € R.

11. Udowodnij nieréwnosci:

Pochodna funkcji V - powtérka

1 1
(a) \3/1+$>1+§33—§$C2733>0,

1 1
1. Okno na ;.)odda.szu ma .mieé ksz/talt trapezu réwnorami/e}rmegq, ktére.go kré‘Fsza (b) 2w + 1 <In (1 + 33) < \/ﬁa x>0,
podstawa i ramiona maja dtugo$é po 40 cm. Jaka dtugosé powinna mieé dtuzsza

i, 1
podstawa tego trapezu, aby okno mialo najwieksze pole powierzchni? (c) sin(tgz) >z, x € [0, z7].

5

2. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych przekrojem osiowym jest trojkat o obwo- (d) 23 — T < 3sinz — 3z cosz < 23, x € (0, %ﬂ.)
dzie 20. Oblicz wysoko$¢ i promien podstawy tego stozka, ktérego objetosé jest
najwigksza. 12. Niech x € (0,1) i 0 < a < 3. Udowodnij nieréwnos¢é
3. Parabola o réwnaniuy = 2— I—Q przecina o§ OX w punktach A i B. Rozpatrujemy 1-2° 3 fa
wszystkie trapezy ABCD takie, ze punkty C' i D leza na tej paraboli w gornej 1—ga > ar
polowie uktadu wspoétrzednych. Znajdz wspotrzedne punktéw C' i D, dla ktorych
pole trapezu ABC D jest najwigksze. 13. Funkcja rézniczkowalna f : (0, +00) — R ma wlasnosé

4. Trojkaty prostokatne o obwodzie 1 obracamy wokodt przeciwprostokatnej. Czy dla ()
lim ——=

ktéregos z nich objeto$¢ otrzymanej bryty bedzie najwieksza? Jesli tak, to znajdz =0.
te najwicksza objetodé. Fotee
5. Oblicz pochodna funkcji we wszystkich punktach, w ktorych istnieje: Udowodnij, ze istnieje ciag x, — +oo taki, ze f'(x,) — 0.
— z2 14. Sformutuj i udowodnij
(a) arcsin ——,
1+ 22

(b) s 2(\[) (a) Lemat Fermata, tw. Rolle’a i tw. Cauchy’ego o wartosci $redniej.
sin”(y/x),
(c) In(1 + V/sinx).

6. Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych a, b takie, ze funkcja

(b) Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotne;.

ax+bcosx dlax >0
) = 1—
/(@) ﬂ dla —m<x<0
xrsinz
jest rézniczkowalna na przedziale (—m, 00).

7. Udowodnij, ze funkcja f(z) = e® + = ma rézniczkowalng funkcje odwrotna. Wy-
znacz f~1(1) 1 (f~1)(1).

8. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji i wyznacz ich ekstrema lokalne oraz kresy.

(a) f(z) = (22 —22) -Inz — gxz + 4z,

=2
b =
(b) f(@) 24z +1
Z4br+3
9. Dana jest funkcja f(z) = M Wyznacz liczbe i rodzaj ekstreméw funkeji

V1422

f w zaleznosci od parametru b € R.
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Pochodna funkcji VI

Przypomnienie: Tw. Stolza. Ciagi liczb rzeczywistych (ay,), 1 (by), spelniaja:

(i) ciag (by)n jest $cisle monotoniczny i b, # 0 dla kazdego n,

PN .. . . an+1 — Qp

(ii) istnieje granica lim ——— =
n—oo b7l+1 - bn

(iii) lim b, = oo lub lim a, = lim b, = 0.

n—oo a n—oo n—oo
Wéwezas lim — =g

n—oo n

Tw. (Regula de I’Hospitala) Niech b € R U {+o0}. Funkcje f,g : (a,b) — R sa
rézniczkowalne, ¢'(z) # 0 dla = € (a, b),

)

lirr}) flz) = limbg(sc) =0 lub lirr}] g(x) = 400

oraz istnieje granica

. fix)
glclg}, @) C € RU{—o00,+0o0}.
Woéwecezas
lim ﬁ =C.
z—b g 1‘)

Lemat. Niech f : (a,b) — R, gdzie b € RU 400 i dla kazdego ciagu rosnacego (x, )y
takiego, ze x, — b zachodzi f(x,) — c. Wéwczas lirr%) f(z)=c

1. Korzystajac z reguty de 'Hospitala lub nie, oblicz granice:

T _ =T __ t x—l
(a) lim —— o — % (h) lim —of
z—0 sinx — 2x z— % SINT — COST
(b) hmw (i) 111111(x2,1)tg%x’
e—0 sinzx—x o
sin — (G) lim _tgr—1
(¢) lim w, ) e—% 2sin’x — 1
x—0 xX ' 1
1 %_ . sz \*
(d) 11%1%7 (k) li“( v )
1
s sinzx \ «2
li ( ——)t , ) 1 :
(e)ﬁgngw 5 ) te ()xlgg(x>
x?sin L . 9 1
0 om0 ) i (oo (1))

(g) lim (7 — 2arctgz)lnz,

r—400 z—0

(1 1 lim (2 — 2)tg (r2/2),
(0) lim (mn> (a) lim (2~ o)te (m2/2)

x 1 z
¥ —x . @
li r) lim In(e®” 4+ =z (<1+> —e)
(p) avl—>mllnac—aj—l—17 ()x—)*‘m ( ) x
. Niech f(x) =z —sinz, g(x) = 2z + sinx. ZnajdZ granice lim f(@) i wykaz, ze
r—+00 g(x)
: )
granica lim - nie istnieje.
e AC))
. Niech a > 0. Znajdz granice
x 1 z? 1 + z2 sin x 1
A e . cosx — 5 o) lim = —
@) Joy = O s O
1+ sin(zd) — 2
. Oblicz granice lim J'rsm(x ) COS(I,) .
—0 (tga — sinx)(In(1 + arc sinx))
. Oblicz granice
) 1 o1 1 ) 9 1
(a) xli)%{r <ctga: — x>’ (b) mlln(f)l+ - (ctgm — m)’ (c) xlir{)l* (ctg T — x2)

1 T
. Oblicz granice lim+ (2 sin\/z + /z sin ) .
z—0 x

. Funkcja f : R — R jest rézniczkowalna, granica hrf f(zx) istnieje i jest skon-
r—1T00

czona oraz istnieje granica lim zf'(z). Udowodnij, ze wéwczas
r——+00

lim zf'(z) = 0.

Tr——+00

. Funkcja f: (0,400) — R jest rézniczkowalna, a > 0 oraz

lim (af(z)+ f'(z))=beR.

r— 400

Udowodnij, ze
b
li = -,
im f(x) .

r— 400

. Dla danej liczby A > 1 niech f(\) oznacza (jedyne) rozwiazanie réwnania

z(1+1Inz) = A. Udowodnij, ze

oy DA SO

=1.
A—o0 A
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Pochodne wyzszych rzedow 1

Definicja. Zatézmy, ze I C R jest przedziatem i f : I — R. Pochodna rzedu 0 funkcji
f nazywamy sama funkcje f. Mozemy pisaé¢ f(©) = f.

Pochodng rzedu n funkcji f w punkcie a € I definiujemy jako pochodne funkeji f(*—1)

w punkcie a, czyli

F™(a) = (f"V) (a).

Jezeli ta pochodna (jako odp. granica) istnieje, to méwimy, ze funkcja f jest n-krotnie
rozniczkowalna w punkcie a. Jezeli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w kaz-
dym punkcie € I, to méwimy, ze jest ona n-krotnie rézniczkowalna (na przedziale
I). Funkcje = — f(z), (x € I) nazywamy wowczas n-ta pochodna funkcji f lub
pochodna rzedu n funkeji f.

Tw. (Wzér Taylora z reszta Lagrange’a) Zalézmy, ze funkcja f : (a,b) — R ma
w przedziale (a,b) pochodne do rzedu n + 1 wlacznie. Niech ¢ € (a,b) Wéwczas dla
dowolnego z € (a,b), istnieje punkt & lezacy pomiedzy ¢ i z, ze

n k) (g (n+1)
f(x)zzf '( )(x—c)k+f + (5)($—C)n+1.
k=0 ’

k (n+1)!
) ) ) ) ) (e
Uwaga: Wystepujacy w powyzszym wzorze wielomian T, (x) = Z:o ! k!( )(x — ¢)* nazy-
wamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie ¢, funkcje Rn(x) = f(z) — Tn(x)

nazywamy n-tq resztq Taylora funkcji f w punkcie c.

1. Wyznacz funkcje f(z) dla (a) f(z) = 2%, a € R, (b) f(x) = In(a + ), a > 0,
(c¢) f(z) = e, a # 0, (d) f(z) = sin(azx), a # 0, (e) f(z) = log,(x), a > 0,
() f(z) =a*, a>0.

2. Wzér Leibniza. Zalézmy, ze funkcje f, g : I — R sa n-krotnie rézniczkowalne w
punkcie a € I. Udowodnij, ze

F9" @ =Y ()19 @ @),
k=0

3. Oblicz n-ta pochodna funkcji (a) f(z) = xe®, (b) g(z) = 23 sin(5x).
4. Niech

fz) =

e/ dlaz #0,
0 dla z = 0.

Wykaz, ze f(0) = 0 dla kazdego n € N i f()(z) = e=V/*" P, (1/2) dla z # 0,
gdzie P, jest wielomianem o wspoélczynnikach catkowitych.

5.

11.
12.

13.

14.

15.

Wielomiany Hermite’a. Niech f(z) = e~ idlan= 0,1,2,...

Hy(@) = (~1)"e - f"(2), zcR
(a) Wykaz, ze dlan =0,1,2,... funkcja H,, jest wielomianem stopnia n.
(b) Udowodnij zalezno$é rekurencyjna H,11(z) = 22H,(z) — 2nH,_1(x).
Wielomiany Laguerre’a. Wykaz, ze dla n =0,1,2, ... funkcja

x

Ly(z) = c. (zme®) ™), zeR

jest wielomianem stopnia n.

2n+1—a)L,(x) —nL,—
(a) Wykaz zaleznos¢ rekurencyjng L, 11(x) = (2n + 2)Ln(z) = n 1(x)

n+1
.. , = n (_1)k k . .y
(b) Udowodnij wzér L, (x) = Z x”. (c) Oblicz L,(0) i L, (0).
= k) k!
Zatézmy, ze P jest wielomianem stopnia n. Udowodnij, ze dla dowolnych ¢,z € R
P’ p pn)
Pa) =P+ LD w4 T ey 2 PO o,

1! 2!

Wyznacz k-ty wielomian Taylora wielomianu P w punkcie c.

n!

Udowodnij, ze dla kazdego = € R prawdziwe sa wzory:

o (71)nx2n+1 oo (71)nm2n

sinxzz_:om, cosxzz

n=0

. Wyznacz n-ty wielomian i reszte Taylora w zerze funkcji z zadania 4.
10.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 zachodza nieréwnosci

1 1 1
1+§x—§x2<\/1+x<1+§m.

Znajdz przyblizenie wymierne liczby /e z doktadnoscig 1073.
Udowodnij, ze

In2 i (=)

n2= —_—

k
n=1
Wykaz, ze dla z > 0 prawdziwe sg oszacowania
3 1 5 4

1
0<1— -2+ 222 <2
57 T g7 Tr2 16"

Wykaz, zedlaneNiz >0

Wykaz, ze jesli x € [0, Z], to tg(sinz) > =.
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Funkcje wypukte

Niech I C R bedzie przedzialem, polprosta lub prosta. Méwimy, ze funkcja f: I — R
jest wypukla, jezeli dla wszystkich x,y € I i dowolnego A € (0, 1) zachodzi nier6wnos$é

S =Nz +Xxy) < (1 =N f() +Af(y),

zwana nierownoscig Jensena. Jezeli ta nieréwno$c¢ jest ostra dla dowolnych x,y,t j.w.
to méwimy, ze f jest scisle wypukia. Jezeli nieréwnosé Jensena zachodzi w przeciwng,
strone, to méwimy, ze f jest wklesta.

Uwaga: Funkcja f jest ($cisle) wypukla wtw. gdy —f jest (sci$le) wklesta.

Interpretacja geometryczna. Funkcja f jest $cisle wypukla wtw. gdy kazda cieci-
wa laczaca dwa punkty nalezace do wykresu f lezy nad tym wykresem lub si¢ z nim
pokrywa.

Nier6wnos$é¢ Jensena. Jezeli f I — R jest wypukla, z1,22,...,2, € I,
tit o tn €101 it +ta+ ...+t =1, to

f <Ztk$k> < Ztkf(xk)-
k=1 k=1

Lemat. Funkcja f : I — R jest wypukla wtw. gdy dla dowolnych z,c,y € I,z < c <y

zachodzi nieréwnosé
f(@) = f(e) < fly) = fle)
r—c y—c

W przypadku funkcji scisle wypuklych nieréwnosé jest ostra.

Tw. 2. Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla ($ciSle wypukta) wtw.
gdy funkcja f’ jest niemalejaca (SciSle rosnaca). Funkcja f jest wklesla (Scisle wklesta)
wtw. gdy f’ jest nierosnaca ($cisle malejaca)

Whiosek. Funkcja 2-krotnie rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla (Scisle wy-
pukla) wtw. gdy funkcja f” jest nieujmena (dodatnia); f jest wklesla (Scisle wklesta)
wtw. gdy f7 jest niedodatnia (ujemna).

1. Zbadaj, na jakich przedzialach sa wkleste / wypukle funkcje (a) f(z) = xze®, (b)
sinz, (c) tgz, (d) f(z) =2* — 722 + 62 (e) f(z) =2",n €N

2. Jak jest maksymalna liczba przedzialéw wklestosci / wypukloscei wielomianu stop-
nia n?

1 1
3. Wykaz, ze funkcja f(z) = vV1+22—1In ( +4/1+ 2) jest rosngca i wklesta
x x

na (0, 400)

10.

11.

12.

13.

. Niecha > 11 21,29,...

Uogoblniona nieré6wnos$é Cauchy’ego: Niech aq,qs,...,a, > 01 a3 + as +
...+ a, = 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich z1, s, ...z,

3} a2 | Qn

a1x1 + asxs + ...+ apx, =2t -2 T

,Tn, = 0. Wykaz, ze

1 +To+ ...+ xp @
n

z{ + x5 +... +zd

n

N

I =1, to dla dowolnych

Udowodnij Nieréwno$éé Younga: Jeslip,q > 1ip~t4¢q~
r,y >0
Pyl

p q

Ty <

Udowodnij Nieréwno$é Hoéldera: Jedlin € N, p,g>1ip ' 4+¢ 1 =1, to dla
dowolnych x1,...,%n,y1,..., Y, spelniona jest nieréwnosé

S < (sz> - (mz) |
k=1 k=1 k=1

Oblicz granice prawej strony, gdy p — —+00.

Stosujac nierownos¢ Holdera udowodnij, nieréwnos$¢ Minkowskiego: Jesli
TlyeeesTnsYly--sYn ERiIPp>1, to

n % n % n %
(Sornr) < (Somr) + (Sowr)
=1 =1 i=1

r1+xo+ ...+ xp

n 0, ix =
xn € (0,m)ix -

Niech z1, 22, ..., . Udowodnij nieréwnosci

n

sin xg sinz\"
) T o << . ) :

k=1

n
(a) H sinzg < (sinz)",
k=1

Niech a, b, c,d € R. Wykaz, ze

1+ Veaebeced < </(1 +e2)(1 4 e?)(1 + ) (1 + e).
Niech z,y,z € [0, §]. Wykaz, ze

(1 —te (W))g > (1 - tga)(1 - tgy)(1 — tg2).

Funkcja f : (0, +00) — R jest wypuklailim, o+ f(z) = 0. Udowodnij, ze funkcja
f(z)
x

g(x) = jest rosnaca na (0, +00).

Udowodnij, ze funkcja wypukta f : (a,b) — R jest ciagla.



Analiza - klasa 4a Zestaw 20. 21.3.2023

Powtorzenie

1. Oblicz granice

(a) lim V8T~ 1

z—Z 2¢in’x — 1

(b) lim (Qarctgx> ,
m

r——+00

2

arcte &—=

(c) lim 8T
r—1 €xr — 1

(d) lim (1-— sinx)%,

z—0

)

rctgar — 1
m ——.

(e) li

z—0 2

2. Oblicz n-ta pochodna funkcji f(x) = (2% + 2%)e?®.

3. Funkcja f: (a,b) — R jest 2-krotnie rézniczkowalna i f” jest ciagla w punkcie x.

Udowodnij, ze
L f@ et h) = 2f(@) + fw— )
h—0 h?

= f"(@).
. Udowodnij, ze dla z € R

1 1
x < - 2
In(1+€") ln2+2x+—24x,

. Wyznacz przedzialy wklestosci i wypuklosci funkeji
1
(a) f(z)= 1122
(b) f(z) =z +sinz.
. Niech z1,29,...,2, € Ria=x1 + 22+ ...+ z,. Udowodnij nieréwnosé¢
a n
a- arctgﬁ < ];1 Tk - arctgxy.

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich wu, v zachodzi nieréwnosé

5 uv 1/1 U n v
1+ duw = 3\2 14u 1+40v)/)°
Wskazéwka: kazda liczba dodatnia jest postaci e”.

. Funkcja f : (0,+00) — R jest 2-krotnie rézniczkowalna, f” jest funkcja ograni-
czona i lim f(z) = 0. Udowodnij, ze lim f'(z) =0



Analiza - klasa 4a Zestaw 21. 12.4.2023

Calka nieoznaczona I

Operacja odwrotna do rézniczkowania funkcji nazywana jest calkowaniem: majac dana
funkcje f szukamy funkcji F takiej, ze F’ = f. Niestety, w odréznieniu od rézniczko-
wania, ktére w zasadzie jest czynno$cig mechaniczna, calkowanie funkcji bywa trudne,
wymaga pomyslowosci i nie zawsze jest wykonalne.

Definicja. Zatézmy, ze zbior D C R jest suma rozlacznych przedzialéw i dana jest
funkcja f : D — R. Kazda funkcje F' : D — R taka, ze dla kazdego € D zachodzi
F'(z) = f(x) nazywamy calkq nieoznaczong lub funkcjq pierwotng funkeji f. Piszemy

Plz) = / F(z) da.

Najwazniejsze funkcje pierwotne:
1

1+a
1
/ezdw:ez—l—c, /;dlen|x|+0, /cosmdw:sinm—i—C, /sinzdm:—cosm—i—C,

2T 4+ C dla a # 1 i kazdego =, dla ktérego okreslona jest funkcja z?,

z%dx =

dz =tgz + C,

cos? T

#dx—arcterC 1
T4q2 0T HOBTTE V122

1
/7dx= —ctgz + C.
sin® x
Wystepujaca w powyzszych wzorach stata C jest nazywana stalq catkowania. Jezeli dziedzi-

dz = arcsinz + C, /

na funkcji sktada si¢ z wiecej niz jednego przedzialu, na kazdym przedziale warto$é¢ stalej
catkowania moze by¢ inna. (Scis’le: na kazdej sktadowej spdjnosci dziedziny stata catkowania
moze mieé¢ inng wartosé).

Tw. 1. Jezeli I C R jest przedzialem i funkcja f: I — R jest ciaggla, to funkcja f ma
funkcje pierwotna. (dowéd pomijamy)

Stw. 2. Jezeli I C R jest przedziatlem, f : I — R i F jest funkcjg pierwotna funkcji f,
to F jest funkcja ciagla.

Stw. 3. (liniowo§¢ catki). Jezeli funkcje f,g : D — R maja funkcje pierwotne i
a,b R, to

/(af(x) +bg(z)) dz = a/f(x) dx+b/g(x) d.

Stw. 4. (podstawienie liniowe). Jezeli a € R\{0},b € Roraz [ f(z)dz = F(z)+C,
to

/f(a93+b)dx:éF(ax+b)+C.

Tw. 5. (Wzér na catkowanie przez czesci). Jezeli funkcje f,g : A — R sa r6z-
niczkowalne, to

/ f(@)g(x) dz = f(x)g(z) - / f(2)g (@) da.

Oblicz calki nieoznaczone:

1. /(m4+213—w2—7)dm,
1
. /Tﬁdmy

2 .2
. /cos rdx, /sm rdx

4. /(4 sin(5z) — 5cos(4x)) dz,

N

w

o
—
El
o,
B

6. / || dz,

7. /axdx, a >0,
1

8. / 392 dz,

1

11. /lnaas dz, a > 0,

12.

13.

14.

15.

19.

20.

21.

22.

8
®
8
(oW
R

sinz - edzx,

8
S
a
|
8
o
B

—
=
N
8
Q.
8

xcos> T dz,
22 cos® z dz,
sin® z dz,
zarctgx dx,
zsinze” dz,

cos(lnz) dz,

— S S S S S S S

23. Zalézmy, ze I C R jest przedzialem i funkcja f: I — R\ {0} jest rézniczkowalna.

Udowodnij, ze

Oblicz calki nieoznaczone:

24. /tgxd:v
x
25. r—
5 / T a2 dz,

2
T
26. / mdx,

/

(@)
)

z=In|f(z)|+C.

613
27. —d
/3-’-895 “
28. /71 dz,
zlnzx

1
29. dx.
/ arccosx -1 — x?




Analiza - klasa 4a Zestaw 22. 14.4.2023 1. Oblicz calki, stosujac tw. o catkowaniu przez podstawienie:
(a) /Jne*”162 dz (i) /\/ x? — 1dz
(b) /x\/4—x2dx () / 11 22dz
Funkcje hiperboliczne. Przypomnijmy: q
x
¢ =
et — e e +€—m ( ) /(1+I‘2)2 (k) / dx

Calka nieoznaczona 11

sinhy = ——— coshx = . coshz’
' d
2 ? (d) / co:C x dz
Latwo wyprowadzi¢ tozsamosci @ [eFa 1) / Vite=
cosh? z —sinh®z = 1 (tzw. jedynka hiperboliczna), . (m) / dx
cosh(2z) = 2sinh?z — 1, @)/hlxm: Valr+1)
x
sinh(2z) = 2cosh z - sinh z. . dz
(g) [ S22 W | Gy
Latwo sprawdzi¢, ze [sinhadz = coshz + C'i [coshzdz =sinhz + C. & p
x
. . . . . . . ) 5
Sinus i cosinus hiperboliczny maja swoje funkcje odwrotne: (h) / V1—z?dx (o) / NATEE )
arsinhy = In (y VYR 1) ,y€R,  arcoshy=1In (y + VY- 1) yy=>1 2. Oblicz calki
/ arcsinx dx / arsinh x dx / i
oraz 1 1 ’ ’ cosh? z’
sinh ) = —— y shy)' = »y>1
(arsinh.y) V241 (arcosh ) y2 —1 4 3. Oblicz calki z funkcji wymiernych:
Mamy wiec kolejne wazne funkcje pierwotne: dx dx
N N @ [ @ [
——— = arsinhx + C, / ———— =arcoshz + C. 3
/¢ﬁ+1 V1 o [ e © [ pyde
T+ 23 xt+1
Tw. o calkowaniu przez podstawienie. Zal6zmy, ze funkcja f jest ciagta, funkcja x d ¢ x? d
g jest rozniczkowalna i ¢’ jest ciggla, oraz F jest funkcja pierwotng funkcji f. Woéwcezas (c) 1+ 23 v () 1— g4 v
/f(g(x)) g (z)dz = F(g(x)) + C. 4. Udowodnij istnienie funkcji pierwotnej funkcji f : R — R okreslonej wzorem
0 dlaz=0
Do catkowania funkcji wymiernych przydatne jest twierdzenie: flz) = sin 1 dlaz#0
x

Tw. o rozkladzie funkcji wymiernej na ulamki proste. Kazda funkcja wymier-
na F' jest sumg pewnego wielomianu i pewnej liczby utamkéw prostych, czyli funkeji
wymiernych postaci

A Axr+ B

— A R, k —_——r
Goap MeeREER G

Mianowniki tych utamkow prostych sa dzielnikami mianownika F'.

A B,acR,b>0keN.




Analiza - klasa 4a Zestaw 23. 17.4.2023

Calka Newtona

Definicja. Niech a < b i f : [a,b] — R bedzie funkcja ciaglta. Calka Newtona (calka
oznaczona) funkcji f na przedziale [a, b] jest to liczba

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a),

gdzie F' oznacza dowolna funkcje pierwotna funkcji f. Ten sam wzér uznajemy za
definicje calki oznaczonej w przypadku a > b.

Stw. 1. (Liniowo$¢ calki Newtona) Jezeli funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle,

b b
a, B eR, to/ (af(m)—i—ﬂg(m))dx:a/ f(x)dm—i—ﬂ/ g(x)dx

Stw. 2. (Wz6r na calkowanie przez czesci) Jezeli funkcje f,g
rézniczkowalne i funkcje f7, g’ sg ciggle, to

b b
/ f(@)g (@) dz = F(B)g(b) — F(a)g(a) — / J(2)g(x) da

Stw. 3. (Wzér na catkowanie przez podstawienie) Niech ¢ : [a,0] — I C R be-
dzie funkcjg rézniczkowalng taka, ze funkcja ¢’ jest ciagla i f : I — R bedzie funkcja
ciaglta. Wowczas

i la,b] — R sa

g(b)
/ Fo(@))g (@) dz = / F(t)dt = F(g(b)) — Flg(a)),
g(a)

gdzie F' oznacza dowolng funkcje pierwotna funkcji f.

Stw. 4. (Monotoniczno$é catki) Jezeli funkcje f, g

[a,b], to /ab f(z)dz > /abg(:r) dz.

: la,b] — R sa ciaglei f > g na
[a, 0] a clag g

Stw. 5. (Tw. o wartosci éredniej dla catek) Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest
1 b

ciagla, to dla pewnego £ € (a, b) zachodzi 5 / flx)dx = f(&).
—al,

Tw. 6. (Przyblizanie calki sumami calkowymi) Niech f : [a,b] — R be-

dzie funkcja ciagla, e > 0. Wowczas istnieje § > 0, ze dla dowolnych punktéw
a=x90 < x| < ...< T2 = btakich, ze x; —x;,_1 < ddlai = 1,2,...,n oraz
t; € [xi—1, z;] zachodzi

< E.

(z)dz — Z Ft) (@ —xio1)

Interpretacja geometryczna catki Newtona: Jezeli f : [a,b] —
. b
cja ciagly, to catka [ f(x)

[0, +00) jest funk-
dz jest rowna polu pod wykresem funkcji f.

10.

11.

12.

13.

14.

e s z 2
. Oblicz calki (a) / Inz dz, (b) / zsinzdz, (c) /4 tg2z dz. (d) / we® du.
0 0

1/e —1

™ s 1
2 2
. Znajdz wzory rekurencyjne dla calek / sin” z d, / cos” z du, / (1—2%)"dz.
0 0 0

Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla. Udowodnij nieréwnosci

b
2| < / ()] dr.

(b—a 1nff / f(z —a)[sugf,

Funkcja f : [—a,a] — R jest ciagla. Wykaz ze
(a) jesli f jest parzysta, to / dz = 2/ flx

(b) jesli f jest nieparzysta, to f(x) dx = 0.

. Funkcja f: [0,1] — R jest ciagta. Udowodnij réwnosci

a) /072‘ f(sinx)d:z:/oér f(cosz)dz, (b) /07r:13]"(s,111z)dx7r/072r f(sinzx) da.

rsinx

Obli tk —_—
icz ca (@A Ty T

1 1
Udowodnij, ze / 2™ (1l —a)"dx = / 2™(1 —2)"™dz dla m,n € N.
0 0

18 x 18 600"

Funkcja f jest ciagla na pewnym przedziale zawierajacym liczbe a. Udowodnij,

se lim i/a " f(@)dz = f(a).

e—0+ 2¢ J,_.

Oblicz granice (a) lim — / "1 L) a, ) 1 / teos g
1CZ grani m — n — m x —_—
& z—+oo /T [, Vit ' a—0t Sy 12 ’

1

. —¢2 a2 . v t2 @2
(c) mll}r_{loo </0 e dt) , (d) EETOO (/0 e dt) .

Udovvodnij nastepujace uogdlnienie tw. o wartosci $redniej dla calek: Funkcje
fy9 : [a,b] — R sa ciagle i g nie zmienia znaku. Wéwczas istnieje & € (a,b)

takie, ze/ f(x)g(z)dz = f(&) /bg(a:)dx.

17 !si 71
Udowodnij nieréwnosé — < / e dr < —+ —
0

tb
Niech 0 <a <bi f:[0,b] — R jest ciagla. Wyznacz lim+ f=) d
t—0 ta X
2?2
WyprowadZ wzor na pole elipsy o réwnaniu — + =i 1.
a

n n

1 1
Oblicz granice (a) im ; A (b) nlgrgon; nZ+ k2




