Analiza - klasa 3a4 Zestaw 1. 6.9.2021
Wielomiany 1
Wielomianem stopnia k o wspolczynnikach ag, aq, ..., ar € C, gdzie ay # 0, nazywamy

funkcje w : C — C
k

2
w(z) = ag + a1 + agz” + ... + agx”.
Stopien wielomianu w oznaczamy deg w. Liczbe ay nazywamy wspdlczynnikiem wiodg-
cym wielomianu w. Jezeli ap = 1, to méwimy, ze w jest wielomianem unormowanym
lub monicznym.

Przyjmujemy, ze stopien wielomianu zerowego wo(z) = 0 jest réwny —oo.
Kazda liczbe a € C taka, ze w(a) = 0 nazywamy pierwiastkiem wielomianu w.

Zbior wszystkich wielomianéw o wspélezynnikach zespolonych oznaczamy Clx]. Ana-
logicznie definiujemy zbiory R[z], Q[z] i Z[z]. Kazdy z tych zbioréw jest zamkniety
ze wzgledu na operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i sktadania wielomianow
(zob. tez zadanie 11).

Lemat. Niech w(z) = ag + a1x + as2® + ... + ap_12" "1 + aza®, a; € C, bedzie
wielomianem stopnia k > 1. Wéweczas istnieje liczba rzeczywista M taka, ze

lagz®| > |w(z) — apz®], gdy |z| > M.

Pierwsze twierdzenie o réwnosci wielomianéw. Zalézmy, ze wielomiany

f@)=ao+ax+...+az® i g(x)=bo+bix+...+ba"

gdzie a;,b; € C i ag, b, # 0, spelniaja dla kazdego x € C réwnosé f(z) = g(x).
Woéwezas k=nia; =b; dlaj=0,1,... k.

1. Znajdz wielomian dodatniego stopnia o wspdlczynnikach catkowitych, ktérego
1
pierwiastkiem jest liczba (a) v/2 + /3, (b) v/2 + 7

2. Liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu P € Rlz]. Wykaz, ze liczba Tg
tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

3. Wielomian f ma wspdlczynniki catkowite i liczby a,b sa catkowite. Pokaz, ze
a—>blfla)— f(b).

4. Udowodnij, ze wielomian w(z) = ax® + bx? + cx + d (gdzie a # 0) przyjmuje dla
kazdej liczby catkowitej x warto$é¢ catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 6a,
2b, a + b+ c oraz d sa catkowite.

5. Wielomian P ma wspodtczynniki catkowite. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb
calkowitych a, b liczba P(a + v/b) + P(a — v/b) jest calkowita.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wielomian W ma wspoétczynniki wymierne, p,q € Q, ¢ > 01 /q jest liczbg nie-
wymierng. Udowodnij, ze liczba p + ,/q jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba p — ,/q jest jego pierwiastkiem.

Wartosci w(0) i w(1) wielomianu w stopnia 3 o wspdlczynnikach calkowitych sa
nieparzyste. Udowodnij, ze w nie ma pierwiastkéw catkowitych.

Zbadaj, czy istnieje wielomian w o wspolczynnikach catkowitych oraz liczba na-
turalna k takie, ze w(k) =k + 1, wk+1)=k+2, wlk+2) = k.

Czy istnieje wielomian w stopnia 5 o wspdlczynnikach catkowitych taki, ze
w(b) =21w(-5) =37

Niech n > 1 i n € N. Udowodnij, ze wielomian

— _ _ n
w(m):x2”—m2” 1+1,2n 2_1,271 3+"‘+x2_‘(£+1

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Udowodnij, ze wielomian w(z) = 2 — 22 nie jest réznowartosciowy na zbiorze
liczb rzeczywistych i jest réoznowarto$ciowy na zbiorze liczb wymiernych.

Zalézmy, ze f i g sa wielomianami. Udowodnij, ze
(i) funkcja f + g jest wielomianem i deg(f + g) < max(deg f,degg), oraz jesli
deg f > degyg, to deg(f + g) = deg f;
(ii) funkcja f - g jest wielomianem i deg(f - g) = deg f + degg;
(iii) funkcja f o g jest wielomianem i deg(f o g) = deg f - degg.

Pokaz, ze wielomian w(x) = ag + a1z + ... + a,a™ jest

(i) funkcja nieparzysta wtedy tylko wtedy, ar = 0 dla parzystych k;
(ii) funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ar = 0 dla nieparzystych k.

Udowodnij, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspélczynnikach rzeczywistych
jest funkcja (okreslong na R) nieograniczona z dotu i z gory.

Udowodnij, ze wielomian stopnia parzystego i dodatniego o wspélczynnikach rze-
czywistych i dodatnim wspdlezynniku wiodacym jest funkcja ograniczona z dotu
i nieograniczona z gory.

Udowodnij, ze funkcje f(x) = sinz, g(z) = /x nie sa wielomianami o rzeczywi-
stych wspoétczynnikach.
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Wielomiany 11
1. Funkcja f(z) = (22 — bx)? — (ax?® + 2)? + 5(b + 1) jest wielomianem stopnia 3 i
f(1) =0. Wyznacz a i b.

2. Wyznacz wspéltezynniki a i b wielomianu w(z) = 2% + az? + bx + 1, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej o zachodzi réwnosé w(z — 1) — w(x) = —322 + 3z — 6.

3. Wyznacz sume wspotczynnikéw wielomianu
3(xt — 322 — x4 5)2918 — 2(—323 — 1822 + 10z + 9)2017

4. Czy wielomian % + 23 + 22 + 2 + 1 jest kwadratem innego wielomianu o wspot-
czynnikach rzeczywistych?

5. Dla jakich a,b wielomian w(x) = z* + az® + bx? — 82 + 1 jest kwadratem innego
wielomianu?

6. Znajdz wspdlczynniki przy nieparzystych potegach x w wielomianie

f(x):(1*T/+$2—...+x100)(1+x+m2+“.+x100)'

Twierdzenie o dzieleniu wielomianéw. Dla kazdej pary wielomianéw f(z) i h(x),
gdzie deg h > 0, istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢(x) i r(x) taka, ze

f=h-q+r, 1 degr <degh.
Méwimy wowcezas, ze 1 jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f = h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.

Twierdzenie Bézouta. Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest
réwna f(c). Inaczej méwiac

f(@) = (& =c)q(x) + f(c)
dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze degq = deg f — 1.

Whniosek z tw. Bézouta. Liczba ¢ jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu f
wtedy i tylko wtedy, gdy dwumian x — ¢ jest dzielnikiem wielomianu f.

7. Dla jakich wartoééi a, b wielomian 23 +ax?4bx —6 jest podzielny przez z2 —3x+2?

8. Liczby c¢1,¢a,..., ¢ sa réoznymi pierwiastkami niezerowego wielomianu f. Udo-
wodnij, ze wielomian (z —¢1)(z —c2) + ... (z — ¢x) jest dzielnikiem wielomianu f
idegf >k

9. Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (x — 1)(z — 2)(x — 3).

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 22018 — 201721009 + 22 — 52 + 2018 przez
z? — 1.

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(x™) jest
podzielny przez wielomian z" ' + 2" 24 ...+ + L.

Dane sa wielomiany f, g i liczba c takie, ze dla kazdego x

(x =) f(x) = (z = c)g().

Udowodnij, ze f = g.
Dla jakich wartosci a, b € R wielomian az* +bz?® +1 jest podzielny przez (z —1)2?

Dla jakich n € N wielomian (a) (x — 1)" —z™ — 1, (b) (z + 1)™ — 2™ — 1 jest
podzielny przez =2 + x + 1?

Dla jakich liczb calkowitych a wielomian (x —a)(x — 10) +1 jest iloczynem dwd6ch
wielomianéw stopnia 1 o wspdlczynnikach catkowitych?

Wyznacz wszystkie wielomiany f € R[z] takie, ze dla kazdego = € R
- flz=1)=(z+1)- f(1).
Wyznacz wszystkie wielomiany f € R[z] takie, ze dla kazdego = € R

(x+1)- f(z) = (z—10) - f(z +1).
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Wielomiany III

Tw. Niech zo,21,...,2, € Cix; # x; dla i # j, y1,¥2,...,yn € C. Wowczas ist-
nieje doktadnie jeden wielomian p stopnia nie wiekszego od n taki, ze p(z;) = y; dla
i=0,1,...,n.

Whniosek (Drugie tw. o réwnosci wielomianéw) Jezeli wielomiany p, ¢ stopnia
nie wiekszego niz n przyjmuja te same wartosci dla n 4+ 1 réznych argumentéw, to
p=gq

Schemat Hornera. Dla danego wielomianu f(x) = a,2" +a,_12" 1 +...+ a1z +ag
(an # 0) i liczby c istnieje dokladnie jeden wielomian g(x) = b, 12" 1 +...+ bz +bg
taki, ze f(z) = (z — ¢)g(x) + f(c). Wspdlezynniki by, 1 warto$é f(c) mozna sprawnie
wyznaczy¢ za pomoca algorytmu zwanego schematem Hornera:

‘ (47%% ‘ Ap—1 ‘ N ‘ aq ‘ Qo
C ‘ bn_lzan ‘ bn_gz(ln_1+cbn_1 ‘ ‘ b0:a1+0b1 ‘ f(C):(l0+Cb0

1. Udowodnij, ze nie istnieje wielomian p taki, ze p(z) = sinz dla kazdego = € [0, 7].

2. Definiujemy wielomiany

(§> . @) _ ;z:(:cfl)..].ﬂ!(:c—k+1)

(a) Pokaz, ze dla kazdego x e Rik=0,1,2,...
1
T+ _ T n T .
k+1 k k+1

(b) Pokaz, ze <i) jest liczba catkowita dla x € Z.

dlak=1,2,3....

(¢) Niech w bedzie wielomianem stopnia n. Pokaz, ze w(x) € Z dla kazdego
x € Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby catkowite ag, a1, ..., a, takie,

ze
T
w(z) = Zak <k>
k=0
3. Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = Pl dla k =

0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).

2021

4. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu x — 1 przez wielomian (z2 + 1)(2? +

r+1).

10.

. Dane sa rézne liczby catkowite a i b. Pokaz, ze wielomian (z — a)?(z — b)? + 1

nie jest iloczynem dwoch wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.

Liczby catkowite a1, a9, ..., a, sa rozne. Pokaz, ze wielomian
(x—a)(zr—az2)...(x —a,)—1
nie jest iloczynem dwéch wielomianéw o wspotezynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.
Stosujac schemat Hornera oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu
(a) f(z)=3z* —2® +22% + 2 — 1 przez z — 1,
(b) g(x) = 42 + 323 — 22 + 1 przez x + 2,
(c) h(z) = $a* — 32 + 22 — 2 przez z + 3.
Zapisz wielomian f(x) jako sume poteg (z — ¢)*. Zastosuj schemat Hornera:
(a) f(z)=2*—82% +52% — 10z — 9, c = 2,
(b) f(z)=2a% c=1,
(c) fx)=a+22+x+1,c=3.

4
x
Zapisz wielomian 3z* — 422 + 72 — 12 jako sume Z Ck (kz)
k=0
Wyznacz najmniejszg warto$¢ wielomianu f : R — R,

fz) = 23(x® + 1) (23 + 2) (23 + 3).



Analiza - klasa 3a4 Zestaw 4. 20.10.2021

Wielomiany IV

Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta: Dla danych wielomianéw w i q, gdzie
degw > degq, szukamy wielomianéw v i r takich, ze w = p- v+ r 1 deg(r) < deg(q):

Niech wo(z) = w(z), vo(z) = 0.

Jezeli mamy juz wyznaczone wielomiany wy, i vg, to vg41 otrzymujemy dodajac do vy
iloraz najwyzszych stopniem wyrazéw wielomiandéw wy, i p: vgy1(x) = vi(x) + cpa?®.
Nastepnie wyznaczamy w1 (x) = wi(z) — cpa?* -p(x). Wowcezas deg(wy41) —deg(wg).

Powtarzamy tak dlugo, az deg(wy) < deg(q). Wtedy v = vy 1 7 = wy.

Wyznaczanie pierwiastkéw wymiernych wielomianéw o wspoélczynnikach
caltkowitych:

Niech f(z) = apz™ + ap_12" 1 + ...+ a1x + ao, gdzie a,, # 0 bedzie wielomianem o
wspolczynnikach catkowitych.

I twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie
D, q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f, to p | ag oraz q | a,.
Whniosek. Kazdy wymierny pierwiastek unormowanego wielomianu o wspotczynni-
kach catkowitych jest liczba catkowita.

II twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna 2, gdzie

p,q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f i b jest liczba catko-
wita taka, ze f(b) #0, top—0bq | f(b).

1. Udowodnij, ze iloraz z dzielenia wielomianu o wspotczynnikach catkowitych przez
dwumian = — ¢, gdzie c¢ jest liczba catkowita, jest wielomianem o wspo6tczynnikach
catkowitych.

2. Wykonaj dzielenie wielomianu z reszta:

(a) 23 + 322 — 22 — 1 przez 22 + 2z,
(b) 2% +1 przez 22 + 2 —2
(c) 327 — 2% + 22° + 20* — 323 + 22 — 42 — 2 przez 22 + 1
(d) 2% przez 2t — 23 — 2?2 — 2 +1
3. Wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow:
(a) 23 — 622 + 11z — 6,
(b) z* + 423 — 252% — 162 + 84,
(c) 11z* + 923 — 3522 — 27z + 6,
(d) 152* — 1923 + 1622 — 2 — 3,

10.

11.

(e) 182% + 272° — 5t — 1822 — 27x + 5,
(f) 921 — 4823 + 1022 + 24z + 5,
(g) 2° —22* — 1323 + 2622 + 362 — 72.

, 1
Udowodnij, ze liczby v/2 4+ V31 /3 + % sa niewymierne.

. Wielomian o wspdétczynnikach caltkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste dla

dwdch kolejnych liczb catkowitych. Udowodnij, ze f nie ma pierwiastkéw calko-
witych.

Wielomian o wspétezynnikach catkowitych przyjmuje wartosé 1 dla trzech réznych
liczb catkowitych. Udowodnij, ze nie ma on pierwiastkéw catkowitych.

Wielomian f(z) = a,2™ + ay,_12" "t + ... + a1x + ag, a, # 0, ma wspétezynniki
calkowite. Zal6zmy, ze liczby a,, ag i f(1) sa nieparzyste. Udowodnij, ze f nie
ma pierwiastkéw wymiernych.

Liczby 11 2 sa pierwiastkami wielomianu f o wspolczynnikach catkowitych. Udo-
wodnij, ze pewien wspoélczynnik wielomianu f jest mniejszy od -1.

Niech k,p € N i wielomian f(z) = 2" + ap,_12" ' + ... + @12 + a9 ma
wspbélczynniki catkowite. Udowodnij, ze jezeli p + 1 nie dzieli zadnej z liczb
fk), f(k+1),..., f(k+ p), to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wymier-
nych.

k
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba /3 + —~= Jest niewymierna.

3

Niech n > 2. Udowodnij, ze wielomian

n In—l 372 T

pr)=—4+ —+...+ 5+

— 41
w1 I

nie ma pierwiastkéw wymiernych.
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Wielomiany V

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian o wspdélczynnikach zesolonych
dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

(Dowéd tego twierdzenia pomijamy — na razie ...)

Whiosek 1. Kazdy wielomian p € C[z], p(z) = a,2™ + ...+ a1z + ap stopnia n > 1,
ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych zq, 21, ...,2,—1 (niekoniecznie réznych) i
p(z) =an(z—20)(z—21) ... (2 — zp_1).

Whiosek 2. Kazdy wielomian z R[z| dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
z R[z] stopnia 1 i wielomianéw z R[z] stopnia 2 nie majacych pierwiastkéw rzeczywi-
stych.

Whiosek 3. Kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych nieparzystego stopnia
ma pierwiastek rzeczywisty.

Twierdzenie (Wzory Viete’a). Liczby z1,zo,...,z, sa wszystkimi zespolonymi
pierwiastkami wielomianu f(z) = ap,2" + an_12" "1 + ... + a12 + ag, gdzie a; € C i
an, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg réwnosci

n
o Qp—1
XTi = — a )
i=1 "
o Gp—2
T;Tj = 5
an

1<i<j<n

o ap—3
TiTjT = — p 5
n

1<i<j<k<n

An—k
Z LiyLiy - - - Ty, :(_1)kL,

L . [£2%
1< <ia <. <ip <N
ao
_ n
X1To ... Ty = (—1)"—
a’ll
Uwaga: W powyzszym twierdzeniu nie zakladamy, ze pierwiastki x1, 22, ..., 2, s r6z-

ne.

1. Wielomian w(x) = x3 + px + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste 1, z2, x3, przy
czym x1 = x9 i x3 = x1 — 6. Wyznacz p i q.

2. Liczby 2 i 3 sa pierwiastkami wielomianu 22% + kx? — 132 + m. Wyznacz wspot-
czynniki k 1 m oraz trzeci pierwiastek tego wielomianu.

10.

11.

12.

13.

14.

Niech 1, 22, T3 oznaczaja pierwiastki wielomianu az® + bz? + cx + d. Oblicz war-
tosci wyrazen

@ L+ Lyl (d) (21— @2)* + (22 — 23)* +
T T2 T3 + (z3 — 21)?,

(b) @t + a3 + a3, 1 1 1

(c) 23 + a3 + 23, (e 1o + ToZs + T3]

Liczby x1,25,23 sa pierwiastkami wielomianu 2® + 622 + 11z — 6. ZnajdZ
wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastkami sa liczby (a) zixe, xox3, 321,
(b) z1 + 22, 22 + 73, T3 + 21

. Znajdz pierwiastki wielomianu z* — 102® + 3222 — 342 + 7, wiedzac, Ze suma

pewnych dwdch jego pierwiastkéow jest rowna 4.
Wielomian p(x) = 2° —10z* +ax® +bz? + cx — 32 ma pieé¢ pierwiastkéw dodatnich.
Wyznacz wspolczynniki a, b, c.
Wielomian w(z) = az® + bx? + cx + d (a # 0) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Udowodnij, ze b2 > ac i ¢® > bd. Czy jest prawdziwe twierdzenie odwrotne?
Liczby z,vy, z, u, v, w spetniaja warunki
r+y+z=ut+v4+w, zyz=uww, O0<u<z<y<z<w, u<v<w.
Udowodnij, ze u = z,v =y, w = 2.
11 1
Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunki zyz > liz+y+2 < — 4+ — + —.
x Yy oz
Udowodnij, ze dokladniej jedna z liczb x,y, z jest mniejsza od 1.
Rozwiaz uklad réwnan
r+y+z=2
24y + 22 =14
2+ 3+ 22 =20
Niech a,b,c € R i zalézmy, ze a+b+c > 0, ab+ bc+ ca > 0, abc > 0. Udowodnij,
zea>0,b>0,c>0.
Liczby z,y, z, a spelniaja rownosci
11 1 1
T+y+z=a, — -t -=—
T Yy z a
Udowodnij, ze jedna z liczb x, vy, z jest réwna a.
Dane sg liczby wymierne p, g, r takie, ze kazda z liczb
1 1 1
pta+r, —+-+-, pgr
rp q r

jest catkowita. Udowodnij, ze liczby p, ¢, r sa catkowite.

Dla danych liczb zespolonych a, b, ¢ niech Aj, = a®+b¥F+c¥. Zakladajac, ze A; = 0,
udowodnij réwnosci:

As =3abe, 24, =(Ap)?, =2=—2.22° L_-=2.2°
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Wielomiany VI

Definicja. Méwimy, ze wielomian p € K[z] (gdzie K = Z,Q, R, C) jest rozkladalny w
K[z] (nad K), jezeli istnieja wielomiany ¢, r € K[z] dodatnich stopni takie, ze p = ¢-r.
Kryterium Eisensteina nierozkladalno$ci wielomianéw w Z[z]. Dany jest wie-
lomian f € Z[z], f(z) = apa™ + apn_12" 1+ ...+ a1x + ag i a, # 0. Zalézmy, ze
istnieje liczba pierwsza p taka, ze

D1 an, plapdlak=0,1,...,n—1, oraz p°>1{a.

Woéwezas wielomian f nie jest rozkladalny w Z[x].

1. Opisz wielomiany nierozkladalne w R[z] i C[z].

2. Rozléz wielomiany na czynniki w Z[x]:

(a) (z+1)3+ (z—1)3, (i) z* — 323 4 222 + 9z — 15,

(b) a®+1, G) 2°+at+ 23 -1

(c) 2%+ a2t —ax -1, (k) 2%+ 22% + 222 +1

(d) z* +4, (1) 2®+a2* +1,

(e) 8x% — 1222 + 62 — 1, (m) 20+ 25 +1,

(f) 823 — 5z? — 24z + 15, () (@2 +z+1)*4+3@?+z+1)+2
(g) o+ a3 — a2 -1, (0) 225 — 5zt + 1023 — 1022 + 5z — 1
(h) z* + 323 + 422 — 62 — 12, (p) (P42t +a3+22+x+1)%?—2ab

3. Niech p € Z[z] i degp > 1. Udowodnij, ze wielomian f(xz) = p(x + p(x)) jest
rozkladalny w Z[z].

4. Udowodnij, ze wielomian 2217 — 1822 4242° 424325 — 3023 — 6 jest nierozkladalny
w Zx].

5. Czy wielomian P(z) =2+ Z 2"~k jest rozkladalny w Z[z]?

k=0

6. Udowodnij, ze wielomian z°® 4+ 2% + 1 nie jest rozkladalny w Z[x].

7. Niechn € N, n > 21 P(z) = 2" 1 + 2" 2+ ... + 2 + 1. Pokaz, Ze wielomian P
jest rozkladalny w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba zlozona.
Wskazdwka: Dla (<) pokaz, ze P(x + 1) nie jest rozktadalny, stosujac kryterium
Fisensteina.

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje nieskoiczenie wiele dwu-
miandéw stopnia n o wspélezynnikach catkowitych nierozkladalnych w Z[x|

10.
11.
12.

13.

14.

Udowodnij, ze wielomian p(z) = 2% +10121%° + 102 nie jest rozktadalny w Z[z].

2" 11 jest nierozkladalny w Z[z].

Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian =
Czy wielomian x19 — 9 jest rozkladalny w Z[z].

Niech a € Z i 5 { a. Udowodnij, ze wielomian P(x) = x°—x+a jest nierozktadalny
nad Z.

Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze wielomian P(x) = 2" + 52"~ ! + 3 jest
nierozktadalny nad Z.

[Lemat Gaussa] Udowodnij, ze jesli wielomian p € Z[z] jest rozkladalny w Q|z],
to jest tez rozkladalny w Z[x].
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Wielomainy VII - Powtérzenie

Ponizsze zadania prosze traktowac jedynie jako uzupelnienie zestawow 1 - 6.

10.

11.

12.

. Uzadadnij, ze zbiér wartodci wielomianu p € C[z] dodatniego stopnia jest nie-

skonczony.

. Czy istnieje wielomian P € Z[z] i trzy rézne liczby calkowite a, b, ¢ takie, ze

P(a)=b, P()=¢, P(c)=a?

. Wielomina p(z) = 2° + az? + bx® + cz? +  — 3 po podzieleniu przez wielomian

2% 4 222 — x — 2 daje reszte 222 + = — 3. Wyznacz wspdtezynniki a, b, c.
Wyznacz rzeczywiste rozwiazania uktadu réwnan

r+y+z=1
Py ey =2ty 2t 41

Dla jakich wartosci wspélczynnika a € R pierwiastki zespolone z1,x9, x3 wielo-
mianu 22 + az? — 3z — 19 spetiaja warunek z$ + 3 + 23 = 3?

. Dla danych liczb a, b, ¢ wyznacz wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastki sa sze-

$cianami pierwiastkéw wielomianu z® + az? + bz + c.

. Udowodnij, ze wielomian ax® + bz? + cx + d, gdzie a,b,c,d € Z, 21 ad i 2 | be, nie

moze mnieé trzech pierwiastkéw wymiernych.

. Wielomian p(z) = az* + bx® + cx® + dx + e, a # 0, ma wspdtezynniki catkowite i

7] f(n) dla kazdego n € Z. Udowodnij, ze kazda z liczb a, b, ¢, d, e jest podzielna
przez 7.

. Dany jest wielomian f € Z[x] taki, ze dla pewnej liczby calkowitej k kazda z liczb

f(E), f(k+1), f(k+2) jest podzielna przez 3. Udowodnij, ze 3 | f(n) dla kazdego
n € Z.

Dany jest wielomian p € Z[z] stopnia 7, ktéry dla 7 réznych calkowitych argumen-
téw przyjmuje wartos¢ 1 lub —1. Udowodnij, ze wielomian p nie jest rozkladalny
nad Z.

Wyznacz wszystkie wielomiany p € Clz] takie, ze p(p(x)) = p(x)™ dla kazdego
x € C1ipewnego m € N.

Roz16z na czynniki wielomiany
(a) 923 — 1522 + 4 + 4,
(b) 26 +22° +2* — 22 422 -1,
(c) % —5z? — 2z + 2.



Analiza - klasa 3a4 Zestaw 8. 15.12.2021 Py =a+y

11. 2
+
ot oyt = (z+y)
2
Uktady réwnan nieliniowych II TTY _g
xyz
12. {42y
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Kresy zbioréw

Definicje. Niech A C R.

e Zbiér A jest ograniczony z gory wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba b € R taka,
ze dla kazdego a € A zachodzi nieréwnosé¢ a < b. Kazda taka liczbe b nazywamy
ograniczeniem gérnym zbioru A.

e Liczba b € R jest kresem gdrnym (supremum) zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sa nastepujace warunki:

(i) b jest ograniczeniem gérnym zbioru A;
(ii) jezeli ¢ jest ograniczeniem gérnym zbioru A, to b < c.

Kres gbérny zbioru A oznaczamy sup A.

Analogicznie definujemy zbiér ograniczony z dolu, ograniczenie dolne i kres dolny (in-
fimum) zbioru A, oznaczany inf A.

Jezeli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z gbry, piszemy sup A = 400, jezeli A nie
jest ograniczony z dolu, to piszemy inf A = —oo.

Przyjmujemy, ze inf ) = +oo i sup® = —oo.

Jezeli a = sup A i a € A, to méwimy, ze a jest elementem maksymalnym zbioru A i
stosujemy oznaczenie a = max A. Podobnie definiujemy element minimalny min A.

Stw. Niech A C R. Woéwczas
(i) Liczba b € R jest kresem gérnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy b jest ograni-

czeniem gérnym zbioru A oraz

v5>0 HaeAb*€<a.

(ii) Liczba b € R jest kresem dolnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy b jest ograni-
czeniem dolnym zbioru A oraz

v€>0 ElaeA a < b+5
Aksjomat cigglosci (Dedekinda). Kazdy niepusty i ograniczony z géry zbiér A C R
ma kres gorny.
Stw. Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbiér A C R ma kres dolny.
Stw. Zbiér liczb naturalnych N jest nieograniczony z gory.

Stw. (istnienie pierwiastkéw z liczb nieujemnych). Jezeli a > 0in € N, to
istnieje dokladnie jedna liczba b > 0 taka, ze b = a.

Tw. (Zasada Archimedesa) Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba natur-
nalna n > a.

Tw. (o gestosci Q w R) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, a < b. istnieje liczba
z € Q taka, ze a < x < b.

Definicja. Jezeli zbiory A, B C R sg niepuste, A € R, to przyjmujemy, ze
A+B={a+b:ac Ajbe B}, A-B={a—-b:acAbeB}, MNA={la:ac A}
oraz —A = (-1)- A.

1. Znajdz kresy zbioréw i zbadaj, czy zbiory maja elementy maksymalne i minimal-
ne.

(a) {(—1)” + % ER:n¢ N};

n%+2n—3
b oorer e
(){ n+1

z—1
(d) {x+1€R.x>—1},
x

(e) {WGR::EGR};

() {x1:1<x<2022};
x

ER:nEN};
2
(c) {x+$€R:m>0};

2. Niech A,B C R i dla dowolnych a € Aib € B zachodzi a < b. Udowodnij, ze
sup A < inf B. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby a < 0 i liczby nieparzystej n istnieje dokladnie
jedna liczba b < 0 taka, ze b" = a.

4. Niech z e R\ Qia,b € R, a < b. Udowodnij, ze istnieje liczba wymierna ¢ taka,
ze a < qr < b.

5. Wyznacz kresy zbioréw

n—=k
R: ;
(a){ —|—ke n,keN},

w {Em
(c) {i—nll GR:m,nEN,n;«ém};

1 1 1
-+ -—-——€eR: ;
(d) {k+l mE k‘,l,mEN},
6. Znajdz kresy zbioréw

(a) {”m:n,meN} (b) {yy>o}

2n2 + m?
7. Znajdz kresy zbioréw

(a) {ay:x4+y=410<z,y <4}
(b) {ayz:z+y+2=610<uz,y,2 < 6}

8. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb niewymiernych z przedziatu (0,1). Udo-
wodnij, ze A+ A =(0,2).



11.
12.

13.

14.

15.

. Niech ACRi)eR,b=inf A, ¢ = sup A. Wyznacz kresy zbioru \ - A.
10.

Zbiory A, B C R sg niepuste. Udowodnij réwnosci:

(i) sup(—A) = —inf 4,
(ii) sup(A U B) = max(sup 4, sup B),
(iii) sup(A + B) = sup A + sup B,
(iv) sup(A — B) =sup A — inf B,
(v) sup(A - B) = max(sup A - sup B,sup A - inf B,inf A - sup B, inf A - inf B).

Wyznacz kresy zbioru {a? —ab: a,b € (0,1)}.

Wyznacz kresy zbioréow
. T
A= {smx~cosy:0<x,y< 5},

B = {sin(m+y)+cos(x—y):0<m7y<

ol 3
——

1+
Wyznacz kres gérny zbioru {x(\/ﬂ) 0<e<y< 1}.
x

Wyznacz kres dolny zbioru

1 1
_ ]t — N5.
{W+% s }

Liczba z jest niewymierna. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b € R takich, ze
0 < a < b < 1 istnieje liczba naturalna n taka, ze a < nx — |[nx] < b.
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Granica ciggu I

Definicja granicy ciagu. Liczba ¢ jest granica ciagu liczbowego (ay)n, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich
n > N spelniona jest nieréwnos¢
lan, — g] < e.
Piszemy wéwczas lim a, = g, a, — ¢ lub po prostu a,, — g.
n—oo
W zapisie z uzyciem kwantyfikatoréw, liczba ¢ jest granica ciagu (a,), wtedy i tylko

wtedy, gdy
ve>0 El NeN vn>N |a’n - g| <e.

Jezeli liczba g jest granica ciagu (ap)n,, to méwimy, ze ciag (a,)n jest zbiezny do g.
Ciag, ktory nie ma granicy, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Stw. 1 (jednoznaczno$é granicy). Ciag liczbowy (a,) ma nie wiecej niz jedna
granice.

Stw. 2. Jezeli lim a, =ai lim b, = b, to:
n—oo n—oo

(i) lim (ca,) = ca dla dowolnego ¢ € R.

n—oo

(ii) lim (an, +b,) =a+b,

n—oo

(iii) lim (@, —b,) =a—0.

n—0o0

1. Wykaz, korzystajac z definicji granicy ciagu, ze

Iim — =0
(2) Jim - =0,
2 1
b) lim 2 o

n—oo N + 1
(¢) lim ¢" =0, gdy [q <1,

(d) lim n*¢" =0, gdy k € N, |q| < 1.

n—oo

2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu a, = vn+1 —/n.
3. Wykaz, ze dla kazdego n € N i a > 1 prawdziwa jest nieréwnosé

—1
%—1<a )

Nastepnie udowodnij, ze lim a = 1.

n—oo

4. Wykaz, ze kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

5. Wykaz, ze ponizsze ciagi sa rozbiezne:

10.

11.

12.

13.

(a) an
(b) b

I
3

I
—
|
—_
~—

3

3

‘ <

, gdzie |q| > 1, k € N,

—
o
~
o
3
|
S
Eal

=
S—
Q
3
Il
(]
EN

213 1

—
¢
~

S
3
|

Zalézmy, ze lim a, = g. Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci (i granicach) ciagéw
n—oo
(an—i-l - an)n oraz (an+1 + an)n?
Wykaz, ze lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a, —g| = 0.
n—oo n—oo
Zaléimy, ze a, — a. Wykaz, ze |a,| — |a|. Podaj przyklad, ze nie zachodzi
implikacja w druga strone.
Ciag (an)n, jest zbiezny i lim a, > a. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze a, > a
n—oo
dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bp)n sa zbiezne i lim a, > lim b,. Wykaz, ze istnieje N € N
n—oo n—oo
takie, ze a, > b, dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i istnieje N € N takie, ze a, < b, dla n > N.
Wykaz, ze
lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Podaj przyklad ciagéw (an)n i (bn)n takich, ze a, < b, dla wszystkich n oraz

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Powiemy, ze ciag liczb zespolonych (z,,),, jest zbiezny do liczby zespolonej z wtedy
i tylko wtedy, gdy lim |z, — 2| =0
n—oo

Wykaz, ze lim z, =2z wtedy i tylko wtedy, gdy lim Rez, =Rez i
n—oo n—oo

lim Imz,, = Imz.

n—oo

1 . n
Zbadaj zbiezno$c¢ ciggu z, = ( ;_Z> .
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Granica ciggu II

Stw. 1. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. (zob. zad. 4 w zestawie 10)

Tw. o trzech ciagach. Dane sa trzy ciagi liczbowe (ap)n, (bn)n 1 (€n)n, Przy czym
lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba N > 0 taka, ze dla kazdego n > NN spelniona

n—oo n—oo

jest nieréwnosé

a, <b, <c,.
Wéwezas ciag (by,)n jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo

Stw. 2. Ciagi (an)n i (bp)n sa zbiezne i lim a, = a, lim b, =b. Wéwczas ciag

n—oo n—oo

(anbn)n tez jest zbiezny i lim a,b, = ab.

n—oo

1
Stw. 3. Ciag (an)n jest zbiezny, a, 201 lim a, = g # 0. Wéwczas ciag <> tez
n—oo an

1 1
jest zbiezny i lim — = —.
n—0o0 Ay g

n

Stw. 4. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, = g¢. Jezeli 2 | ki a,, > 0 dla
kazdego n, lub 21 k
to ciag (¥/an)n jest zbiezny i lim ¥a, = ¥/g.

|nay, |

1. Zalézmy, ze a,, — g. Wykaz, ze ciag b, = tez jest zbiezny do g.

2. Wykaz, ze lim {/n=1.
n—oo
3. Ciag (an)n jest ograniczony, a ciag (b,), jest zbiezny do 0. Wykaz, ze

lim a,b, =0.
n—oo

4. Oblicz granice ciagbw:

(a) lim ;Z;;, (f) lim (\/n2—|—2n—\/n2—2n>,
(b) lim 3(;1n—73)267 () lim 1+3+5+7.1.2.+(2n—1)7
n—oo 3N + (M — n—ee
4.3t .92 .1 (n+k
(@) Jim =g ST A
(o) Ii n°7" 4+ n'5" () lim \/nz-i-f—\/nz—\/ﬁ.
€ nl_trolon77n+n55n’ n—oo vn+ —\/ﬁ

5.

6.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Ciag (an)n jst zbiezny do g i (ng)x jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Wy-

kaz, ze ciag (an, )k jest zbiezny do g.

Wykaz, ze ciagi sa zbiezne i znajdz ich granice.

(a) ¥/2-37+7-8", () "/n—2,n>2,

(b) ¥n+ 3", (f) /5" —4,

(©) i/2n+ (21)”7 (g) sin(y/n +1) —sin(y/n — 1),
(d) ", (h) n2"+ - sin(n!).

Wykaz, ze dla dostatecznie duzych n wyrazy ciagéw (an), i (byn)n sa dodatnie:

a, =5""1 —7.22" _ 100, b, = n°8" — n5™.

Oblicz granice lim /a, i lim {/b,.
n—oo n—oo

Oblicz granice:

Niech a > 0. Oblicz granice:

a\m n n n
(@) Jim () () im (0 Jim gt (@) Jim T
Zaléimy, e an > 01 lim 22 < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo a'n n—oo
Zatézmy, ze a, > 01 lim Va, < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo n—oo

Niech (F,), to ciag Fibonacciego. Oblicz granice

. Fan . .
lim —2* i lim i/ F,.
n—oo n n—oo

Dla n € N liczby naturalne a,, i b, spelniaja réwnosé
an + bn\/§ - (2 + \/g)n
Oblicz lim 2%
n—oo bn

Ciag (an)n jest zbiezny do g. Wykaz, ze

. ar+ax+...+ap
lim =g.

n—o00 n

Ciag (an)n, ma wyrazy dodatnie i jest zbiezny do g. Wykaz, ze

lim Yaias...a, =g.
n—oo
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Granica ciagu III (powtérzenie)

1. Udowodnij, ze liczba rzeczywista a jest kresem gérnym (dolnym) zbioru A C R
wtedy i tylko wtedy, gdy a jest ograniczeniem gérnym(dolnym) zbioru A i istnieje
ciag a, € A taki, ze lim a, = a.

n—oo

2. Wyznacz kresy zbioréw

(a) A={ab+bc+ca:a,bceRia?+b*+c*=1},

1 1
(b) B= {min (:c,,y—i—) :x,y>0},
Y x

1 1
= _ 1 :]_
(c) C {1+J;+1+y z,y>0ix+y },

l-z 1-y 1-=z
d) D= : . .

) E={Vn—|vn|:neN }
3. Wyznacz kresy zbioru wartosci wyrazen

a b c
+ + ,
b+c¢c c+a a+b

gdzie a, b, c sa dlugosciami bokéw tréjkata.

4. Oblicz granice ciagbw:

3nt —10n% —2n%2 4+ 7 ( nt1 1\"
h) 14+ =),
(&) =557 1on (1+)
) 1\"
(b) n® — 8n2 + 12n (i) <1 4 — )
10n3 +27 -5

20yn —39/n
3vn—29n’

()

(d) Vnd+2n2+4—Vn+1, (k) 2”7!27
(e) n (\/ﬁfm@) 0 <2n> *17
(f) ¥/37+6-5" +8- 107, "
(g) YT —3-5" —12, (m) 2;,?'

5. Dany jest ciag liczb dodatnich (a,)$2, taki, ze lim fn1
n—oo (O
lim a, =g.

=g. Wykaz, ze

6. Korzystajac z poprzedniego zadania, oblicz granice ciagdw:

1 2
a , b) n , n+ 57n n103n+17
@ o= 0 ) /o
7. Dana jest liczba naturalna k oraz ciag (a,)52, o wyrazach ze zbioru {0,1,...,k}.

Niech

= /at +af +... +al, dlan € N.

Zalézmy, ze w ciagu (b,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw calkowitych.
Wykaz, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa calkowite.

Wskazowka: Skorzystaj z tw. o trzech ciagach.
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Granica ciggu IV

Tw. 1. Niech (a,), bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktory jest
(i) niemalejacy i ograniczony z géry

lub

(ii) nierosnacy i ograniczony z dotu.

Wéwezas ciag (an)n jest zbiezny.

Lemat 1. Dlan e N, n > 2

Lemat 2. (z pierwszej klasy) Jesli n € N, to
1\" 1\ 1\" n+1
2< |1+ — <|(1l4+—— oraz 1+ — <3- < 3.
n n+1 n n -+ 2

1 n
Tw. 2. (Stala Eulera) Ciag a,, = (1 + ) jest rosnacy i ograniczony z gory, wiec
n

zbiezny. Jego granice, czyli liczbe

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

nazywamy stalq Eulera.
o~ L
Tw. 3. e= nlLII;oZ Pk
k=0

10,
Lemat 3. Dla kazdego n € N istnieje liczba 6, € (0,1) taka, ze e = Z o + et
= k! !

Tw. 4. Liczba e jest niewymierna.

1. Wykaz zbiezno$¢ ciagéw

- 1 2n)!!
(b) by = <1+), (c)cn—(;w)l)”.

1 1
2. Niech 1 > 01z = 3 (xn + > Wykaz, ze ciag (zn,), jest zbiezny i znajdz
T

jego granice.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Dany jest ciag (ay), taki, ze a1 > 01

1
ar+as+...+ay

Ap+1 = dlan:1,2,3

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny i znajdz jego granice.
Niech a; >b; > 01

ay, + bn o 2anbn
2 T G by

Ant1 = dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i wyznacz ich granice.

. Niech a; >b; >01

a, +b
- 9 n’ bn+1 =V anbnp,
Wykaz, ze ciagi (an)n i (bn)n sa zbiezne do tej samej granicy (zwanej srednig
arytmetyczno — geometryczng liczb aq,by).

Gp+1 = dlan=1,2,3,....

1
Ciag (an), spelnia warunki 0 < a,, < 11 a,(1 — apt1) > 1 dla n > 1. Wykaz, ze
ciag ten jest zbiezny i znajdz jego granice.

Niech by =1, by = 21 byy2 = Vb, + +/bnt1 dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest
zbiezny i znajdz jego granice.

1 n 1 n+1

Wykaz, ze <1+> <e<<1+> dlaneN
n n

Oblicz granice

(a) lim <1l>n+1, (b) lim <1+i>n, (c) lim @ (d) lim n(¥/e—1).

n—00 n n—o0 n—oo 1 n—00
Wykaz, ze lim (2 Va—1)"=a*dlaa > 1, oraz Jim (2{1/?172_1)“ =1.
Oblicz lim z":;

n—oo &= k(k + 1)(k + 1)!
Niech 2, > 0 lim 2, = 0. Wykaz, se lim S22 1.

n—oo n—oo J"’ﬂ

Wskazéwka: sinz < x < tgz dla z € (0, §).
Niech (0,,), to ciag zdefiniowany w lemacie 3. Wykaz, ze lim 6, = 1.

n—oo

Oblicz granice lim nsin(2mwen!).
n—oo

1
Ciag (an), jest ograniczony z gory i any1 — an > —— dla kazdego n. Wykaz, ze
n
ciag (an)n jest zbiezny.
n+1g~2k . :
—. Wykaz, ze ciag (a,)n jest zbiezny i znajdz jego granice.

on+1 k
k=1

Niech a,, =



Analiza - klasa 3a4 Zestaw 14. 20.4.2022 1. Oblicz granice lub wykaz, ze nie istnieja:

(a) lim MO 1T —9n -2 i VRt 1=Yn

. . . . , . neo 1213 —Bn2 4 10n—7 (d) noo k1 — i
Granica ciggu V — granice niewlasciwe i
. . . . . . . . (b) lim 22 —3n (e) lim -,
Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (ay,)n jest rozbiezny do +oo (—oo) wtedy i tylko nsoo 3 _9n’ n—oo £~k
wtedy, gdy "o
_ 5" 4nt 5 () lm S —,
\V/M>0 3 NeN \V/n>N Ay > M (an < M) (C) nlL»Hc}o m, nﬂooi_:l \/E
Piszemy wéwezas lim a, = 400 lub a,, — +oo ( lim a, = —oc lub a, — —c0 ). . . . o
n—o0 n—00 2. Suma nieskonczonego ciggu geometrycznego. W zaleznosci od ¢ € R\ {0}
Definicja. Méwimy, ze ciag (a,, ), ma granice, jezeli jest on zbiezny (wtedy ma granice ) _ SN
skonczona) lub rozbiezny do +oo (wtedy ma granice nieskoniczona). Wwyznacz granice nh_{r;o Z q-
k=0

Stw. Zalézmy, ze a, — +o0o. Wowczas

. 1
e jesli ciag (bp)n jest ograniczony z dotu, to a,, + b, — 400; 3. Niech a,, — +00, b, = n (a1 +...+an), cn = a1 a, (gdy ax > 0). Udowod-
nij, ze b, — +00 1 ¢, — +00.
e jesli b, — b eR, to a, + b, — +o0;

a
4. Dany jest ciag (an), taki, ze a, > 0 i lim ntl
e jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze b,, > ¢ dla prawie wszystkich n, to a,b, — +o0; ) n—oo dp
lim /a, = +oo.
e jesli b, — b e (0,+00), to anb, — +00; e .
5. Znajdz granice

= +o00. Udowodnij, ze

e jesli istnieje stala ¢ < 0 taka, ze b,, < c dla prawie wszystkich n, to a,b, — —o0;
(a) lim v

| i T/ | — |
e jesli b, — b € (—00,0), to anb, — —oc; n—oo i (b) nhlr;o (2n)t = 2nl,
e jesli b, — +o0, to a, + b, — 400, apb, — +00; 1 n2 L\ Tt
. . . . 1 6. Zbadaj zbiezno$¢ ciagéow /mn, (1+—) ,(1+=—=) ,(1—=] .
Stw. Jedli a,, — 01 a, > 0 dla prawie wszystkich n, to — — +o0. n
an

Stw. Jezeli a,, — +00 i b, > a, dla prawie wszystkich n, to b, — +oo.

2n n
7. Wykaz, ze ponizsze granice istnieja i zbadaj, czy sa one rowne 0 lub +oo.
T 1 T 1
Wyrazenia nieoznaczone: (a) nh_{rgo H 1+ %) (c) nh—>Holo H 1+ o )
e 0co—oo,np. (n+1)—n, n?2—n, Vn+1—/n; =1 k=1

n 1 n 1
b) i 1—-— d) I 1— —
o()~oo,np.l'n, ion4, i-n!, ()"LH;O,CI_[Q( k’)7 ()”Lngokl_[l< 2k)7
" = =

0 (Hn 1 . . . ..
e —,np. -, 1, 8. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Wykaz, ze
0 (5) (5) n 1
1N\
00 n 2" n lim <1 — > = +o0.
RS U T A I




Analiza - klasa 3a4 Zestaw 16. 11.05.2022

Granica ciggu VI

Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Z kazdego ciagu ograniczonego liczb rzeczy-
wistych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Tw. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu) Ciag liczb rzeczywistych (a, ), jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

vs>0 3 NeN vm,n>N |an - am| <e.

1. Korzystajac z warunku Cauchy’ego, zbadaj zbiezno$¢ ciagow:
"1
a) a, = —,
n

C1\k
(b) bn:Z( ]{1) )

k=1
- n (,1)Lk/2j
(c) cn = ; 2 )

2. Dany jest nierosnacy ciag liczb dodatnich (a,), taki, ze lim,_, a, = 0. Wykaz,

ze clag
bn =Y (—1)*a
k=1

jest zbiezny.

3. Niech (ay,), to ciag liczb rzeczywistych. Zalézmy, ze istnieje stala A € (0,1) taka,
ze dla dowolnego n € N

‘an+2 - an+1| < )\|an+1 - an‘-

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny.
4. Niech k € N ik > 1. Ciag liczb rzeczywistych (a, ), spelnia warunki

lim (ap41 —an) =0,
n—o0
oraz
ve>o - NeN vn,m>N lakn — apm| < €.
Wykaz, ze ciag (ay)n jest zbiezny.
Podaj przyklady, ze z zadnego z tych warunkéw osobno nie wynika zbieznosé
ciagu.

5.

10.

11.

Granica gérna i dolna ciaggu. Dla danego ciagu liczb rzeczywistych (ay, ), niech
G C RU {—o00,+00} oznacza zbiér granic wszystkich podciagéw ciagu (an)n.
Woéwezas
e sup G nazywamy granicg gérng ciagu (a, ), i oznaczamy lim sup a,,

n—oo
e inf G nazywamy granicg dolng ciagu (a,)n 1 oznaczamy liminf a,,.

n—oo
Udowodnij, ze kazdy ciag (ay), zawiera podciagi zbiezne do swej granicy gornej
i dolnej.

Udowodnij, ze ciag ograniczony (a,)n jest rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
zawiera podciagi zbiezne do réznych granic.

Ciag liczb dodatnich (ay,), spelia dla dowolnych n, m € N warunek
Am4n S Qm + Qp.
Wykaz, ze ciag (a—") jest zbiezny.
n/n

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,,), taki, ze ciag b, = > _, ax jest zbiez-
ny. Niech f : N — N bedzie bijekcja taka, ze dla kazdego k € N zachodzi
|f(k) — k| < 2019. Wykaz, ze ciag

e =)
k=1

jest zbiezny.

Wykaz, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwigkszy.
Wykaz, ze z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé¢ pod-
ciag zbiezny.

Udowodnij Lemat Sierpinskiego: Z kazdego ciagu ograniczonego liczb rzeczy-
wistych mozna wybra¢ podciag monotoniczny.

Uwaga: Lemat Sierpinskiego mozna udowodnié, korzystajac z tw. Bolzano — We-
ierstrassa. Ale mozna réwniez najpierw udowodni¢ Lemat Sierpinskiego i za jego
pomoca udowodnié¢ tw. Bolzano — Weierstrassa.



Analiza - klasa 3a4

Zestaw 16. 20.5.2022

Granica ciggu — zadania powtdérzeniowe

1.

10.

. Oblicz granice lim
n—oo

Zbadaj zbieznosé¢ ciagu okreslonego w nastepujacy sposoéb:

>1 22
x oraz Tpyiq1 = )
0 e
2a,, +1 2b 1 .
. Niech a; =1, apy1 = %, by =2, byy1 = b:il . Udowodnij, ze

sup{ay, : n € N} = inf{b,, : n € N}.

. Dany jest ciag (an)n taki, ze lim, o (ant1 — arn) = a. Udowodnij, ze

lim — =a.
n—oo N

. Niech z € R. Wyznacz granice

lim 2] + |22] + ...+ Lnxj

n— o0 n2

. Udowodnij, ze ciag (sinn)S2; nie ma granicy.

. Oblicz granice ciaggow

—_

" <2211>wz+47 o <2213)2n2+5’ © (n2n42r1>(2).

n—oo

E\" E\N" 1
. Niech k € N. Udowodnij, ze lim (1 + ) =efi lim (1 — > =—.
n n—oo n e

Vet Ve2+ ...+ em

n

. Ciag (an)n jest zadany rekurencyjnie: a1 = 1, a, = n(a,—1 + 1). Oblicz

1
lim [T %=
n—oo ak

Ciag (r,)32, jest zdefiniowany nastepujaco zog = 5, 1 = 0, Zpq2 = W
n
Oblicz nh_)ngo;xk.

n
11. Dany jest ciag (a,)22 liczb dodatnich taki, ze lim Z ay = +oo. Udowodnij, ze
n—oo
k=1

lim [](1+ax) = +oc.
12. Zbadaj zbieznosé ciggow
@ =3 L (c)cnf[(
k=1 + k=1
n
@ = (

k=1 k=1

k
E),
(=D*
1+ o .
Wskazéwki: (c): 4% < ¢ dla dostatecznie duzych k, (d): zbadaj ciagi (dan)n,

(danl)n i (di“ )n

+1

13. Oblicz granice

(a) lim <m) 3n,2’

14. Zbadaj zbieznos¢ ciagéow zadanych przez warunki

(a) ap =3, ant1 = V3a, +4,

2b,,
b) by =2, byq = —
() 0 ) +1 1+bn
n_22
(C) 0025,0n+1—(c 5 )

15. Zbadaj zbieznosé ciggow

= 1
W o= e
(b) b, = En: (Vor+1- V2k)

B
Il
—

M=

(¢) bu= Y (=" (V2E+1 - V2%)

b
Il
_



16.

17.

18.

19.

20.

(d) bn:i(m—@)g

k=1

Znajdz granice

1 /2n ( Ly (n + 1)')
lim ( ) i~ )
n—o0 n!
Niech a € (0,2). Ciag (x, ), spelnia zaleznosé rekurencyjna

Tnao = alpy1 + (1 —a)z,.

Wyznacz granice ciagu (2, ), w zaleznosci od g, 21, a.

Wyznacz wszystkie liczby a > 0 takie, ze ciag
zo =0, Tpt1 = a+ ZE%

jest zbiezny.
Niech a,b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi,

n—1

ay=a, a="o, ap+1 = "

Oblicz lim a,,.

n—oo
Ciag (an), jest okreslony w nastepujacy sposéb:

0<a <1, an+1 = an(l —ay).

Udowodnij, ze lim na, = 1.
n—oo

1
ap + —a,—1 dlan > 2.



Analiza - klasa 3a4 Zestaw 16.

20.5.2022

Granica ciggu — zadania dodatkowe

1. Oblicz granice

(a) lim ( SE

3n? n
(b) lim_ <3n2 — )
(¢) lim (

2. Zbadaj zbieznosé ciagéw zadanych przez warunki

(a) ap =3, apt1 = V3a, +4,

2b,,
b) bg =2, bps1 = ,
() 0 ’ +1 1+bn

e — 2)2
(¢) co =5, i1 :%.

3. Zbadaj zbieznos¢ ciagdéw

=Y v
(b) bn=2(m—€/ﬁ)

k=1

(c) by = zn:H)k (VaR+1- Var)
k=1

(d) b Z (Vok+1- W)

k=1

4. Oblicz granice

. Oblicz granice

10-11-...- (n49)

li .
noto 1-3-...-(2n— 1)
. Oblicz granice
(/1))
lim ~——————.
n—o0 n!

. Niech a € (0,2). Ciag (z,)n spelnia zaleznosé rekurencyjnag

Tpt2 = aZpy1 + (1 — a)zy,.

Wyznacz granice ciagu (z,,), w zaleznosci od zg, z1, a.

. Wyznacz wszystkie liczby a > 0 takie, ze ciag

2
xg =0, Tpy1 =0+ T,

jest zbiezny.

. Ciag (an)n jest okreslony w nastepujacy sposob:

0<a <1, pt1 = an(1 — ap).

Udowodnij, ze lim na, = 1.
n—oo



Analiza - klasa 3a4 Zestaw 18. 15.6.2022 4. Wykaz, ze jesli lim a, = g, b, >0 dlan € N, oraz

Twierdzenie Stolza

to
. aiby + asbs + ...+ a,b,
.. . . . . 0. o0 lim =y
Ponizsze twierdzenie bywa przydatne do wyznaczania granic typu 0 i—. n—00 b1 +ba+...+ b,
Twierdzenie Stolza. Ciagi liczb rzeczywistych (ay), 1 (bn), spelniaja warunki 5. Dany jest ciag liczb rzeczywistych (z,), taki, ze
(i) ciag (by)n jest SciSle monotoniczny i b, # 0 dla kazdego n, lim (2ap + Tams1) = 2022, lim (a1 + @on) = 117.
a7l+1 — a'fL n—oo n—oo

(ii) istnieje granica lim ———— =

n—0o0 bn+1 —bp -9

Wykaz, ze ciag ( 2

n . P . 17 . .
est zbiezny i znajdz jego granice.
(iii) nh—>H;o b, = +o0 lub nlLIrolo ay, = nh_)rrgo b, = 0. x2n+1)” . Y 102 1°80 & ¢
; . a, 6. Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,)S, taki, ze
Wéwcezas nlLII;O b g.

n
lim a, E ai =1.
n—oo

1. Oblicz granice k=1
1 1 Wykaz, ze
1 = - 1 Y = .
(a) Jim —= ; s nlirréoan\/3n 1
1 1
(b) lim — —,
VI vk
2n
1 1
lim — —
(c L 0 2=k

n— o0 npt1 ’
1P +2P 4 ... 4 nP n
b) 1 —
1 & (p+k)
() Jim =
k=0

3. Dane sg ciagi zbiezne (an)n 1 (bn)n:

- 1 - 1
k=1 k=1

oraz a = lim a,, b= lim b,. Wykaz, ze istnieje skoficzona granica
n—oo

n—oo
1i a — Qp
1im .




