Analiza - klasa 2a4 Zestaw 1. 08.09.2020
Algebra liniowa 1
Uklad m réownan liniowych o n niewiadomych zq,xo,...,2, jest to uklad rownan

postaci
a1,1%1 + a1,2%2 +...+ a1,nTn = bl
a21T1 + a2,2%2 4+ ...+ a2 nTn = b2

Am 121 + Gm2T2 + ...+ Gy Tp = by,

gdzie Qi j, b; € R.

Jezeli uklad rownan ma dokladnie jedno rozwiazanie, to méwimy, ze jest oznaczony.

Uktlady dwéch réwnan liniowych

{ax—i—by:e (1)

cx+dy=f

Tw. 1 Uklad réwnan (1) ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
ad —be # 0.

Definicja. Liczbe ad — bc nazywamy wyznacznikem macierzy kwadrtowej A = {Ccl Z}
i zapisujemy detA.

Tw. 2 (Wzory Cramera) Jezeli ad — be # 0, to jedynym rozwiazaniem ukladu (1)
s liczby

e b a e
x_det {f d] _ed—bf _dEt[C f] _af—ce
B a b]  ad—bc’ a b]  ad—bc

det[c d} det{c d}

Pierwsza interpretacja geometryczna: Kazde z dwoch réwnan interpetujemy ja-
ko prosta na plaszczyznie. Uklad ma jednoznaczne rozwiagzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy te proste nie sg réwnolegle i woéwczas wspdlrzedne ich punktu przeciacia sa tym
rozwigzaniem. Jezeli proste si¢ pokrywaja, to uktad ma nieskoniczenie wiele rozwigzan,
a jesli sa réwnolegle, to jest sprzeczny.

Druga interpretacja geometryczna: Uklad (1) zapisujemy w tzw. postaci wekto-

el

Jezeli para (z,y) jest rozwigzaniem, to wektor [(j przeskalowany o x dodany do wek-

tora {Z

} przeskalowanego o y daje wektor Lc;] .

Uktad ma jednoznacznie rozwigzanie, jezeli wektory {Z] i [ d} sa oba niezerowe i nie
sa rownolegte. W przeciwnym wypadku uktad ma nieskoniczenie wiele rozwigzan, jezeli

wektor {e

f

} ma ten sam kierunek, co kazdy z wektoréw [ﬂ i [Z} .

1. Rozwiaz uktady réwnan:

3 4 — 1
3 4, p-1 y+l_1
Tz oy 2z 3y 4
(a) ()
2 59 3 27
r oy 2 r oy 2
6 5
LI v —2|+]y—5 =1
Tty T-y (d
(b) y—lz—2[=5
3 2 _ 1
Tty xT—-yY

2. Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m uklad réwnan ma rozwiazanie i kiedy
jest ono jedyne.

(a r+my=m-—1 b) 3x+my =3
mr+y=m-+3 mx+3y =3

3. Wyznacz liczbe rozwiazan ukladu réwnan w zaleznosci od wartosci parametru a:

lz+yl=1 2z —y| =1
(a) B (b) B
lz| + [yl = a lz| + [yl = a
4. Dla jakich wartosci parametru k rozwiagzanie ukltadu
r—y=k—1
2t —y=3—-k
jest (a) para liczb ujemnych, (b) para liczb dodatnich, (c) para liczb o przeciwnych

znakach?

5. Udowodnij, ze uklad dwéch réwnan z trzema niewiadomymi

a1x1 + axo + aszxrz = ¢
bll'l -+ bngQ + bgl'g =d

albo jest sprzeczny, albo ma nieskonczenie wiele rozwiazan.



10.

11.

12.

13.

14.

. Dwie fabryki powinny wedlug planu wykonaé¢ lacznie 550 smartfonéw. Pierwsza

fabryka przekroczyla plan o 10%, a druga o 8% i wowczas obie fabryki razem
wykonaly ponad plan 50 smartfonéw. Ile smartfonéw wykonala kazda z fabryk?

. Obwod prostokata wynosi 54 cm. Jezeli dhuzszy bok powigkszymy o 1 cm, a krot-

szy zmniejszymy o 1 c¢cm, to pole zmniejszy sie o 4 cm?. Oblicz dtugoéci bokéw
prostokata.

. 44 tony towaru przewieziono 9 samochodami o tadownosci 4 tony i 6 ton. Ile

bylo samochodéw mniejszych, a ile wigkszych, jedli kazdy zostal wykorzystany
maksymalnie.

. W ciagu 20 dni cena spo6tki wzrosta z 5 zt do 15 zt. Kazdego dnia cena rosta 1,20

z} lub malato 0,80 zl. Przez ile dni cena rosta, a przez ile malala?

Dwie drukarki 3D maja wykonaé partie jednakowych elementéow. Gdy pierwsza
pracowala przez 7 godziny a druga przez 4, wykonaly w sumie 5/9 zamdwienia. Po
kolejnych 4 godzinach pracy kazdej drukarki zostalo do wykonania 1/8 zaméwie-
nia. Ile czasu potrzebowalaby kazda drukarka na wykonanie calego zaméwienia?

Anatol ptywa w $rodku kwadratowego basenu, Bogdan stoi w jednym z wierzchol-
kéw. Bogdan nie umie ptywaé, ale biega 4 razy szybciej niz Anatol plywa. Anatol
biega szybciej niz Bogdan. Czy Anatol moze uciec Bogdanowi?

Samochody A i B jada po okreznej trasie, ktérej 1/4 dlugosci przebiega w miescie.
Szybko$¢ A w miescie wynosi 2v, a poza miastem 9v/4. Szybkos¢ B w miedcie
wynosi v a poza miastem 3v. Samochody razem wjezdzaja do miasta. Ktéry z
nich i po jakim czasie dogoni drugiego, jezeli dlugos¢ miejskiej drogi wynosi s7?

Dwa boki réwnolegloboku zawieraja si¢ w prostych 3z+5y—19 = 01 3x—9y+51 =
0, a jedna z przekatnych réwnolegloboku zawiera sie w prostej 3=z — 2y — 5 = 0.
Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw réwnolegloboku.

Boki tréjkata zawieraja sie w prostych 4o+3y—21 = 0, z4+2y—4 = 0, 3xz+y—7 = 0.
(a) Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéw tréjkata.

(b) Napisz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata.

(¢) Napisz réwnania prostych symetralnych bokéw tréjkata.



Analiza - klasa 2a4 Zestaw 2. 15.09.2020

Algebra liniowa II

Uklady 3 réwnan z 3 niewiadomymi
Definicja. Wyznacznikiem macierzy 3 x 3

a1 @12 a13
A= |ax az a3
asy asz2 ass

nazywamy liczbe
detA = ay1a22a33 + 0210432013 + A31G12023 — Q13022031 — (23032011 — (33012021 -

Taki wyznacznik najtatwiej obliczy¢ stosujac tzw. schemat Sarrusa:

Had11 A2 (13
{ a21\@\22~ 23
+ f/\131 a3w
Q<@ -ar3
y ~~ N

N

Q1022 \%

Uwaga. Wyznacznik mozna réwniez zdefiniowaé dla macierzy kwadtratowej wigkszego
rozmiaru, ale wéwczas powyzszy schemat nie ma juz zastosowania.

Tw. (Wzory Cramera). Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi

a1+ apy +aizz = by
(217 + a22y + a23z = by
a31T + azzy + agzz = bz

ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA # 0 i wéwczas

by a2 a3 air by ais air a2 b

det |by ase  aos det |as1 ba ao3 det |az1 a2z bo

. by az3 ass B a1 bz ass L a1 aszp bs
detA r Y detA ’ detA

2. Wyznacz w zaleznosci od a € R rozwigzania ukladu rownan

axr + y + =z =1
r + ay + 2z = 1
r + y + az = 1

3. Znajdz wspblrzedne $rodka sfery opisanej na czworodcianie o wierzchotkach
(_]-7 -1, _]-)a (17 0, 0)7 (0» 2, 0)7 (Oa 0, 3)

1. Wykaz, ze uklad rownan ma jednoznaczne rozwiazanie i znajdz y:

2y+2=0 r+2y+3z=1
(@) So+4y+z=1 (b) S22 +3y+2z=3
5 4+ 3y +22 =0 r+y+2z=2

Macierze dowolonego rozmiaru

Macierzq (o elementach z R) wymiaru m x n nazywamy tablice prostokatna

a1.1 a2 N a1,n

A— @21 ag 2 e a2.n
)

Um,1 Am,;2 ... OGmn

gdzie a;; € Rdlal <i<m,1<j < nnazywamy elementami macierzy. Mozna

réwniez stosowaé bardziej zwarty zapis: A = [a; j]i=1,...,m. Jezeli wymiar macierzy jest
j=1,....n

znany, to mozemy réwniez uzyé¢ zapisu A = [a; ;)i ;. Przyjmiemy, ze pierwszy dolny

indeks za nawiasem kwadratowym oznacza numer wiersza, a drugi — kolumny.

Zbioér wszystkich macierzy wymiaru m X n o elementach z R bedziemy oznacza¢ sym-
bolem R™ ™. Stosuje sie takze inne oznaczenia, np. M, x,(R). Macierz wymiaru n x 1
nazywamy wektorem (n wymiarowym / diugosci n). Zbiér wszystkich takich macierzy
oznaczamy R"™. Wektory zapisujemy jako d.

Macierz zerowa (wymiaru m X n) jest to macierz, ktérej wszystkie elementy sa zerami:
0=1[0];; € R™™.

Ciag pozycji o indeksach (4,4), i = 1,..., min(m,n) w macierzy A € R™" nazywamy
przekgtng lub diagonalg macierzy A.

Mnozenie macierzy przez liczbe. Jezeli b € R oraz A = [a; ;];; € R"™", to mozemy
okredli¢ iloczyn macierzy A przez skalar b: A-b="b- A = [ba; ]; j € R™".

Dodawanie macierzy. Dla macierzy A = [a;;]i; € R™", B = [b; ];; € R™",
mozemy okresli¢ ich sume A+ B = [a; j + bili ;-

[bijli; € R™™, to iloczyn

Iloczyn macierzy. Jezeli A = [a;;];; € R™", B =
A-B = [Ci,j]i,j e R™™ gdzie

macierzy A i B definiujemy jako macierz C =
Ci,j = &i71b1,j + ai72b27j + ...+ ai7rbT,j.

Macierz A € R™™ nazywamy macierza kwadratowg. Macierz I, = [a; ;] € R™", w
ktérej a;; =1dlai=1,2,...,n1ia;; =0 dlai# j nazywamy macierza jednostkowg
(identycznodciowq). Dla dowolnych macierzy A € R™™ i B € R™™ zachodzi A-I,, = A
il,-B=B.

Macierz odwracalna. Méwimy, ze macierz kwadratowa A € R™"™ jest odwracalna,
(nieosobliwa), jezeli istnieje macierz B € R™™ taka, ze A- B = B- A = I,,. Macierz



B zapisujemy jako A~! i nazywamy macierza odwrotng do macierzy A. Jezeli macierz
A jest odwracalna, to macierz A~! tez jest odwracalna. Mozna udowodnié, ze jezeli
istnieje macierz B € R™" taka, ze A- B = I,,, to takze B - A = I,, (i na odwrdét).

Potegowanie macierzy. Jezeli A € R™" i k € N, to A* oznacza macierz otrzyma-
na poprzez pomnozenie macierzy A przez siebie k razy. Dodatkowo A? = I,,, a jedli

macierz A jest odwracalna, to A=F = (A~1H)*,

Operacje elementarne na wierszach. Niech A € R"™". Kazde z ponizszych prze-
ksztalcen macierzy A:

(i) pomnozenie pewnego wiersza przez skalar b € R\ {0},

(ii) dodanie do pewnego wiersza innego pomnozonego przez skalar ¢ € R,

(iii) zamiana dwdch wierszy miejscami,

nazywamy operacjqg elementarng na wierszach macierzy A.

Tw. Kazda operacje elementarng na wierszach mozna zrealizowaé jako iloczyn F - A,
gdzie E € R™™ jest pewna macierza nieosobliwa.

4. Oblicz
-1 2 0 2 -1 4 =2
3 o0 1l 0 1(-2 .
-7 2
5. Niech A1, Ag, ...\, € K. Wyznacz macierze
A 01" 0 M

)\2 )\2
(%) ol w

6. Niech F,, dlan = 1,2,3, ... oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego (Fy = F» = 1).
Znajdz macierz A € R>? taka, ze dlan=1,2,3,...

o Fy
= A" .
wol =R

7. Udowodnij, ze mnozenie macierzy jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania,
ale nie jest przemienne (takze gdy oba czynniki sa macierzami kwadratowymi).

8. Podaj przyklad niezerowej macierzy A € R™", gdzie n > 2, takiej, ze A% = 0.

9. Wyznacz macierze operacji elementarnych na wierszach i uzasadnij, ze sa one
nieosobliwe.

10. Dane sg dwie macierze A, B € K™" takie, ze AB = BA. Pokaz, ze

(A+B)" = Zn: (Z) Ak Bk,

k=0

Czy powyzszy wzér jest prawdziwy bez zalozenia AB = BA?

11. Niech A € K, k= 1,2,.... Oblicz A* dla

A1 0 0 0

0 1 0 0
P 0 J—

0 0 0 A1

0 0 0 0 A

12. Niech A € R?3 i zalézmy, ze detA # 0. Wykaz, ze macierz A jest nieosobliwa.

o] [0t
P P
110

14. Dana jest macierz A € K™" taka, ze A¥ = 0 dla pewnej liczby naturalnej k.
Udowodnij, ze macierz I — A jest nieosobliwa.

13. Odwrd6é macierze:
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Algebra liniowa III

Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych i, o, .
postaci

.., T, jest to uklad réwnan

a1,1%1 -+ a1,2%2 + ...+ a1.nTn = bl
a21T1 + G22T2 + ...+ A2 Ty = by

Am 121 + Gm2T2 + ...+ Gy Tp = by,

gdzie a;;,b; € R. Przyjmujac A = [a; ;] € R™", b = [b;] € R™, & = [x;] € R",
powyzszy uklad rownan mozna zapisaé w postaci macierzowej A - ¥ = b. Macierz

[A ] l_;] € R™"*! nazywamy macierza rozszerzong powyzszego uktadu réwnai.

8

Dwa uktady réwnan sa réwnowazne, jezeli majg te same zbiory rozwiazan.

Uklad réwnan liniowych, ktory ma dokladnie jedno rozwigzanie nazywamy oznaczo-
nym.

Tw. Jezeli macierz C' € R™™ jest nieosobliwa, to uktady rownan o macierzach roz-
szerzonych [A | b] i C-[A|b]=[C-A|C-b| (czyliuklady A-Z=biC-A-Z=C-b)
sg réwnowazne.

Eliminacja Gaussa. W celu wyznaczenia wszystkich rozwigzan ukladu réwnan

AZ = b przeksztalcamy jego macierz rozszerzona [A | l;], stosujac operacje elemen-
tarne na wierszach i / lub przestawienia jej pierwszych n kolumn, do postaci:

d] &

gdzie 0 < k < min(m,n), C € R¥"F d € R¥ & € R™*. Przestawienia kolumn
odpowiadaja zmianie kolejnosci niewiadomych w réwnaniach, natomiast operacje ele-
mentarne na wierszach nie zmieniaja zbioru rozwiagzan uktadu.

I, C
0 0

Majac uktad w postaci (1) rozwiazanie wyznaczamy nastepujaco: jezeli € # 0, to uklad
jest sprzeczny, a w innym przypadku mozemy warto$ci niewiadomych odpowiadaja-
cych pierwszych k kolumnom w prosty sposéb uzalezni¢ od wartoéci niewiadomych
odpowiadajacych pozostalym n — k kolumnom. Dowolne rozwiazanie ukladu otrzy-
mujemy biorac dowolne wartosci tych n — k niewiadomych i wyznaczajac wartosci
pierwszych k niewiadomych za pomoca otrzymanych wcze$niej wzordw.

1. Rozwiaz uklady réwnan

@ {0 -

200 + 3x3 + 4z, =
4y + x3 — x4 = 3

Ty + 229 + 3x3 = 1
(b) xr1 + T + 2x3 = 2
X1 — 2.’132 — r3 = 3
5¢1 + 3z + bxry + 1224
(c) 2r1 + 215 + 3x3 + By
r1 + Txos + 9x3 + 4xy
X1 + 2562 — 21}3 1
(d) 3IC1 + 7:[,’2 — 6£U3 = 3
—2r1 — 4dx9 + OSxz = -2
r1 + 3x3 — x3 = 1
12561 + 91‘2 + 31’3 + 10:64
(e) 41 + 3z9 + x3 + 214
8r1 + 6z + 2x3 +  Oxy

I
S

= 13

w

= 7

2. Dla jakich wartosci a, b uklad réwnan jest (i) sprzeczny, (ii) oznaczony ?

2 4+ 3y = 1
3z + 4y = 1
(2) rz + 2y = a
dr 4+ bS5y = b
-r + y + bz
r + ay + 2z
(b) xr — Yy + az
- + y + az

4. Rozwiaz uklady n réownan
Ty = 1
X =+ T3 = 1

Z2+£Z?4:1

0
-1
-1
-1

r1+29=0
X +.’E2+.’E3:0
$2+I3+I4:0
Tp2+Tp_1+x, =0

Tp1+x, =0



Analiza - klasa 2a4 Zestaw 4. 29.09.2020

Tréjmian kwadratowy I
Funkcje f: R — R dang wzorem
f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b,c € Ria # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym, funkcja kwadratows,
lub wielomianem stopnia 2 (zmiennej ).

Postaé¢ kanoniczna i wyréznik funkcji kwadratowej. Kazda funkcje kwadratowa
f(x) = ax?® + bx + ¢ mozna zapisaé w postaci

f(x) + AR dzie A =b* — 4

r)=alx+—| ——, zie A = b* — 4ac,
2a 4a &

zwana postacig kanoniczng. We wzorze powyzej liczba A jest nazywana wyréznikiem

funkcji kwadratowej f.

Tw. 1. (pierwiastki funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax? + bz + ¢ z wyré-
znikiem A = b? — 4ac

(i) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, z2, jezeli A > 0, i wowczas

b+ VA _—b—VA

1 2a 2a

T2

—b
(ii) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x1, jezeli A = 0, i wowczas x1 = %0
a

(iii) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli A < 0.

Tw. 2. (przebieg zmiennosci funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax®+bx+c,

gdzie a > 0, jest malejaca na przedziale (—oo, —%) i rosngca na przedziale (—%7 +00).

W pukcie z = g—; funkcja f przyjmuje minimum lokalne.

Jezeli a < 0, to funkcja f jest rosnaca na przedziale (—oo, —%) i malejaca na przedziale
(=2, +00). W pukcie z = 32 funkcja f przyjmuje maksimum lokalne.

Tw. 3. (Wzory Viete’a). Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = ax® + bz + c.
Niech z1, 29 € R. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) Liczby z1 i zo sa (wszystkimi) pierwiastkami funkcji f.

b
(il) 21 + 22 = —— 121 23 = — (Wzory Viete’a).
a

C
a

(iii) Voer f(z) = a(z — z1)(z — x2) (postac iloczynowa funkeji kwadratowej).

. Sprowadz tréjmiany kwadratowe do postaci kanonicznej, znajdz ich pierwiast-

ki, wyznacz ich przedzialy monotonicznosci i okresl ich wartos¢ najmniejsza lub
najwieksza:

(a) 1x2—§x+1, (c) 2?2+ 2 -8,

3 2 6

V3

(b) —v2z% + 73.%' — /6, (d) V222 — 8z + 2.

. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ tréjmianu kwadratowego na podanych

przedzialach:

(a) f(z) =22%—4x — 6, na [—4,4] i [1,5].
(b) g(x) = —22% + 11 — 5, na [0,5] i [-1,1].

. Korzystajac ze wzordéw Viete’a, wyznacz (w pamieci) pierwiastki tréjmianéw

22 — 5z — 6, 22 — 62 + 8, 2 422 — 3, 2%+ — 1,
22 + 10z + 21, 622 — 5z — 1, x? 4+ x — 56, 82 4+ 2z — 3.

. Rozwiaz réwnania

(a) 3z —2)2=17(2 - 32),
(b) 2* — 10224+ 9 =0,
(c) 23 +42% +4x+1=0,

(d) 2* —22% — 22 — 22 +1=0,
(e) |z* — 9| + 2% — 4] =9,

x
x (f) 22 =4z + |z — 3| +3=0.

. Dla danych liczb a,b € R rozwiaz rownanie

1+1+1_ 1
x a b z+4a+b

. Wyznacz rozwiazania réwnania 2m(1 + z2) — (1 + m?)(z + m) = 0 w zaleznosci

od warto$ci parametru m.

. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie

x2+x+2_k
3z+1

ma rozwigzanie?

. Niech a,b,c > 0. Czy jest mozliwe, ze kazdy z tréjmiandéw

ar? +br+ec, cx’+ar+b, br’+cr+a

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste?

. Czy istnieje trojmian kwadratowy o wspédlczynnikach wymiernych, ktérego pier-

1
wiastkami sa liczby V2 i —7
q y NG



10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

Dla jakich wartosci parametru ¢ jeden pierwiastek tréjmianu x? — 6x + ¢ jest
kwadratem drugiego?

Dla jakiej wartoéci parametru a suma kwadratow pierwiastkéw tréjmianu

22— (a—2)x—a—1

jest najmniejsza?
Niech f(z) = 2% + 122 + 30 i n € N. Rozwiaz réwnanie f(x) = 0.

Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = ax? + bz + c¢. Udowodnij, ze nastepujace
warunki sa réwnowazne:

(i) Voez f(n) € 2,

(ii) liczby f(—1), f(0) i f(1) sa calkowite,

(iii) liczby 2a, a + b i ¢ sa catkowite.
Pierwiastki tréjmianu 22 + ax + b + 1 sa liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze
liczba a? + b2 nie jest pierwsza.

Dla jakich calkowitych wartosci parametru k pierwiastki tréjmianu
kx? — (1 —2k)x +k — 2

sa liczbam wymiernymi.

Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych (a, b) takie, ze liczba a+ b jest pierwiast-
kiem tréjmianu 22 + ax + b.

Rozwiaz réwnanie 2 + r = 1111111122222222.
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Tréjmian kwadratowy 11

. Niech f(x) = ax?®+bx+c. Sformutuj warunki na wspétezynniki a, b, ¢ rownowazne
z ponizszymi stwierdzeniami:

(i) Funkcja f przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

(ii) Funkcja f przyjmuje tylko wartosci ujemne.

(iii) Funkcja f przyjmuje tylko wartoséci wieksze od —1.

. Rozwiaz nieréwnosci

(a) —a2+3z—2<0, (@ 2’ + 2 -2
22 —1

(b) V32?2 — 4z + 3 >0,

(e) |3 —1] > 2® + 2 + 1,
(c) (z+4)? < 2?16, (f) |22 — 11| < 3z + 7.

>0,

. Dla jakich warto$ci parametru a nieréwnosé

(> = 1Da* +2(a— 1Dz +2>0
jest spelniona dla kazdego z?
. Dla jakich wartosci parametru k funkcja

2
0=
przyjmuje tylko wartosci dodatnie?
. Dla jakich wartosci parametru a wszystkie wartoéci funkcji
2% +ax — 2
flz) = 2 a4+l
naleza do przedziatu (—3,2)?

. Wyznacz liczbe pierwiatkéw tréjmianu m2x? + 2(m + 1)z + 4 w zaleznosci od
wartosci parametru m.
. Wykaz, ze funkcja
2
¢+ —1
f@) = 5——=—75
2+ 3z +2
przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste.
. Wykaz, ze zbiér wartoéci funkcji
2?4 pr +q
24+ rx+ s’

fz) =

gdzie p,q,r,s € Rir? < 4s, nie jest calym zbiorem liczb rzeczywistych.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

WyprowadZ wzér na odleglto$é punktu na plaszczyznie o wspélrzednych (p, q) od
prostej o rownaniu y = ax + b.

(Wtasno$é¢ Darboux funkcji kwadratowej) Niech f(x) bedzie tréjmianem
kwadratowym, u,v € R, u < v i zalézmy, ze y lezy pomiedzy f(u) i f(v). Udo-
wodnij (nie odwolujac sie do pojecia ciaglodci funkcji), ze istnieje x € [u, v] takie,

ze f(z) =y.

Zalézmy, ze kazdy z tréjmianéw 2 4+ 2ax + b? i 22 4 2bz + ¢ ma dwa rézne pier-
wiastki rzeczywiste. Udowodnij, ze tréjmian 22 + 2cx + a? nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych.

Wykaz, ze dla dowolnych a, b, ¢ € R funkcja

(a) f(z) = (x —a)(z = b) + (x = b)(z — ¢) + (x — ¢)(x — a),
(b) g(z) = a(z —b)(z — ¢) + b(z — ¢)(x — a) + ¢(z — a)(z — D)
ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

Wykaz, ze jesli wspétezynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego az?4bx+c sa liczba-
mi calkowitymi nieparzystymi, to tré6jmian ten nie ma pierwiastkow wymiernych.

Niech f(z) = ax?+ bz + c i zalézmy, ze réwnanie f(z) = z nie ma rozwiazan rze-
czywistych. Pokaz, ze réwnanie f(f(z)) = x tez nie ma rozwiazan rzeczywistych.

Niech f(z) = ax?. Udowodnij, ze na plaszczyZnie istnieje punkt P i prosta k
takie, ze kazdy punkt wykresu funkcji f jest rownoodlegly od punktu P i prostej
k.

Punkt P nazywamy ogniskiem paraboli o réwnaniu y = ax?, prosta k nazywamy
kierownicg tej paraboli

Wyznacz réwnanie paraboli postaci F(xz,y) = 0, ktérej ogniskiem jest punkt
P =(1,1), a kierownica k ma réwnanie z +y + 1 = 0.

Dane sg dwie parabole o rownaniach
y = a(z — b)? oraz y = c(z —d)>.

Wykaz, ze jezeli ognisko pierwszej paraboli lezy na drugiej paraboli, to ognisko
drugiej paraboli lezy na pierwszej paraboli.

Drut o dlugosci 8 metréw nalezy podzieli¢ na dwie czesci i z jednej zrobié¢ kwa-
drat, a z drugiej tréjkat rownoboczny. Jak to zrobié¢, aby suma pél tych figur byta
najmniejsza?

Zmajdz pole i dlugosci bokéw najwiekszego prostokata zawartego w trdjkacie pro-
stokatnym o przyprostokatnych a, b, ktérego boki sg rownolegle do tych przypro-
stokatnych.

Pierwszy uczen rozwigzal 60 rownan kwadratowych w czasie o 3 godziny kréotszym
niz drugi. Ile czasu potrzebuje drugi na rozwiazanie 90 réwnan, jezeli razem roz-
wiazuja w ciagu godziny 30 réwnan. (Zakladamy, ze uczen potrzebuje tyle samo
czasu na rozwiazanie kazdego réwnania.)



21.

22.

23.

24.

25.

26.

7 dwo6ch miejscowosci A i B wyruszylo jednocze$nie dwoch turystéw idacych ze
stalymi predkosciami. Pierwszy przeszedl droge z A do B i wrécil zaraz do A.
Drugi poszedt z B do A i wrécit zaraz do B. Turysci mineli si¢ pierwszy raz w od-
legtosci @ km od A, drugi raz w odlegtosci b kilometrow od B. Jaka jest odlegtosé
od A do B?

Dwie rury otwarte jednoczesnie napelniaja w ciagu godziny 3/4 basenu. Napel-
nienie basenu do 1/4 objetosci tylko przy pomocy pierwszej rury, a nastepnie
dopelnienie tylko przy pomocy drugiej rury do objetosci 3/4 basenu zajmuje 2,5
godziny. Jesli otworzy¢ pierwsza rure na godzine, a drugg na pét godziny, to na-
pelni si¢ ponad polowa basenu. W ciagu ilu godzin napelni basen kazda z rur
osobno?

Dwa samochody wyruszyly jednocze$nie naprzeciw siebie z miast odlegltych o 210
km i jada ze stalymi predkodciami. W chwili mijania jeden z nich ma jeszcze 2
godziny jazdy, za$ drugi 9/8 godziny jazdy do miasta, z ktérego wyruszyl mijany
samochdd. Oblicz predkosé kazdego samochodu.

Po remoncie linii kolejowej $rednia predkos$é pociagu wzrasta o 10 km/h, za$ czas
jazdy na trasie 200 km zmniejsza sie o godzine. W jakim czasie pociag przejedzie
trase 200 km po remoncie?

Woda wplywa do zbiornika przez kran, zas wyplywa przez odplyw. Gdy otwarty
jest kran i odplyw, pusty zbiornik zostanie napelniony woda w ciagu 12 godzin.
Napelnianie zbiornika trwa o godzing krécej od oprézniania. Ile czasu potrzeba
na napelnienie pustego zbiornika z zamknietym odplywem woda? Ile czasu trwa
opréznienie zbiornika z zamknietym kranem?

Przednie koto wozu wykonuje na drodze dlugosci 14 km o 3000 obrotéw wiecej niz
koto tylne. Gdyby obwody obu kot powiekszy¢ o pot metra, to na tej samej drodze
przednie koto wykona o 2100 obrotéw wiecej niz koto tylne. Jakie sa obwody obu
kot?
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Powtérzenie przed 1. sprawdzianem

. Rozwazamy uklad réwnan z parametrami a,b € R:

—2ax + y + (a+1)z = 2
2 + y + 2z = =2
(a—Dzx + y + 20z = b

Rozstrzygnij, dla jakich wartosci parametréw a i b ten uklad réwnan (i) jest
sprzeczny, (i) ma doktadnie jedno rozwiazanie, (iii) ma wiele rozwiazan.

. Na plaszczyznie z kartezjanskim ukladem wspélrzednych dane sg trzy punkty
(z1,11), (x2,y2), (x3,y3), przy czym x1 < xo < x3. Wykaz, ze istnieje dokladnie
jedna funkcja f : R — R postaci f(z) = ax? + bz + ¢, gdzie a,b,c € R taka, ze
f(z1) =y1, f(z2) = y2, f(x3) = ¥3.

. Wartosciqg wlasng macierzy kwadratowej A € R™"™ nazywamy taka liczbe A € R,
ze istnieje niezerowy wektor ¥ € R"™, dla ktorego zachodzi réwnosé¢ Av = M.
Moéwimy, ze ¥ jest wektorem wlasnym macierzy A (dla wartodci wlasnej \).

(a) Wykaz, ze jezeli A jest wartoScia wlasng macierzy A, to uklad réwnan linio-
wych (A — AI,)Z = 0 ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.

(b) Wyznacz wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne macierzy

4 -5 2
[_11;)] 5 -7 3
6 —9 4

Wskazéwka: Zacznij od wyznaczenia wartosci wlasnych korzystajac z (a) i tw. o
wzorach Cramera. Nastepnie, dla kazdej znalezionej wartosci wlasnej A rozwiaz
uktad réwnan (A — AI,,)Z = 0.

. Sladem macierzy kwadratowej A = [ai,j]f)j:l € R™" nazywamy liczbe
tr(A) =4ai + @22 + ...+ Qn,n-
Zalézmy, ze A € R™" B € R™™. Udowodnij, ze tr(AB) = tr(BA).

. Udowodnij, ze macierz kwadratowa A € R%*? jest rozwigzaniem réwnania macie-
rZOWego

X2 —tr(A)- X +det(A) =0,  gdzie X € R*?.

. Rozwiaz ukltady réwnan liniowych

—9$1 + 101’2 + 31‘3 + 7584 = 7
(a) —4x, + Txo + T3 4+ 3x4
7£U1 + 5(E2 — 41’3 — 6£U4 = 3

I
wt

10.

11.

12.

13.

14.

3r + 2y — 5z = T
3z + 4y — 9z = 9
(b) 5z + 2y — 8z = 8
8 + y — Tz = 12
xr1 — 21’2 + rs — 2%4 + 31’5 = =2
() 3r1 — 6x2 + 223 — 4dx4 + HBrs = —3
3r1 — ©6x9 + 4x3 — 8xry + 13xz5 = -9
201 — 4dxo + xr3 — x4 -+ 205 = -1

Wykaz, ze jesli ad — bc # 0, to
a b0 1 [d —b
c dl  ad—bc|-c a]’
Rozwiaz rownania, w ktérych niewiadoma X to macierz kwadratowa 2 x 2:
1 3 1 1 3 1 1 3 3 3
(2) [1 2}X_L 2} (b) [2 1}X{1 2]_{2 2]'

Zastanéw sie nad taka metoda rozwiazania tych réwnan, ktora nie sprowadza sig
do rozwigzania uktadu czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi.

Dla danego parametru m € R dane jest réwnanie ma? — (m — 3)x +1 = 0.

(a) Dla jakich warto$ci m to réwnanie ma rozwiazania z1, 2o spelniajace warunek
|.131| + ‘.132| <17

(b) Dla jakich catkowitych wartosci m iloczyn dwéch réznych rozwiazan tego
rownania jest liczba catkowita?

Dla jakich a € R réwnanie |22 — 6z + 8| + |22 — 62 + 5| = a ma wiecej niz 3
rozwigzania?
Dla jakich wartosci parametru p rozwigzania réwnania 22 +2(p+1)x+9p—5=0

sg liczbami ujemnymi?

Niech p, q, € R. Udowodnij, ze jeéli réwnanie 22 + px + ¢ ma pierwiastki rzeczy-
wiste, to réwnanie 22 + p(a + L)z + g(a — 1)? = 0, gdzie a € R\ {0}, tez ma
pierwiastki rzeczywiste.
Rozwiaz rownania:
(a) 22% — 23 — 1122 — 2 +2 =0, z \? (z+1\> 17
(b) a* —22% — 522 + 22+ 1 =0, (c) (x+1) +< x > T

Rozwiaz nieréwnoéci

(a) |22 —x —2| >z, (c) |22 =9 +]2% — 4] < 4,
23— 42 + 170 — 2

(b) z* — 142 +45 <0, (d) (x —1)(22 — 5z +6) L

W (d) zastanéw sie nad sposobem, w ktérym nie trzeba rozwazaé przypadkéw
zaleznych od znaku mianownika.
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Tréjmian kwadratowy III

k
. Tloraz pierwiastkéw tréjmianu az? + bx + ¢ jest réwny e Udowodnij, ze

ac  k(k+1)

»2 T (2k41)2

1
. Liczby rzeczywiste x1,7» sa pierwiastkami tréjmianu z? + pxr — BYCR gdzie
P
p € R\ {0}. Udowodnij, ze 2} + 23 > 2+ /2.

. Liczby 1, x2 sa rzeczywistymi pierwiastkami tréjmianu z? — pz + p, gdzie p € R.
Udowodnij, ze 2% + 23 > 2(x1 + x2).

. Prosta [ przecina wykres funkcji f(z) = 22 w punktach o odcietych x1, x5 # 0 i
0$ Oz w punkcie o odcietej x3 # 0/ Udowodnij, ze

Ty X2 r3
(Jezeli punkt P ma wspdlrzedne (x,y), to  nazywamy odcieta punktu P, a y
rzedng punktu P.)
. Liczby 1, x5 sa pierwiastkami tréjmianu x?+pzx+1, liczby x3, x4 sg pierwiastkami
tréjmianu x2 + gz + 1. Udowodnij, ze

(21 — 23) (20 — 23) (21 + 24) (22 + 24) = ¢ — P°.

. Udowodnij, ze tréjmiany kwadratowe az? + bz +c, bx? + cx +a, cx? 4+ ax +b maja
wspolny pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy a + b+ ¢ = 0.

. Rozwiaz nieréwnosci

3 2 2x 1
942 S 2 -
(2) +x+1>x’ (c) 2—-9 " x+2
3 7 6 z+1 3
b d) -1 .
()x+1+x+2<x—1’ (d) <x—1<x—3

. Dla jakich wartosci parametru a zbiorem rozwiazan nieréwnosci

x2—|—ax
—1l< <2
2 —x+2

jest caly zbiér liczb rzeczywistych?

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie réwnanie 22 — 2max +m? — 1 =0 ma
pierwiastki rzeczywiste nalezace do przedzialu [—2,4]?

Dla jakich wartoéci parametru m pierwiastki rzeczywiste x, s réwnania 22 —
(m — 1)z +m + 1 = 0 spelniaja warunek |z — 22| =17

Wyzbacz wartosci parametru m, dla ktorych odwrotno$¢ sumy kwadratéw pier-
wiastkow rzeczywistych tréjmianu 22 — max + 2m — 5 jest najwicksza.

Dla jakich wartosci parametru k& sumg, zbioréw rozwiazan nieréwnosci
2 —6kx +5k*+8k—4>0 i 2* —dkx+4k* -k >0

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych?

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 22 + px + ¢, gdzie p,q € Z i f(k) > 0 dla
kazdej liczby calkowitej k. Udowodnij, ze f(z) > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej
x.

Suma liczb wierzchotkéw dwoch wielokatow wypuklych wynosi 21. Jeden z tych
wielokatéow ma 2 razy wiecej przekatnych niz drugi. Ile wierzchotkéw ma kazdy z
tych wielokatéw?

W 1995 roku pan Nowak wplacit 10000 z! na dwuletnia lokate z roczna kapi-
talizacja odsetek. Po roku bank obnizyl roczna stope procentowa o 2 punkty
procentowe. Po dwoch latach pan Nowak wyplacit calg kwote, ktéra wraz z od-
setkami wynosita 16640 zt. Jakie bylo oprocentowanie lokaty w pierwszym roku,
a jakie w drugim? (W latach dziewiedziesiatych XX w. nie obowiazywal podatek
od odsetek bankowych.)

Punkt M jest Srodkiem boku AB prostokata ABCD. Dwusieczna kata BCD
dzieli trojkat AM D na dwa wielokaty o réwnych polach. Bok C'D ma dlugosé a.
Wyznacz dlugosé boku AD.
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11.

Nieréwnosé¢ Cauchy’ego — Schwarza
Twierdzenie. Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, as, ..., an, b1, b2,
wa jest nieréwnosc

(&) <(E) (£%)

rzeczywista x taka, ze by = x-ar dlak=1,2,...,n

Ponadto, nier6wnoéé¢ ta staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

.., b, prawdzi-

1. Udowodnij, ze dla liczb nieujemnych a, b zachodzi nieréwnosé

(a® +b%)(a +b) > (a® + %)%
2.

Niech a,b € R i |a|, |b| < 1. Udowodnij nieréwnosé
ab++/(1—a?)(1-0%) <1
3.

a® — b3

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b € R takich, ze a # b zachodzi nier6wnosé

p— < V(202 + b2) (a2 + 2b2).
4.

Zalézmy, ze a,b,c € Ri a + 2b+ 3c > 14. Udowodnij, ze a® + b + % > 14.
. Liczby dodatnie z,y spelniajg réwnoéé 22 + y? = 1. Udowodnij, ze

(1+i) : (1+;> >3+ 2V2.

Zalézmy, ze a,b,c € R i a? + 2b? + 3¢? < 6. Udowodnij, ze |a + b+ ¢| < V11

Zalézmy, ze a, b, ¢, d € R ia+2b+3c+4d > 30. Udowodnij, ze a®+b%+c2+d? > 30
. Udowodnij, ze dla liczb aq, ..., a,,b1,.
\/ a1b1 +

, b, > 0 zachodzi nieréwnoéé

agby + ...+ Vanby < Vai+az + . an /by + by + ...+ by.
Liczby rzeczywiste aq, as,

wodnij, ze a? + a3 + ...+ a2 > n.

., an, spelniaja warunek a; + a2 + ...+ a, = n. Udo-
10.

Niech a,b > ¢ > 0. Udowodnij, ze

Vela—¢)++/e(b—c¢) < Vab

19.

20.

ava? 4+ c2 4+ b\V/b2 4 2 < a® + % 4 2.
12. Niech a1, ag,...,a, € Ria?+ a3+ ...+ a2 =1 Udowodnij, ze
13.

aias +asas+ ...+ ap—_1a, +anag = —1.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,
jest nieréwnosé

...,anibl,
n

Sk + b2 < | S a2 +
k=1 k=1
Niech n € N. ZnajdzZ najwigksza warto$¢ funkcji

flz) =

14.

k=1

(" a2t 4+ 1)2

R.
2 a2 4 42241 ve
15. Udowodnij nieréwno$é Engela: Jezeli aq,...,a,,b1,...,b, € R1ibq,
to 2 2 2
a a a
a 9%
by

>

(a1—|—a2+...+an)2
bn,
Kiedy nieréwnos¢ Engela staje sie réwnoscia?

by +bs+...+0by
16.

Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunek xyz = 1. Udowodnij, ze
2

T y? 22 3
+ + > —.
y+z z4+x x+y 2
17. Udowodnij nieré6wnosé¢ Nesbitta: Jezeli a,b,c > 0, to
a n b n c S 3
b+c c¢c+1 a+b” 2
18. Liczby aq,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nier6wnosé
2 2 2 2
a a a:s_ a
Ly 244l
a9 as

+—2>2a+as+...+ay
Qp, aq

a b

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢
c d
+ +
b+c

> 2.
c+d d+a+a+b

Udowodnij nieréwnosé¢ Cauchy’ego — Schwarza w nastepujacy sposéb:

(i) Stosujac zasade indukcji udowodnij nieréwno$é Engela.

(ii) Korzystajac z nieréwnosci Engela udowdonij nieréwno$é Cauchy’ego —
Schwarza

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwno$c¢

., by, prawdziwa

.oy by >0,
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Uktady réwnan nieliniowych I

Rozwiaz uklady réwnan

1 2 —xy -+t =7
) r+y=>

r+y+ry="7
22 +y? + oy =13

Py oty =32
20z +y)+ T2y =0

" 22 y? =17
r+zy+y=9

lz] —y =1

ot

Pyt +2y=17

z? 4+ 3zy = 54
zy +4y? = 115

{x2+(y—2)2:4

10.
2?4+ 2z + 1 = >

o

11. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych uklad réwnan

ma rozwiazania.

z—y=(1+zy)m

24z +y+axy=20

12. Zbadaj, dla jakich warto$ci parametru a istnieje doktadnie jedna para liczb (z,y)

spelniajaca warunki

Rozwiaz uklady réwnan

z(r+y)=3
13. ¢z(z+2)=1

2y +2) =2

r+aoy+y=1

14. Cy+yz+2=2
z4+zx+x=3

Pyt 2 <1
z—y+a=0

(x+y)z+2?=-3
15. { (y+2)z+9°=0
(z4+z)y+22=3

3zy =5(x +vy)
16. < 22z =3(x + 2)
yz =4(y + 2)

17.

18.

21.

22,

1

y+z
1

1

T

1

-+

Yy zZ+x
1

z

1
x+y

== W= N

?+y+27=3
zy+yz+zxr=3

x2+yz:y+z
19. y2+:z:z::17+z
z2+wy:$+y

v +yz+ 22 =19
20. ¢ 22+ zx 4+ 2% =28
22ty +y? =37

Niech n € N. Rozwiaz uklad réwnan (zakladamy, ze @, = x1)

2 2 2
r]+ x5+ 23 =124

2 2 2
To+ T3+ T4 =25

a: +xn+1+xn+2—xn+3

Niech n € N. Rozwiaz uktad réwnan

(1 + 22)% = 23

(LL'Q + 1'3)2 =24

2

(xn—Q + xn—l) = Tn

(Tn—1 +,)* =11

(zp + 21)* = 72

23. Rozwiaz w liczbach dodatnich uklad réwnan

1
2
1
"L'Q“r;:].
3
$3+;:4
4
1
l’5+;:1
6
1
$99+T:4
100

1
Ti0 + — =1
Z1
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Ciagi arytmetyczne

Ciggiem liczbowym nieskonczonym nazywamy funkcje f : N — C lub
fi{kk+1,k+2,...} — C (gdzie k € Z). Wyrazy ciagu to liczby a, = f(n).
Ciag nieskonczony zapisujemy wéwczas jako (an)o2q, (an)nen, (an)Si, (Gn)n>k,
(ak, Ak+1, Ak 42, - - )

Jezeli dziedzina funkcji f jest znana lub nie jest istotna mozna takze stosowaé zapis
(an)n lub po prostu (ay).

Definicja ciggu arytmetycznego. Méwimy, ze ciag (an)n—; (gdzie m > n lub
m = 00) jest ciggiem (postepem) arytmetycznym jezeli istnieje liczba d taka, ze dla
kazdego n zachodzi a,,1 = a,+d. Liczbe d nazywamy wowczas przyrostem lub réznicg
ciagu (an).

Tw. 1. Niech (a,)"_;,gdzie m € Nim > 2 lub m = oo, bedzie ciagiem liczbowym.
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Ciag (an)n jest arytmetyczny.
(ii) Dla kazdego n takiego, ze 1 <n < m.

Ap—1 + an+l
72 .

Ay =

(iii) Dla kazdego n > 1

n
E p = B,
k= :
2
k=1

Tw. 2. Jezeli (ay,), jest ciagiem arytmetycznym z przyrostem d, to dla k > 1 zachodzi
ar = a1 + (k — 1)d oraz

" 2a1 4+ (n—1)d
o 2t il
k=1

-

. Miedzy liczby 1 i 257 wstaw takie liczby x,y, 2z, aby ciag (1, z,y, z,257) byl aryt-
metyczny.

N

. Dla jakich wartosci = i y ciag (3,22 — y,y — 22,9) jest arytmetyczny?

w

. Oblicz sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 11 daja
reszte 7.

4. Znajdz postep arytmetyczny, ktérego suma pierwszych n wyrazéw wynosi (a) n?,

(b) 3n% — 2n dla wszystkich n € N.

. Dla jakich wartoéci parametru o € R pierwiastki wielomianu z* — (3a +2)22 + o2
tworza ciag arytmetyczny?

[S)]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Uzupelnij tabelke w taki sposéb, aby liczby w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
tworzyly postep arytmetyczny.

74

186

103

0

Ciag (7,)32, jest arytmetyczny. Wykaz, ze ciag o wyrazach (a) a, = 22, — 22,
(b) by, = Ty + Tpg1 + .. + Tpyr, gdzie 7 € N jest ustalone, tez jest ciagiem
arytmetycznym.

Wykaz, ze ciag liczbowy (a,)%2 1, ktéry nie jest staly, jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego tréjmianu kwadratowego f i kazdego n € N

zachodzi .
Z ar = f(n).
k=1

Liczby Sy, Sap 1 S3, oznaczaja sumy poczatkowych n, 2n i 3n wyrazéw pewnego
ciagu arytmetycznego. Udowodnij, ze S3,, = 3(S2, — Sp)

Niech S;,, oznacza sume poczatkowych m wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,)5 ;.

S mH\ 2 a 2m — 1
Wk',"’l’m:(—),t m _ '
vkaz, ze jesli S, - 0 . CY—)

Wyrazy ciagu (a,)22; sa rézne od 0. Wykaz, ze (a,,) jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N zachodzi rownosé

1 1 1 n—1
+...+

aiaz azas3 Up—10n a10n

Ciag arytmetyczny (a,)n>1 ma wszystkie wyrazy dodatnie. Udowodnij, ze dla
kazdego n

a1 + an
2

N

vaia, < Yaraz ... ap <

Wyrazy nieskoniczonego ciagu arytmetycznego sg liczbami naturalnymi i pewien
wyraz tego ciagu jest kwadratem. Wykaz, ze nieskoniczenie wiele wyrazéw tego
ciagu jest kwadratami.

Zbiér liczb naturalnych podzielono na kilka nieskonczonych ciagéw arytmetycz-
nych. Wykaz, ze pierwszy wyraz jednego z tych ciggéw jest podzielny przez jego
przyrost.

Zmnajdz wszystkie ciagi arytmetyczne z przyrostem 6 skladajace sie z 5 liczb pierw-
szych.

Czy istnieje nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny, ktérego wszystkie wyrazy
sg liczbami pierwszymi?

Dany jest rosnacy ciag arytmetyczny taki, ze iloczyn dowolnych dwoch wyrazow
tego ciagu tez jest wyrazem tego ciggu. Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciagu
sg liczbami catkowitymi.
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Ciagi arytmetyczne 11

1.

. Ciag (a, b, c) jest arytmetyczny. Wykaz, ze 3(a?+b%+c?) = 6(a—b)?
. Niech a,b,c € Ri (a+b)(b+c)(c+

Ciag (a,)52 4 jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; = a i przyroscie
d. Oblicz sumy

n
) > ai
k=1
n
) Y akaki
k=1

) ikak

Z \ﬁ-l- r (dla ax > 0)

. W pewnej rodzinie kazde z pieciorga dzieci dostaje na urodziny, poczawszy od

piatych, tyle ksiazek, ile w danym dniu konczy lat. Liczby wyrazajace wiek dzieci
tworza cigg arytmetyczny o przyroscie 3. Zbior ksiazek wszystkich dzieci sktada
sie z 325 toméw. Ila lat ma kazde z dzieci?

. Miary katéw pewnego wielokata tworza ciag arytmetyczny. Najmniejszy z nich

ma miare 119°, najwiekszy 169°. Ile bokéw ma wielokat?

. Pola kwadratowych kartek papieru tworzg ciag arytmetyczny, przy czym pierw-

sza ma pole réwne 12cm?, a piata 30 cm?. Kartki pocieto na kawatki, z ktérych
utozono kwadrat o boku 21 cm. Ile bylto kartek?

+(a+b+c)*
a) # 0. Wykaz ze ciag (a?, b2, c?) jest aryt-

metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (b il +C, - +b) jest arytmetyczny

7. Czy istnieje ciag arytmetyczny, ktérego pewne trzy wyrazy to liczby v/2, v/3, /57

10.

11.

. Ciag (an)5% jest arytmetyczny. Wykaz, ze dla kazdego n € N

k=0

. Zbior A C Q jest skonczony. Wykaz, ze istnieje ciag arytmetyczny zawierajacy

wszystkie liczby ze zbioru A.

Podziel zbiér liczb naturalnych na dwa rozltaczne podzbiory w taki sposéb, ze
zaden z tych podzbioréw nie zawiera nieskonczonego i rosnacego ciagu arytme-
tycznego.

Dany jest ciag arytmetyczny (an), taki, ze ciag (|an])n tez jest arytmetyczny.
Udowodnij, ze przyrost ciagu (ay), jest liczba catkowita.

12.

13.

14.

15.

Niech n € N, n > 3, wyrazy ciaggu arytmetycznego (a1, as,...,a,) sa dodatnie i

ich suma jest rowna S. Wykaz, ze

n—2
n

S.

€/a1a2a3 + {7&2&3@4 + ...

+ \3/ Gp—20p—10n <

Ciag (7,)%; jest arytmetyczny i zawiera liczby a3, 3, 23. Wykaz, ze wszystkie

wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.
Udowodnij, ze dla kazdego n > 3 zbidr
11 1 1
A=<l = ..., = — ...
2’3 E"kE+1
zawiera wyrazy pewnego nie stalego ciagu arytmetycznego dlugosci n. Wykaz, ze

zbiér A nie zawiera wyrazow nieskonczonego nie stalego ciggu arytmetycznego.

Udowodnij, ze cztery kolejne symbole Newtona

() (20 (ko) (i)

nie tworzg postepu arytmetycznego.
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{;z:y(x +y) =30

23 +y® =35
Powtoérzenie . o
9. Rozwiaz uklad réwnan
{ 2+ 2y =3
2 _
1. Rozwigz uklad réwnan y~ +day =12
2 —ay+yi=7 . . . e,
10. Udowodnij, ze dowolne liczby nieujemne x,y, z spelniaja nieréwnosé
-y =5
V322 fay+ V312 +yz+ V32 + 2 < 2@+ y+ 2).
2. Rozwiaz uklad rownan
2, .2 _
{ eyt —dry =7 11. Liczby aq,...,a, sa dodatnie i aj + ... + a, = 2. Udowodnij, ze
3(z+y)+2zy=1 , ) ) )
ay ap—_2 an—1 an >1
3. Zbadaj, dla jakich wartosci parametru a € R ma rozwiazanie uktad réwnan as+as  an_1+an, ant+ar  a4ax
Ty =a 12. Ciag (a?,b%,¢?) jest arytmetyczny. Wykaz, ze ciag (c2+c%1+a2’ a2+;b+b2, b2+blc+c2)
R tez jest arytmetyczny.
13. Niech Sy oznacza sume pierwszych k wyrazéw postepu arytmetycznego (a,)%2
4. Liczby a,b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé Wykaz, ze S5, — Sy, = 2(San, — Sa2p,) dlan € N.
WL E+WEL R+ Vi@ + 12 14. Miary katéw pewnegoowielok@ta/ tWOI‘Z.Q ci@g rfxrytme‘chzny o roznicy 6°. Najmniej-
PR TR <V2. szy kat ma miare 114°. Ile bokéw moze mie¢ ten wielokat?

15. Niech n > 3. Wyznacz wszystkie ciagi arytmetyczne (a1, as, .. . a,) takie, ze

5. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
agtas+...+a,=n i |a1] =12a,+1].
a b c

>
2b+c+2c+a+2a—|—b

oraz nieré6wnosé
a b c

2a+b+2b+c+2c—|—a\

6. W piwnicy stoja dwie beczki o pojemnoéci 77 1 kazda. Pierwsza jest pelna wody,
druga jest pusta. Z pierwszej beczki przez otwér w dnie ubyty w pierwszej minucie
4 1. wody, a w kazdej nastepnej minucie ubywa o 0,2 1 mniej niz w poprzedniej.
Jednoczes$nie do drugiej beczki wlalo sie z kranu w pierwszej minucie 1,5 1 wody,
a w kazdej nastepnej przybywa o 0,5 1. wiecej niz w poprzedniej. Po ilu minutach
w kazdej beczce bedzie tyle samo wody?

7. Rozwiaz uklad réwnan
z+y+z2=13

2?4+ +22=01

y: =z
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Ciagi geometryczne

Definicja. Méwimy, ze ciag (a,)n, (gdzie m € N lub m = o0) jest ciggiem (po-
stepem) geometrycznym, jezeli ag # 0 1 istnieje stata g # 0 taka, ze dla kazdego n
zachodzi a, 11 = qay,. Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (ay,).

Tw. Ciag geometryczny (a,)o, z ilorazem g

jest rosnacy, jeSliap >0ig>1lubag<0i0<q<1;
jest malejacy, jeSliag >010<g<1llubag<0ig>1;
jest staly, jesli ¢ = 1;

nie jest monotoniczny, jesli ¢ < 0.

Tw. Jezeli (an)22, jest ciagiem geometrycznym z ilorazem g, to dla k > 0 zachodzi
ar = ¢* - ag oraz, gdy q # 1

k+171

k
. q
E ay = ag———.
j=0

qg—1

. Ciag (an)n, jest geometryczny. Wyznacz a; 1 iloraz tego ciagu, jezeli
(a) ag=3ias=-3, (b)ai+az+as=211ias—a =3.

. Wykaz, ze ciag (ay)n 0 wyrazach dodatnich jest geometryczny wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego n zachodzi a, = \/@n_10n+1-

. Nieré6wnosé Euklidesa. Liczby dodatnie a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego o ilorazie ¢ # 1. Udodownij, ze a +d > b+ c.

4. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a+b+c+d =

1301 a® + b + ¢ + d? = 5044.

. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, natomiast ciag
(a+1,b+1,c+4,d+ 13) jest arytmetyczny.

. Ciag (a,b,c,d) jest geometryczny, a + d = 10, ad = 7. Oblicz b + ¢3.

7. Ciag (an), jest geometryczny i apin = @, @pm—pn, = . Oblicz ay, 1 ay,.

8. Boki trojkata prostokatnego tworza postep geometryczny. Znajdz iloraz tego po-

stepu.
9. Boki tréjkata tworza postep geometryczny. W jakim przedziale moze sie zmieniaé
iloraz tego postepu?
10. Ciag (an)n jest geometryczny i S, = a1 + a2 + ... + a,. Udowodnij, ze

11.

Sn . (S?m - SQn) - (SQn - Sn)2

Ciag (an)n jest geometryczny, a; # 0 dla kazdego j, i S, = a1 + a2 + ... + a,.

Udowodnij, ze
1 1 1 Sn
— = 4.+ —= .
ai a2 Gnp ay - Gnp

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Oblicz sume 7 + 77 + 777 + ... + 77...7, gdzie ostatnia liczba sklada sie z n
siodemek.

n
Ciag (an)S2, jest geometryczny z ilorazem ¢q. Wyraz sume Z kay przez aj 1 q.
k=1

Ciag (a, b, c) jest geometryczny. Wykaz, ze a®b® + b>c® + c®a® = abe(a® + b3 + ¢3).

Ciag (an)>, jest geometryczny z ilorazem ¢ i P, = apay...a,. Wykaz, ze
P, = ayq™"1/2 oraz P? = (aga,_1)".
Wykaz, ze z kazdego ciagu arytmetycznego o wyrazach naturalnych mozna usunaé

wyrazy w taki sposéb, aby pozostale wyrazy tworzyly ciag geometryczny.

Ciag (an)n jest arytmetyczny i nie jest staly, a; = 1, oraz ciag (aq, as,a11) jest
geometryczny. Oblicz sume pierwszych 2020 wyrazéw ciagu (ap).

215}

k=0

Oblicz sume

Tw. Bernoulliego. Dane sa ciagi arytmetyczny (a,,)52; 1 geometryczny (b,,)5 ¢
takie, ze a1 = b1, as = by i a, > 0 dla kazdego n. Udowodnij, ze a,, < b, dla
kazdego n > 3.

Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych «, 3 takie, ze ciag (1,a, ) jest aryt-
metyczny i ciag (a, 8, « + 3) jest geometryczny.

Ciag (an)S2, jest arytmetyczny. Wykaz, ze istnieja ciagi arytmetyczny (b,,)52 ; i
geometryczny (¢, )22, takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

i <Z) ar = bpc,,.
k=0

Dany jest ciag liczbowy (b,)5% ¢,

n = (Z)bk, dlan=0,1,2,...
k=0

iciag (cn)S jest geometryczny i nie jest staly. Wykaz, ze ciag (b,)5, tez jest
geometryczny.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieja ciagi arytmetyczny
(a1,as,...,a,) i geometryczny (b1, b, ...,b,), oba o wyrazach bedacych liczbami
naturalnymi takie, ze by < a1 < by < ag < ... < b, < an,.

W pewnym konkursie przyznano pewna liczbe nagréd o tacznej wartosci 1476 zi.
Pierwsza nagroda wyniosta 500 z1, a kazda kolejna stanowita pewien stalty utamek
poprzedniej. Ostatnia nagroda wyniosta 256 z1. Ile przyznano nagréd i jakiej byty
wysoskosci?
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Ciagi rekurencyjne
Twierdzenie. Ciag liczb rzeczywistych (z,,)52, spelnia réwnanie rekurencyjne
xn+2:pl‘n+1+q$na p7q€Raq7éO7n:O71727"" (1>

Réwnanie A2 = p\+q nazywamy réwnaniem charakterystycznym ciagu (x,,). Wowcezas

(i) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 2 rézne pierwiastki A, A2 € R to istnieja
liczby a,b € R takie, ze x, = aA] +b0A5 dlan =0,1,2,..;

(ii) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 1 pierwiastek A1, to istnieja liczby a,b € R
takie, ze z, = (a + bn)AT dlan=0,1,2,....

1. Znajdz jawne wzory dla ciagdéw zadanych rekurencyjnie:

(a) ap =1, a1 =3, apnyo2 = —apt1 + 6ay;

(b) g =2, 1 = =3, Tpta = 6Tp 1 — 9Tp;

(¢) yo =0, y1 =20, Ypnt2 = —2ynt1 + 8yn + 10;

(d) lo=-1,1; =2, ln+2 —ln+1+l dlan=0,1,2,...;
2 1 3

(e) u1 = 0,u2 = 6, upya = %unﬂ + nf2un

2. Na ile sposobéw mozna pokry¢ prostokat o wymiarach 2 x n ptytkami o rozmiarze
2x17

3. Na ile sposobéw mozna pokry¢ prostokat o wymiarach 2 x n ptytkami o rozmiarze
2x1i2x2?

4. Na ile sposobéw mozna pokryé prostokat o wymiarach 3 x 2n plytkami o rozmiarze
2x 17

5. Na ile sposobéw mozna pokry¢ prostokat o wymiarach 4 x 3n plytkami o rozmiarze
3x17

6. Rozstrzygnij, czy istnieje ciag liczb rzeczywistych (an)S, spelniajacy réwnanie
rekurencyjne 492 = xpy1 +x, dlan =0,1,2,.. ., ktéry
(a) ma dokladnie k wyrazéw ujemnych, gdzie k € N,
(b) ma nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich i nieskoficzenie wiele wyrazéw
ujemnych.
7. Wykaz, ze nie istnieje ciag (z,)5% taki, ze Tpi2 = Tpy1 — 2, dlan=0,1,2,.. .,
ktéry ma wszystkie wyrazy dodatnie.

8. Ciag (an)22, jest zadany nastepujaco: ag = 0, a3 = 1 oraz an42 = 2an4+1 + an
dlan=0,1,2,.... Wykaz, ze 2% | a,, wtedy i tylko wtedy, gdy 2% | n.
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noécé

Q2m + A2n
2

Qm+n + Am—n =

Ciagi rekurencyjne 11

oraz a1 = 1. Wyznacz a,.

10. Ciag (a,)22, jest zadany przez warunki a1 = ag = 1, ag = 337 oraz

1. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu (a,)52, takiego, ze 2021 + apan—1
any1 = —— 2 InIn=l g n =3,4,5, .. ..
A
ap =1, amﬂszl—dMn:QLZ““ n?
+ nan Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest liczba calkowita.
2. Ciag (a,,)52 spelnia zaleznosci 11. Ciag (a,)%2, jest zadany przez warunki ag = 1, a1 = 2, as = 2, a3 = 6 oraz
1
ap =1, any1=an + — dlan=1,2,3,.... Unta = 20n43 + Apio — 241 — Gn.
a

n

Udowodnij, 7e a, > /3n dla kazdego n € N, n > 1. Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczba a,, jest podzielna przez n.

. . s 12. D jest ci k j > iap =1
3. Ciag (z,)52 spelnia zaleznosci a; = 2020 oraz any jest ciag rekurenycjny (an)iZs: ar oraz

1
1 - -
nss = + an+1 dlan—=1,23.... aon = Gp + 1, Aon+1 = . dlan > 1.
n
Tle wynosi agpo1? Udowodnij, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu dokladnie

4. Ciag (un)22, jest zadany przez warunki ug = u1 = ug = 1 oraz jeden raz.

det [u"+3 un”} =n! dlan=0,2,3,....
unJrl U,
Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest liczba catkowita.

5. Ciag (2,)52 jest zadany przez warunki 21 = zo = 1, 23 = 4 oraz
Tnt+3 = 23:n+2 + 2xn+1 — Tn.

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest kwadratem liczby naturalne;.

6. Udowodnij, ze kazdy wyraz ciagu (a,)52; okreslonego przez warunki

2
ar_1+2
ay =ag =1, an:%dlan:2,3,4,...
n—2

jest liczba calkowita.
7. Znajdz jawny wzérn na n-ty wyraz ciagu (a,)52, takiego, ze ag = %, a; = % oraz

ApAp+1

Upig = ——.
s 3ay, + 4an41

8. Ciag liczb dodatnich (z,,), spelnia réwnanie rekurencyjne

Tnt+1 =V + 1.

Udowodnij, ze pewien wyraz tego ciagu jest liczba niewymierna.



Analiza - klasa 2a4 Zestaw 16. 26.01.2021

Podzielnosé liczb

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b (liczba b jest podzielna
przez a), jezeli istnieje liczba ¢ € Z taka, ze b = a - ¢. Piszemy wtedy a | b. Jezeli a nie
jest dzielnikiem b, piszemy a 1 b.

Przypomnijmy najwazniejsze wtasnosci podzielnosci liczb:
(i) a| 0 oraz a | a dla kazdej liczby catkowitej a.
Jezelia | bib#0, to|a| < |b].

Jezelia |bia|coraz x,y € Z, to a | bx + cy.

Jezelia |bib]a, to |a] =1b].
Jezelia |bib#0,to 2 |b.
(vii) Jezeli c € Z\ {0} to a | b wtedy i tylko wtedy, gdy ac | be.

)
)
(iv) Jezelia |bib|c toa]ec
)
)

Tw. o dzieleniu z resztg. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a,b istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite k i r takie, ze 0 <r < a—1 oraz

b=ak+r.

Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia a przez b.

W dowodzie tw. o dzieleniu z reszta, jak i w dowodach innych twierdzen z teorii liczb,
mozna skorzystaé z nastepujacego twierdzenia:

Zasada minimum. Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera ele-
ment najmniejszy.

1. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze
(a) n+1|n?+1,
(b) 3n+4|"m+1,
() n—1|n°+5
2. Udowodnij, ze 13 | 270 + 370,
3. Niech a,b,¢c,d € Zia—c|ab+ cd. Wykaz, ze a — ¢ | ad + be.

4. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba otrzymana z n poprzez usu-
nigcie cyfry jednosci w zapisie dziesigtnym jest dzielnikiem n.

5. Niech n € Z. Jakie sa mozliwe reszty z dzielenia n? przez 3,4, 7?

6. Liczby a i b sg nieparzyste. Wykaz, ze liczba a? + b? nie jest kwadratem.

7. Zalézmy, ze a,b € Z i 21 | a® + b%. Udowodnij, ze 441 | a® + b%.

8. Zalézmy, ze a,b € Z oraz a + b | a® + ab + b2. Udowodnij, ze

10.

11.
12.

13.

14.

15.

(a+0)? | a* + b*.
Niech a,b,c € Z. Wykaz, ze 6 | a + b+ c wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | a® + b® + ¢3.
Niech a,b,c,d € Z i
dla+b+c  oraz d|a®+b* + 2
Udowodnij, ze dla kazdego n € N
d]a®) 42" 49,
Udowodnij, ze iloczyn n kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez n!.

Liczba k jest parzysta. Czy istnieje k liczb naturalnych nieparzystych
ni,Na,...,ny takich, ze

Liczba p > 2 jest nieparzysta, n € N. Udowodnij, ze

p| 1P 2P+ (p—1)P.

Dla danej liczby naturalnej n > 3 niech a, i b, to takie liczby naturalne, ze
by, <101 2™ = 10a,, + b,. Udowodnij, ze 6 | a,b,.

Dane sg liczby naturalne aq,as, ..., a,. Udowodnij, ze

apl-agl- o ocap! | (@ tas+ ... +an)
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Kongruencje liczbowe

Niech a i b beda liczbami catkowitymi, zas m liczba natiralna.

Definicja. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m | a — b.
Zapisujemy to jako

a=b (modm) <<= ml|a—0b
i nazywamy kongruencjq / przystawaniem modulo m.

Zauwazmy, ze a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja te same reszty
po podzieleniu przez m.

Jezeli a nie przystaje do b modulo m, to piszemy a # b (mod m).
Stw. (Podstawowe wlasno$ci kongruencji) Niech a,b,¢,d € Z, m € N.
(i) @ =a (mod m) (zwrotnosé),
(ii) @ = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m) (symetria),
(iii) jeslia=b (mod m)ib=c (mod m), to a =c¢ (mod m) (przechodniosé),
)

(iv) jeSlia=b (mod m)ic=d (mod m), to a+c=b+d (mod m) oraz
a—c=b-d (mod m);

(v) jeSlia=b (mod m) ic=d (mod m), to ac = bd (mod m).

Uwaga. Nie jest prawda, ze jesli a = b (mod m) oraz d |aid|b, to = = = (mod m).

Ul e
al o

1. Udowodnij, ze 10 | 53%3 — 3333.

2. Niech n € Nin =3 (mod 4). Udowodnij, ze n nie jest suma dwdch kwadratéw
liczb catkowitych.

3. Znajdz reszte z dzielenia liczby 3% przez 7.

4. Niech z,y € Z. Wykaz, ze 7 | 10z +y wtedy i tylko wtey, gdy 7 | z —2y. Nastepnie
sprawdz, czy 7 | 4378479.

5. Niech n € N. Wykaz, ze 7 | 2712 4 32n+1,

6. Niech n € N. Udowodnij, ze 21 | 24" + 5.

7. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 7 | 2™ — 1.
Wykaz, ze 712" + 1 dla kazdej liczby naturalnej n.

8. Wyznacz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczby 9999 — 5151,

9. Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 liczby

10
3 101"
k=1

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

Niech n € N. Udowodnij, ze 323 | 20%" + 162" — 32" — 1.
Liczby a, b, ¢ sa catkowite i 9 | a? + b? + ¢2. Udowodnij, ze

9]a? 0> lub 9|b*—c* lub 9|c* —a®

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 35" — 26" jest podzielna przez
35.

Udowodnij, ze 7 | 22225555 + 55552222,
Niech n € N. Udowodnij, ze
(a) 9| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 9.
(b) 11 | n wtedy i tylko wtedy, gdy naprzeienna suma cyfr dziesietnych liczby n

jest podzielna przez 11.

Niech m € N oraz m > 1. Udowodnij, ze liczba
n=a0+a1m+a2m2+...—|—akmk, gdzie ag,aq,...,a; € {0,1,...,m — 1},

jest podzielna przez m — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy m — 1| ap + a1 + ... + ak.

Niech n € N i zalézmy, ze liczby 2n+ 11 3n+ 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze 40 | n.



Analiza - klasa 2a4 Zestaw 18. 9.2.2021

NWW i NWD

Definicja. Niech ay,as,...,a; € Z. Kazda liczbe m € N taka, ze a; | m, az | m, ...,
ay | m nazywamy wspdlng wielokrotnoscig liczb aq, as, ..., ax.

Najmniejsza wspolna wielokrotno$é liczb ay,as, . .., ay jest to liczba
NWW(aq,as,...,ar) =min{m € N:a; | m,az | m,...,a | m}.

Uwaga: Liczba ajas ... ag jest wspdlna wielokrotnoscig liczb ay,as, ..., ar, wiec z za-

sady minimum powyzsza definicja NWW jest poprawna.

Tw. 1. Jezeli m € N jest wspdlng wielokrotnoécia liczb aq,as, ..., a, to

NWW(CLl, as, ... ,ak) ‘ m.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb aq,as,...,ar € Z jest to liczba

NWD(a1,as,...,ar) =max{d € N:d|a1,d| az,...,d | ax}.

Uwaga: Powyzszy zbidr liczb naturalnych jest niepusty, bo zawiera 1, oraz ograniczony
z géry przez max(ai,as,...,a), wiec ma element maksymalny.

Tw. 2. Jezeli d jest wspélnym dzielnikiem liczb a1, as, ..., ax, to

d | NWD(CL17CL27 “e ,ak).

Definicja. Méwimy, ze liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze, jezeli NWD(a,b) = 1.
Mozna to zapisac¢ jako a L b.

Tw. 3. (Algorytm euklidesa) NWD(a, b), gdzie a > b > 0, mozna wyznaczy¢ za po-
mocg nastepujacego algorytmu: Niech x1 = a, x2 = b. Wykonujemy kolejne dzielenia
z reszta, az do otrzymania zerowej reszty:

0< 3 <To

0<xy <3

T1 = q1T2 + T3,

T2 = G273 + T4,
Tp—2 = Qp—2Tk—1 + Tk, 0 <z <zl
Th—1 = Qk—1Tk + Tht1, 0 <Zpt1 <ag

Tk = qkTk+1-
Wéwezas NWD(a, b) = xr41 (ostatnia niezerowa reszta).

Whiosek (Tozsamo$é Bezout’a). Dla dowolnych liczb a,b € Z istnieja u,v € Z
takie, ze
NWD(a, b) = ua + bv.

1. Niech a,b € Z i d = NWD(a, b). Wykaz, ze liczby % i & sa wzglednie pierwsze.
2. Niech a,b,¢c € N, NWD(a,b) =11 c| a. Wykaz, ze NWD(b,c) = 1.
3. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczby 2k + 1 i 9k 4+ 4 sa wzglednie

pierwsze.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 6 jest suma dwdéch liczb naturalnych
wiekszych od 1 i wzglednie pierwszych.

5. Niech n € N. Udowodnij, ze NWD(n!+1,(n+ 1)! +1) = 1.
6. Niech n € Ni NWD(6,n) = 1. Udowodnij, ze 24 | n? — 1
7. Stosujac algorytm FEuklidesa oblicz NWD(a,b) i znajdz u,v € Z takie, ze

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

NWD(a, b) = au + bv, dla

(a) a =329, b= 182,

(b) a = 1492, b = 1066,

(¢) a=1745, b= 1485.
Niech a,b € N. Udowodnij, ze

(a) jezeli k € N, to NWD(ka, kb) = k- NWD(a, b);

(b) jezeli k € N1 NWD(k,b) = 1, to NWD(ka,b) = NWD(a, b);
(¢) NWD(a,b) = NWD(a — b, min(a, b)).
Niech a,b,d € N, NWD(a,d) =11 d | ab. Udowodnij, ze d | b.
Niech a,b € N. Udowodnij, ze

NWD(a,b) - NWW(a, b) = ab.

Niech m,n € N i m jest liczba nieparzysta. Udowodnij, ze liczby 2™ — 11 2™ 41
sg wzglednie pierwsze.

a™ —

1
Niech a,n € Nia > 1. Udowodonij, ze NWD ( T8 1) =NWD(a — 1,n).

Zalézmy, ze a,b € Z. Pokaz, ze NWD(5a + 3b, 13a + 8b) = NWD(a, b).
Niech n € N. Pokaz, ze NWW(1,2,3,...,2n) = NWW(n+ Ln+2,...,2n).
Niech a,b € N. Udowodnij, ze NWD(2% — 1,20 — 1) = 2NWD(ab) _ 1,

Liczby catkowite a, i b sg wzglednie pierwsze i m € N. Udowodnij, ze w ciggu aryt-
metycznym xx = a + bk, k = 0,1,2,..., jest nieskoficzenie wiele liczb wzglednie
pierwszych z m.

Liczby caltkowite a, i b sa wzglednie pierwsze. Udowodnij, ze z ciaggu arytmetycz-
nego xx = a + bk, k = 0,1,2,..., mozna wybra¢ podciag, ktérego dowolne dwa
wyrazy sa wzglednie pierwsze.
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Liczby pierwsze

Definicja. Liczba p € N\ {1} jest pierwsza wtw. gdy dla kazdej liczby calkowitej a
zachodzi implikacja a | p = a = p lub a = 1. (Réwnowaznie, liczby pierwsze to te
liczby naturalne, ktére maja dokladnie dwa rézne dzielniki naturalne). Czasami zbiér
liczb pierwszych jest oznaczany symbolem P.

Liczbe n € N, n > 1, ktora nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczbg zloZong.

Tw. 1. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Stw. 2. Liczby pierwsze maja nastepujace wlasnosci:

(i) Jezelip,qg € Pip#q, to NWD(p,q) = 1.

(ii) Jezelip e P, a € Nipta,to NWD(p,a) = 1.

(iii) Jezeli p € P, aj,a9,...,ar € N oraz p | ajas...ax, to p | a; dla pewnego
1€{1,2,...,k}.

(iv) Jezeli p,q1,q2,. -

Tw. 3 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Kazda liczbe naturalna n > 1 mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, tzn.

L €EPip|lqiga...qk, to p=g¢; dla pewnego i € {1,2,...,k}.

n=pi-p2-..." Pk
gdzie p1,ps,...,pr € P. Ponadto, przedstawienie takie jest jednoznaczne z doktadno-
$cig do kolejnosci czynnikow.

Whiosek 4. (Postaé kanoniczna liczby naturalnej) Kazda liczbe naturalnag n > 1
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

n=pt-pyt Pyt
gdzie p1,p2,..., Pk € P, p1 < p2 < ... < pg, Oraz ay,Qo,...,0 € N.
Stw. 5. Liczby a,b € N zapisano w postaci
a=pi"-py? . ppk, b=p" py? ok,

gdzie p; € P, a;, 3; e NU{0} dlai =1,2,...,k oraz p1 < p2 < ... < px. Wodwczas
(i) a | b wtedy i tylko wtedy, gdy o; < B; dlai =1,2,... k,

min(az,82) min(ay,Bk)

(il) NWD(a,b) = prlnin(al’ﬁl) - Dy Dy ,

max(az,02) .

(i) NWW (a,b) = py (@0 pj

max(ag,Bk)
% .

1. Sprawdz, czy liczby (a) 347, (b) 481 sa pierwsze.

. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? + 1 i 6p 4+ 1 tez sa

pierwsze.
Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze kazda liczba postaci (a) 4 - 22" +1,
(b) 5-3%" — 2 jest zlozona.

Niech n € N i zalézmy, ze liczba 2™ + 1 jest pierwsza. Udowodnij, ze n jest potega
dwojki.

. Niech n € N i n > 4. Udowodnij, ze n jest liczba zlozona wtedy i tylko wtedy,

gdy n | (n—1).

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n kolejnych liczb naturalnych
zlozonych.

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p, g takie, ze liczby 7p + ¢ i pq + 11 tez
sg pierwsze.

8. Liczba p jest pierwsza. Wykaz, ze p? =1 (mod 24).

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby p+ 2 i p + 4 tez sa pierwsze.
Liczby p i p? + 2 sa pierwsze. Wykaz, ze liczba p3 + 2 tez jest pierwsza.

Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 4k + 3, gdzie k € N, jest nieskonczenie
wiele.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n® 4+ n* + 1 jest ztozona.
Znajdz wszystkie trojki liczb pierwszych p, ¢, r takie, ze

pq +qr+rp > pqr.
Udowodnij, ze kazda liczba naturalna jest réznica dwoéch liczb naturalnych maja-

cych tyle samo dzielnikéw pierwszych.

Dane sa dwie rézne liczby pierwsze p,q. Udowodnij, ze dla pewnych k,l € N
érednia arytmetyczna wszystkich dzielnikéw liczby p* - ¢! jest calkowita.

Liczba p > 2 jest pierwsza, a € N i p | a 4+ 1. Udowodnij, ze p"*! | a?” + 1 dla
kazdej liczby catkowitej nieujemnej n.

Znajdz liczby a,b,c € N takie, ze NWW(a, b, ¢) - NWD(a, b, ¢) # abe.

Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é
NWW(a,b,c) - NWD(ab, b, ca) = abc.
Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é
NWW(a,b,c)? - NWD(a, b) - NWD(b, ¢) - NWD(c, a) =
= NWD(a, b,c)* - NWW (a,b) - NWW(b, c) - NWW(c, a).
Liczby p, q,r sa pierwsze, n € N, oraz
p" + g =1

Udowodnij, ze n = 1.
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Teoria liczb — zadania rézne

NS s ew

10.

11.

12.

13.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi n? | (n +1)" — 1.
. Niech k,n € N i liczba k jest nieparzysta. Udowodnij, ze

14+2+...+n|1F+28 4. 40k

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 3 | n - 2" + 1.
Udowodnij, ze istnieje nieskorficzenie wiele liczb naturalnych n takich, ze n | 2"+ 1.
Udowodnij, ze 2" 1 3™ 4+ 1 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Niech a,m,n € N;a>1ia™ 41| a" 4+ 1. Udowodnij, ze m | n.
Zalézmy, ze a,b € N i dla kazdego k € N
a2kl | p2k,

oraz b* | a®Ft1,

Udowodnij, ze a = b.

. Niech n,m € N, a,b € Z. Wykaz, ze jesli

a=b (mod m) i a=b (modn),

to a =b (mod NWW(m,n)).

. Niech m € N, a,b € Z. Wykaz, ze jesli a = b (mod m), to

NWD(a, m) = NWD(b, m).
Niech d,m € N, NWD(d,m) =11 a,b € Z. Wykaz, ze jesli ad = bd (mod m), to
a="b (mod m).
Niech m € N, a € Z Wykaz rownowaznosé¢ warunkéw
(i) NWD(a,m) =1,

(ii) Istnieje liczba calkowita b taka, ze ab=1 (mod m).

Uwaga: Liczbe b nazywamy odwrotnoécia liczby a modulo m.

y dp—1 € {1527
,» — 1 modulo p. Wykaz, ze liczby q1,qo, . ..

,p — 1} to odwrotnosci liczb
,Qp—1 83 réZne.

Liczba p jest pierwsza i q1,qo,...
1,2,...

Niech a, b, c € Z. Udowodnij, ze

NWD(a,b,¢c) = NWD(NWD(a,b),c) i NWW(a,b,c) = NWW(NWW(a,b), ).

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych aq,as, ..., ay istnieja liczby cal-

kowite x1, x2, ...,z takie, ze

NWD(a1, as,...,a;) = a121 + asa + ... + apxy.

Liczby naturalne n,aq,as, ..., a, sa nieparzyste. Udowodnij, ze

NWD(GI’GQ""’G’") :NWD <a1_£a27"-,an_12+an7an_2|—a1> .

Niech k£ > 1, p1,p2,...,pr to pierwsze k liczb pierwszych i m = p1ps ... pg. Udo-
wodnij, ze liczby m — 1 i m 4+ 1 nie sg kwadratami.

Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 3k + 2, k € N, jest nieskonicznenie wiele.

Liczba p jest pierwsza, k € N, a,b € Z. Udowodnij, ze
(a + b)pk =a + 7" (mod p).

Dane sa liczby catkowite a, b takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2"a+b
jest kwadratem. Udowodnij, ze a = 0.

Liczba n jest parzysta, liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze oraz a + b | a™ + b™.
Wyznacz a i b.
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Wzér Legendre’a

Definicja. Niech p € P, n € N i v,(n) oznacza najwigkszy wykladnik k taki, ze p* | n.
Liczbe v, (n) nazywamy wykladnikiem p-adycznym liczby n.

Tw. (Wzérr Legendre’a) Jezeli p jest liczba pierwsza i n € N, to

vy(nl) m ; U;J i L:”)J i

1. Niech n € N. Udowodnij, ze 2™ nie dzieli n!, ale 2™ dzieli (2n)!/n!.

10.

. Niech p € P, « € N. Udowodnij, ze liczba (p

. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N liczba

(2n)!(2m)!
nlm!(n + m)!

jest calkowita.

. Niech n, k € N. Udowodnij, ze

(2Fn)!

2n(2k71) | '
n!

NWD
. Niech n,m € Nin > m . Udowodnij, ze liczba w (n) jest caltkowita
n m

(o3

k) jest podzielna przez p dla

1<k<p®—1.

. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze zapis dziesigtny liczby n! konczy si¢

dokladnie 1000 zer.

2
. Niech n € N. Udowodnij, ze liczba ( n> jest podzielna przez 4 wtedy i tylko
n

wtedy, gdy n nie jest potega liczby 2.

n
n

. Niech n € N. Udowodnij, ze n! = H NWW (1,2,..., {fJ)

k
k=1

. Niech n € N. Udowodnij tozsamosé¢

(n+1)~NWW<<g>, CL)(Z)) = NWW(1,2,...,n+1).

Niech p € Pi s, to suma cyfr liczby n w zapisie przy podstawie p. Udowodnij, ze

n—s
vp(n!) = Py 1".




Analiza - klasa 2a4 Zestaw 22. 16.03.2021

Male twierdzenie Fermata

Kilka pomocniczych faktéw:
I. Liczba p jest pierwsza, k € {1,2,...,p — 1}. Wéwczas p | (Z)

II. Liczb p jest pierwsza, a € N i NWD(a,p) = 1. Wéwczas istnieje b € N takie, ze
ab=1 (mod p).

IIT1. Jezeli liczba p jest pierwsza, to NWD(p, (p — 1)!) = 1.
Mate tw. Fermata. Liczba p jest pierwsza, a jest liczba naturalng. Wowczas
a? =a (mod p)
oraz, jesli NWD(a,p) =1, to
a?”” ' =1 (mod p).
Definicja. Niech a,n € N i NWD(a,n) = 1 Rzedem liczby a modulo n nazywamy

liczbe
ord,(a) =min{k € N:a* =1 (mod n)}.

Z malego tw. Fermata wynika, ze jesli n jest liczba pierwsza, to ord,(a) jest dobrze
zdefiniowana liczba.

. Wyznacz reszte z dzielenia (a) 2% przez 19, (b) 42°! przez 23.
. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze p | 2P + 1.
. Wykaz, ze 234° =1 (mod 341). Uwaga: 341 = 11 - 31.

. Liczba p jest pierwsza, natomiast a i b sg liczbami calkowitymi. Udowodnij, ze

= W N =

p | ab? — baP.

5. Dana jest liczba pierwsza p > 7. Udowodnij, ze liczba 11...1 (p — 1 jedynek) jest
podzielna przez p.

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2
P4+2P 43+ ..+ (p—1)»=0 (mod p).
7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje liczba naturalna n taka, ze
2" 4+3"+6"=1 (mod p).

8. Liczba p jest pierwsza, natomiast a i b sg liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
jedli p | a? — bP, to p? | a? — bP.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Niech a € N i liczba pierwsza p > 2 jest dzielnikiem liczby a? + 1. Udowodnij, ze
p=1 (mod 4).

Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze

p=1 (mod 4).

Liczba p jest pierwsza, a,m € N, NWD(a,p) =11 a™ =1 (mod p). Udowodnij,
ze ordy,(a) | m.

Niech a,n € N i NWD(a,n) > 1. Udowodnij, ze a* # 1 (mod n) dla kazdego
k e N.

Liczba p jest pierwsza, a,m,n € N, NWD(a,p) = 11 a™
Udowodnij, ze a¥WP(™") =1 (mod p).

a™ = 1 (mod p).

Niech k € N. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich,
ze p=1 (mod 2¥).

Niech a,n € N, n > 21 p > 2 jest liczba pierwsza taka, ze a? = 1 (mod p™).
Udowodnij, ze a = 1 (mod p"~1).



Analiza - klasa 2a4 Zestaw 23. 23.02.2021 5. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze p(n) =2 (mod 4).
6. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze ¢(2n) = n.
. 7. Niech m,n € Ni NWD(m,n) > 1. Udowodnij, ze ¢(m - n) > p(m) - o(n).
Funkqa Eulera 8. Niech d,n € Nid|n. Wykaz, ze p(d) | ¢(n).
Funkcja Fulera ¢ : N — N jest zdefiniowana nastepujaco: 9. Niech n € N. Udowodnij tozsamo$é
¢(n) =|{r e N:r <niNWD(r,n) =1}|. n:Z%@(d)
Inaczej méwiac, ¢(n) to liczba liczb naturalnych nie wigkszych od n i wzglednie pierw- d
szych z n. (suma przebiega wszystkie dzielniki naturalne liczby n)
Lemat 1. Niech m,n € N, NWD(m,n) = 1, ¢ € Zi A, = {0,1,2,...,n — 1}. 10. Niech a,n € N i a,n > 1. Udowodnij, ze n | ¢(a™ — 1).
Dla k € A, niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby km + ¢ przez n. Wéowczas ) o
{ro, 71y .-y Tno1} = Ap. 11. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 20212°2! przez 66.
Uwaga. Kazdy uklad liczb caltkowitych (z1, o, ...,y ) takich, ze z; # x; (mod n) dla 12. Znajdz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczby 331492,
i # j jest nazywany pelnym ukliadem reszt modulo n 13. Niech n € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 32" przez 27.
Lemat 2. Niech a,n € N, NWD(a,n) =11 14. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 spetniona jest kongruencja p® =

(mod 240)

R,={reN:r<niNWD(r,n) =1} ={ri,re,...,70om) } o o oo
n={ (rym) b= e} 15. Liczby a,b € N sa wzglednie pierwsze. Pokaz, ze istnieja m,n € N takie, ze
gdzie 1 =r; <71y <...<7ryp) < n. Dlakazdej z liczb 74 niech s, oznacza reszte z

dzielenia liczby a - 7 przez n. Wéwczas {so, 51, ..., Sp(n)} = Rn. a™+b" =1 (mod ab).
Uwaga. Kazdy uktad liczb catkowitych (z1,22,...,%yn)), gdzie z; # x; (mod n) dla
1 # j oraz x; = r (mod n) dla pewnego r € R,, dla kazdego i, nazywany jest zreduko-

wanym uktadem reszt modulo n. n | (22 . 1)(23 —1)... (21171 —1).
Tw. 1. Jezeli m,n € Ni NWD(m,n) =1, to

16. Liczba naturalna n jest nieparzysta. Udowodnij, ze

17. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej parzystej n
p(m-n) =p(m) - e(n).
n?—1|2"—1.

Tw. 2. Niechn € N, n > 11 py,pa,...,pr to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n.

Wowczas 1 1 18. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna n, ktérej

p(n)=n- (1 - ) . (1 - ) s <1 — ) ) suma cyfr dziesigtnych wynosi s i taka, ze s | n.
P2 Pk

19. Udowodnij, ze n t 2" — 1 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Tw. Eulera. Jezeli a,n € NiNWD(a,n) =1, to 20. Niech n € Nin > 1. Udowodnij, 7e

(n) =
a®™ =1 (mod n). n|1"+2"+...+(n—1)"

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta.
1. Dla jakich n € N liczba ¢(n) jest nieparzysta?
2. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze (a) ¢(n) = 10, (b) ¢(n) = 14.

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej m istnieje skonczenie wiele liczb natural-
nych n takich, ze p(n) = m.

4. Dla jakich liczb naturalnych n spelniona jest réwnos$é ¢(n) = ¢(2n)?
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Zestaw 24. 30.03.2021

Teoria liczb — powtorzenie

. Niech s(n) oznacza sume cyfr liczby n w zapisie dziesietnym. Udowodnij, ze jesli

s(n) = s(2n), to 9 | n.

. Oblicz reszte z dzielenia przez 17 liczby

90212021°7"

3. Znajdz najmniejsze x € N takie, ze 18z =1 (mod 97).

. Zmajdz najwicksza liczbe catkowita n taka, ze n + 10 | n3 + 100.

5. Niech 2,y € N, 2,y > 11 NWD(z,y) = 1, liczba n € N jest parzysta. Udowodnij,

11.
12.

13.
14.

7e
x4yt +y".

Czy iloczyn (a) dwdéch, (b) trzech kolejnych liczby naturalnych moze byé k-ta
potega liczby naturalnej dla k > 17

. Liczby p i g sa pierwsze oraz p > ¢q. Udowodnij, ze

pg |l (p+1)"+(g—1)’ —p—q.

9
. Znajdz dwie ostatnie cyfry liczby (a) 77, (b) 99, (c) 79, (d) 99%° — 515!
. Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 97777.
10.

Znajdz liczby x,y € Z takie, ze NWD(a, b) = azx + by dla (a) a = 6105,b = 1121,
(b) a = 1591, b = 1517.

Niech a,b € N i NWD(ab, 65) = 1. Wykaz, ze 65 | a'? — b12.

Znajdz liczby naturalne a,b takie, ze a { b, b 1 a oraz NWD(a,b) = 18,
NWW(a, b) = 630.

Niech z,y € Z i 23 | 3z + 2y. Wykaz, ze 23 | 17z + 19y.
Liczba p jest piersza. Dla € N takiego, ze NWD(a,p) = 1 niech
a1l —1
fola) = ——=
»(a) ’
Udowodnij, ze jesli a,b € Ni NWD(ab,p) = 1, to

fp(ab) = fp(a) + fp(b)  (mod ()p).

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Niech m,n € N. Udowodnij, ze liczba

jest naturalna.

Dla n € N niech 7(n) oznacza liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby n,
natomiast o(n) oznacza sume tych dzielnikéw. Udowodnij, ze jesli NWD(m,n) =
1, to

T(m) -7(n) =1(mn) 1 o(m)-o(n) =oc(mn).

Moéwimy, ze liczba n € N jest doskonala, jezeli n jest suma swoich dzielnikéw na-
turalnych mniejszych od n, czyli gdy o(n) = 2n. Pierwsze trzy liczby dosokonale
to 6, 28, 496.

Zatézmy, ze p € N i liczba 2P — 1 jest pierwsza. Udowodnij, ze liczba n =
2P=1(2P — 1) jest doskonala.

Niech n € Nin > 6. Udowodnij, ze ¢(n) > v/n.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

o(n)+7(n) <n-+1.

Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi réwnosé?

Niech F, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego (Fy = Fy» = 1, F40 =
F, 1+ F,). Udowodnij, ze

NWD(Fm Fm) = FNWD(n,m)-
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Funkcje parzyste, nieparzyste, okresowe.
Definicja. Niech D C R jest takim zbiorem, ze ¢ € D <= —x € D (czyli 0 jest
srodkiem symetrii zbioru X). Funkcja f: D — R jest
(i) parzysta, jezeli dla kazdego x € X jest f(z) = f(—x),
(ii) nieparzysta, jezeli dla kazdego x € X jest f(x) = —f(—z).
Definicja. Niech T > 01 D C R jest takim podzbiorem, ze

zreD = x+TeD.

Powiemy, ze funkcja f : D — R jest okresowa o okresie T (T-okresowa), jezeli
f(x) = f(z +T) dla kazdego « € D. Jezeli istnieje liczba Ty > 0, taka, ze funk-
cja f jest Ty okresowa i dla kazdej liczby U € (0,Tp) funkcja f nie jest U-okresowa, to
liczbe Ty nazywamy okresem podstawowym funkcji f.

1. Funkcje f1, fo : R — R sa nieparzyste, funkcje g1, g2 : R — R sg parzyste. Zbadaj
parzysto$¢ i nieparzysto$é¢ funkeji
(@) fi+f2, g1+tg2, fi-fo, 9192
(b) fiofas g10og2, fiogi, giofi.
2. Udowodnij, ze kazda funkcje f : R — R mozna zapisa¢ jako sume funkcji parzystej
1 nieparzyste;j.

fl'gh ]-/flv 1/917

3. Zbadaj, czy podana funkcja jest parzysta lub nieparzysta:
2P -z -2
N |z|® + 4
|z +5[* + ]z — 5[
b =
(b) fa) =
(€ flz)=Q0+z)"+(1-x)",neN
d) fle)=1+2)"—1—2)",neN

(a) f(x)

4. Funkcja f: R — R spelnia dla dowolnych z,y € R warunek
flay) = f(2)f(y).

Udowodnij, ze funkcja f jest parzysta lub nieparzysta.

5. Niech a,b € Ri f(z) = xiz
x

g(x) = f(x — p) + g jest nieparzysta.

6. Niech a,b,c € Ri f(z) = 2% + ax? + bx + c. Udowodnij, ze istnieja p, ¢ € R takie,
ze funkcja g(z) = f(xz — p) + ¢ jest nieparzysta.

. Udowodnij, ze istnieja p,q € R takie, ze funkcja

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Punkt P jest srodkiem symetrii wykresu funkcji f : R — R. Udowodnij, ze P
nalezy do tego wykresu.

Podaj przyklad funkeji f : R — R, ktéra nie jest stala i jest g-okresowa dla kazdej
dodatniej liczby wymiernej q.

Podaj przyklad funkcji f : R — R, ktéra nie jest stala i ma okresy réwne 11 v/2.

Funkcja f : R — R jest ograniczona i funkcja g(z) = f(x + 1) — f(z) jest 1-
okresowa. Udowodnij, ze funkcja f tez jest okresowa.
Dana jest funkcja f : R — R\ {3} taka, ze dla pewnej liczby a > 0 i kazdej liczby

rzeczywistej x zachodzi réwnosé

f(z) =5

flx+a)= m

Udowodnij, ze funkcja f jest okresowa.

Dana jest funkcja f : R — R taka, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza
rownosci

f(x) = fQ2r) = f(1—x).
Udowodnij, ze funkcja f jest okresowa.

Funkcje f,g: R — R spelniaja dla pewnego a € R i kazdego x € R réwnosci

fl@+a)=g(x), glz+a)=—f(z)

Udowodnij, ze funkcje f i g sa okresowe.

Dana jest funkcja f : R — R taka, ze dla pewnej liczby a > 0 i kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi rownoséé

fla+a) = 5+ /T~ TP,

Udowodnij, z funkcja f jet okresowa.

Funkcja f : N — N jest ograniczona i dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

f(n) = f(n+ f(n)).
Udowodnij, ze funkcja f jest okresowa.

Wyznacz wszystkie funkcje f: Q — Q takie, ze

fle+y)+ flz—y)=2f(x) +2f(y)

dla dowolnych z,y € Q.
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Funkcje trygonometryczne I

Miara kata skierowanego

Niech S oznacza okrag o promieniu 1 (zwany okregiem jednostkowym), ktéry zostal
umieszczony w ukladzie wspélrzednych na plaszczyznie tak, ze jego $rodkek znajduje
w punkcie O = (0,0). Na tym okregu wybrano dwa punkty B i C. Miarg (tukowg)
kgta skierowanego £ BOC' okreslamy za pomoca dtugosci tuku okregu od punktu B
do punktu C, przy czym:

e jezeli od B do C poruszamy si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara,
to przyjmujemy, ze miara kata jest dodatnia i réwna dlugosci tuku od punktu B do
punktu C;

e jezeli od B do C poruszamy sie w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara,
to przyjmujemy, ze miara kata jest ujemna i réwna dlugoéci tuku od punktu B do
punktu C pomnozonej przez —1.

+

C

ABOC >01i £BOD <0

Funkcja P: R — S

Na okregu S ustalmy punkt A = (1,0). Kazdej liczbie rzeczywistej o mozemy przypo-
rzadkowaé punkt P(a) na okregu S w taki sposéb, ze miara tukowa kata skierowanego
£LAOP(a) jest réwna a:

e P(0) = A

e jezeli a > 0, to idziemy sie po okregu od punktu A w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazdwek zegara az przejdziemy droge dtugosci «, dochodzac do punktu P(«);

e jezeli a < 0, to idziemy po okregu od punktu A w kierunku zgodnym z ruchem
wskazéwek zegara az przejdziemy droge dlugosci —a, dochodzac do punktu P(«).

Fakt. Funkcja P : R — S jest okresowa i jej okres podstawowy jest réwny 27. Ponadto,
jezeli @ € [0,27), to funkcja o — P(«) jest bijekcja.

Sinus, cosinus, tangens i cotangens

Niech « € R i przyjmijmy, ze punkt P(«) ma wspdlrzedne (z,y). Definiujemy naste-
pujace funkcje, zwane funkcjami trygonometrycznymsi:

(i) sinus: sina = y; (iii) tangens: tga =

(z # 0);
(y #0).

SHES

(iv) cotangens: ctga =

<R

(ii) cosinus: cosa = z;

Stw. 1 (wlasnosci sinusa). Funkcja sin(«) jest okreslona dla kazdej liczby o € R i
(i) jej zbiér wartosci to przedzial [—1,1];

(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;

(iii) jest nieparzysta;

)

(iv) jest rosngca na przedzialach [(2k — 3)7, (2k + 3)7] i malejaca na przedziatach
[(2k + 3)m, (2k + 2)7], gdzie k € Z.

Stw. 2 (wlasnosci cosinusa). Funkcja cos(«) jest okreslona dla kazdej liczby a € R
oraz

(i) jej zbidr wartosci to przedzial [—1, 1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest parzysta;
(iv) jest malejaca na przedzialach [2km, (2k + 1)7] i rosnaca na przedzialach
[(2k + 1)m, (2K + 2)7], gdzie k € Z.

Stw. 3 (wlasnoéci tangensa). Funkcja tg(a) jest okreslona dla kazdej liczby
a € R\ {(k+ 3)7 | k € Z} oraz

(i) jej zbidér wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi T;
(iil) jest nieparzysta;
(iv) jest rosnaca na przedzialach ((k — 1), (k + 3)7), gdzie k € Z.

Stw. 4 (wlasnosci cotangensa). Funkcja ctg(a) jest okreslona dla kazdej liczby
a e R\ {kr |k e€Z} oraz

(i) jej zbidr wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi ;
(iil) jest nieparzysta;
(iv) jest malejaca na przedzialach (km, (k + 1)7), gdzie k € Z.
Stw. 5 (jedynka trygonometryczna). Dla kazdej liczby rzeczywistej a

sin?a + cos® a = 1.




1. Znajdz wspdlrzedne puntéw 10. Rozwiaz nierownosci:

(a) cosx > 1; (d) ctgz > —/6;

3T T s -3 ™ 20217 2

P(r), P <2> . P(=5). Pm. P(5). P <3 ) P(%). P( - ) (b) sine < 5 (¢) sing > cos;
(c) tgz > 1; (f) sinz —cosz > 1.

2. Uzupelnij wartosci w tabeli:

11. Wyznacz okresy podstawowe funkcji: (a) sin(wx), (b) cos(5+7x), (c) tg(x — |x]),

o |olzlslslslz|s|E|n|E|%]0n (d) ctg 2
. 12. Uprosé¢ wyrazenie
stopnie
. Vsin*z + 4 cos2 z — Vcost x + 4sin? z.
sin «v
cos v 13. Upros¢ wyrazenie
tgx
tga V1+tg2e
ctg a 14. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej o takie, ze |sina| # 1
3. Okredl znak wartosci funkcji sin «, cos a, tga, ctg a w zaleznosci od o € R. \/1 —sina + \/1 tsina = 2 .
1+ sina 1 —-sina cos av
4. Zbadaj znaki liczb sin £, cos %, tgg%ﬂ, sin /7, tg1, cos(sin4), tg(cos1). | |
5. Poréwnaj pary liczb: (a) sinlicosl, (b) 1icosl+sinl, (c) tg3 i ctg3. _ _ ) ~ sin*z costx 1
15. Dane sg liczby rzeczywiste a, b i = takie, ze + = .
6. Udowodnij tozsamosci (¢ jest dowolna liczba rzeczywista): a b a+b
(a) sint = sin(w — t) = —sin(r + t); (a) Wyraz sin?z i cos® & poprzez a i b.
(b) cost = — cos(m — t) = — cos(m + t); (b) Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n
(c) sin(§ —t) =sin(§ +t) = cost; sin?"z  cos® gz B 1
(d) cos(5 —t) = —cos(§ +1t) =sint. an—1 b1 (a+ b)n—1"
7. Znajdz funkcje f : R — R taka, ze ctg = tg o f.
8. Upros¢ wyrazenia:
1
a) tg20 — ——
(a) te cos2 6’
(b) sin® ¢ + 2sin? ¢ cos? ¢ + cos* ¢,
1 1
¢ + ,
(©) 1+tg2y  1+ctg?y
(d) V1 —cos?t, gdy t € [20177,20187],
2 2017, 2019
(e) V1 —sin"z, gdy z € [55m, Z527].
9. Rozwiaz réwnania:
(a) |sinz|= 3, (c) |sinz| = |cos x|,

(b) sinx +cosz =1, (d) |sinz—cosz| = |sinz|+]|cos |
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Funkcje trygonemtryczne 11

Twierdzenie. Dla dowolnych «, 8 € R prawdziwe sa tozsamosci:

(i)

cos(aw — ) = cos v - cos B + sina - sin 3,

(ii) cos(a+ ) = cosa - cos S —sina - sin 3,

(iii) sin(o — B) = sina - cos f — cos « - sin (3,

(iv) sin(a+ B) = sina - cos f + cos « - sin (3.
1. Udowodnij tozsamosci:

sin(26) = 2sin 6 cos 6, cos(26) = cos? § — sin? 6.

. Udowodnij tozsamosci

tga — tg

tga + tg B
1+tgatgB’

1 —tgatgB’

Wyprowadz analogiczne wzory dla funkcji cotangens.

tg(a+ ) = tg(a—p) =

. Wyraz sin(36) za pomoca sinf i cos(360) za pomoca cos 6;

T 7w =177 =w 197

4. Oblicz wartoéci funkcji sinus i kosinus dla argumentow: g, &8, =7, {5, 55

. Udowodnij tozsamosci pozwalajace zamieni¢ sume wartosci funkcji sinus lub co-

sinus na iloczyn:

(i) sina 4+ sin 8 = 2sin <

a+ﬁ) (aﬂ)
——— ] cos :
2 2

(ii) sina — sin 8 = 2sin <0‘;ﬁ> cos (a—;—ﬁ),
(iii) cosa + cos 3 = 2cos (0‘;‘ﬂ) cos (a — ﬁ>’

2

(iv) cosa — cos S = —2sin (a—;—ﬁ) sin (a;ﬁ)

. Udowodnij tozsamosci pozwalajace zamienié iloczyn wartosci funkeji sinus i cosi-

nus na sume:

(i) cosacosfB = % (cos(ae — B) + cos(a + B)),

1
5 (cos(a = 8) = cos(a + ).

(ii) sinasinf =

1 .
5 (sin(a = 9) + sin(a + ).

(iil) sinacosf =

10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

@
. Wyprowadz wzory wyrazajace sin «, cos a, tga za pomoca t = tg—:

2

2t 1—¢2 2t
— COSx = =
1+12

sina =

blicz cos? —— — sin* -
Oblicz cos o sin 51"

Udowodnij nieréwnosci:

(a) sinz <z <tgrdlald<z<Z;
< Jz| dla z € R;
<|lz—y|daz,yeR;

(b) |sinz]|
(c) |sinz —siny|

() sinz + siny < sin (x—i—y

5 >d1a0<x7y<7r.

Rozwiaz réwnania. W kazdym podpunkcie wyznacz wszystkie rozwiazania z prze-
dziatlu [0, 27) 1 wszystkie rozwiazania rzeczywiste.

-2 . _ . _ .
2sin”“x +sinz = 1; (g) tgxr = 2cos 3;
cos(2zx) — cosx = 0;
sinz + cosz = V/2;

)
)
(c)
(d) sin(2z)sinz = cosz;
)
)

ot

(h) sin? z + cos* z =

1
(i) sin®z 4 = sin*(2z) = 1;
sin(2z) — V3 cosz = 0; 2
s . . . . 1
cosx — cos(3x) = sin(3x) — sinz (j) sinz -sin(3z) = 5.

Rozwiaz réwnania (a) sin® z + cos® 2 = 0, (b) sin® z 4 cos® z = 1.

Dla danych liczb rzeczywistych a i b wyznacz najmniejsza 1 najwieksza wartosé
funkcji f(z) = asinx + bceosz.

Zalézmy, ze 0 < w1 < 22 < ... <, < 5. Udowodnij nieréwnosci

sinzy +sinzs + ... +sinx,
tgx) < < tgxn,.
COSIT{ + COSTo + ...+ COSTy

Zatézmy, ze 0 < 21,22, ...,2, < . Udowodnij nieréwnosc¢

sinxy + sinxg + ...

+sinzy, . <x1+m2+...+xn)
< sin .
n n

Niech = € R. Udowodnij, ze cos(sin x) > sin(cos ).

Udowodnij, ze

ig: 1 _ cosl°®
£ sinke - sin(k + 1)° ~ (sin1°)2’
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11.05.2021 8. Udowodnij nieréwnosé
3
cosa+cosﬂ—cos(a+ﬂ)<§ dla a, 5 € R.
Funkcje trygonometryczne II1
J yg y 9. Zaldzmy, ze o, f > 01 a+ 8 = §. Udowodnij nier6wnos¢
1
- - . : tga - tgl < 5.
1. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie 3
sin*z +cos*z =a 10. Udowodnij tozsamosci
ma rozwiazanie? sina+sin 8 +siny =4 -sin a —; b sin g ; 7 sin L ; 24 sin(a+ B +7),
2. Udowodnij, ze funkcja f(z) =z + sinz (dla z € R) jest rosnaca. ot B4~ Tt+a
3. Wyznacz najmniejsza i najwicksza warto$é funkcji cos @+ cos 3 + cosy = 4 - cos R W A S cos(a + 3 +7).
f(z) = (cosz + 1)(sinz + 1), 11. Oblicz
4. Rozwiaz nieréwnosci (a) cos T cos n - COS il
9 9 9
(a) cosx +tgr <1+sinx (b) sin10° - sin 50° - sin 70°
(b) 2sin®*(3z) + sin®(6z) < 2 (¢) cos10° - cos 30° - cos 50° - cos 70°
2 2 4 6
(c) tg(2z) — ctg(2z) > 7 (d) cos 77T + cos 77r + cos 77T
5. Rozwiaz uklady réwnan (z,y € [0, 27)): (e) cosg — cos 277T + cos 377r
sinz +siny =0 r+y= il 12. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej o spelniona jest
(a) 3 (d) 4 nier6wnoscé
coST - oSy = - tgx +tgy =1 |sinna| < n|sinal.
— 1
. . V3 cos = ty ccos Y — 2 13. Niech t € R i cost = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
sinx -siny = — 2 2 2 3
Y= (e) wzOr
(b) 1 an
V3 COST - COSY = — cos(nt) = —,
COST - COSY = — = 4 3"
oty = 2 gdzie a,, jest pewna liczba calkowita taka, ze 3t a,.
.2 .2 ==
sin“x +sin”y =1 (f) 3 14. Zalézmy, ze n € Nyn > 1,z € Riz # mr dlam € Z oraz kx # (m + 3)m dla
(c) V2 m€Z, k=1,2,...,n. Udowodnij wzér
cosa:-cosy:—§ cosx+cosy—7

St (k) -t ((k + 1)) = ),
k=1

6. Niech a € R. Udowodnij, ze jesli uktad réwnan

15. Niech n € Nin > 2. Udowodnij, ze funkcja
f(z) = cosx + cos(xV2) + ... + cos(zv/n)

cosr +cosy =1
sinx +siny = a
ma rozwiazanie x,y, to |a| < v/3.

nie jest okresowa.
7. Niech a,b> 010 < & < Z. Udowodnij nieréwnosé )

<1+ siZw) <1+ col;x) > <1+\/ﬁ>2'

16. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé

(n+1)cos >1+ncos—.
n

s
n+1
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Liczby zespolone I

Liczba zespolona jest to para uporzadkowana liczb rzeczywistych (a,b). Zbiér wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

Na zbiorze C sa okreslone dzialania
e dodawanie: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), z elementem neutralnym 0 = (0, 0);
e mnozenie: (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc), z elementem neutralnym 1 = (1,0).

Ponadto, odwrotnoécig liczby zespolonej z = (a,b) # 0 nazywamy liczbe zespolona 3
1 a —b
z (a2+b2’ a? + b2
Stw. Dziatania dodawania i mnozenia liczb zespolonych sa przemienne i taczne, oraz
mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

-1

2z 1= . Mozna tatwo sprawdzié, ze z - 271 = 1.

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostkq urojong i oznaczamy symbolem 4. Liczba 5
i spetnia réwnoéé i? = (—1,0). Wykorzystujac jednostke urojona i kazda liczbe zespo-
lona mozemy zapisa¢ w tzw. postaci algebraicznej:

z = (a,b) = a+ bi. 6.
Zachodzi i2 = —1 4 0i = —1 (czyli i to legendarny pierwiastek kwadratowy z —1).
Stosujac postaé¢ algebraiczna, kazda liczbe rzeczywistg mozna traktowaé jako liczbe
zespolong: a = a + 0i dla a € R.
Jezeli z = (a,b) = a + bi jest liczba zespolona, to
e liczbe rzeczywista a nazywamy czesciqg rzeczywistq liczby zespolonej z i oznaczamy
Rez = a (lub rez = a) 7
e liczbe rzeczywista b nazywamy czeScig urojong liczby zespolonej z i oznaczamy
Imz = b (lub imz = b)
e modul liczby zespolonej z jest to liczba nieujemna |z| = va? + b2.
o sprzezeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbe zespolona z = (a, —b) = a — bi
Stw. Niech z € C. Wowczas
(i) z+2z =2 Rez, (ii) z —z = 2i - Imz, (i) 2 -z = |2[%, (iv) % = e gdy z # 0. 8
Stw. Niech z,w € C. Wéwczas
() 77w =2+, @) Izl = fowl| < |2 = wl,
I (v0) [z] = [2] ul, 9
(i) (E) = Z (dlaw #0) o I
(iv) |2 +w]| < [2] + wl, Wm\;\zmq@“w#o)
10.

18.05.2021 1.

Sprowadz wyrazenia do postaci algebraicznej:

(a) (241)(3—1)+ (2+3i)(3 + 4i), @ (1-i)°-1
o) (5 +4)(7 — 60) (1+i)°+ 17
3+i (1+4)
(€) (3+414)*+ (3 —1)3, (f) a2 (dlan=2,3,4...),
(@ (1+14)°
(1—14)3’ (g) (1 —14)* (dlan € N).

n

. Niech n € N. Jakie warto$ci moze przyjmowaé suma E ik?

k=0

. Niech u = —% + @z Oblicz u™ dlan € Z oraz 1 +u + u?, 1 + 1 + u>.
4. Niech z € C\ {0}. Udowodnij, ze |z| = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

22 +1

Rez = i =
¢ 2z 21z

. Niech a,b € C. Udowodnij, ze |a + b| = |a| + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab jest

nieujemny liczba rzeczywista.

Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:

(a) |z| — 2z =1+ 2i, (e) 22 =7%,

(b) 22 =1,

(c) 22 =3—4i () % +202* =2,
@) 2=z, (&) 2+ |2 + 2 =0,

(i) Udowodnij, ze dla kazdej liczby zespolonej a # 0 istnieja dwie rézne liczby
zespolone v, w takie, ze u? = v? = a.

(ii) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych a,b,c takich, ze a # 0 i
b2 # 4ac réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0 ma dwa rézne rozwigzania
zespolone.

(iii) Udowodnij, ze jeéli a,b,c € R, a # 0 i b? < 4ac, to rozwigzania zespolone
21, 72 réwnania az? +bz4+¢=0 spelniajg zaleznosé zo = z7.

. Rozwiaz réwnania

a) z22—4z—-5
(a)
(b) 22—8(i+z)+63716i:0

. Dane sg liczby zespolone a, b, przy czyn b # 0. Niech z; i z2 to pierwiastki réwna-

nia 22 + az + b? = 0. Udowodnij, ze jedli |z1| = |22] to liczba P jest rzeczywista.
q
Niech z,w € C, |z| = |w| = 11 zw # —1. Udowodnij, ze liczba v jest
1+ 2w

rzeczywista.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Naszkicuj na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:

(a) {zeC: [z =2}
(b) {z€C:|z+1i| <1}
(¢) {z € C:Rez+Imz =2};
{zeC:|lz—i|+|z+i|=0a}dlaa=1,2,3,;
{z € C:1< |Rez| < 2};

) {z€ C:0<Re(iz) < 1};
(g) {z€C:|z| =Imz +1};
(h) {z € C:Im(2?) =1}.

Niech z,w € C. Udowodnij tozsamoéci

() |z +w + |z — wf = 2(|2]* + |[w]?),
(b) [1+2w]% + |z — w]? = (1 + [2[*) (1 + [w]),
(€) 1= 2w — |z — w|* = (1 = [2[*)(1 — [w]*).

Podaj interpretacje geometryczng pierwszej tozsamosci.

Dane sa liczy zespolone u, v, w takie, ze u+v+w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij,
ze u? +v? +w? = 0.
. o 142422 : o
Niech z € C i zal6zmy, ze liczba 1.2 jest rzeczywista. Udowodnij, ze z € R
— z
lub |z| = 1.
Niech z,y,z € C, |z| = |y| = |2| = a > 0 oraz « + y + z # 0. Udowodnij, ze
TY + Yz + 2T
rT+y+z N

Niech z,y, z € C. Udowodnij, ze

() [e+yl?+ly+ 2P +lz+a =]zl + [y + [z + |z +y + 2%
(i) [z +yl+ly+ 2+ |2+ < |z[ + [yl + 2] + |z +y + 2.

Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania

(@) |zl +lz =1+ [z =2[+ ]z - 3] =4,
®) |z—lz+1]| = |2+ |z -1

Niech n € N oraz z jest liczba zespolona o module 1. Udowodnij, ze

nll 4z 4+ 14 22| + |1+ 28 + .. 14 22" + |1+ 22T > 2n.

19.

20.

Niech z1,22,...,Zn, Y1, Y2, -

,yn € C. Stosujac zasade indukgeji (lub innym spo-

sobem) udowodnij tozsamo$é Lagrange’a:

(35) ()

2

= > leyn -yl

1<j<k<n

n
§ TrYk
k=1

Nastepnie udowodnij nieréwnosé Schwarza:

() ()

2

n
> aTk
k=1

Dane sa liczby zespolone z1, 22, ..., 2, takie, ze |z1| = |z2| = ... = |z,] > 0.
Udowodnij, ze
Re Zl=0

mlk=1 7k

wtedy i tylko wtedy, gdy
n
Zk = 0
k=1
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Liczby zespolone 11

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej: Kazda liczbe zespolona z mozna zapisac
w postaci
> 0,0 e R.

z =r(cosf + isinb), gdzie r = |z|

Liczbe 0 nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Dla z # 0, jezeli 6 € [0, 27), to
moéwimy, ze 6 jest argumentem gldwnym liczby z.

Stosowana jest notacja cisf = e? = cos@ + isinf. Pelny sens matematyczny zapisu

e'? stanie sie jasny kiedy indziej.

Stw. Jezeli z = r(cosf +isinf) i w = s(cos ¢ + isin @), gdzie r,s > 0, 0, ¢ € R, to
(i
(ii

(iii

1 (cos( 0) + isin(—0)), jesli z # 0;
s (cos(0 + @) +isin( + ¢));

" (cos(t— 9) +sin(0 — 6):

(Wzore de Moivre’a) dlan € Z, z#0

r

)
)
)
(iv)

2" =1" . (cos(nb) + isin(nd)).

1. Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2424, (c) —1++/34,

@ —32++2;i’ (e) (V3+ 1)+ (V3-1)i, (f) 2+ V3 +i.

2. Niech z =r-cisa i n,m € Z. Wyznacz postaé trygonometryczna liczby 2™ - 2".

3. Wyznacz postaé trygonometryczna liczb: (a) sina 4+ icosa, (b) 1+ itga,

o 1+ itga
1 ydlaae(0,3), (d) ———.
(c) +cosa +sina, dla « ( 2) (>1—ztga

4. Znajdz postaé algebraiczna liczb (dla n € Z): (a) (14 4)202L, (b) (1 + 4+/3)1000,
@)( L+i>w0@D<9+M>8()(¢+&VO
1+iv3 ’ 7—2i) " (V3 +14)20

5. Liczby 27 i 29 sa réoznymi zespolonymi rozwiagzaniami rownania

—(142i)z—1+3i=0.

Wyznacz czeéé¢ rzeczywista i urojona liczby

( 1 1 >2021
- 4+ — .
Z1 Z9

1
6.N1ecth(C1z+f V3. Oblicz 2™ +7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

cos ¢ + i sin ¢

Znajdz postaé algebraiczng liczb (dla n € Z): (a) cos v —ising
—isin

(b) (1 —cos¢ +ising)™ (c) (tge +1i)™.
Pokaz, ze kazd@ liczbe zespolona z # —1 taka, ze |z| = 1 mozna przedstawié w

1
postaci T + dla pewnego t € R.

Dla jakich liczb calkowitych n liczba (2 + zx/g)n jest (a) liczba rzeczywista ujem-

na, (b) liczba urojona?
1 1 1 1
B (z” + z") oraz sin(nd) = % (z” - z")

Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

Niech z = cisf. Pokaz, ze cos(nf) =

|z|=1:’Z+Z’.
z z

Ile jest liczb naturalnych n mniejszych od 2021 i takich, ze dla kazdego o € R
zachodzi (sina + i cos a)™ = sin(na) + i cos(na)?

Wyraz cos(5m) i sin(5x) poprzez cosx i sinx oraz tg(5x) przez tgx

Obli 405 ST 4 cos 2 4 cos X 4 cos T
1CZ COS — COS — COS — COS — COS —
z 11 11 11 11 11
Pokaz, 7e Litga)" _ 1+itg(na)

1 —itga 1 —itg(na)

Udowodnij tozsamosci:

(n+1)1: nx

1 .
sin cos % ("+ )z n@
E cos(kr) = —2—2-
sin £

Obliczy sumy:

(—1)* cos(kx), (c) chos(k‘x),

0 k=1

n%(kz), () f: (Z) cos(kz).

NE

(a)

=~
Il

(]
w0
2

(b)

E
I
-
E
I
-

Niech n € N. ZnajdZ wzér na sume Z(—l)k (;;)
=

Zalézmy, ze cos a + cos 8 4 cosy = sina + sin § + siny = 0. Udowodnij, ze
(a) cos(2a) + cos(28) 4 cos(2v) = sin(2a) + sin(28) + sin(27y) = 0,
(b) 3cos(a+ B+ ) = cos(3a) + cos(33) + cos(37),
(¢) 3sin(a+ B+ ) = sin(3a) + sin(33) + sin(37).
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Liczby zespolone III

Tw. (pierwiastki z liczby zespolonej). Niech a = |a| - cisp € C\ {0} in € N.
Wszystkie liczby zespolone w spelniajace réwnanie w™ = a sa postaci

2 2
wy, = "/\a| (COS(W)‘F"’iSin(M))a k=0,1,...,n—1

n

Liczby te nazywamy zespolonymi pierwiastkami stopnia n z liczby zespolonej a.

Uwaga 1. Liczby wy, sa wszystkie rézne, wiec kazda liczba zespolona a # 0 ma doktad-
nie n réznych pierwiastkéw stopnia n.

Uwaga 2. Ze wzgledu na niejednoznaczno$¢ pierwiastkéw zespolonych, nie bedziemy
stosowaé zapisu {/a na oznaczenie ktérejkolwiek z liczb wy.

Pierwiastki z jednoSci. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych zespolonych pierwiastkéw
z jednosci stopnia n:

2k 2k
Ek:cos(w)—&—isin(W), k=0,1,...,n—1.
n n

1. Znajdz postaé algebraiczna pierwiastkéw stopnia 3 z jednosci (a) korzystajac z
ich postaci trygonometrycznej, (b) wyznaczajac x,y z réwnoéci (z + yi)3 = 1.

2. Naszkicuj na plaszczyznie Gaussa: (a) pierwiastki z jedno$ci stopnia 3, 4,6, 8; (b)
pierwiastki stopnia 3 i 4 z liczby —1, (c) pierwiastki stopnia 3 z liczby 8.

3. Wyznacz liczbe pierwiastkéw ey, z jedynki stopnia 600 takich, ze § = 1.
4. Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.

5. Niechn e N, n > 21i¢g,e1,...,e,—1 Oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z
jednosci stopnia n i k € N. Wyznac wartos¢ sumy

6. Niechn e N, n > 21i¢g,¢e1,...,6,-1 0znaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z
jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi réwnosé

n—1

2
= 3" Re(er?) - e
z 02 e(erz) - ex

7. Rozwiaz réwnania

(a) 81(z+i)* =|2I%,

11.
12.

13.

14.

15.

16.

(b) (#+2)° = (2 -2)°,
(¢) (z+19)(Z —i)2(iz — 1)* = 64

Dla danej liczby naturalnej n wyznacz liczbe rozwiazan réwnania 2" = Z.

2 2
Dla liczby caltkowitej dodatniej n niech w,, = cos il + isin il Rozstrzygnij, dla
n n

Up — 1

jakich wartosci n liczba | z 1 jest zespolonym pierwiastkiem z jednosci stopnia
Up —

n.

. Wykaz, ze liczba £ = (2+41)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek

stopnia mimo, ze |¢| = 1.
Niech z € C. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (z + iZ)™ jest rzeczywista?

Rozstrzygnij, dla jakich liczb calkowitych n istnieje liczba rzeczywista a taka, ze
la — (14+9)"| = a.

Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnosc¢

(o t)erton)

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz warto$¢ wyrazenia

(o) ()
Z+7 Z+7+1.
z z

Dana jest liczba naturalna n > 3, € # 1 jest pierwiastkiem z jedno$ci stopnia n.
Udowodnij, ze

2
1—el>——.
1—el>——

Liczby zespolone z1, z2, . .., z, sa wierzchotkami n-kata foremnego o $rodku w 0.
Udowodnij, ze zx + 2; = 2z, dla pewnych k, I, m wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | n.
Dane sa rézne liczby zespolone z1, 29, ..., 2, takie, ze |z1| = |z2| = ... = |zn]-
Udowodnij réwnowaznos¢ warunkow:

(i) liczby z1, 29, . .., 2, sa wierzchotkami n-kata foremnego,

(i) 2P+ 20 +...+ 20 =n(=1)" 2129 .. 2.
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