
Analiza matematyczna – klasa 1A-4

1. lekcja – 4.09.2019

Zadania róøne

Umawiamy siÍ, øe liczby naturalne to 1, 2, 3, 4, 5, . . ..

ZADANIA

1. Oblicz sumÍ kolejnych liczb naturalnych od 1 do 2019.

2. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n u≥amek

21n+ 4

14n+ 3

jest nieskracalny.

3. LiczbÍ naturalnπ n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a
jako 111. Udowodnij, øe n nie jest kwadratem liczby naturalnej.

4. Niech n bÍdzie liczbπ naturalnπ. Która z liczb jest wiÍksza:
Ô
n +
Ô
n+ 2 czy

2
Ô
n+ 1?

5. Liczby a i b sπ naturalne. Która z liczb jest wiÍksza, aa · bb czy ab · ba?
6. Suma wszystkich dzielników liczby naturalnej a jest równa 2a. Znajdü sumÍ od-
wrotnoúci tych dzielników.

7. Pokaø, øe
9

100
<
1

102
+
1

112
+
1

122
+ . . .+

1

1002
<
1

10
.

8. Wykaø, øe suma odwrotnoúci kolejnych liczb naturalnych od 1 do 4096 jest wiÍksza
niø 7.

9. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n istniejπ liczby naturalne k i l takie,
øe k < l oraz

1

n
=

1

k(k + 1)
+

1

(k + 1)(k + 2)
+ . . .+

1

(l ≠ 2)(l ≠ 1) +
1

(l ≠ 1)l .
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Wyraøenia i toøsamoúci algebraiczne

1. Co to jest wyraøenie algebraiczne?

2. Co to jest toøsamoúÊ algebraiczna?

3. Jak moøna wykazaÊ, øe dana toøsamoúÊ algebraiczna jest prawdziwa lub fa≥szywa?

Tw. (Pierwsze trzy wzory skróconego mnoøenia) Prawdziwe sπ nastÍpujπce
toøsamoúci:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 Wzór na kwadrat sumy,

(a≠ b)2 = a2 ≠ 2ab+ b2 Wzór na kwadrat róønicy,

(a+ b)(a≠ b) = a2 ≠ b2 Wzór na róønicÍ kwadratów.

W≥asnoúci liczb rzeczywistych przydatne w rozwiπzaniach niektórych za-
daÒ: Niech a i b to liczby rzeczywiste. Wówczas

(i) a · b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub b = 0.
(ii) a2 + b2 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 i b = 0.

ZADANIA:

1. Za pomocπ wzorów na kwadrat sumy lub róønicy oblicz (w pamiÍci) 192, 522,
1952, 1072, 9992.

2. Za pomocπ wzoru na róønicÍ kwadratów oblicz iloczyny 18 · 22, 53 · 47, 495 · 505.
3. RozwiÒ potÍgi:

(a) (x≠ 5)2;
(b) (a≠ 73 )

2;

(c) (a+ 2b≠ 3c)2;
(d) (23a≠ 3b)

2;

(e) (2m≠ 3n)4;
(f) (a+ b+ c)2.

4. ZamieÒ poniøsze iloczyny na sumy

(a) (1 + x≠ 3x2)(2 + x2);
(b) (1 + y + y2)(y ≠ y2 + y3);
(c) (2a≠ 3b+ 4c)(4a≠ 3b+ 2c);
(d) (a≠ b+ 2c)(a+ 3b+ 2c);
(e) (ab+ bc+ ca)(a2 + b2 + c2);

(f) (u+ v + x+ y)(u≠ v + x≠ y);
(g) (x≠ 2y + 3z)(y ≠ 2z + 3x)(z ≠ 2x+ 3y).

5. ZamieÒ sumy na iloczyny wyraøeÒ algebraicznych:

(a) x2 ≠ 2x≠ 3;
(b) 4y2 ≠ 2y ≠ 34 ;
(c) 19x

2 ≠ 23x≠ 5;
(d) ab+ bc+ ca+ b2;

(e) 2ab≠ a+ 4b≠ 2;
(f) a2 ≠ b2 + 2b≠ 1;
(g) a2 + b2 + 2ab+ 2bc+ 2ca;

(h) abc+ ab+ bc+ ca+ a+ b+ c+ 1;

(i) a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2 + 2abc.

6. Kaøda z liczb ca≥kowitych a, b jest sumπ dwóch kwadratów liczb ca≥kowitych.
Wykaø, øe liczba a · b teø jest sumπ dwóch kwadratów liczb ca≥kowitych.

7. Znajdü wszystkie liczby pierwsze postaci 4n ≠ 1, gdzie n jest liczbπ naturalnπ.
8. Dla jakich liczb x, y zachodzi równoúÊ (x+ y)2 = x2 + y2?

9. Udowodnij, øe wyraøenia algebraicznego a2 + b2 nie da siÍ zapisaÊ jako iloczynu
wyraøeÒ postaci (pa+ qb)(ra+ sb), gdzie p, q, r, s to pewne sta≥e liczbowe (sta≥e,
czyli te same dla wszystkich a i b).

10. Wyznacz x, zamieniajπc odpowiednie wyraøenie algebraiczne na iloczyn, który
jest równy zero lub wykaø, øe taki x nie istnieje, zapisujπc odpowiednie wyraøenie
algebraiczne jako sumÍ kwadratu i liczby dodatniej.

(a) 4x2 = 9;

(b) x2 + x = 2;

(c) x2 + 1 = x;

(d) 3x2 = 7x+ 6;

(e) 4x2 ≠ 4x+ 3 = 0.

11. Wyznacz wszystkie pary liczb x, y, spe≥niajπce dane równania:

(a) x2 + y2 ≠ 2x+ 2y + 2 = 0;
(b) 2x2 + y2 + 4 = 2xy + 4x;

(c) 2x2 + 2y2 + 2xy + 3 = 2x+ 2y;

(d) x2 + xy = 2x+ 2y;

(e) 3x2 + 3y2 + 2xy ≠ 4x+ 4y + 4 = 0.

12. * Rozwiπø uk≥ad równaÒ Y
_]

_[

x2 ≠ 4y + 7 = 0,
y2 ≠ 6z + 14 = 0,
z2 ≠ 2x≠ 7 = 0.
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Dowodzenie nierównoúci

Podstawowe w≥asnoúci nierównoúci
Poniøej a, b, c, d oznaczajπ liczby rzeczywiste.

(1) jeúli a < b i b < c, to a < c;

(2) jeúli a < b, to a+ c < b+ c i a≠ c < b≠ c;

(3) jeúli a < b i c > 0, to ac < bc i
a

c
<
b

c
;

(4) jeúli a < b i c < 0, to ac > bc i
a

c
>
b

c
;

(5) jeúli a < b i c < d, to a+ c < b+ d

UWAGA: Nie jest prawdπ, øe jeúli a < b i c < d, to a≠ c < b≠ d !!!
(6) jeúli 0 < a < b i 0 < c < d, to ac < bd;

(7) jeúli 0 < a < b i c < d < 0, to ad > bc;

UWAGA: Nie jest prawdπ, øe jeúli a < b i c < d, to
a

c
<
b

d
!!!

(8) jeúli a > b > 0, to
1
a
<
1
b
;

(9) jeúli a ”= 0, to a2 > 0;
(10) jeúli a > 0, b > 0 i a2 > b2, to a > b;

(11) jeúli a > 0, b > 0 i
Ô
a >
Ô
b, to a > b.

1. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich a, b spe≥nione sπ nierównoúci:

max(a, b) ˇ
Ú
a2 + b2

2
ˇ a+ b
2
ˇ
Ô
ab ˇ 2

1
a +

1
b

ˇ min(a, b).

Kiedy kaøda z tych nierównoúci staje siÍ równoúciπ?

2. Niech x > 0. Wykaø, øe x+
1
x
ˇ 2.

3. Wykaø, øe dla liczb nieujemnych a, b, c spe≥niona jest nierównoúÊ

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ˇ 8abc.

4. Liczby a1, a2, . . . , an sπ dodatnie i ich iloczyn jest równy 1. Wykaø, øe

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) ˇ 2n.

5. Wykaø, øe dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c spe≥niona jest nierównoúÊ

a2 + b2 + c2 ˇ ab+ bc+ ca.

6. Wykaø, øe dla liczb dodatnich a, b prawdziwe sπ nierównoúci

(a)
3
1
a
+ 3b
43
1
b
+ 3a
43
a

b
+
b

a

4
ˇ 24;

(b) (a+ b) ·
Ú
a+ b
2
ˇ a
Ô
b+ b
Ô
a;

7. Liczby a, b sπ dodatnie i a+ b = 1. Wykaø, øe
3
a+
1
a

42
+
3
b+
1
b

42
ˇ 25
2
.

8. Liczby a, b, c sπ rzeczywiste. Udowodnij, øe wúród trzech liczb

a≠ b2, b≠ c2, c≠ a2

przynajmniej jedna jest mniejsza lub równa 14 .

9. Która z liczb a, b, c, d, e jest najmniejsza, a która najwiÍksza, jeúli spe≥niajπ one
wszystkie nierównoúci

a+ b < c+ d, b+ c < d+ e, c+ d < e+ a, d+ e < a+ b.

10. Liczby rzeczywiste a, b, c, d spe≥niajπ nierównoúci

a+ b+ c ˛ 3d, b+ c+ d ˛ 3a, c+ d+ a ˛ 3b, d+ a+ b ˛ 3c.

Wykaø, øe a = b = c = d.

11. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an zachodzi nierównoúÊ
Ú
a21 + a22 + . . .+ a2n

n
ˇ a1 + a2 + . . .+ an

n
.

Kiedy ta nierównoúÊ staje siÍ równoúciπ?

12. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, która liczba jest wiÍksza: 1 + 4n + 9n

czy 2n + 3n + 6n.

13. Wykaø, øe dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c, d zachodzi nierównoúÊ

(a+ c)(b+ d) ˇ

Ô
ab+
Ô
cd.

14. Liczby a, b sπ dodatnie, natomiast m jest liczbπ naturalnπ. Wykaø, øe

1
1 +
a

b

2m
+
1
1 +
b

a

2m
ˇ 2m+1.



15. Za≥óømy, øe a, b ˇ 0. Udowodnij nierównoúci

a+ b
1 + a+ b

˛ a

1 + a
+
b

1 + b
˛ 2(a+ b)
2 + a+ b

.

16. Wykaø, øe jeúli 0 ˛ x ˛ 1 i 0 ˛ y ˛ 1, to

x

1 + y
+
y

1 + x
˛ 1.

17. Udowodnij, øe jeúli x > 0 i y > 0, to

Ô
xy ˇ x+ y ≠


x2 + y2

2≠
Ô
2

.

18. Wykaø, øe dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c, d zachodzi nierów-
noúÊ

ab+ ad+ bc+ cd
a+ b+ c+ d

ˇ ab

a+ b
+
cd

c+ d
.

19. Za≥óømy, øe x1 > x2 > . . . > xn > 0. Udowodnij, øe

x1Ô
1
+
x2Ô
2
+ . . .+

xnÔ
n
ˇ
Ò
x21 + x22 + . . .+ x2n.
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Ostatnie poprawki 26.09.2019

Przekszta≥cenia algebraiczne, wzory dla trzecich potÍg

Dla dowolnych liczb a, b

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 oraz (a≠ b)3 = a3 ≠ 3a2b+ 3ab2 ≠ b3.

1. RozwiÒ potÍgi:

(a)

1
2x+

y

2

23
;

(b)

3
2

3
a+
3

2
b

43
;

(c) (x2y ≠ z3)3;

(d)

3
x≠ 1
x

43
;

(e) (a+ b+ c)3;

(f) (x+ y ≠ z)3;

(g)

3
x≠ 1 + 1

x

43
.

2. Przedstaw wyraøenie w postaci szeúcianu sumy lub róønicy dwóch wyraøeÒ:

(a) 8a3 + 12a2b+ 6ab2 + b3;

(b) x3 ≠ 3
x
+
3

x5
≠ 1
x9
;

(c)
1

8
x3 ≠ 3

2
x2y + 6xy2 ≠ 8y3;

(d) x6 ≠ 3x3 + 3≠ 1
x3
.

3. Roz≥óø na czynniki wyraøenia

(a) a3 + b3;

(b) a3 ≠ b3;
(c) a3 + b3 + c3 ≠ 3abc;
(d) x3 ≠ xy2 + x2y ≠ y3;

(e) x3 + xy2 ≠ x2y ≠ y3;

(f) a3 + b3 + 3ab≠ 1;

(g) a3+ b3+ c3+ a2b+ b2c+ c2a+
ab2 + bc2 + ca2.

4. Za≥óømy, øe x+
1

x
= 3. Oblicz x3 +

1

x3
, x5 + 1

x5 i x
9
+
1

x9
.

5. Za≥óømy, øe y ≠ 1
y
= ≠1
2
. Oblicz y3 ≠ 1

y3
i y6 +

1

y6
.

6. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n liczba 8n + 1 jest z≥oøona.

7. Za≥óømy, øe x + y = a i xy = b. Wyraü za pomocπ a i b wartoúci wyraøeÒ (gdy
trzeba, zak≥adamy, øe x ”= 0 i y ”= 0):

1

x
+
1

y
, x2 + y2, x3 + y3, |x≠ y|, |x2 ≠ y2|, x4 + y4

8. Za≥óømy, øe x + y + z = a, xy + yz + zx = b, xyz = c. Wyraü poprzez a, b, c
wartoúci wyraøeÒ

(a) x2 + y2 + z2,

(b)
1

x
+
1

y
+
1

z
,

(c) x3 + y3 + z3,

(d) (x+ y)(y + z)(z + x),

(e) x2y2 + y2z2 + z2x2,

(f) (x+y≠z)(y+z≠x)(z+x≠y).

9. Znajdü wszystkie liczby pierwsze, które sπ sumami dwóch szeúcianów liczb natu-
ralnych.

10. Wykaø, øe suma szeúcianów trzech kolejnych liczb ca≥kowitych jest wielokrotnoúciπ
liczby 9.

11. Udowodnij nierównoúci miÍdzy úredniπ arytmetycznπ, geometrycznπ i harmonicz-
nπ trzech liczb dodatnich x, y, z:

x+ y + z

3
ˇ 3
Ô
xyz ˇ 3

1

x
+
1

y
+
1

z

.

Kiedy te nierównoúci stajπ siÍ równoúciami?

12. Liczby a, b, c sπ wszystkie róøne. Wykaø, øe 3
Ô
a≠ b+ 3

Ô
b≠ c+ 3

Ô
c≠ a ”= 0.

13. Roz≥óø na czynniki wyraøenia

(a) (x≠ y)3 + (y ≠ z)3 + (z ≠ x)3;
(b) (a+ 2b≠ 3c)3 + (b+ 2c≠ 3a)3 + (c+ 2b≠ 3a)3;
(c) (x+ y + z)3 ≠ (y + z ≠ x)3 ≠ (z + x≠ y)3 ≠ (x+ y ≠ z)3.

14. Liczby a, b, c sπ róøne od zera i a+ b+ c = 0. Znajdü wartoúÊ wyraøeÒ

(a)
a3 + b3 + c3

abc
; (b)

a2

bc
+
b2

ca
+
c2

ab
.

15. Liczby a, b, c sπ d≥ugoúciami boków trójkπta. Wykaø, øe

3

Ú
a3 + b3 + c3 + 3abc

2
ˇ max(a, b, c).

16. Liczby ca≥kowite k, l,m spe≥niajπ równoúÊ

(k ≠ l)2 + (l ≠m)2 + (m≠ k)2 = klm.

Wykaø, øe liczba k3 + l3 +m3 jest podzielna przez k + l +m+ 6.

17. Niech x, y, z to liczby rzeczywiste. Wykaø, øe

x3 + y3 + z3

3
˛ xyz

wtedy i tylko wtedy, gdy x+ y + z ˛ 0.
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ToøsamoúÊ Sophie Germain

Dla dowolnych liczb rzeczywistych prawdziwe sπ toøsamoúci

a4 + 4b4 = (a2 ≠ 2ab+ 2b2)(a2 + 2ab+ 2b2)

a4 +
b4

4
=
3
a2 ≠ ab+ b

2

2

43
a2 + ab+

b2

2

4

ZADANIA:

1. Roz≥óø na czynniki wyraøenia

(a) a8 + 4b8

(b) a8 ≠ 16b8,
(c) a12 ≠ 4b12 + 4a8b4 ≠ a4b8.

2. Roz≥óø liczby 74 + 45 i 54 + 26 · 34 na czynniki pierwsze.
3. Czy liczba 20194 + 42019 jest pierwsza?

4. Znajdü wszystkie liczby pierwsze postaci

(a) n4 + 4, (b) n4 + 4n,

gdzie n jest liczbπ naturalnπ.

5. Dla jakich liczb naturalnych n liczby

(a) 22
n+2 + 1 (b) 22

n≠2 + 1

sπ z≥oøone.

6. UproúÊ wyraøenie
!
14 + 14

"
·
!
34 + 14

"
· . . . ·

!
(2n≠ 1)4 + 14

"
!
24 + 14

"
·
!
44 + 14

"
· . . . ·

!
(2n)4 + 14

" .
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Zadania treningowe przed powtórkπ 1. sprawdzianu

1. Roz≥óø wyraøenia na czynniki:

(a) a2 + 2ac≠ b2 + 2bc,
(b) a3 ≠ 8b3 + 27c3 + 18abc,
(c) 4x4 + 3x2y2 ≠ y4 ≠ 4x2 + y2 (Wskazówka: jeden z czynników to 2x+ y),
(d) x6 ≠ y6 + x4y2 ≠ x2y4,
(e) 2xyz + x2y + yz2 + z2 ≠ x2.

2. Rozwiπø równania

(a) x2 + y2 + 13 = 4x+ 6y,

(b) 2x4 + y2 = 2x2y,

(c) x4 + 2x3 + x2 + x2y2 + 2xy2 + y2 = 0.

3. Niech 0 < a ˛ b < 1. Wykaø, øe

(a) 0 ˛ b≠ a
1≠ ab ˛ 1,

(b) 0 ˛ ab2 ≠ ba2 ˛ 1
4
.

4. Wykaø, øe dla dowolnych nieujemnych liczb x, y, z prawdziwe sπ nierównoúci

(a) xy + yz + zx ˇ xÔyz + y
Ô
zx+ z

Ô
xy,

(b) x2 + y2 + z2 ˇ x

y2 + z2 + y

Ô
x2 + z2,

5. Liczby a, b sπ dodatnie. Udowodnij nierównoúci

(a) a+ b ˛ a
2

b
+
b2

a
,

(b) a2 + b2 ˛ a
3

b
+
b3

a
.

6. Za≥óømy, øe 0 < b ˛ a. Udowodnij nierównoúci

(a≠ b)2

8a
˛ a+ b
2
≠
Ô
ab ˛ (a≠ b)

2

8b
.

7. Liczby rzeczywiste a, b, c spe≥niajπ warunek a+ b+ c = 1. Wykaø, øe

ab+ bc+ ca ˛ 1
3
.

8. Dana jest liczba rzeczywista a ”= 0 taka, øe

1

a2
+ a2 ≠ 5

4
=
1

a
+ a.

Znajdü wartoúci wyraøeÒ
1

a3
+ a3 i

1

a4
+ a4.

9. Liczba x ”= 0 spe≥nia równoúÊ 1
x
+ x = ≠2. Wyznacz wartoúÊ wyraøenia 1

xn
+ xn,

gdzie n jest dowolnπ liczbπ naturalnπ.

10. Dane sπ róøne od 0 liczby rzeczywiste x, y, z takie, øe x+ y + z = 0. Oblicz

(a)
1

xy
+
1

yz
+
1

zx
,

(b)
xy + yz + zx

x2 + y2 + z2
,

(c)
x4 + y4 + z4

(x2 + y2 + z2)2
.
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Elementy logiki

Zmienna logiczna moøe przyjmowaÊ jednπ z dwóch wartoúci: prawda (1) lub fa≥sz
(0).

Wyraøenie logiczne sk≥ada siÍ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-

stawionych w tabelce poniøej. Wyraøenie logiczne równieø moøe przyjmowaÊ wartoúÊ

prawda lub fa≥sz, w zaleønoúci od wartoúci zmiennych logicznych, które w nim wystÍ-
pujπ.

Operacje logiczne:

negacja koniunkcja alternatywa implikacja równowaønoúÊ

nie p p i q p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
p q ≥ p p · q p ‚ q p ∆ q p ≈∆ q
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

KolejnoúÊ wykonywania operacji w wyraøeniach z≥oøonych jest taka jak kolejnoúÊ od-

powiednich kolumn w tabelce. KolejnoúÊ operacji moøna zmieniÊ wstawiajπc w odpo-

wiednich miejscach nawiasy. Nawiasów moøna takøe uøywaÊ, aby poprawiÊ czytelnoúÊ

wyraøeÒ. Nawiasów naleøy uøyÊ w wyraøeniach niejednoznacznych z implikacjπ postaci

(p ∆ q) ∆ r, p ∆ (q ∆ r), itp.

Tautologiπ nazywamy wyraøenie logiczne, które przyjmuje wartoúÊ prawda niezaleø-
nie od wartoúci wystÍpujπcych w nim zmiennych logicznych. Przyk≥ady tautologii to

• prawo podwójnego przeczenia: ≥ (≥ p) ≈∆ p,
• prawa przemiennoúci alternatywy : (p ‚ q) ≈∆ (q ‚ p),
• prawo idempotentnoúci koniunkcji : (p · p) ≈∆ p.

ZADANIA:

1. Które z dwuargumentowych operacji logicznych sπ (a) przemienne, (b) ≥πczne?

2. Wykaø, øe koniunkcja jest rozdzielna wzglÍdem alternatywy i alternatywa jest

rozdzielna wzglÍdem koniunkcji.

3. Sprawdü, øe nastÍpujπce wyraøenia logiczne sπ tautologiami:

(a) Prawo wy≥πczonego úrodka: p‚ ≥ p,
(b) Prawo odrywania: p · (p ∆ q) ∆ q,

(c) Pierwsze prawo de Morgana: ≥ (p · q) ≈∆
!
(≥ p) ‚ (≥ q)

"
,

(d) Drugie prawo de Morgana: ≥ (p ‚ q) ≈∆
!
(≥ p) · (≥ q)

"
,

(e) Prawo przechodnoúci implikacji:
!
(p ∆ q) · (q ∆ r)

"
∆ (p ∆ r).

4. Które dwuargumentowe operacje logiczne poza implikacjπ sπ przechodnie?

5. Zapisz alternatywÍ, implikacjÍ i równowaønoúÊ tylko za pomocπ koniunkcji i ne-

gacji.

6. Udowodnij, øe implikacji nie da siÍ zapisaÊ tylko za pomocπ alternatywy i ko-

niunkcji.

7. Zapisz zaprzeczenia poniøszych zdaÒ dotyczπcych liczby ca≥kowitej a:
(a) ≠10 < a ˛ 2019, (b) |a| < 50, (c) 3 | a ‚ 5 - a, (d) x = 10 ‚ x > 5.

8. W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
k≥adnie 1 zdanie jest fa≥szywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dok≥adnie 2 zdanie sπ fa≥szywe., itd, aø do ostatniej kartki, na której jest napisane
zdanie W tym zeszycie dok≥adnie 100 zdaÒ jest fa≥szywych. Czy wúród tych zdaÒ
sπ zdania prawdziwe. Jeúl tak, to które? (Zak≥adamy, øe w zeszycie nie ma innych

zdaÒ oprócz wymienionych powyøej).

9. Na wyspie mieszkajπ tylko rycerze i oszuúci. Rycerze zawsze mówiπ prawdÍ, oszu-

úci zawsze k≥amiπ. Podróønik napotka≥ trzech mieszkaÒców wysypy i dwóch z nich

zapyta≥, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzia≥, øe ani jeden, drugi, øe

tylko jeden. Który z napotkanych mieszkaÒców jest rycerzem, a który oszustem?

10. W sπdowej sprawie o kradzieø konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, øe

dok≥adnie jeden z nich ukrad≥ konia. B zezna≥, øe konia ukrad≥ C. ZeznaÒ A i C

nie znamy. Ustalono jednak, øe tylko jeden z podejrzanych zezna≥ prawdÍ i øe to

on ukrad≥ konia. Kto ukrad≥ konia?

11. O liczbach a, b, c, d, e wiadomo, øe

(i) (e > a) ∆
!
(e > b) ‚ (e < c)

"
,

(ii) (e ˛ b) ∆ (e < d),

(iii)
!
(e < d) · (e > a)

"
∆ (e ˇ c),

(iv)
!
(e < d) · (e ˛ b)

"
∆ (e > a).

Która z liczb jest wiÍksza: e czy b?

12. Sporzπdü tabelki wartoúci poniøszych wyraøeÒ logicznych. Które z tych wyraøeÒ

sπ tautologiami?

(a)
!
(p · q) ‚ (≥ p)

"
∆ q,

(b) (p · q) ‚ (q ∆ p),

(c)
!
(p ∆ q

"
· (q ∆ r)

"
∆ (p ∆ r),

(d)
!
(p ‚ q) · r

"
≈∆

!
(p · r) ‚ (q · r)

"
,

(e)
!
p ∆ (q ∆ r)

"
≈∆

!
(p ∆ q) ∆ r

"
,

(f)
!
p ∆ (q ∆ r)

"
≈∆

!
q ∆ (p ∆ r)

"
.
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7 – 23.10.2019

Zbiory i kwantyfikatory

• N = {1, 2, 3, . . .} – zbiór liczb naturalnych,
• Z = {. . . ,≠3,≠2,≠1, 0, 1, 2, 3, . . .} – zbiór liczb ca≥kowitych,
• Q - zbiór liczb wymiernych,
• R - zbiór liczb rzeczywistych

Ponadto, stosuje siÍ oznaczenia:

• Z+ – zbiór liczb ca≥kowitych nieujemnych,
• Z≠ – zbiór liczb ca≥kowitych niedodatnich.
Podobnie definiuje siÍ Q+,Q≠,R+,R≠.
Dope≥nienie zbioru Jeøeli A µ , to zbiór AÕ =  \ A nazywamy dope≥nieniem
zbioru A (w zbiorze ). Na przyk≥ad, dope≥nieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbiór liczb niewymiernych.

Róønica symetryczna zbiorów: A—B = (A \B) fi (B \A).
Kwantyfikator ogólny. Zdania postaci Dla kaødego x ze zbioru X zachodzi p(x), np:
(a) Dla kaødej liczby nauturalnej x prawdziwa jest nierównoúÊ x ˇ 1,
(b) Dla kaødej liczby rzeczywistej x zachodzi x = 0 lub x < 0 lub x > 0
moøna zapisaÊ jako

(a) ’xœN x ˇ 1, (b) ’xœR (x = 0 ‚ x < 0 ‚ x > 0).
’ nazywamy kwantyfikatorem ogólnym.
Kwantyfikator szczegó≥owy. Zdania postaci Istnieje x ze zbioru X, dla którego za-
chodzi p(x), np:
(a) Istnieje liczba naturalna x taka, øe x > 2019,
(b) Istnieje liczba rzeczywista x taka, øe x2 = 2
moøna zapisaÊ jako

(a) ÷ xœN x > 2019, (b) ÷ xœR x2 = 2.
÷ nazywamy kwantyfikatorem szczegó≥owym.
Jeøeli dwa kwantyfikatory ogólne lub dwa kwantyfikatory szczegó≥owe wystÍpujπ jeden
po drugim, moøna zmieniÊ ich kolejnoúÊ, np.

’xœR ’nœN (x > 1 ∆ xn > 1) ≈∆ ’nœN ’rœR (x > 1 ∆ xn > 1)

÷ xœR ÷ nœN (x2 = n+ 1 · x > n) ≈∆ ÷ nœN ÷ xœR (x2 = n+ 1 · x > n).

Nie moøna zmieniÊ kolejnoúci kwantyfikatora ogólengo i szczególnego. Poniøsze dwa
zdania nie sπ równowaøne:

(i) ’xœR ÷ nœN x < n, (ii) ÷ nœN ’xœR x < n.
Zawsze prawdziwa jest jednak implikacja:

1
÷ xœX ’yœY p(x, y)

2
∆
1
’yœY ÷ xœX p(x, y)

2
.

Prawa de Morgana: Jeøeli  jest zbiorem, a p(x) to zdanie logiczne, którego wartoúÊ
zaleøy od elementu x œ , to

(i) ≥
1
’xœ p(x)

2
≈∆ ÷ xœ ≥ p(x), (ii) ≥

1
÷ xœ p(x)

2
≈∆ ’xœ ≥ p(x).

ZADANIA:

1. Zapisz róønicÍ symetrycznπ A—B dwóch zbiorów A,B µ  za pomocπ operacji
dope≥nienia, sumy i przeciÍcia zbiorów.

2. Niech A,B µ . Zaznacz na diagramie
(a) zbiór elementów x œ , dla których prawdziwe jest zdanie x œ A ∆ x œ B
(b) zbiór elementów x œ , dla których prawdziwe jest zdanie x œ A ≈∆ x œ B

3. A, B, C oznaczajπ zbiory. Udowodnij nastÍpujπce w≥asnoúci róønicy symetrycznej
zbiorów:

(a) A—(B—C) = (A—B)—C,
(b) AflB = ÿ ≈∆ AfiB = A—B,

(c) A fiB = A—B—(A flB),
(d) A \B = A—(A flB).

4. Zapisz zaprzeczenia poniøszych zdaÒ z kwantyfikatorami.

(a) ’nœN 2 | n2
(b) ÷ nœN nn = 16 777 216
(c) ’xœR ÷ nœN x ”= 0 ∆ x2 > n

(d) ÷ xœR ’nœZ x > 0 · x < n2 ≠ n+ 1
20

(e) ÷ nœN ’x>0 ÷ kœN k
Ô
x < n

(f) ’kœN ÷ x>0 ’nœZ+ (n+ 1
100 )

k ˇ xn

(g) ÷ qœQ ’xœR ’kœZ q = xk ∆ q = x ‚ q = n

Polecenie dodatkowe: Czy potrafisz rozstrzygnπÊ czy prawdziwe jest zdanie, czy
jego zaprzeczenie?

5. Zapisz za pomocπ kwantyfikatorów i dzia≥aÒ logicznych zdanie Liczba naturalna
n jest pierwsza.



6. A1, A2, . . . , An sπ podzbiorami zbioru . Stosujπc rachunek zdaÒ i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbiorów:

(i) (A1 fiA2 fi . . . fiAn)Õ = AÕ1 flAÕ2 fl . . . flAÕn
(ii) (A1 flA2 fl . . . flAn)Õ = AÕ1 fiAÕ2 fi . . . fiAÕn

7. A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn sπ zbiorami. Udowodnij zwiπzki:

(a) (A1 fiA2 fi . . . fiAn) \ (B1 fiB2 fi . . . fiBn) µ (A1 \B1) fi . . . fi (An \Bn),
(b) (A1 fi . . . fiAn)—(B1 fi . . . fiBn) µ (A1—B1) fi . . . fi (An—Bn)
(c) (A1 fl . . . flAn)—(B1 fl . . . flBn) µ (A1—B1) fi . . . fi (An—Bn)
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8 – 30.10.2019

Podzbiory, iloczyn kartezjaÒski

Definiowanie podzbiorów Jeøeli A µ X i element x œ X jest elementem zbioru A
wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwe jest zdanie p(x), to zbiór A moøna zdefiniowaÊ w
nastÍpujπcy sposób:

A = {x œ X : p(x)}.
Przyk≥ady:

Z≠ = {a œ Z : a ˛ 0}, B = {k œ Z : 2 | k2}.

Do opisania elementów podzbiorów moøna takøe uøyÊ wyraøeÒ algebraicznych, np:

B = {k2 +m2 œ Z : k,m œ Z}, Q =
;
k

m
œ R : k œ Z ·m œ N

<
.

Przedzia≥y liczb rzeczywistych. Niech a, b œ R, a < b

(a, b) = {x œ R : a < x < b} przedzia≥ otwarty

[a, b] = {x œ R : a ˛ x ˛ b} przedzia≥ domkniÍty

(a, b] = {x œ R : a < x ˛ b} przedzia≥ lewostronnie otwarty i prawostronnie do-
mkniÍty

[a, b) = {x œ R : a ˛ x < b} przedzia≥ prawostronnie otwarty i lewostronnie do-
mkniÍty

[a,+Œ) = {x œ R : a ˛ x} pó≥prosta lewostronnie domkniÍta

(a,+Œ) = {x œ R : a < x} pó≥prosta lewostronnie otwarta

(≠Œ, b] = {x œ R : x ˛ b} pó≥prosta prawostronnie domkniÍta

(≠Œ, b) = {x œ R : x < b} pó≥prosta prawostronnie otwarta

Iloczyn kartezjaÒski zbiorów. A i B sπ dowolnymi zbiorami. Iloczyn kartezjaÒski
zbiorów A i B jest to zbiór wszystkich par uporzπdkowanych (a, b) takich, a œ A oraz
b œ B. Zbiór ten oznaczamy A◊B. Jeøeli zbiory A i B nie sπ równe, to A◊B ”= B◊A.

Przyk≥ady: {1, 2, 3}◊ {a, b} = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}
{1, 2}◊ {2, 3} = {(1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3)} ”=
{2, 3}◊ {1, 2} = {(2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)}

Analogicznie, iloczyn kartezjaÒski trzech zbiorów A,B,C, oznaczany A ◊ B ◊ C jest
to zbiór wszystkich trójek uporzπdkowanych (a, b, c) takich, øe a œ A, b œ B, c œ C.
W podobny sposób moøna zdefiniowaÊ iloczyn kartezjaÒski dowolnej skoÒczonej liczby
zbiorów.

Przyjmuje siÍ, øe R2 = R◊ R i R3 = R◊ R◊ R.

UWAGA: Pisemne zadanie domowe na 6 listopada to zadanie 7 (a) i (b) z
kartki 7.

ZADANIA:

1. Zaznacz zbiór rozwiπzaÒ nierównoúci na prostej i zapisz go jako sumÍ roz≥πcznych
przedzia≥ów i pó≥prostych

(a) 5x≠ 3 ˇ ≠7
(b) |x| > 2
(c) |x+ 2| ˛ 5
(d)
Ô
x+ 1 < 3

(e) x(x≠ 1) ˇ 0
(f) (2x+ 1)2 ≠ 14 < 0
(g) (x+ 1)(x≠ 2)(x≠ 4) ˇ 0
(h) (3x+ 5)(x+ 3)(x≠ 2)2(4≠ x) ˛ 0
(i) (x2 ≠ 9)(x2 + 9)(x+ 2) < 0
(j) (x2 + 2x+ 2)(4x≠ 5)(4≠ 5x)(6x≠ 5) ˛ 0

2. Co to za zbiory?

(a) {k œ Z : 6 | (k + 1)2}
(b) {m≠ n œ R : m,n œ N}

(c)
Ó
x œ R : ’qœQ x≠ q > 0 ‚ q ≠ x > 0

Ô

(d)
Ó
x œ R : ÷ nœN ≠ 1n < x < 1n

Ô

(e)
Ó
x œ R : ’nœN ≠ 1n < x < 1n

Ô

(f)
Ó
x œ R : ÷ qœQ ’a>0 ≠ a ˛ x≠ q ˛ a

Ô

(g)
Ó
x œ R : ÷ kœZ ÷ aœ(0,1) x = k + a

Ô

(h)
Ó
x œ R : ’nœN ÷ kœN kx > n

Ô

(i)
Ó
x œ R : ÷ kœN ’nœN kx > n

Ô

3. Niech A = {1, 2, 3} i B = {–,—, “, ”}. Ile elementów majπ zbiory A◊B, B ◊A i
A◊B ◊A? Wypisz wszystkie elementy zbioru (B fl {—, ”, Á})◊A.

4. Zaznacz na p≥aszczyünie R2 zbiory
(a) (≠1, 2)◊ [1, 2]
(b) [≠2, 3)◊ (≠3, 2]
(c) (≠5,+Œ)◊ [≠3, 4]
(d) (R◊ {2}) fl ([1, 3]◊ (0,+Œ))



(e)
!
(≠1, 2)◊ (≠Œ, 1)

"
fi
!
(≠1, 2)◊ (1,+Œ)

"

(f) (≠ 12 ,
1
2 ]◊ R) fi (R◊ (≠ 32 ,

1
2 ])

(g)
!
Z◊ (≠9, 9]

"
fl
!
(≠9, 9]◊ Z

"

5. Zaznacz w uk≥adzie wspó≥rzÍdnych (czyli na p≥aszczyünie R2) zbiory

(a) A = {(x, y) œ R2 : |x|+ |y| ˛ 1}
(b) B = {(x, y) œ R2 : |xy| = 1}
(c) C = {(x, y) œ R2 : x+ y œ Z}
(d) D = {(x, y) œ R2 : x2 < y2}
(e) E = {(x, y) œ R2 : x2 + y2 ˛ 1}
(f) F = {(x, y) œ R2 : (x≠ 1)2 + (y + 1)2 = 4}
(g) G = {(x, y) œ R2 : y ”= 0 · ≠ 1y ˛ x ˛

1
y}

(h) H = {(x, y) œ R2 : ÷ (k,l)œZ◊Z ÷ aœ(0, 14 ) 0 < (x≠ k)2 + (y ≠ l)2 ˛ a}
(i) I = {(x, y) œ R2 : ÷ (k,l)œZ◊Z ÷ aœ(0,2) 0 < (x≠ k)2 + (y ≠ l)2 ˛ a}

6. Niech A,B,C,D bÍdπ dowolnymi zbiorami. Udowodnij równoúci

(a) (A fiB)◊ C = (A◊ C) fi (B ◊ C),
(b) (A flB)◊ C = (A◊ C) fl (B ◊ C),
(c) (A◊B) fl (C ◊D) = (A fl C)◊ (B flD),
(d) (A◊B) \ (C ◊D) =

!
(A \ C)◊B

"
fi
!
(A fl C)◊ (B \D)

"
.

7. Niech A,B,C,D bÍdπ dowolnymi zbiorami. Czy zawsze zachodzi równoúÊ

(A◊B) fi (C ◊D) = (A fi C)◊ (B fiD)?

Jeúli równoúÊ nie zachodzi, to czy zbiór z lewej strony jest zawarty w zbiorze z
prawej strony lub na odwrót?
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2.11.2019

Zadania treningowe przed 2. sprawdzianem

Ostatnie poprawki 3.11.2019 (zad. 6)

1. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n ˇ 2 liczba n9≠3n4+n3+1 jest iloczynem
trzech róønych liczb naturalnych wiÍkszych od 1, z których jedna jest kwadratem.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, øe liczba 4n8+17n4+4 jest iloczynem
4 róønych liczb naturalnych wiÍkszych od 1.

3. Roz≥óø na czynniki pierwsze liczbÍ 38 + 214.

4. Rozstrzygnij, czy podane zdania sπ tautologiami:

(a) (p ∆ q) · (≥ p ∆ r) ∆ (q ‚ r)
(b) (p ≈∆ q) · (q ∆ r) ≈∆ (p ∆ q) · (p ∆ r)

5. Agent Tajny ma dwóch informatorów. Kaødy informator albo zawsze k≥amie, albo
zawsze mówi prawdÍ. Kaødemu z informatorów Agent Tajny zada≥ dwa pytania:

• Czy ten drugi informator jest k≥amcπ?
• Czy, jeúli ty jesteú k≥amcπ, to drugi informator nie jest k≥amcπ?
Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent Tajny moøe stwierdziÊ, który z
informatorów mówi prawdÍ, a który k≥amie? (Jest teø moøliwe, øe obaj k≥amiπ
lub obaj mówiπ prawdÍ.)

6. A,B i C to zbiory. Udowodnij, øe

(a) (A \B)—(B \ C)—(C \A) = (B \A)—(A \ C)—(C \B)
(b) (A fiB)—(B fi C)—(C fiA) = (A flB)—(B fl C)—(C flA)
(c)
!
A—(B fl C)

"
fl
!
B—(C flA)

"
fl
!
C—(A flB)

"
=

=
!
(A—B) fl C

"
fi
!
(B—C) flA

"
fi
!
(C—A) flB

"

7. Zapisz zaprzeczenia poniøszych zdaÒ z kwantyfikatorami i rozstrzygnij, czy praw-
dziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie:

(a) ’kœN ÷ aœR ’nœN kn > a · k ˛ an

(b) ÷ qœQ ’kœZ ÷ nœN q ˛ k
n
∆ k > n

W ramach treningu warto takøe robiÊ zadania i przyk≥ady z kartek 5 - 8,
których nie omawialiúmy na lekcji.
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9 – 20.11.2019 – Zasada indukcji

1. Dla n œ N znajdü wzór na sumÍ pierwszych n liczb naturalnych nieparzystych.

Symbole sumy i iloczynu. Jeøeli a1, a2, . . . , an sπ liczbami rzeczywistymi oraz
m œ {1, 2, . . . , n}, to

nÿ

k=m

ak = am + am+1 + . . .+ an,
nŸ

k=m

ak = am · am+1 · . . . · an.

Zasada indukcji. Dla n œ N niech Tn oznacza zdanie, które, w zaleønoúci od n, moøe
byÊ prawdziwe lub fa≥szywe.

Jeøeli spe≥nione sπ oba warunki:
(i) prawdziwe jest zdanie T1 (baza indukcji)
(ii) ’nœN Tn ∆ Tn+1 (krok indukcyjny)
to dla kaødej liczby naturalnej n zdanie Tn jest prawdziwe.

Uwaga: Bazπ indukcji moøe byÊ takøe zdanie Tk, gdzie k jest pewnπ liczbπ ca≥ko-
witπ. Wówczas krok indukcyjny polega na udowodnieniu dla kaødej liczby ca≥kowitej
n ˇ k implikacji Tn ∆ Tn+1. Wówczas zadanie Tn jest prawdziwe dla kaødej liczby
ca≥kowitej n ˇ k.

2. Za pomocπ zasady indukcji wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe
sπ równoúci:

(a)
nÿ

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

(b)
nÿ

k=1

k3 =
3
n(n+ 1)
2

42
,

(c)
nÿ

k=1

k(k + 1)(k + 2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4
,

(d)
nÿ

k=1

1
k(k + 1)

=
n

n+ 1
,

(e)
nÿ

k=1

1
k(k + 1)(k + 2)

=
1
4
≠ 1
2(n+ 1)(n+ 2)

,

(f)
nÿ

k=1

k+3Ÿ

j=k

1
j
=
1
18
≠ 1
3(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

,

(g)
nÿ

k=1

1Ô
k +
Ô
k + 1

=
Ô
n+ 1≠ 1,

(h)
nÿ

k=1

k! · k = (n+ 1)!≠ 1,

(i)
2n≠1ÿ

k=1

(≠1)k+1

k
=

2nÿ

k=n+1

1
k
,

(j)
nŸ

k=2

3
1≠ 1
k2

4
=
n+ 1
2n
dla n ˇ 2,

(k)
2nŸ

k=n+1

k = 2n ·
nŸ

k=1

(2k ≠ 1).

Czy potrfisz udowodniÊ niektóre z powyøszych równoúci w inny sposób?

3. Znajdü i udowodnij wzór na sumÍ pierwszych n liczb naturalnych, które przy
dzieleniu przez 3 dajπ resztÍ 1.

4. Znajdü i udowodnij wzory na sumy

(a)
nÿ

k=1

(≠1)kk2, (b)
nÿ

k=1

k(k + 1).

5. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych a, b prawdziwa
jest toøsamoúÊ

an ≠ bn = (a≠ b)(an≠1 + an≠2b+ an≠3b2 + . . .+ abn≠2 + bn≠1).

Natomiast jeúeli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest toøsamoúÊ

an + bn = (a+ b)(an≠1 ≠ an≠2b+ an≠3b2 ≠ . . .≠ abn≠2 + bn≠1).

6. Udowodnij, øe dla kaødego n œ N
(a) 6 | n3 + 5n,
(b) 9 | 4n + 15n≠ 1,
(c) 3 | 10n + 4n ≠ 2,
(d) 11 | 26n+1 + 32n+2,

(e) 37 | 1000n ≠ 1,
(f) 13 | 1000n + (≠1)n+1,
(g) 41 | 5 · 72(n+1) + 23n,

(h) 10 | 2(2n+1) ≠ 6.

7. Udowodnij, øe dla kaødego n œ N liczba n
3

6
+
n2

2
+
n

3
jest ca≥kowita.

8. Udowodnij, øe dla kaødego n œ N liczba n
4

24
+
n3

4
+
11n2

24
+
n

4
jest ca≥kowita.

9. Niech an to liczba naturalna, której zapis dziesiÍtny sk≥ada siÍ z n jedynek. Udo-
wodnij, øe

nÿ

k=1

ak =
10n+1 ≠ 9n≠ 10

81
.



10. Udowodnij, øe n prostych dzieli p≥aszczyznÍ na nie wiÍcej niø 2n obszarów.

11. Na ile obszarów dzieli p≥aszczyznÍ n okrÍgów narysowanych tak, øe kaøde dwa
majπ 2 punkty wspólne i øadne trzy nie majπ puktu wspólnego?

12. Na p≥aszczyønie narysowano n prostych w taki sposób, øe øadne dwie nie sπ rów-
noleg≥e i øadne trzy nie przecinajπ siÍ w jednym punkcie. Udowodnij, øe proste te
dzielπ p≥aszczyznÍ na (n2 + n+ 2)/2 obszarów.

13. Udowodnij, øe wúród obszarów na jakie dzieli p≥aszczyznÍ n prostych, jest co

najwyøej
(n≠ 1)(n≠ 2)

2
obszarów ograniczonych.

14. Z tablicy o wymiarach 2n na 2n usuniÍto jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, øe pozosta≥π czÍúÊ tablicy moøna pokryÊ nie zachodzπcymi na siebie p≥ytkami
w kszta≥cie litery L, sk≥adajπcymi siÍ z 3 kwadratów.

15. A1, A2, . . . , An to zbiory. Udowodnij, øe zbiór A1—A2— . . .—An sk≥ada siÍ z tych
elementów zbioru A1 fiA2 fi . . .fiAn, które naleøπ do nieparzystej liczby zbiorów
Ak.

16. Agent Tajny dosta≥ zadanie rozpracowania mafii handlujπcej dowodami fa≥szy-
wych twierdzeÒ matematycznych. W tym celu organizuje on siatkÍ n informa-
torów stosujπc nastÍpujπcπ zasadÍ: dla dowolnych dwóch róønych informatorów
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, øe
pewien informator bÍdzie móg≥ otrzymywaÊ informacje od pozosta≥ych bezpoúred-
nio lub z udzia≥em tylko jednego poúrednika. (Nie wymagamy, aby poúrednik by≥
zawsze ten sam!)

17. (*) Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n liczba 2(2
n) ≠ 1 ma co najmniej

n róønych dzielników pierwszych.

18. (*) Na p≥aszczyønie narysowano 2n (n ˇ 2) punktów w taki sposób, øe øadne
trzy nie leøπ na jednej prostej. NastÍpnie narysowano n2 +1 odcinków, z których
kaødy ≥πczy pewne 2 z tych punktów. Udowodnij, øe pewne trzy z tych odcinków
sπ bokami trójkπta.

19. (*) Udowodnij, øe kaødπ liczbÍ naturalnπ n moøna jednoznacznie zapisaÊ jako
sumÍ

n =
kÿ

j=1

aj · j!,

gdzie k jest liczbπ naturalnπ i aj to liczby ca≥kowite takie, øa 0 ˛ aj ˛ j dla
j = 1, 2, . . . , k.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

10 – 27.11.2019 – Zasada indukcji i nierównoúci

1. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe sπ nierównoúci

Ô
n ˛

nÿ

k=1

1Ô
k
< 2
Ô
n.

2. Wykaø, øe dla n œ N i a, b > 0 zachodzi nierównoúÊ

(a+ b)n ˛ 2n≠1(an + bn).

3. Znajdü wszystkie liczby naturalne n spe≥niajπce nierównoúÊ

(a) 2n > n2 (b) n! > n3 (c) 3n > (n+ 1) · 2n (d) 2n+1(n!)2 < (2n)!

4. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe sπ nierównoúci

(a)
1
n+ 1

+
1
n+ 2

+ . . .+
1
2n
ˇ 1
2

(b)
1
n
+
1
n+ 1

+ . . .+
1
2n
ˇ 7
12

5. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n zachodzπ nierównoúci

3n
2n+ 1

˛ 1 + 1
22
+
1
32
+ . . .+

1
n2
< 2.

6. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n

1
2
<
1
n

2n≠1ÿ

k=1

1
k
˛ 1.

7. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe sπ nierównoúci

(a)
1
n+ 1

+
1
n+ 2

+ . . .+
1

3n+ 1
> 1

(b)
1
n
+
1
n+ 1

+ . . .+
1

3n+ 1
>
13
12

8. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierównoúÊ

1 +
1Ô
2
+
1Ô
3
+ . . .+

1Ô
n
> 2
!Ô
n+ 1≠ 1

"

9. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe sπ nierównoúci

2≠ 2Ô
n+ 1

˛ 1 + 1
2
Ô
2
+
1
3
Ô
3
+ . . .+

1
n
Ô
n
< 3.

10. (*) Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n zachodzi nierównoúÊ

1
2
· 3
4
· . . . · 2n≠ 1

2n
<
1Ô
2n
.

11. Niech pn oznacza n-tπ liczbÍ pierwszπ (czyli p1 = 2, p2 = 3, itd.) Udowodnij, øe
pn > 3n dla n ˇ 12.

Tw. 1 (NierównoúÊ Bernoulliego). Dla kaødej liczby naturalnej n ˇ 2 i liczby
rzeczywistej x > ≠1 i x ”= 0 prawdziwa jest nierównoúÊ

(1 + x)n > 1 + nx.

Uwaga: Jeúli n œ N i x > ≠1, to prawdziwa jest nierównoúÊ (1 + x)n ˇ 1 + nx.
Tw. 2 (NierównoúÊ Weierstrassa). Dla liczb x1, x2, . . . , xn > ≠1, które wszystkie
sπ tego samego znaku, prawdziwa jest nierównoúÊ

(1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn) ˇ 1 + x1 + x2 + . . .+ xn.

12. Udowodnij, øe jeúli n œ N i x > ≠1, to n
Ô
1 + x ˛ 1 + x

n
.

13. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n prawdziwe sπ nierównoúci

(a)
3
1 +
1
n

4n
ˇ 2, (b)

3
n+ 2
n

4n2≠n
ˇ 2n≠ 1, (c)

3
n

n+ 1

4n2+2n
<
1
n+ 3

14. Udowodnij, øe dla n œ N

(a)
nŸ

k=1

3
1 +

1Ô
k

4
ˇ 1 +

Ô
n,

(b)
2nŸ

k=n

3
1 +
1
k

4
ˇ 19
12
.

(c)
nŸ

k=1

3
1 +

1Ô
k

4
ˇ 2
Ô
n+ 1≠ 1,

15. Udowodnij, øe jeúli a1, a2, . . . , an > 1, n ˇ 2, to

a1 · a2 · . . . · an > a1 + a2 + . . .+ an ≠ n+ 1.

16. Liczby a i b sπ dodatnie, n jest liczbπ naturalnπ. Znajdü najmniejszπ moøliwπ
wartoúÊ wyraøenia 3

1≠ a≠ b
a+ b

4n
+
3
1 +
a≠ b
a+ b

4n
.

17. Udowodnij, øe dla n œ N \ {1} i a > 0
3
1≠ 1
1 + na

4n
< 1≠ 1

a+ 1
.



18. Dla n œ N udowodnij nierównoúci
3
1 +
1
n

4n
<

3
1 +

1
n+ 1

4n+1
oraz

3
1 +
1
n

4n
< 3 · n+ 1

n+ 2
< 3.

19. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, która z liczb jest wiÍksza

(a) nn czy (n+ 1)n≠1, (b) nn+1 czy (n+ 1)n.

20. Niech n œ N. Udowodnij, øe

(a) jeúli x > 0, to (1 + x)n ˇ 1 + nx+ n(n≠ 1)
2
x2;

(b) jeúli x > ≠1, to (1 + x)n ˇ 1 + nx+ (n≠ 1)x2.

21. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n spe≥niona jest nierównoúÊ n
Ô
n ˛ 1+

Ú
2
n
.

22. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n

1n
3

2n
< n! ˛

3
n+ 1
2

4n
.

23. Wykaø, øe
’x>1 ’kœN ÷ c>0 ’nœN xn ˇ cnk.

24. (*) Niech n œ N. Udowodnij, øe
nŸ

k=1

3
1 +
1
2k

4
< 3.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

11 – 12.12.2019 – Zasada indukcji zupe≥nej

Twierdzenie (Zadada indukcji zupe≥nej / silna indukcja). Dla kaødej liczby
naturalnej n dane jest pewne zdanie Tn. Jeøeli

(i) zdanie T1 jest prawdziwe

oraz

(ii) dla kaødej liczby naturalnej k z prawdziwoúci zdaÒ T1, T2, . . . , Tk wynika prawdzi-
woúÊ zdania Tk+1
to kaøde ze zdaÒ Tn jest prawdziwe.

1. Udowodnij, øe jeúli n jest liczbπ ca≥kowitπ wiÍkszπ od 3, to kwotÍ n z≥otych moøna
wyp≥aciÊ monetami 2 i 5 z≥otowymi.

2. Dana jest liczba rzeczywista x taka, øe liczba x+
1
x
jest ca≥kowita. Udowodnij, øe

dla kaødej liczby naturalnej n liczba xn + 1
xn teø jest ca≥kowita.

3. W kaøde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano literÍ –, — lub “, przy
czym kaødπ z liter wpisano w dok≥adnie n pól. Udowodnij, øe moøna tak poprze-
stawiaÊ litery w kaødym wierszu, aby w kaødej kolumnie znalaz≥y siÍ trzy róøne
litery.

4. Wierzcho≥ki n-kata wypuk≥ego pomalowano 3 róønymi kolorami, przy czym kaødy
kolor zosta≥ uøyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzcho≥ka oraz kaøde
dwa kolejne wierzcho≥ki pomalowano róønymi kolorami. Udowodnij, øe wielokπt
moøna podzieliÊ przekπtnymi na trójkπty w taki sposób, øe wierzcho≥ki kaødego
trójkπta bÍdπ pomalowane na róøne kolory.

5. Udowodnij, øe kaødπ liczbÍ naturalnπ moøna zapisaÊ jako sumÍ róønych potÍg
ca≥kowitych nieujemnych liczby 2.

6. Udowodnij, øe kaøda liczba naturalna n ˇ 2 jest iloczynem (jednej lub wiÍcej)
liczb pierwszych.

7. Znajdü wszystkie liczby naturalne n o w≥asnoúci, øe grupÍ sk≥adajπcπ siÍ z n osób
moøna podzieliÊ na zespo≥y cztero- i piÍcioosobowe.

8. Liczby Fibonacciego. Niech f1 = f2 = 1 i dla fn+2 = fn+1 + fn dla n œ N.

(a) Udowodnij, øe fn ˛ 2n≠1 dla kaødego n œ N.
(b) Znajdü jak najwiÍkszπ liczbÍ a > 0 takπ, øe fn ˇ a · ( 32 )

n dla kaødego n œ N.
(c) Udowodnij, øe dla kaødego n œ N zachodzi wzór

fn+2 = 1 +
nÿ

k=1

fn.

(d) Udowodnij, øe kaødπ liczbÍ naturalnπ moøna zapisaÊ jako sumÍ róønych liczb
Fibonacciego.

(e) (*) Udowodnij, øe kaødπ liczbÍ naturalnπ nmoøna zapisaÊ na dok≥adnie jeden
sposób jako

N =
mÿ

j=1

fij , przy czym i1 < i2 < . . . < im oraz ij ≠ ij≠1 ˇ 2.

(f) (Wzór Bineta) Udowodnij, øe dla kaødego n œ N

fn =
Ô
5
5

AA
1 +
Ô
5

2

Bn
≠
A
1≠
Ô
5

2

BnB
.

9. (*) Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n istnieje n róønych dzielników
liczby n!, których suma jest równa n.

10. (*) Niech x1, x2, . . . , xn i y1, y2, . . . , ym to liczby naturalne takie, øe

x1 + x2 + . . .+ xn = y1 + y2 + . . .+ ym < nm.

Udowodnij, øe z kaødej z sum x1+x2+ . . .+xn i y1+y2+ . . .+ym moøna usunπÊ
czÍúÊ wyrazów (ale nie wszystkie) tak, øe sumy pozosta≥ych wyrazów teø bÍdπ
równe.

11. (*) Twierdzenie Picka. Punkt w kartezjaÒskim uk≥adzie wspó≥rzÍdnych na
p≥aszczyønie nazywamy punktem kratowym, jeøeli obie jego wspó≥rzÍdne sπ licz-
bami ca≥kowitymi.

Za≥óømy, øe wszystkie wierzcho≥ki pewnego wielokπtaW na p≥aszczyønie sπ punk-
tami kratowymi. Niech I oznacza liczbÍ punktów kratowych leøπcych we wnÍtrzu
wielokπtaW i B oznacza liczbÍ punktów kratowych na brzegu wielokπtaW . Udo-
wodnij, øe pole powierzchni wielokπta W jest równe

I +
B

2
≠ 1.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

12 – 18.12.2019 – Zasada szufladkowa Dirichleta

Twierdzenie 1. Niech n œ N. Jeøeli n+1 przedmiotów rozmieszczamy w n szufladach,
to w jednej z szuflad znajdπ siÍ co najmniej 2 przedmioty.

Twierdzenie 2. Niech k, n œ N. Jeøeli kn + 1 przedmiotów rozmieszczamy w n szu-
fladach, to w jednej z szuflad znajdzie siÍ co najmniej k + 1 przedmiotów.

1. Udowodnij, øe w grupie 13 osób zawsze bÍdÍ dwie obchodzπce urodziny w tym
samym miesiπcu.

2. Zak≥adajπc, øe Warszawa ma co najmniej pó≥tora miliona mieszkaÒców i kaødy
mieszkaniec ma nie wiÍcej niø 400 tysiÍcy w≥osów na g≥owie, wykaø, øe pewnych
czterech mieszkaÒców Warszawy ma tyle samo w≥osów na g≥owie.

3. Wykaø, øe wúród dowolnych n + 1 liczb ca≥kowitych znajdπ siÍ dwie, których
róønica jest podzielna przez n.

4. Na przyjÍciu jest n ˇ 2 goúci. Udowodnij, øe pewne dwie osoby majπ takπ samπ
liczbÍ znajomych wúród osób bÍdπcych na przyjÍciu.

5. Udowodnij, øe kaødy zbiór sk≥adajπcy siÍ z n róønych liczb ca≥kowitych zawiera
niepusty podzbiór, którego suma elementów jest podzielna przez n.

6. Ze zbioru {1, 2, 3, . . . , 2n} wybrano n+1 róznych liczb. Wykaø, øe z tych n+1 liczb
moøna wybraÊ trzy liczby a, b, c (nie muszπ byÊ parami róøne) takie, øe a = b+ c.

7. Ze zbioru {1, 2, 3, . . . , 2n} wybrano n+1 liczb. Udowodnij, øe jedna z wybranych
liczb jest dzielnikiem innej.

8. W trójkπcie równobocznym o boku 4 rozmieszczono 17 punktów. Udowodnij, øe
odleg≥oúÊ pewnych dwóch z nich nie przekracza 1.

9. Kaødy punkt na okrÍgu pomalowano jednym z dwóch kolorów. Udowodnij, øe pe-
wien trójkπt równoramienny wpisany w ten okrπg ma wszystkie wierzcho≥ki tego
samego koloru.

10. Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 2 i 5. Wykaø, øe istnieje nieskoÒczenie
wiele wielokrotnoúci liczby n, których zapis dziesiÍtny sk≥ada siÍ z samych cyfr 1.

11. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n istnieje liczba zapisana w systemie dzie-
siÍtnym przy pomocy zer i jedynek, która dzieli siÍ przez n.

12. Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnoúci. Wykaø, øe moøna skreúliÊ 90 z
nich tak, øe pozosta≥e 11 bÍdzie ustawione w porzπdku rosnπcym lub malejπcym.

13. Na p≥aszczyünie wybrano 5 punktów kratowych. Wykaø, øe 2 z nich sπ koÒcami
odcinka, którego úrodek jest punktem kratowym.

14. W 3-wymiarowym uk≥adzie wspó≥rzÍdnych danych jest 9 punktów kratowych (o
wszystkich wspó≥rzÍdnych ca≥kowitych). Wykaø, øe pewne dwa z nich sπ koÒcami
odcinka, którego úrodek teø jest punktem kratowym.

15. Wewnπtrz kwadratu o polu 1 znajduje siÍ 9 punktów, z których øadne trzy nie
leøπ na jednej prostej. Udowodnij, øe pewne 3 z tych punktów sπ wierzcho≥kami

trójkπta o polu nie wiÍkszym niø
1
8
.

16. Udowodnij, øe kaødy wieloúcian wypuk≥y ma co najmniej 2 úciany o tej samej
liczbie boków.

17. Wewnπtrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktów. Wykaø, øe pewne 3 z nich leøπ

w kole o promieniu
1
7
.

18. W prostokπcie o bokach d≥ugoúci 3 i 4 rozmieszczono 6 punktów. Udowodnij, øe
pewne 2 z tych punktów sπ odleg≥e od siebie o nie wiÍcej niø

Ô
5.

19. Kaødy punkt p≥aszczyzny pomalowano jednym z dwóch kolorów. Udowodnij, øe
istnieje prostokπt o wszystkich wierzcho≥kach tego samego koloru.

20. Kaøde dwa wiercho≥ki szeúciokπta foremnego po≥πczono odcinkiem zielonym lub
czerwonym. Wykaø, øe pewne trzy wierzcho≥ki tego szeúciokπta sπ wierzcho≥kami
trójkπta o bokach tego samego koloru.

21. Kaøde dwa wierzcho≥ki 17-kπta foremnego po≥πczono odcinkiem pomalowanym
na jeden z trzech kolorów. Wykaø, øe pewne trzy odcinki tego samego koloru sπ
bokami trójkπta.

22. Wybrano 20 róønych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaø, øe wúród wszyst-
kich róønic par tych liczb sπ co najmniej 4 równe.

23. W kaøde pole tabeli n ◊ n wpisano jednπ z liczb ≠1, 0, 1, a nastÍpnie dodano
do siebie liczby z kaødego wiersza, z kaødej kolumny i z kaødej z przekπtnych.
Udowodnij, øe pewne 2 z otrzymanych sum sπ równe.

24. W turnieju bierze udzia≥ n druøyn i kaøde dwie rozgrywajπ nie wiÍcej niø jeden
mecz. Wykaø, øe w dowolnym momencie turnieju znajdπ siÍ dwie druøyny, które
rozegra≥y tÍ samπ liczbÍ meczów.

25. W turnieju bierze udzia≥ n ˇ 3 druøyn i kaøda rozegra≥a z kaødπ dok≥adnie jeden
mecz koÒczπcy siÍ wyciÍstwem jednej z druøyn oraz pewne dwie druøyny wygra≥y
tÍ samπ iloúÊ meczów. Udowodnij, øe sπ pewne trzy druøyny A,B,C takie, øe A
wygra≥a z B, B wygra≥a z C i C wygra≥a z A.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

13 – 8.01.2020 – Liczby wymierne i niewymierne

Tw. Niech k, n œ N. Liczba k
Ô
n jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

naturalna m taka, øe n = mk.

1. Liczba
x

y
”= 1
2
jest wymierna. Udowodnij, øe liczba

2x2 + 3xy ≠ 2y2

2xy ≠ y2 teø jest wy-

mierna.

2. Liczby a5 i a7 sπ wymierne. Udowodnij, øe liczba a jest wymierna.

3. Dana jest liczba t œ R taka, øe liczby t
2 ≠ 1
t2 + 1

i
2t

t2 + 1
sπ wymierne. Udowodnij, øe

liczba t jest wymierna.

4. Dane sπ róøne liczby rzeczywiste a, b takie, øe liczby a≠b i a
b
sπ wymierne. Wykaø,

øe liczby a i b teø sπ wymierne.

5. Dane sπ trzy róøne liczby wymierne a, b, c. Udowodnij, øe liczba
Û

1

(a≠ b)2 +
1

(b≠ c)2 +
1

(c≠ a)2

jest wymierna

6. Dane sπ liczby wymierne a, b takie, øe a+ b ”= 0 i liczba 3
Ô
a+ 3
Ô
b jest wymierna.

Udowodnij, øe liczby 3
Ô
a i 3
Ô
b sπ wymierne.

7. Liczby x, y, z i
Ô
x+
Ô
y +
Ô
z sπ wymierne. Udowodnij, øe liczby

Ô
x,
Ô
y,
Ô
z sπ

wymierne.

8. Niech a, b œ R, a+ b = 1 i liczby a3 i b3 sπ wymierne. Udowodnij, øe liczby a i b
teø sπ wymierne.

9. Udowodnij, øe liczba
Ô
2 +
Ô
3 jest niewymierna.

10. UsuÒ niewymiernoúÊ z mianownika u≥amka:

(a)
1Ô
3≠ 2

,

(b)
1Ô
2 + 3
Ô
6
,

(c)
1Ô
5 + 2
Ô
7
,

(d)
1

4
Ô
3≠ 2
Ô
5
,

(e)
1

1 +
Ô
5 + 2
Ô
2 +
Ô
10
,

(f)
1

3
Ô
2≠ 1

,

(g)
1

3
Ô
3 + 1

,

(h)
1

4
Ô
5≠ 4
Ô
3
,

(i)
1

4
Ô
5 +

4
Ô
3
,

(j)
1

Ô
2 +


2≠
Ô
3

,

(k)
1

3
Ô
4≠ 3
Ô
2 + 1

,

(l)
1

4
Ô
4≠ 2 4

Ô
6 + 2

4
Ô
9
,

(m)
1

1 + 2
3
Ô
2 + 3

3
Ô
4

11. Rozstrzygnij, czy podana liczba jest wymierna:

(a)


7 + 4
Ô
3≠ 2,

(b)


32≠ 10

Ô
7≠
Ô
7,

(c)

Ô
3 +
Ô
2Ô

3≠
Ô
2
≠ 2
Ô
6,

(d)
3

5
Ô
2 + 7≠ 3


5
Ô
2≠ 7,

(e)
3

20 + 14

Ô
2 +

3

20≠ 14

Ô
2,

(f)

Ú

3 +

Ò
5≠

13 +
Ô
48.

12. Oblicz sumy

(a)

2020ÿ

n=1

1
Ô
n+
Ô
n+ 1

,

(b)

2020ÿ

n=1

1

3
Ô
n2 + 3


n(n+ 1) + 3


(n+ 1)2

,

(c)

2020ÿ

n=1

1
n+
Ô
n2 + 1

.

13. Liczba rzeczywista x spe≥nia równanie x5 + x = 10. Udowodnij, øe x jest niewy-
mierna.

14. Wykaø, øe jeúli liczba postaci a
Ô
2 + b

Ô
3, gdzie a, b œ Q, jest wymierna, to

a = b = 0.

15. Czy istniejπ trzy punkty p≥aszczyzny o wspó≥rzÍdnych postaci a + b 3
Ô
2, gdzie

a, b œ Q, o w≥asnoúci, øe co najmniej jedna z odleg≥oúci dowolnego punktu p≥asz-
czyzny od jednego z tych punktów jest liczbπ wymiernπ?

16. Niech n œ N, n ˇ 2. Wykaø, øe liczba
Û

2 +
3

Ú
3 + . . .+

n≠1
Ò
n≠ 1 + n

Ô
n

jest niewymierna.

17. Wykaø, øe jeúli liczba rzeczywista x ”= 0 jest postaci

x = a+ b
Ô
2, gdzie a, b œ Q,

to liczba 1/x teø jest takiej postaci.

18. Wyznacz wszystkie liczby wymierne postaci

x = a+ b 3
Ô
2 + c 3
Ô
4, gdzie a, b, c œ Q (1)

Wykaø, øe jeúli liczba rezcywista x ”= 0 jest postaci (1), to liczba 1/x teø jest
takiej postaci.
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14 – 15.01.2020 – Nierównoúci miÍdzy úrednimi

Definicja. Niech a1, a2, . . . , an œ R.

• liczbÍ a1 + a2 + . . .+ an
n

nazywamy úredniπ arytmetycznπ liczb a1, a2, . . . , an.

• dla ak ˇ 0 (k = 1, 2, . . . , n), liczbÍ n
Ô
a1a2 . . . an nazywamy úredniπ geometrycznπ

liczb a1, a2, . . . , an.

• dla ak ”= 0 (k = 1, 2, . . . , n), liczbÍ
n

1
a1
+ 1
a2
+ . . .+ 1

an

nazywamy úredniπ harmo-

nicznπ liczb a1, a2, . . . , an
Twierdzenie (nierównoúÊ Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an
prawdziwa jest nierównoúÊ

a1 + a2 + . . .+ an
n

ˇ n
Ô
a1a2 . . . an.

Pierwszy dowód nierównoúci Cauchy’ego wykorzystuje nastÍpujπcy fakt:

Lemat. Jeøeli x1, x2, . . . , xn > 0 i x1x2 . . . xn = 1, to x1 + x2 + . . .+ xn ˇ n.
Drugi dowód nierównoúci Cauchy’ego moøna przeprowadziÊ stosujπc tzw. indukcjÍ
Cauchy’ego: twierdzenie Tn, gdzie n œ N jest prawdziwe, jeøeli
• prawdziwe jest twierdzenie T1,
• dla kaødego n œ N prawdziwa jest implikacja Tn ∆ T2n,
• dla kaødego n œ N, n > 1 prawdziwa jest implikacja Tn ∆ Tn≠1.

Wniosek Dla liczb dodatnich a1, a2, . . . , an prawdziwe sπ nierównoúci

a1 + a2 + . . .+ an
n

ˇ n
Ô
a1a2 . . . an ˇ

n
1
a1
+
1
a2
+ . . .+

1
an

.

1. Udowodnij nierównoúÊ Bernoulliego za pomocπ nierównoúci miÍdzy úredniπ aryt-
metycznπ i geometrycznπ.

2. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, øe

n! ˛
3
n+ 1
2

4n
.

3. Liczby a, b, c sπ dodatnie. Udowodnij, øe

ab

a+ b
+
bc

b+ c
+
ca

c+ a
˛ a+ b+ c

2
.

4. Niech n œ N. Udowodnij nierównoúÊ
3
(n+ 1)(2n+ 1)

6

4n
ˇ (n!)2.

5. Liczby dodatnie a, b, c spe≥niajπ warunek (1+ a)(1+ b)(1+ c) = 8. Udowodnij, øe
abc ˛ 1.

6. Liczby a, b, c, d sπ dodatnie. Udowodnij nierównoúÊ

1
a
+
1
b
+
4
c
+
16
d
ˇ 64
a+ b+ c+ d

.

7. Pokaø, øe dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c

8(a+ b+ c)3 ˇ 27(a+ b)(b+ c)(c+ a).

8. Suma liczb dodatnich a, b, c jest równa 1. Udowodnij nierównoúci

(a)
3
1
a
+ 1
43
1
b
+ 1
43
1
c
+ 1
4
ˇ 64

(b)
3
1
a
≠ 1
43
1
b
≠ 1
43
1
c
≠ 1
4
ˇ 8

9. Liczby a1, a2, . . . , an sπ dodatnie. Udowodnij, øe

a1
a2
+
a2
a3
+ . . .+

an≠1
an
+
an
a1
ˇ n.

10. Liczby a, b, c sπ dodatnie. Udowodnij nierównoúÊ

a

b+ c
+
b

c+ a
+
c

a+ b
ˇ 3
2
.

11. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn spe≥nio-
na jest nierównoúÊ

n
Ô
a1a2 . . . an +

n

b1b2 . . . bn ˛ n


(a1 + b1)(a2 + b2) . . . (an + bn).

12. Suma liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn wynosi 1. Udowodnij nierównoúÊ

nÿ

i=1

3
xi +

1
xi

42
ˇ (1 + n

2)2

n
.

13. Dane sπ liczby rzeczywiste a1, a2, . . . , an wszystkie wiÍksze od ≠1 i takie, øe
S = a1 + a2 + . . .+ an > 0. Udowodnij, nierównoúÊ

1
a1 + 1

+
1
a2 + 1

+ . . .+
1

an + 1
ˇ n2

S + n
.



14. Liczby a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn sπ dodatnie. Udowodnj nierównoúÊ

nÿ

i=1

1
aibi
·
nÿ

i=1

(ai + bi)2 ˇ 4n2.

15. Suma liczb dodatnich a1, a2, . . . , an jest równa 1. Udowodnij, øe
3
1
a1
≠ 1
4
·
3
1
a2
≠ 1
4
· . . . ·

3
1
an
≠ 1
4
ˇ (n≠ 1)n.

16. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierównoúÊ

2
b+ c

+
2
c+ a

+
2
a+ b

ˇ 9
a+ b+ c

.

17. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n spe≥niona jest nierównoúÊ

n · n
Ô
n+ 1 < n+

nÿ

k=1

1
k
.

18. Niech a > 1 i n œ N. Udowodnij nierównoúÊ

an ≠ 1 > n
1Ô
an+1 ≠

Ô
an≠1
2
.

19. Liczby dodatnie a, b, c, d spe≥niajπ warunek abcd = 1. Udowodnij, øe

a

b+ c+ d+ 1
+

b

c+ d+ a+ 1
+

c

d+ a+ b+ 1
+

d

a+ b+ c+ 1
ˇ 1.

20. Stosujπc indukcjÍ Cauchy’ego udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich
a1, a2, . . . , an zachodzi nierównoúÊ

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) ˇ (1 + n
Ô
a1a2 . . . an)

n .
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15 – 29.01.2020 – Nierównoúci miÍdzy úrednimi II

Tw. Liczby a1, a2, . . . , an sπ nieujemne. Jeøeli

a1 + a2 + . . .+ an
n

= n
Ô
a1a2 . . . an

to a1 = a2 = . . . = an.

1. Liczby a1, a2, . . . , an sπ dodatnie i

(a1 + a2 + . . .+ an)
3
1
a1
+
1
a2
+ . . .+

1
an

4
= n2.

Wykaø, øe a1 = a2 = . . . = an.

2. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nierównoúÊ

2
Ô
a+ 3 3

Ô
b ˇ 5 5

Ô
ab.

3. Liczby a, b, c sπ dodatnie i abc = 1. Wykaø, øe

a4 + 2b2 + 4d ˇ 7.

4. Za≥óømy, øe ≠8
3
˛ x ˛ 3

2
. Wykaø, øe

(3x+ 8)2(3≠ 2x)3 ˛ 55.

Dla jakiej wartoúci x zachodzi równoúÊ?

5. Udowodnij, øe dla dowolnych liczb dodatnich x, y, z prawdziwa jest nierównoúÊ

x2 + y2 + z2 ˇ 8Ôxyz ≠ 16.

Kiedy ta nierównoúÊ staje siÍ równoúciπ?

6. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n zachodzi nierównoúÊ

nŸ

k=0

(2k + k) <
3
2n+1 ≠ 1
n+ 1

+
n

2

4n+1
.

7. Liczby a1, a2, . . . , an sπ dodatnie i a1a2 . . . an = 1. Wykaø, øe

a21 + a
2
2 + . . .+ a

2
n ˇ a1 + a2 + . . .+ an.

8. Wykaø, øe dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzπ nierównoúci

(a+ 2b+ 3c)
3
1
a
+
2
b
+
3
c

4
ˇ 36

oraz

(a+ b+ c)
3
1
a
+
4
b
+
9
c

4
ˇ 36.

9. Za≥óømy, øe a, b, c ˇ 0. Wykaø nierównoúÊ

6a+ 4b+ 5c ˇ 5
Ô
ab+ 3

Ô
bc+ 7

Ô
ca.

10. Udowodnij, øe dla liczb dodatnich x, y zachodzi nierównoúÊ

x3 + y6

2
ˇ 3xy2 ≠ 4.

11. Za≥óømy, øe
1
2
˛ x ˛ 14. Wykaø, øe

Ô
2x≠ 1 · (14≠ x) ˛ 27.

Czy istnieje x, dla którego zachodzi równoúÊ?

12. Wykaø, øe dla kaødej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest nierównoúÊ

2nÿ

k=n+1

kÔ
k2 ≠ 1

> n · 2n
Ú
2n+ 2
2n+ 1

.

13. Udowodnij, øe dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzπ nierównoúci

3
2n+ 1
3

4n(n+1)
2

>
nŸ

k=1

kk >

3
n+ 1
2

4n(n+1)
2

.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

15 – 29.01.2020 – Powtórzenie: indukcja zupe≥na, zasada szu-
fladkowa, liczby wymierne i niewymierne.

1. Niech x0 = x1 = 1 oraz xn = 2xn≠1 + xn≠2 dla n ˇ 2. Wykaø, øe istniejπ liczby
rzeczywiste a, b takie, øe dla kaødego n ˇ 0

xn = a(1 +
Ô
2)n + b(1≠

Ô
2)n.

2. Niech a =
8≠
Ô
14
5
. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n liczba

an +
3
2
a

4n

jest wymierna.

3. Wybrano 16 liczb ze zbioru {1, 2, . . . , 30}. Wykaø, øe pewne dwie róøniπ siÍ o 3.
4. Liczby a, b, c, d sπ ca≥kowite. Wykaø, øe iloczyn

(b≠ a)(c≠ a)(d≠ a)(c≠ b)(d≠ b)(d≠ c)

jest podzielny przez 12.

5. Udowodnij, øe 3


3
Ô
2≠ 1 = 3

Ú
1
9
≠ 3

Ú
2
9
+ 3

Ú
4
9
.

6. Dla jakich liczb naturalnych n liczba
Ô
n+ 3
Ô
n jest wymierna?

7. Niech x0 = x1 = 1 i xn = 6xn≠1 ≠ 9xn≠2 dla n ˇ 2. Wykaø, øe istniejπ liczby
rzeczywiste a, b takie, øe dla kaødego n ˇ 0

xn = (a+ bn) · 3n.

8. Niech x0 = 3, x1 = ≠5, x2 = 13 oraz

xn+3 = 3xn+2 + 2xn+1 ≠ 6xn dla n ˇ 0.

Udowodnij, øe dla kaødego n ˇ 0

xn = 3n + (1≠
Ô
2)(
Ô
2)n + (1 +

Ô
2)(≠
Ô
2)n.

9. Niech x =
1≠
Ô
37
6
. Udowodnij, øe dla kaødej liczby naturalnej n liczba

x2n≠1 ≠ 1
x2n≠1

jest wymierna.

10. Ze zbioru {1, 2, . . . , 2n} wybrano n+1 liczb. Udowodnij, øe pewne dwie z nich sπ
wzglÍdnie pierwsze.

11. Wewnπtrz okrÍgu o promieniu 1 znajduje siÍ 13 punktów z których øadne 3 nie
leøπ na jednej prostej. Udowodnij, øe pewne trzy z nich sπ wierzcho≥kami trójkπta

o polu mniejszym niø
fi2

6
.

12. Czy liczba

4≠
Ô
2 +

Ô
2

2 +

4≠
Ô
2
jest wymierna?

13. Udowodnij, øe liczba 3
Ô
3 + 3
Ô
9 jest niewymierna.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

17 – 27.02.2020 – Kombinatoryka: najwaøniejsze pojÍcia.

Kombinatoryka to dzia≥ matematyki zajmujπcπ siÍ (miÍdzy innymi) liczeniem elemen-
tów zbiorów skoÒczonych.

Niech A bÍdzie zbiorem skoÒczonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementów. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.
Regu≥a dodawania. Jeøeli zbiory skoÒczone A1, A2, . . . , An sπ parami roz≥πczne, to

|A1 fiA2 fi . . . fiAn| = |A1|+ |A2|+ . . .+ |An|.

Zbiór wszystkich podzbiorów zbioru A nazywamy zbiorem potÍgowym zbioru A i za-
pisujemy jako P(A) lub 2A.
Np. jeøeli A = {1, 2, 3} to P(A) =

)
ÿ, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}

*
.

Funkcje. Jeøeli kaødemu elementowi zbioru X zosta≥ przyporzπdkowany dok≥adnie je-
den element zbioru Y , to mówimy, øe zosta≥a okreúlona funkcja przekszta≥cajπca zbiór
X w zbiór Y .

Jeøeli takπ funcjÍ oznaczymy przez f , to piszemy f : X æ Y , a przez f(x) oznaczamy
element zbioru Y jednoznacznie przypisany elementowi x œ X. Element f(x) œ Y
nazywamy wartoúciπ funkcji f w x lub obrazem elementu x

Zbiór X nazywamy dziedzinπ funkcji f . Zbióy Y nazywamy przeciwdziedzinπ funkcji
f . Zbiór

f(X) = {f(x) œ Y : x œ X} µ Y

nazywamy obrazem funkcji f .

Zbiór wszystkich funkcji prekszta≥cajπcych zbiór X w zbiór Y oznaczany jest symbo-
lem Y X .

RównoúÊ dwóch funkcji f, g : X æ Y definujemy nastÍpujπco:

f = g ≈∆ ’xœX f(x) = g(x).

Mówimy, øe funkcja f : X æ Y jest
• róønowartoúciowa (injekcjπ, 1≠ 1), jeøeli ’a,bœX !a ”= b ∆ f(a) ”= f(b)

"
.

• na (surjekcjπ), jeøeli f(X) = Y (czyli obrazem f jest ca≥a przeciwdziedzina)
• wzajemnie jednoznaczna (bijekcjπ), jeøeli f jest róønowartoúciowa i na.
Funkcja charakterystyczna (pod)zbioru. Za≥óømy, øe X jest zbiorem i A µ X.
FunkcjÍ A : X æ R zdefiniowanπ w nastÍpujπcy sposób: A(x) = 1 jeøeli x œ A oraz
A(x) = 0, jeøeli x œ X \A, nazywamy funkcjπ charakterystycznπ zbioru A.
Stw. Niech A,B µ X. Wówczas A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A = B .

1. Wyznacz obrazy funkcji:

(a) f : Næ N, f(n) = 2n+ 3,
(b) g : Ræ R, g(x) = 4x≠ 7,
(c) h : Ræ R, f(x) = x2 + 2x≠ 3,
(d) k : Ræ Z, f(x) = ÂxÊ.

Która z tych funkcji jest injekcjπ, surjekcjπ czy bijekcjπ?

2. Podaj przyk≥ady:

(a) injekcji f : Zæ N,
(b) surjekcji f : Næ Z,

3. X jest zbiorem skoÒczonym, A µ X. Jak za pomocπ funkcji charakterystycznej
A wyraziÊ moc zbioru A?

4. X jest zbiorem skoÒczonym, A,B µ X. Zapisz funkcje charakterystyczne zbiorów
A flB, A fiB, X \A i A—B za pomocπ funkcji charakterystycznych zbiorów A i
B.

5. Udowodnij regu≥Í dodawania za pomocπ rachunku na funkcjach charakterystycz-
nych.

6. Za pomocπ funkcji charakterystycznych udowodnij wzory w≥πczeÒ i wy≥aczeÒ dla
dwóch i trzech zbiorów skoÒczonych:

(a) |A fiB| = |A|+ |B|≠ |A flB|,
(b) |A fiB fi C| = |A|+ |B|+ |C|≠ |A flB|≠ |B fl C|≠ |C flA|+ |A flB fl C|.

Ciπgi. Niech k œ N. Ciπgiem k-elementowym / d≥ugoúci k o wyrazach a1, a2, . . . , ak
nazywamy uk≥ad (a1, a2, . . . , ak). Wówczas ak jest k-tym wyrazem tego ciπgu. W in-
formatyce uøywa siÍ teø nazwy krotka (ang. tuple).

Róønice miÍdzy ciπgiem i zbiorem:

• Kaødy element ciπgu ma przypisanπ pozycjÍ, natomiast element zbioru nie majπ
przypisanej pozycji: ciπgi (1, 2, 3) i (3, 2, 1) sπ róøne, natomiast {1, 2, 3} = {3, 2, 1}.

• Wyrazy w ciπgu mogπ siÍ powtarzaÊ, natomiast do≥πczenie do zbioru jednego
z jego elementów nic nie zmienia: ciπgi (1, 2, 3) i (1, 2, 3, 3) sπ róøne, natomiast
{1, 2, 3} = {1, 2, 3, 3}.
Jeøeli a1, a2, . . . ak sπ elementami tego samego zbioru A, to ciπg (a1, a2, . . . , ak) moøna
utoøsamiÊ z funkcjπ f : {1, 2, . . . , k}æ A zdefiniowanπ jako f(j) = aj .
Regu≥a mnoøenia. A1, A2, . . . , Ak to zbiory skoÒczone. Liczba róønych ciπgów k-
elementowych (a1, a2, . . . , ak) takich, øe aj œ Aj dla j = 1, 2, . . . , k wynosi

|A1| · |A2| · . . . · |Ak|.



7. Numer dowodu osobistego sk≥ada siÍ z trzech liter i szeúciu cyfr. Ile róønych do-
wodów osobistych moøna wydaÊ?

8. Ile jest róønych liczb czterocyfrowych, majπcych tπ samπ cyfrÍ setek i jednoúci?

9. Ile jest róønych liczb piÍciocyfrowych o nie powtarzajπcych siÍ cyfrach?

10. W urnie znajdujπ siÍ cztery kule oznaczone numerem 1 i jedna oznaczona nume-
rem 5. Z tej urny losujemy kolejno bez zwracania trzy kule zapisujπc ich numery
wed≥ug kolejnoúci losowania. Ile róønych liczb czterocyfrowych moøemy otrzymaÊ?

11. Ile róønych dzielników naturalnych ma liczba 17 640?

12. Ile jest liczb szeúciocyfrowych, których cyfry naleøπ do zbioru {1, 2, 3}

(a) wiÍkszych od 230000,

(b) których kolejne cyfry róøniπ siÍ o 1,

(c) które sπ wiÍksze od 230000 i ich kolejne cyfry róøniπ siÍ o 1;

(d) które sπ wiÍksze od 230000 lub ich kolejne cyfry róøniπ siÍ o 1.

13. Ile jest zgodnych z regu≥ami gry w szachy ustawieÒ na szachownicy 8◊ 8 dwóch
króli?

14. Ile jest moøliwych ustawieÒ na szachownicy dwóch hetmanów tak, aby jeden nie
zagraøa≥ drugiemu?

15. Zbiory |A| i |B| sπ skoÒczone, |A| = k, |B| = n.

(a) Ile jest funkcji f : Aæ B?
(b) Ile jest injekcji f : Aæ B?
(c) Ile jest surjekcji f : Aæ B?
(d) Ile jest bijekcji f : Aæ B?

16. Zbiory A i B sπ skoÒczone. Udowodnij, øe

(i) |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f : Aæ B.
(ii) |A| ˛ |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f : Aæ B.
(iii) |A| ˇ |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f : Aæ B.

17. Za pomocπ regu≥y mnoøenia i funkcji charakterystycznych udowodnij, øe zbiór
n-elementowy A ma dok≥adnie 2n róønych podzbiorów, czyli zachodzi wzór

|2A| = 2|A|.

18. Zbiór A jest niepusty i skoÒczony. Konstruujπc odpowiedniπ bijekcjÍ udowodnij,
øe

(a) A ma tyle samo podzbiorów o parzystej i o nieparzystej liczbie elementów.

(b) Dla dowolnego elementu a œ A, zbiór A ma tyle samo podzbiorów zawiera-
jπcych a i nie zawierajπcych a.

19. Udowodnij, øe spoúród dowolnych 2n≠1 + 1 róønych podzbiorów zbioru n-
elementowego zawsze moøna wybraÊ dwa podzbiory roz≥πczne.

20. Niech n œ N. Jakich podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , n} jest wiÍcej: tych, których su-
ma elementów jest parzysta, czy tych, których suma elementów jest nieparzysta?

21. (*) Na ile sposobów moøna wybraÊ 2 roz≥πczne podzbiory zbioru n-elementowego?

22. (*) Ile podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , n} nie zawiera dwóch kolejnych liczb?
23. (*) Zbiór A ma n elementów, Bj µ A, j = 1, 2, . . . , 2n≠1, to róøne podzbiory
zbioru A, przy czym kaøde trzy z tych podzbiorów majπ niepustπ czÍúÊ wspólnπ.
Udowodnij, øe istnieje element naleøπcy do kaødego ze zbiorów Bj .

24. (*) A1, A2, . . . , A2n to róøne podzbiory zbioru {1, 2, . . . , n}. Przyjmijmy, øe
A2n+1 = A1. Znajdü najwiÍkszπ moøliwπ wartoúÊ sumy

2nÿ

k=1

|Ak flAk+1|
|Ak| · |Ak+1|

.

25. (*) Funkcja f : P(N)æ P(N) ma w≥asnoúÊ:

A µ B ∆ f(A) µ f(B).

Udowodnij, øe istnieje podzbiór C µ N taki, øe f(C) = C.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

18 – 11.03.2020 – Kombinatoryka II: wariacje i permutacje

Aktualizacje:

16.03: doda≥em wskazówki do zadaÒ domowych, w zadaniach 5 i 6 s≥owo permutacja zastπpi≥em
s≥owem bijekcja.

Wariacjπ k-wyrazowπ z powtórzeniami zbioru A nazywamy kaødπ funkcjÍ odwozorowu-
jπcπ zbiór {1, 2, . . . , k} w zbiór A. Kaødπ takπ funkcjÍ moøna wzajemnie jednoznacznie
utoøsamiÊ z ciπgiem d≥ugoúci k o wyrazach ze zbioru A.

Tw. 1. Liczba k-wyrazowych z powtórzeniami zbioru n-elementowego wynosi nk.

Wariacjπ k-wyrazowπ bez powtórzeÒ zbioru A nazywamy kaødπ injekcjÍ (funkcjÍ róøno-
wartoúciowπ) odwzorowujπcπ zbiór {1, 2, . . . , k} w zbiór A. Kaødπ takπ funkcjÍ moøna
wzajemnie jednoznacznie utoøsamiÊ z ciπgiem d≥ugoúci k o róønych wyrazach ze zbioru
A.

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtórzeÒ zbioru n-elementowego wynosi
n!

(n≠ k)! jeúli n ˇ k i 0 jeúli n > k.

Permutacjπ zbioru n-elementowego A nazywamy kaødπ bijekcjÍ odwzorowujπcπ zbiór
{1, 2, . . . , n} na zbiór A. Kaødπ takπ bijekcjÍ moøna wzajemnie jednoznacznie utoøsa-
miÊ z pewnynm ustawieniem wszystkich elementów zbioru A w ciπg d≥ugoúci n.

Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Zadania

1. Ile jest ciπgów d≥ugoúci 4 o wyrazach ze zbioru {1, 2, . . . , 15} takich, øe
(a) liczba 4 jest jednym z wyrazów ciπgu?

(b) pewna liczba wystÍpuje w ciπgu dok≥adnie dwukrotnie?

(c) pewna liczba wystÍpuje w ciπgu co najmniej dwukrotnie?

2. Ile róønych liczb trzycyfrowych moøna utworzyÊ z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, jeøeli

(a) cyfry mogπ siÍ powtarzaÊ?

(b) cyfry nie mogπ siÍ powtarzaÊ?

(c) cyfry mogπ siÍ powtarzaÊ i 1 musi wystπpiÊ co najmniej raz?

(d) cyfry mogπ siÍ powtarzaÊ i liczba musi byÊ wiÍksza od 400?

(e) cyfry nie mogπ siÍ powtarzaÊ i liczba musi byÊ wiÍksza od 400?

3. (a) Ile jest róønych ustawieÒ 9 osób w szereg takich, øe wybrane 3 osoby stojπ
jedna po drugiej?

(b) Niech k, n œ N i k < n. Ile jest róønych istawieÒ n osób w szereg takich, øe
wybrane k osób stoi jedna po drugiej?

4. Ile jest róønych sposobów posadzenia n osób przy okrπg≥ym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jeøeli w obu kaøda osoba ma tych samych sπsiadów.

5. Na p≥aszczyünie dany jest prostokπt (kwadrat) ABCD. Ile jest bijekcji P zbio-
ru punktów {A,B,C,D} takich, øe P (A)P (B)P (C)P (D) teø jest prostokπtem
(kwadratem).

6. Punkty A1, A2, . . . , A6 na p≥aszczyünie sπ kolejnymi wierzcho≥kami szeúciokπta
formenego H. Niech B = {A1, A2, . . . , A6}.
(a) Ile jest bijekcji P zbioru B takich, øe jeúli punkty Ai, Aj , Ak sπ wierzcho≥kami
trójkπta foremnego, to punkty P (Ai), P (Aj), P (Ak) teø sπ wierzcho≥kami trójkπta
foremnego.

(b) Czy kaøda bijekcja P opisana w podpunkcie (a) ma w≥asnoúÊ: punkty
P (A1), P (A2), . . . , P (A6) sπ kolejnymi wierzcho≥kami szeúciokπta H?

(c) Bijekcja P zbioru A ma w≥asnoúÊ: dla dowolnych róønych punktów Ai, Aj , Ak
trójkπty AiAjAk i P (Ai)P (Aj)P (Ak) sπ przystajπce (uwzglÍdniajπc kolejnoúÊ
wierzcho≥ków). Czy punkty P (A1), P (A2), . . . , P (A6) sπ kolejnymi wierzcho≥ka-
mi szeúciokπta H?

7. W mieúcie o n + 1 mieszkaÒcach jedna osoba powtarza plotkÍ drugiej, która z
kolei powtarza jπ trzeciej, itd. Za kaødym razem plotka jest powtarzana jednej z
n dostÍpnych osób. Wyznacz, ile jest róønych dróg rozprzestrzeniania siÍ plotki
takich, øe plotka zostanie powtórzona k razy i

(a) nie wróci do osoby, która jπ zapoczπtkowa≥a,

(b) nie zostanie powtórzona dwa razy tej samej osobie.

8. (*) W kaøde pole tabeli o m wierszach i n kolumnach wpisujemy liczbÍ 1 lub ≠1.
Na ile sposobów moøna to zrobiÊ tak, aby iloczyn liczb w kaødym wierszu i w
kaødej kolumnie by≥ równy ≠1?

9. (*) W pewnym mieúcie dzia≥ajπ dwie siatki szpiegowskie wrogich mocarstw. Kaø-
da siatka sk≥ada siÍ z n szpiegów. Kaødy szpieg z pierwszej siatki úledzi k szpiegów
z drugiej siatki i kaødy szpieg z drugiej siatki úledzi l szpiegów z pierwszej siatki.
Ile jest par (k, l) gwarantujπcych, øe pewnych dwóch wrogich szpiegów úledzi siÍ
nawzajem?

Pisemne zadania domowe na 18.03:

ZD1. Na ile sposobów moøna rozdzieliÊ 2n pi≥ek zielonych, 2n niebieskich i 2n czer-
wonych po równo pomiÍdzy dwie osoby?

Wskazówka: Taki rozk≥ad jest wyznaczony jednoznacznie przez liczbÍ pi≥ek zielonych i niebieskich u
pierwszej osoby. Osoby sπ rozróønialne, np. pierwsza to Jaú, a druga Ma≥gosia. Jeúli p to liczba pi≥ek

zielonych u 1. osoby, na ile sposobów (przy ustalonym p) moøna jej daÊ pi≥ki niebieskie?

ZD2. Niech m ˇ 2 i A1, A2, . . . , Am to róøne podzbiory niepustego zbioru A. Udo-
wodnij, øe co najmniej m zbiorów postaci Ai—Aj jest róønych.
Wskazówka: X,Y, Z to podzbiory zbioru A. Zastanów siÍ, co wynika z równoúci X—Y = X—Z.



Rozwiπzania zadaÒ domowych

ZD1. Taki rozk≥ad pi≥ek jest wyznaczony jednoznacznie przez dwie liczby: p – liczbÍ
pi≥ek zielonych i q – liczbÍ pi≥ek niebieskich u pierwszej osoby.

1. przypadek: 0 ˛ p ˛ n. Nie jest moøliwe, aby p + q < n, bo wtedy zabraknie pi≥ek
czerwonych. Zatem p + q ˇ n, czyli q ˇ n ≠ p. Wszystkich pi≥ek niebieskich jest 2n,
wiÍc q ˛ 2n. To oznacza, øe

q œ {n≠ p, n≠ p+ 1, . . . , 2n} (ten zbiór ma n+ p+ 1 elementów)

czyli dla ustalonej wartoúci p jest n+p+1 moøliwych wartoúci q. Sumujπc po wszystkich
p œ {0, 1, . . . , n} dostajemy nastÍpujπcπ liczbÍ moøliwoúci (oznaczonπ przez an)

an =
nÿ

p=0

(n+ p+ 1) =
nÿ

p=0

n+
nÿ

p=0

p+
nÿ

p=0

1 = n(n+ 1) +
n(n+ 1)
2

+ n+ 1 =

= n2 + 2n+ 1 +
n(n+ 1)
2
.

2. przypadek: n < p ˛ 2n. Wtedy p+q ˛ 3n, czyli q ˛ 3n≠p. Zatem w tym przypadku

q œ {0, 1, . . . , 3n≠ p} (ten zbiór ma 3n≠ p+ 1 elementów)

Zauwaømy, øe jeúli p > n, to 3n ≠ p < 2n, wiÍc nie zabraknie nam pi≥ek niebieskich,
oraz 3n ≠ p ≠ q < 2n, wiÍc pi≥ek czerwonych teø bÍdzie dostateczna iloúÊ. Dla usta-
lonej wartoúci p jest wiÍc 3n ≠ p + 1 moøliwych wartoúci liczby q. Aby u≥atwiÊ sobie
dalsze obliczenia zapiszmy liczbÍ p jako p = n + k, gdzie k œ {1, 2, . . . , n}. Wtedy
jest 2n ≠ k + 1 moøliwych wartoúci q. Zatem w tym przypadku mamy w sumie bn
moøliwoúci, gdzie

bn =
nÿ

k=1

(2n≠ k + 1) = 2
nÿ

k=1

n≠
nÿ

k=1

k +
nÿ

k=1

1 = 2n2 ≠ n(n+ 1)
2

+ n.

Wszystkich moøliwoúci jest

an + bn = n2 + 2n+ 1 +
n(n+ 1)
2

+ 2n2 ≠ n(n+ 1)
2

+ n = 3n2 + 3n+ 1.

ZD2. Jeøeli X,Y, Z to zbiory i X—Y = X—Z, to Y = Z. Moøna to uzasadniÊ w
nastÍpujπcy sposób: RównoúÊ X—Y = X—Z moøna zapisaÊ jako

(X \ Y ) fi (Y \X) = (X \ Z) fi (Z \X).

Stπd
X \ Y = X \ Z i Y \X = Z \X.

Z pierwszej równoúci wynika, øe X fl Y = X fl Z. Mamy teraz

Y = (X fl Y ) fi (Y \X) = (X fl Z) fi (Z \X) = Z.

Z udowodnionej implikacji wynika, øe zbiory A1—A1, A1—A2, . . . , A1—Am sπ wszyst-
kie róøne, wiÍc mamy m róønych zbiorów.

UWAGA: Nie jest prawdπ, øe wszystkie zbiory Ai—Aj dla i ”= j sπ róøne – takie
stwierdzenie pojawi≥o siÍ niestety w wielu nades≥anych rozwiπzaniach. Na przyk≥ad,
niech X = {1, 2, 3, 4} i

A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3}, A3 = {1, 4}, A4 = {3, 4}.

Wówczas A1—A2 = {1, 3} = A3—A4.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

19 – 18.03.2020 – Kombinatoryka III: kombinacje, symbol New-
tona

Definicja. Niech k, n œ N fi {0} i k ˛ n. Kombinacjπ k-elementowπ zbioru n-
elementowego A nazywamy kaødy k-elementowy podzbiór zbioru A.

Definicja. Dla liczb k, n œ Nfi {0} definiujemy symbol Newtona (symbol dwumienny)
jako: gdy n ˇ k

3
n

k

4
=
n(n≠ 1)(n≠ 2) . . . (n≠ k + 1)

k!
=

n!

k!(n≠ k)! ,

natomiast gdy n < k przyjmujemy, øe

3
n

k

4
= 0.

Tw. 1. Niech k, n œ N fi {0} i k ˛ n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-

elementowych podzbiorów) zbioru n-elementowego jest równa

3
n

k

4
.

Dowód. Rozwaøamy wszystkie k-wyrazowe wariacje bez powtórzeÒ zbioru n-
elementowego A, czyli ciπgi d≥ugoúci k o wyrazach ze zbioru A takie, øe kaødy
wyraz jest inny. Kaødej takiej wariacji (a1, a2, . . . , ak) moøemy przyporzπdkowaÊ k-
elementowy podzbiór {a1, a2, . . . , ak} zbioru A. Takich wariacji jest

n(n≠ 1)(n≠ 2) . . . (n≠ k + 1).

Jednak, gdy k > 1, ten sam podzbiór zostanie przyporzπdkowany wszystkim waria-
cjom d≥ugoúci k, w których wystÍpujπ elementy a1, a2, . . . , ak – wariacje te róøniπ
siÍ jedynie kolejnoúciπ wyrazów. Liczba takich wariacji jest równa liczbie permuta-

cji zbioru k-elementowego {a1, a2, . . . , ak}, czyli k!. Oznacza to, øe kaødy podzbiór
k-elementowy zostanie przyporzπdkowany k! róønym wariacjom k-wyrazowym. Zatem
liczba podzbiorów k-elementowych jest równa

n(n≠ 1)(n≠ 2) . . . (n≠ k + 1)
k!

=

3
n

k

4
.

Uwagi:

• Jeúli k > n, to istnieje 0 podzbiorów k-elementowych zbioru n-elementowego, wiÍc
takøe w tym przypadku liczba takich podzbiorów jest równa

!n
k

"
.

• Zauwaømy, øe udowodniliúmy takøe nastÍpujπcy fakt dotyczπcy liczb ca≥kowitych:
jeúli k, n œ N fi {0} i k ˛ n, to liczba k! dzieli liczbÍ n(n≠ 1)(n≠ 2) . . . (n≠ k + 1).

Tw. 2. (W≥asnoúci symbolu Newtona)

(i) Jeøeli k, n œ N fi {0} i k ˛ n, to
3
n

k

4
=

3
n

n≠ k

4
.

(ii) Jeøeli k, n œ N fi {0} i 1 ˛ k ˛ n, to
3
n+ 1

k

4
=

3
n

k

4
+

3
n

k ≠ 1

4
.

(iii) Jeøeli n œ N fi {0}, to
nÿ

k=0

3
n

k

4
= 2
n.

Dowód. (i): RównoúÊ ta wynika od razu ze wzoru
!n
k

"
=

n!
k!(n≠k)! . Inne uzasadnienie wy-

nika z obserwacji, øe kaødemu k-elementowego podzbiorowi B zbioru n-elementowego
A moøemy wzajemnie jednoznacznie przyporzπdkowaÊ podzbiór (n ≠ k)-elementowy
A \B. Zatem podzbiorów k-elementowych i (n≠ k)-elementowych jest tyle samo.
(ii): Podzbiory k-elementowe zbioru (n + 1)-elementowego A zliczymy w nastÍpujπcy
sposób: Ustalmy element a œ A. Jest

!n
k

"
podzbiorów k-elementowych zbioru A nie

zawierajπcych a – sπ to podzbiory k-elementowe zbioru A\{a}. Natomiast podzbiorów
k-elementowych zawierajπcych a jest tyle samo, ile (k ≠ 1)-elementowych podzbiorów
zbioru n-elementowego A \ {a}, czyli

! n
k≠1
"
. Wszystkich podzbiorów k elementowych

zbioru A jest
!n+1
k

"
, mamy wiÍc równoúÊ

3
n+ 1

k

4
=

3
n

k

4
+

3
n

k ≠ 1

4
.

(iii): ToøsamoúÊ moøna udowodniÊ zliczajπc na dwa sposoby wszystkie podzbiory zbio-

ru n-elementowego A: z jednej strony jest ich 2n. Z drugiej strony, aby otrzymaÊ ich
liczbÍ moøna dodaÊ do siebie liczby podzbiorów 0-elementowych, 1-elementowych, itd,

otrzymujπc lewπ stronÍ dowodzonej równoúci.

Uwaga: Dowody wszystkich trzech toøsamoúci powyøej polega≥y na tym, øe pewne
obiekty (podzbiory) zliczaliúmy na dwa sposoby. Takie dowody wzorów algebraicznych

nazywane sπ dowodami kombinatorycznymi.

Trójkπt Pascala.Wartoúci symbolu Newtona
!n
k

"
moøna dla niezbyt duøych n ≥atwo

wyznaczyÊ za pomocπ tzw. trójkπta Pascala. Jest to trójkπtna tabela, której wiersze

odpowiadajπ kolejnym wartoúciom n, tworzona w nastÍpujπcy sposób:

n = 0
!0
0

"

n = 1
!1
0

" !1
1

"

n = 2
!2
0

" !2
1

" !2
2

"

n = 3
!3
0

" !3
1

" !3
2

" !3
3

"

n = 4
!4
0

" !4
1

" !4
2

" !4
3

" !4
4

"

n = 5
!5
0

" !5
1

" !5
2

" !5
3

" !5
4

" !5
5

"



Z toøsamoúci
!n+1
k

"
=
!n
k

"
+
! n
k≠1
"
wynika, øe w kaødym wierszu poczπwszy od trzecie-

go kaødy nie-skrajny wyraz jest sumπ dwóch wyrazów bezpoúrednio nad nim. Moøna

wiÍc szybko wype≥niaÊ kolejne wiersze. Dla 6 wierszy (do n = 5) otrzymamy:

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

n = 4 1 4 6 4 1

n = 5 1 5 10 10 5 1

Przyk≥ady

I. Z klasy liczπcej 34 uczniów naleøy wytypowaÊ czteroosobowy samorzπd. Na ile
sposobów moøna to zrobiÊ?

Zadanie to polega na wyznaczeniu liczby kombinacji 4-elementowych zbioru 34-

elementowego. Takich kombinacji jest

3
34

4

4
=
34 · 33 · 32 · 31

4!
=
1 113 024

24
= 46 376.

Za≥óømy teraz, øe w tej klasie jest 7 dziewczπt. Na ile sposobów moøna wytypowaÊ

czteroosobowy samorzπd tak, aby naleøa≥a do niego co najmniej jedna dziewczyna

i co najmniej jeden ch≥opiec?

W tym przypadku moøemy oddzielnie zliczyÊ moøliwe sk≥ady samorzπdu, w któ-

rych wybrano odpowiednio dok≥adnie 1, 2 i 3 dziewczÍta. W 1. przypadku moø-

liwoúci jest
!7
1

"
·
!27
3

"
(wybieramy jednπ osobÍ z 7 i 3 z 27), w 2. przypadku jest!7

2

"
·
!27
2

"
moøliwoúci, w 3. jest ich

!7
3

"
·
!27
1

"
. Zatem odpowiedü to

3
7

1

4
·
3
27

3

4
+

3
7

2

4
·
3
27

2

4
+

3
7

3

4
·
3
27

1

4

= 7 · 27 · 26 · 25
6

+
7 · 6
2
· 27 · 26
2
+
7 · 6 · 5
6
· 27

= 7 · 2925 + 21 · 351 + 35 · 27 = 20 475 + 7 371 + 945
= 28 791.

Zauwaømy, øe korzystamy tutaj ze wzoru na liczbÍ kombinacji oraz regu≥ doda-

wania i mnoøenia.

II. Wyznaczymy liczbÍ ciπgów d≥ugoúci cztery (a1, a2, a3, a4) takich, øe ai œ N oraz
a1 + a2 + a3 + a4 = 10.

Wyobraümy sobie prostokπt 3 ◊ 10, który podzielono poziomymi i pionowymi
liniami na kwadraty 1 ◊ 1. Kaødemu takiemu ciπgowi moøemy jednoznacznie
przyporzπdkowaÊ pewnπ drogÍ z lewego górnego rogu do prawego dolnego rogu

prostokπta wzd≥uø narysowanych linii. Przyk≥adowo, ciπg (3, 4, 1, 2) odpowiada
drodze:

Cztery poziome odcinki tej drogi majπ kolejno d≥ugoúci 3, 4, 1, 2. Aby wybraÊ taki
ciπg / drogÍ naleøy wskazaÊ 3 z 9 pionowych linii w których przejdziemy z jednej

poziomej linii do kolejnej. Odrzucamy skrajne linie pionowe, gdyø d≥ugoúÊ kaødego

odcinka poziomego ma byÊ liczbπ naturalnπ. Zatem odpowiedü brzmi
!9
3

"
= 126.

Zadania
1. Na p≥aszczyünie danych jest 14 prostych, z których øadne dwie nie sπ równoleg≥e
i øadne trzy nie przecinajπ siÍ w jednym punkcie. Ile jest trójkπtów, których boki

naleøπ do tych prostych?

2. Ile róønych prostokπtów moøna utworzyÊ z pól szachownicy 8◊ 8?
3. Ile jest permutacji zbioru {1, 2, 3, . . . , 31} takich, øe iloczyn kaødych dwóch sπ-
siednich liczb jest parzysty?

4. Na ile sposobów moøna wype≥niÊ kupon totolotka (zakreúlamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, øe zakreúlone zostanπ co najmniej 2 kolejne liczby?

5. Na ile sposobów moøna posadziÊ na 25 miejscowej ≥awie 10 panów i 15 paÒ tak,
aby miÍdzy kaødymi dwoma panami siedzia≥a co najmniej jedna pani?

6. Na ile sposobów moøna podzieliÊ zbiór 12 elementowy na 6 roz≥πcznych podzbio-
rów 2-elementowych?

7. Niech pn oznacza n-tπ liczbÍ pierwszπ.
(a) Ile jest róønych dzielników naturalnych liczby p1p2 . . . pn?
(b) Ile jest par wzglÍdnie pierwszych dzielników liczby p1p2p3p4p5?

8. Na ile sposobów moøna rozmieúciÊ 9 studentów w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kaødy moøe dzieliÊ pokój z kaødym,

(b) pewnych dwóch studentów nie chce mieszkaÊ razem,

(c) pewnych dwóch studentów chce mieszkaÊ razem?

9. Niech k, n œ N, n ˇ 4 i 1 < k < n≠ 1. Na ile sposobów moøna wybraÊ ze zbioru
{1, 2, . . . , n} cztery liczby tak, aby wúród nich by≥a liczba k i dok≥adnie jedna
liczba mniejsza od k?

10. Niech n, k œ N i k ˛ n. Udowodnij toøsamoúÊ

k ·
3
n

k

4
= n ·

3
n≠ 1
k ≠ 1

4

(a) algebraicznie, przekszta≥cajπc lewπ i / lub prawπ stronÍ równoúci;

(b) kombinatorycznie, rozwaøajπc, na ile sposobów moøna z n osób wybraÊ k
osobowy zespó≥ z liderem.



11. Dany jest zbiór n-elementowy A i jego m-elementowy podzbiór B. Ile jest pod-
zbiorów zbioru A niezawierajπcych siÍ w B i nieroz≥πcznych z nim?

12. (*) Niech n œ N. Udowodnij toøsamoúÊ

nÿ

k=0

k

3
n

k

42
= n

3
2n≠ 1
n≠ 1

4
.

Postaraj siÍ znaleüÊ dowód kombinatoryczny.

13. (*) Niech n œ N. Udowodnij, øe liczba ciπgów m-wyrazowych (a1, a2, . . . , am)

takich, øe ai œ N fi {0} oraz a1 + a2 + . . .+ am = n wynosi
3
m+ n≠ 1
m≠ 1

4
.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

20 – 02.04.2020 – Kombinatoryka IV: dwumian Newtona

Aktualizacje:

06.04 - Poprawa wykładnika we wzorze w zadaniu 16

Twierdzenie (dwumian Newtona). Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i liczby
naturalnej n prawdziwy jest wzór

(a+ b)n =
(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b+ . . .+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

=
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Uwaga: Wzór ten jest nazywany dumianem Newtona lub wzorem dwumianowym New-
tona. Dla n = 2, 3 dostajemy znane wzory skróconego mnożenia na kwadrat i sześcian
sumy.

Dowód. Wyrażenie (a+ b)n jest iloczynem n czynników postaci (a+ b), czyli

(a+ b)n = (a+ b) · (a+ b) · . . . · (a+ b)︸ ︷︷ ︸
n czynników

. (1)

Po wymnożeniu otrzymamy sumę iloczynów postaci akbn−k (z k czynników wybraliśmy
a, a z pozostałych (n− k) czynników wybraliśmy b). Dla ustalonego k ∈ {1, 2, . . . , n}
zastanówmy się, ile razy wystąpi iloczyn postaci akbn−k: ponumerujmy kolejne czyn-
niki (a+ b) w (1) liczbami od 1 do n. Każdy wybór liczby a z k czynników odpowia-
da wyborowi pewnego k-elementowego podzbioru zbioru n-elementowego {1, 2, . . . , n}
(natomiast liczbę b wybieramy wtedy z czynników o numerach z dopełnienia tego
podzbioru!). Zatem po wymnożeniu wszystkich czynników wyrażenie akbn−k pojawi
się dokładnie

(
n
k

)
razy.

Uwaga: Jeśli zamiast b w dwumianie Newtona weźmiemy −b, to otrzymamy wzór

(a− b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k(−1)n−k.

Przykłady

I. Zauważmy, że wartości symboli Newtona we wzorze Newtona dla danego n mo-
żemy znaleźć za pomocą trójkąta Pascala. Przykładowo, wiersz trójkąta Pascala
dla n = 5 składa się z liczb 1, 5, 10, 5, 1. Zatem wzór „skróconego mnożenia” na
piątą potęgę sumy ma postać:

(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.

II. Podstawiając w dwumianie Newtonoa a = b = 1 otrzymujemy znaną nam tożsa-
mość

2n = (1 + 1)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
.

III. Wykażemy, że dla każdej liczby naturalnej n liczba(
1 +
√

2
)n

+
(

1−
√

2
)n

jest wymierna (a nawet parzysta). Mamy(
1 +
√

2
)n

+
(

1−
√

2
)n

=
n∑
k=0

(
n

k

)(√
2
)n−k

+
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

(√
2
)n−k

.

Gdy liczba n−k jest nieparzysta, to k-ty wyraz z pierwszej sumy zniesie się k-tym
wyrazem z drugiej sumy, natomiast jeśli liczba n−k jest parzysta, to k-te wyrazy
w obu sumach są równe. W tych wyrazach

√
2 jest w parzystej potędze, są więc

one liczbami naturalnymi. Zostanie nam więc liczba naturalna parzysta.

IV. Korzystając z dwumianu Newtona „obliczymy” sumę

n∑
k=1

k

(
n

k

)
.

Za pomocą tożsamości (zadanie 19.10)

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)
,

i dwumianu Newtona dla n − 1 i a = b = 1 przekształcamy sumę w następujący
sposób:

n∑
k=1

k

(
n

k

)
=
n∑
k=1

n

(
n− 1
k − 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
= n(1 + 1)n−1 = n2n−1.

Zadania

1. Zapisz wzór „skróconego mnożenia” dla (a− b)6 (szóstej potęgi różnicy).

2. Znajdź liczby całkowite a i b takie, że(
3− 2

√
2
)5

= a+ b
√

2.

3. „Uprość” sumę
6∑
j=0

5j+1(−1)j ·
(

6
j

)



4. Dla jakich liczb naturalnych n liczba(√
2 +

1√
2

)n
jest wymierna?

5. Dla jakich liczb naturalnych n liczba

(a)
(√

2 +
√

3
)n

+
(√

2−
√

3
)n

, (b)

(√
2 +
√

3
)n

+
(√

2−
√

3
)n

√
3

jest wymierna (całkowita)?

6. Ile wyrazów wymiernych znajduje się w rozwinięciu za pomocą wzoru dwumiano-
wego Newtona wyrażenia

(√
2 + 4
√

3
)100

?

7. Podaj dowód kombinatoryczny równości udowodnionej w przykładzie IV.

8. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0.

9. Z poprzedniego zadania wynika równość(
n

0

)
+
(
n

2

)
+
(
n

4

)
+ . . . =

(
n

1

)
+
(
n

3

)
+
(
n

5

)
+ . . .

(”+ . . . ” oznacza, że dodajemy symbole
(
n
2k

)
lub

(
n
2k−1

)
dopóki 2k ¬ n lub

2k−1 ¬ n ). Ile jest równa każda ze stron tej równości? Jaka jest jej interpretacja
kombinatoryczna?

10. Niech n ∈ N. Udowodnij tożsamość(
n∑
k=0

(
n

k

))2
=
2n∑
k=0

(
2n
k

)
.

11. Udowodnij wzór dwumianowy Newtona za pomocą zasady indukcji.

12. „Uprość” sumy

(a)
n∑
k=1

k2
(
n

k

)

(b)
n∑
k=0

1
k + 1

(
n

k

)

(c)
n∑
k=0

(
2n
2k

)
4n−k.

13. Udowodnij tożsamości za pomocą wzoru dwumianowego:

(a)
n∑
k=1

(
n

k

)
kakbn−k = na(a+ b)n−1

(b)
n∑
k=2

(
n

k

)
k(k − 1)akbn−k = n(n− 1)a2(a+ b)n−2

14. „Uprość” sumy

(a)
n∑
k=1

(
n

k

)
k2akbn−k,

(b)
n∑
k=3

(
n

k

)
k(k − 1)(k − 2)akbn−k.

15. Liczba naturalna n jest nieparzysta i a ∈ R. Wykaż, że

n∑
k=0

(
n

k

)(
(a− 1)k + (−1)k · (a+ 1)k

)
= 0.

Czy potrafisz „uprościć” sumę, gdy n jest parzyste?

16. Niech n ∈ N ∪ {0}. Załóżmy, że liczby naturalne an i bn spełniają równość

an + bn
√

2 =
(

1 +
√

2
)2n+1

.

(a) Wykaż, że an − bn
√

2 =
(
1−
√

2
)2n+1

.
(b) Wykaż, że liczby an i bn są nieparzyste.
(c)* Udowodnij, że dla każdego n > 1 liczba b2n jest sumą kwadratów dwóch liczb
naturalnych.

17. (*) Niech n ∈ N i a, b, c ∈ R. Udowodnij „wzór trójmianowy Newtona”:

(a+ b+ c)n =
∑
k,l,m

n!
k! l!m!

akblcm,

gdzie sumowanie odbywa się po wszystkich trójkach liczb całkowitych nieujem-
nych (k, l,m) takich, że k + l +m = n. Ile wyrazów jest w tej sumie?



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

21 – 20.04.2020 – Kombinatoryka V: zadania różne

1. Niech n ∈ N. Udowodnij, że(
2n
0

)
<

(
2n
1

)
<

(
2n
2

)
< . . . <

(
2n
n− 1

)
<

(
2n
n

)
oraz (

2n+ 1
0

)
<

(
2n+ 1
1

)
<

(
2n+ 1
2

)
< . . . <

(
2n+ 1
n− 1

)
<

(
2n+ 1
n

)
.

2. Wykaż, że dla każdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierówność(
2n
n

)√
2n+ 1 < 4n.

3. Niech n ∈ N. Udowodnij, że każda z poniższych liczb jest całkowita:

(a)
(2n)!
2n · n!

, (b)
(2n)!
n!(n+ 1)!

, (c)
(n2)!
(n!)n+1

.

4. Niech n ∈ N. Udowodnij tożsamości

(a)
n∑
k=0

(
n

k

)2
=
(
2n
n

)
,

(b)
n∑
k=0

(
n+ k
k

)
1
2k
= 2n.

5. Niech n,m ∈ N. Udowodnij tożsamość

m∑
k=0

(
n+ k
k

)
=
(
n+m+ 1
m

)
.

6. Liczba p jest pierwsza. Wykaż, że

(a) p |
(
p

k

)
dla k = 1, 2, . . . , p− 1,

(b) p2 |
(
2p
p

)
− 2.

7. Niech k,m ∈ N. Ile jest ciągów (a1, a2, . . . , ak) takich, że liczby a1, a2, . . . , ak są
całkowite i 0 ¬ a1 ¬ a2 ¬ . . . ¬ ak ¬ m?

8. Niech n, k ∈ N. Filemon i Bonifacy zapisują ciągi liczb całkowitych:
• Filemon zapisuje wszystkie ciągi (a1, a2, . . . , an) takie, że

|a1|+ |a2|+ . . .+ |an| ¬ k.

• Bonifacy zapisuje wszystkie ciągi (b1, b2, . . . , bk) takie, że

|b1|+ |b2|+ . . .+ |bk| ¬ n.

Udowodnij, że obaj zapiszą tyle samo ciągów.

9. Dane są liczby m, r ∈ N takie, że m > r. Udowodnij, że

m∑
k=r

(
m

k

)(
k

r

)
(−1)k = 0.

10. Niech Fn oznacza n-tą liczbę Fibonacciego (czyli F1 = F2 = 1 i Fn+2 =
Fn+1 + Fn). Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n

n∑
k=1

Fk

(
n

k

)
= F2n.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

22 – 29.04.2020 – Kombinatoryka VI: wzór włączeń i wyłączeń

Twierdzenie. Zbiory A1, A2, . . . , An mają skończenie wiele elementów. Wówczas

|A1∪A2∪A3∪ . . .∪An| =
∑
1¬i¬n

|Ai| −
∑

1¬i<j¬n

|Ai∩Aj | +
∑

1¬i<j<k¬n

|Ai∩Aj ∩Ak|

−
∑

1¬i<j<k<l¬n

|Ai ∩Aj ∩Ak ∩Al| + . . .+ (−1)n+1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|.

Uwaga: Zapis
∑

1¬i<j¬n

oznacza, że bierzemy sumę po wszystkich parach liczb całko-

witych (i, j) takich, że 1 ¬ i < j ¬ n. Na przykład, wzór na kwadrat sumy n liczb
można zapisać jako: (

n∑
i=1

xi

)2
=
n∑
i=1

x2i + 2
∑

1¬i<j¬n

xixj .

Zadania

1. Ile jest liczb naturalnych mniejszych niż 1000 i podzielnych przez 2 lub 3 lub 5?

2. Ile liczb czterocyfrowych jest podzielnych przez 5 lub 9 lub 15?

3. Wyznacz liczbę surjekcji ze zbioru n-elementowego na zbiór p-elementowy.

4. Permutację p = (a1, a2, . . . , an) zbioru {1, 2, . . . , n} nazywamy nieporządkiem
(ang. derangement) jeżeli ak 6= k dla każdego k = 1, 2, . . . , n. Wykaż, że licz-
ba wszystkich nieporządków zbioru {1, 2, . . . , n} jest równa

n! ·
n∑
k=0

(−1)k

k!
.

5. Znajdź wzór na liczbę ciągów o wyrazach ze zbioru {1, 2, . . . , n}, w których każda
liczba wystąpi dokładnie 2 razy i każde dwa sąsiednie wyrazy są różne.

6. Na ile sposobów można wypełnić tabelę o m wierszach i n kolumnach liczbami 0
i 1 tak, aby w żadnym wierszu i żadnej kolumnie nie było samych zer?

7. (IMO 1989) Powiemy, że permutacja (x1, x2, . . . , x2n) zbioru {1, 2, . . . , 2n} jest
miła, jeżeli dla co najmniej jednego i zachodzi |x1 − xi+1| = n. Udowodnij, że
dla każdego n więcej niż połowa wszystkich permutacji zbioru {1, 2, . . . , 2n} jest
miła.

8. Zbiory A1, A2, . . . , An mają skończenie wiele elementów. Udowodnij wzór

|A14A24A34 . . .4An| =
∑
1¬i¬n

|Ai| − 2
∑

1¬i<j¬n

|Ai ∩Aj | +

4
∑

1¬i<j<k¬n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − 8
∑

1¬i<j<k<l¬n

|Ai ∩Aj ∩Ak ∩Al|

+ . . .+ (−1)n+12n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|.



Analiza matematyczna - klasa 1a4

Zadanie domowe z kombinatoryki na 29.04.2020

W miarę możliwości proszę oby każdy umieścił własne rozwiązania w jednym pliku pdf. Proszę abyście

• zadbali o czytelność rozwiązań,
• na jednej stronie pisali rozwiązanie tylko jednego zadania,
• na każdej stronie umieścili imię i nazwisko oraz numer zadania i numer strony, jeżeli rozwiązanie zadania
zajmuje więcej niż jedną stronę.

Aby otrzymać ocenę bardzo dobrą należy poprawnie rozwiązać 4 zadania, na ocenę dobrą 3 zadania, itd.

W zadaniach 1, 2, 3 należy otrzymać odpowiedź w postaci wyrażenia algebraicznego, w którym występuje
niezależna od n liczba działań dodawania, odejmowania, mnożenia, dzielenia, potęgowania, pierwiastko-
wania i operacji silnia.

1. Niech n ∈ N. Oblicz sumę
n∑
k=0

1
(n− k)!(n+ k)!

2. Niech n ∈ N. Oblicz sumę
n−1∑
k=0

(
2n
2k + 1

)
2k.

3. Niech n ∈ N. Wyznacz liczbę ciągów długości n o wyrazach ze zbioru {0, 1, 2, 3}, w których liczba 0
występuje (a) parzystą, (b) nieprarzystą ilość razy.

4. Udowodnij tożsamość
n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k
k

)
=
n∑
k=0

2k
(
n

k

)2
.

5. Wyznacz liczbę ciągów (a, b, c, d) takich, że a, b, c, d ∈ N oraz

3a+ 3b+ 3c+ d = 300.

6. Dla danej liczby naturalnej n wyznacz liczbę ciągów skończonej długości o wyrazach ze zbioru {1, 2},
których suma jest równa n?

Uwaga: dla danej liczby naturalnej n dopuszczamy ciągi różnej długości, np. dla n = 4 każdy z ciagów
(2, 2), (1, 2, 1), (1, 1, 1, 1) spełnia podany warunek.

7. Rozważamy n-kąt wypukły W , którego żadne trzy przekątne nie przecinają się w jednym punkcie.

(a) Ile jest różnych punktów przecięcia przekątnych wewnątrz wielokąta W?

(b) Na ile części wszystkie przekątne dzielą wielokąt W?
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23 – 08.05.2020 – Funkcje liczbowe I

Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f : D → R, gdzie D ⊂ R.

Często funkcja liczbowa jest podana samym wzorem bez wskazania dziedziny. Wów-
czas przyjmujemy, że dziedziną takiej funkcji jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych,
dla których wzór definiujący funkcję ma sens. Na przykład

• dziedziną funkcji f(x) =
√
x+ 1 jest zbiór Df = [−1,+∞),

Przypomnienie: Jeżeli k jest liczbą naturalną parzystą i x ­ 0, to przyjmujemy, że k
√
x

oznacza jedyną liczbę nieujemną t taką, że tk = x

• dziedziną funkcji g(x) =
x

x2 − 1
jest zbiór Dg = R \ {−1, 1}.

Jeżeli chcemy napisać, że mamy do czynienia z funkcją zmiennej x bez oznaczania jej
literą f , g itp., możemy użyć notacji z symobolem 7→, np.

x 7→
√

1− x2, x 7→ 7x2 − 2x+ 5.

Ważne klasy funkcji

• funkcje stałe: f(x) = c, gdzie c jest ustaloną liczbą rzeczywistą;
• funkcje liniowe: f(x) = ax+ b, gdzie a, b ∈ R;
• funkcje kwadratowe: f(x) = ax2 + bx+ c, gdzie a, b, c ∈ R i a 6= 0;
• wielomiany: f(x) = anxn+an−1xn−1+ . . .+a1x+a0; gdzie a0, a1, . . . , an ∈ R. Jeśli
an 6= 0, to mówimy, że f jest wielomianem stopnia n;

• funkcje wymierne: f(x) =
g(x)
h(x)

, gdzie g i h są wielomianami.

Funkcje można również definiować za pomocą kilku wzorów, rozbijając jej dziedziną
na kilka rozłącznych podzbiorów. Na przykład funkcję zwaną wartością bezwzględną
lub modułem f(x) = |x| można zdefiniować w następujący sposób:

f(x) =

{
x gdy x ­ 0
−x gdy x < 0.

Funkcję f(x) = |x| można również zdefiniować wzorem f(x) =
√
x2.

Inny przykład to funkcja signum:

sgn(x) =


−1 gdy x < 0
0 gdy x = 0
1 gdy x > 0

Wykresem funkcji liczbowej f : Df → R nazywamy podzbiór płaszczyzny

Wf = {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ Df}.

Dla dwóch funkcji f : Df → R i g : Dg → R takich, że g(Dg) ⊂ Df możemy zdefinio-
wać operację złożenia funkcji:

f ◦ g(x) = f(g(x)).

WAŻNE: Składanie funkcji jest łączne i nie jest przemienne.

Jeżeli E ⊂ R i funkcja f : D → E jest bijekcją, to dla każdego y ∈ E istnieje do-
kładnie jeden x ∈ D taki, że f(x) = y. Ten element x oznaczamy f−1(y), a funkcję
f−1 : E → D nazywamy funkcją odwrotną do f . Wówczas

∀x∈D f−1 ◦ f(x) = x i ∀y∈E f ◦ f−1(y) = y.

Funkcja f jest też funkcją odwrotną do f−1.

Na przykład, jeżeli f(x) = x3, to f−1(y) = 3
√
y.

Należy pamiętać o tym, że napis f−1(x) oznacza co innego niż
1
f(x)

!!!

Zadania

1. Wyznacz dziedziny funkcji

(a) f(x) =
3x2 + 2x− 7

(x2 − 2)(x+ 1)(x2 + 2)
,

(b) f(x) =
√
x(x− 1),

(c) f(x) =
√
x

x− 1
,

(d) f(x) =
x2 − 4
x+ 2

,

(e) f(x) =
√
x+ 1−

√
x,

(f) f(x) =
1

4
√

1− x− 4
√

2− x
.

2. Naszkicuj wykresy funkcji

(a) f(x) =
1
x

,

(b) f(x) = 2x− 3,

(c) f(x) = | − 12x+ 2|,

(d) f(x) =
√

4− x2,
(e) f(x) = x2 − 1,

(f) f(x) =
x2 − 4
x+ 2

.

3. Opisz, jak z wykresu funkcji f(x) otrzymać wykres funkcji

(a) g(x) = f(x+ a), gdzie a ∈ R,

(b) g(x) = f(x) + a, gdzie a ∈ R,

(c) g(x) = f(ax), gdzie a ∈ R \ {0},
(d) g(x) = af(x), gdzie a ∈ R \ {0}.

4. Naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbiory wartości

(a) f(x) = x2 + 2x− 2, (b) f(x) =
2x+ 3
x+ 1

, (c) f(x) =
∣∣|x− 2| − 2

∣∣− 2.



5. Znajdź złożenia f ◦ g i g ◦ f funkcji f(x) =
x

x2 + 1
+ 1 i g(x) =

√
x− 1.

6. Wykaż, że składanie funkcji jest łączne.

7. Wyznacz funkcję odwrotną do funkcji:

(a) f(x) = −3x+ 4,

(b) f(x) = − 1
x

(c) f(x) =
x− 1
2x+ 3

,

(d) f(x) = 5
√
x− 1 + 1

8. Rozważamy funkcję f : D → E, gdzie D i E to dowolne zbiory. Udowodnij, że

(a) f jest surjekcją wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E → D taka, że

∀y∈E f ◦ g(y) = y.

(b) f jest injekcją wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E → D taka, że

∀x∈D g ◦ f(x) = x.

(c) f jest bijekcją wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E → D taka, że

∀y∈E f ◦ g(y) = y, i ∀x∈D g ◦ f(x) = x.

9. Funkcja f(x) =
cx

2x+ 3
spełnia warunek f ◦ f(x) = x dla każdego x różnego od

− 32 . Wyznacz współczynnik c.

10. Dana jest funkcja f(x) =
x2

1 + x2
. Oblicz sumę

n∑
j=1

n∑
k=1

f

(
j

k

)
.

11. Wyznacz dziedzinę i narysuj wykres funkcji

f(x) =

√√√√√√√x ·
√

1 + x2

2x
+ 1−

√
1 + x2

2x
− 1√

1 + x2

2x
+ 1 +

√
1 + x2

2x
− 1

12. Dana jest funkcja f(x) =
1

1− x
. Wyznacz f ◦ f ◦ f(2020)

13. Wyznacz wszystkie funkcje f : R → [0,+∞) takie, że dla dowolnych x, y ∈ R
spełniona jest nierówność

f(x+ y) ­ f(x) + f(y).

14. Wyznacz wszystkie funkcje f : R→ R takie, że dla dowolnych x, y ∈ R spełniona
jest równość

f(x) · f(y)− xy = f(x) + f(y)− 1.

15. Niech D = {1, 2, 3, 4, 5} i p, q : D → D to permutacje zadane przez ciągi
(2, 3, 1, 5, 4) i (3, 5, 1, 2, 4). Wyznacz ciągi odpowiadające permutacjom p◦q i q◦p.

16. Niech D = {1, 2, 3, . . . , n}. Permutację p : D → D nazwiemy cyklem długo-
ści k, jeżeli istnieją różne liczby a1, a2, . . . , ak ∈ D takie, że p(ai) = ai+1 dla
i = 1, 2, . . . , k − 1 i p(ak) = a1 oraz p(b) = b dla b ∈ D \ {a1, a2, . . . , ak}. Oznacz-
my taki cykl przez C(a1, a2, . . . , ak).

Powiemy, że cykle C(a1, . . . , ak) i C(b1, . . . , bl) są rozłączne, jeżeli {a1, . . . , ak} ∩
{b1, . . . , bl} = ∅.
Cykl długości 2 nazywamy transpozycją.

(a) Wykaż, że każda permutacja jest złożeniem kilku cykli rozłącznych. Czy te
cykle są wyznaczone jednoznacznie? Czy kolejność ich składania jest istotna?

(b) Wykaż, że każda permutacja jest złożeniem skończonej liczby transpozycji.

(c) Permutację p : D → D zapisano jako złożenie r transpozycji i jako złożenie
s transpozycji. Wykaż, że 2 | r − s.
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24 – 22.05.2020 – Funkcje liczbowe II - przebieg zmienności funk-
cji

Załóżmy, że D ⊂ R jest przedziałem i f : D → R.

Monotoniczność funkcji. Mówimy, że funkcja f jest

• rosnąca, jeśli f(x) < f(y), gdy x < y,

• malejąca, jeśli f(x) > f(y), gdy x < y,

• niemalejąca, jeśli f(x) ¬ f(y), gdy x < y,

• nierosnąca, jeśli f(x) ­ f(y), gdy x < y,

• monotoniczna, jeśli jest niemalejąca lub nierosnąca,

• ściśle monotoniczna, jeśli jest rosnąca lub malejąca

Przykłady:

• funkcja f(x) = 3
√
x jest rosnąca,

• funkcja g(x) = −x− x3 jest malejąca.

Przedział monotoniczności funkcji f jest to przedział, na którym funkcja f jest mo-
notoniczna, który nie jest zawarty w większym przedziale o tej własności.

Przykład: funkcja f(x) = x2 ma dwa przedziały monotoniczności: (−∞, 0], na którym
maleje i [0,+∞), na którym rośnie.

Ekstrema funkcji. Powiemy, że funkcja f ma w punkcie a ∈ D
• minimum (minimum globalne), jeżeli f(x) ­ f(a) dla każdego x ∈ D. Wówczas

piszemy min f = f(a) lub min
D
f = f(a);

• maksimum (maksimum globalne), jeżeli f(x) ¬ f(a) dla każdego x ∈ D. Wówczas
piszemy max f = f(a) lub max

D
f = f(a);

• minimum lokalne, jeżeli istnieje przedział (b, c) ⊂ D taki, że a ∈ (b, c) i f(x) ­ f(a)
dla każdego x ∈ (b, c);

• maksiumum lokalne, jeżeli istnieje przedział (b, c) ⊂ D taki, że a ∈ (b, c) i
f(x) ¬ f(a) dla każdego x ∈ (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym
Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym.

Przykłady:

• funkcja f(x) = x2 ma w punkcie a = 0 minimum globalne i lokalne. Funkcja ta nie
ma maksimów lokalnych.

• funkcja g(x) = 1− |x+ 1| ma w punkcie a = −1 maksimum globalne i lokalne.

• funkcja h(x) =
1
x

(x 6= 0) nie ma ekstremów lokalnych i globalnych

Mówimy, że funkcja f : D → R jest ograniczona z góry, jeżeli istnieje A ∈ R takie,
że f(x) < A dla każdego x ∈ D i ograniczona z dołu, jeżeli istnieje B ∈ R takie, że
f(x) > B dla każdego x ∈ D. Funkcja f jest ograniczona, jeżeli f jest ograniczona z
góry i z dołu.

Zadania

1. Udowodnij, że funkcja f(x) =
x√

1 + x2
jest rosnąca. Czy funkcja ta ma ekstrema

lokalne lub globalne? Wyznacz funkcję f−1.

2. Wyznacz przedziały monotoniczności i ekstrema funkcji f(x) =
1

1 + x2
oraz

g(x) =
x

1 + x2

3. Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f(x) = |x + 1| + |x − 1| oraz
g(x) = |x+ 1| − |x− 1|. Naszkicuj wykresy tych funkcji.

4. Wyznacz przedziały monotoniczności i ekstrema funkcji f(x) =
∣∣|x− 2| − 2

∣∣.
5. Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f(x) =

x− 3
2x+ 1

.

6. Wykaż, że funkcja f(x) =
x

1 + |x|
jest ściśle monotoniczna i wyznacz funkcję f−1.

7. Znajdź przedziały monotoniczności funkcji f(x) = |4− 5x|+ |1− 3x|+ 2x+ 4.

8. Które z funkcji w zadaniach 1 - 6 są ograniczone, ograniczone z góry, ograniczone
z dołu? Które z nich mają maksimum lub minimum globalne?

9. Funkcja f : D → R jest ściśle monotoniczna. Wykaż, że funkcja f−1 też jest
monotoniczna.

10. Funkcje f i g są ściśle monotoniczne. Co można powiedzieć o monotoniczności
funkcji f · g i f ◦ g?

11. Niech a < b. Pokaż, że każda funkcja monotoniczna f : [a, b]→ R jest ograniczona.

12. Funkcja wszędzie nieograniczona. Funkcję f : R→ R zdefiniowano w nastę-
pujący sposób: f(x) = 0 dla x niewymiernych i x = 0, oraz f(mn ) = n dla x = m

n ,
gdzie m ∈ Z \ {0}, n ∈ N i ułamek mn jest nieskracalny. Pokaż, że funkcja f jest
nieograniczona na każdym przedziale (a, b).

13. Mówimy, że funkcja f spełnia równanie funkcyjne Cauchy’ego, jeżeli dla dowol-
nych x, y ∈ Df zachodzi równość f(x+ y) = f(x) + f(y).

(a) Wyznacz wszystkie funkcje f : Q→ R spełniające równanie funkcyjne Cau-
chy’ego.

(b) Wyznacz wszystkie funkcje g : R → R takie, że g jest ograniczona na prze-
dziale (0, 1) i g spełnia równanie funkcyjne Cauchy’ego.

(c) Wyznacz wszystkie funkcje monotoniczne h : R → R, które spełniają rów-
nanie funkcyjne Cauchy’ego.
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25 – 03.06.2020 – Wartość bezwzględna

Przypomnienie:

|x| =

{
x gdy x ­ 0
−x gdy x < 0.

Prawdziwy jest także wzór |x| =
√
x2.

Liczba |x| jest nazywana wartością bezwzględną lub modułem liczby x.
Twierdzenie (najważniejsze własności wartości bezwzględnej).

(i) |x| ­ x dla każdego x ∈ R.
(ii) Jeśli a > 0 i x ∈ R to nierówność |x| ¬ a jest równoważna koniunkcji nierównośći
−a ¬ x ¬ a.

(iii) Jeśli a > 0 i x ∈ R to nierówność |x| ­ a jest równoważna alternatywie nierów-
nośći x ­ a lub x ¬ −a.

(iv) Jeśli x, y ∈ R to

|xy| = |x| · |y| oraz gdy y 6= 0 |x|
|y|
=
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ .

(v) Jeśli x, y ∈ R, to

|x+ y| ¬ |x|+ |y| oraz
∣∣|x| − |y|∣∣ ¬ |x− y|.

Zadania

1. Udowodnij (v) podpunkt Twierdzenia.

2. Rozwiąż równania:

(a) |x+ 2| = 2(3− x)
(b) |x| − |x− 2| = 2
(c) |x− 3|+ |x+ 4| = 9
(d) 2|x|+ |x− 1|+ |x+ 1| = 4

(e) |2x|+ 3x− 5 = |x− 1|
(f)

∣∣|x+ 1| − 2∣∣ = 1
(g)

∣∣|x+ 2| − |x|∣∣ = 2
(h)

∣∣|x+ 1| − |x− 1|∣∣ = 3
3. Rozwiąż nierówności:

(a) |5− 2x| < 1
(b) |2− x| < 1− 2x
(c) |3x− 4| ­ 7
(d) |x− 2| ¬ |x+ 4|

(e) |x+ 2| − |x| > 1
(f) |2x+ 6|+ |3x− 12|+ |x| < 20
(g)

∣∣|x+ 3| − 2∣∣ ¬ 1
(h)

∣∣|x+ 3| − 2∣∣ > 3

4. Wyznacz liczbę rozwiązań równania w zależności od wartości parametru m ∈ R:

(a)
∣∣|x| − 3∣∣ = m (b)

∣∣|x| −m∣∣ = 1 (c)
∣∣|x−m| − 3∣∣ = 1

5. Rozwiąż równanie

2
∣∣∣x− ∣∣x+ |x− 1|∣∣∣∣∣ = ∣∣∣x+ ∣∣x− |x+ 1|∣∣∣∣∣.

6. Załóżmy, że −1 < x, y < 1. Wykaż, że

|x− y| < |1− xy|.

7. Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nierówność

|x|+ |y|+ |z| ¬ |y + z − x|+ |z + x− y|+ |x+ y − z|.

8. Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nierówność

|x|+ |y|+ |z|+ |x+ y + z| ­ |x+ y|+ |y + z|+ |z + x|.

9. Udowodnij, że dla dowolnych x, y ∈ R spełniona jest nierówność∣∣∣∣ x1 + x2 − y

1 + y2

∣∣∣∣ ¬ |x− y|.
10. Wykaż, że jeśli a, b, c ∈ R, to∣∣∣√a2 + b2 −√a2 + c2∣∣∣ ¬ |b− c|.
11. Wyznacz wszystkie funkcje f : [0, 1]→ [0, 1] takie, że dla dowolnych x, y ∈ [0, 1]

|f(x)− f(y)| = |x− y|.

12. Wykaż, że dla dowolnych funkcji f, g : [0, 1]→ R istnieją x, y ∈ [0, 1] takie, że

|f(x) + g(y)− xy| ­ 1
4
.

13. Liczby 1, 2, 3, . . . , 2n− 1, 2n podzielono na dwie grupy po n liczb w każdej. Niech
a1 < a2 < . . . < an to uporządkowane rosnąco liczby z pierwszej grupy, natomiast
b1 > b2 > . . . > bn to uporządkowane malejąco liczby z drugiej grupy. Wykaż, że

n∑
i=1

|ai − bi| = n2.

14. Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn za-
chodzi nierówność∑

1¬i<j¬n

(
|ai − aj |+ |bi − bj |

)
¬
n∑
i=1

n∑
j=1

|ai − bj |.
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26 – 17.06.2020 – Część całkowita (podłoga) liczby rzeczywistej

Część całkowitą (podłogę) liczby rzeczywistej x (ozn. bxc) definiujemy jako największą
liczbę całkowitą mniejszą lub równą x.

Twierdzenie (najważniejsze własności podłogi liczby rzeczywistej).

(i) bxc ¬ x < bxc+ 1 dla każdego x ∈ R.

(ii) Jeśli x ∈ R i k ∈ Z to bx+ kc = bxc+ k.

(iii) Jeśli x ∈ R i n ∈ N, to
⌊
bxc
n

⌋
=
⌊x
n

⌋
.

(iv) Dla dowolnych x, y ∈ R

bxc+ byc ¬ bx+ yc ¬ bxc+ byc+ 1.

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. dxe) definiujemy jako najmniejszą liczbę całkowitą
większą lub równą x. Zachodzi równość dxe = −b−xc, więc każde wyrażenie zawiera-
jące sufit można zamienić na równoważne wyrażenie z podłogą.

Zadania

1. Udowodnij podpunkty (iii) i (iv) Twierdzenia.

2. Sformułuj i udowodnij twierdzenie o najważniejszych własnościach sufitu liczby
rzeczywistej.

3. Udowodnij, że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość⌊
x+

1
2

⌋
= b2xc − bxc .

4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = b2xc − x.
5. Funkcja f : N→ N jest dana wzorem

f(n) =
⌊n

2

⌋
−
⌊n

3

⌋
.

Wykaż, że f jest surjekcją i znajdź wszystkie liczby naturalne n takie, że
f(n) = 2020.

6. Rozwiąż równanie bxc+ b3xc = 17.

7. Rozwiąż równania

(a)
⌊

5 + 6x
8

⌋
=

15x− 7
5

, (b)
⌊

12x− 5
7

⌋
=

7x− 6
4

.

8. Udowodnij, że dla dowolnych x, y ∈ R zachodzi nierówność

b2xc+ b2yc ­ bxc+ byc+ bx+ yc .

9. Udowodnij, że dla dowolnych x, y, z ∈ R zachodzi nierówność

b3xc+ b3yc+ b3zc ­ 2 (bxc+ byc+ bzc) + bx+ y + zc .

10. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n⌊√
n+
√
n+ 1

⌋
=
⌊√

4n+ 2
⌋
.

11. Wykaż, że dla każdej liczby naturalnej n liczba
⌊(

2 +
√

3
)n⌋

jest nieparzysta.

12. Liczby x1, x2, . . . , xn są naturalne. Udowodnij nierówność⌊
x1 + x2 + . . .+ xn

n

⌋
+ n ¬ 1 + x1 + x2 + . . .+ xn.

13. Niech x ­ 0. Udowodnij równość⌊√
bxc
⌋

=
⌊√
x
⌋
.

14. Rozwiąż równanie ⌊
(x+ 1)2

⌋
=
⌊
x2
⌋

+ 1.

15. Niech a, b ­ 0 i a+ b = 1. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n

bnac+ bnbc = n− 1.

16. Liczby a, b, c, d są dodatnie i niewymierne oraz a+ b = 1. Udowodnij, że c+d = 1
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby naturalnej n zachodzi równość

bnac+ bnbc = bncc+ bndc .

17. Niech a, b, c ∈ R i dla każdej liczby naturalnej n zachodzi równość

bnac+ bnbc = bncc .

Udowodnij, że a+ b = c.

18. Udowodnij twierdzenie Dirichleta: Dl każdej liczby niewymiernej x i liczby natu-
ralnej n istnieją liczby całkowite piq takie, że 1 ¬ q ¬ n oraz

|xq − p| ¬ 1
n
.
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Zadanie domowe na 17.06.2020

W miarę możliwości proszę oby każdy umieścił własne rozwiązania w jednym pliku pdf. Proszę abyście

• zadbali o czytelność rozwiązań,
• na jednej stronie pisali rozwiązanie tylko jednego zadania,
• na każdej stronie umieścili imię i nazwisko oraz numer zadania i numer strony, jeżeli rozwiązanie zadania
zajmuje więcej niż jedną stronę.

Aby otrzymać ocenę bardzo dobrą należy poprawnie rozwiązać 5 zadań, na ocenę dobrą 4 zadania, itd.

1. Funkcja f : (−1,+∞)→ R jest dana wzorem

f(x) =
x2

1 + x
.

(a) Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f i jej ekstrema lokalne.

(b) Zbadaj, czy funkcja f ma minimum globalne i czy ma maksimum globalne.

2. Znajdź wszystkie funkcje różnowartościowe f : R→ R takie, że dla dowolnych x, y ∈ R

f
(
f(x) + y

)
= f(x+ y) + 1.

3. Funkcja f : N→ N jest rosnąca i spełnia dla każdej liczby naturalnej n równość

f
(
f(n)

)
= 3n.

Oblicz f(999).

4. Rozwiąż nierówność ∣∣∣|x− 1| − |x+ 1|∣∣∣ ¬ 1.
5. Wyznacz liczbę rozwiązań równania ∣∣∣x+m|x|∣∣∣ = 1
w zależności od wartości parametru m ∈ R.

6. Niech a, b, c ∈ R. Wykaż, że∣∣∣∣∣ |b− a||ab|
+
b+ a
ab
− 2
c

∣∣∣∣∣+ |b− a||ab|
+
b+ a
ab
+
2
c
= 4 ·max

(1
a
,
1
b
,
1
c

)
.

7. Udowodnij, że dla dowlnych liczb rzeczywistych x, y, z spełniona jest nierówność

|x+ y + z|
1 + |x+ y + z|

¬ |x|
1 + |x|

+
|y|
1 + |y|

+
|z|
1 + |z|

.

8. Wykaż, że istnieją liczby całkowite a, b, c nie wszystkie jednocześnie równe zero, takie, że |a|, |b|, |c| <
106 oraz ∣∣∣a+ b√2 + c√3∣∣∣ < 1

1011
.
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