Analiza matematyczna — klasa 1A-4

1. lekcja — 4.09.2019

Zadania rdézne

Umawiamy sie, ze liczby naturalne to 1,2,3,4,5,.. ..

ZADANIA

1.
2.

Oblicz sume kolejnych liczb naturalnych od 1 do 2019.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n utamek

2In+4
14n + 3

jest nieskracalny.

. Liczbe naturalna n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a

jako 111. Udowodnij, ze n nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

. Niech n bedzie liczba naturalng. Ktéra z liczb jest wicksza: /n + v/n +2 czy

2v/n + 17

5. Liczby a i b sa naturalne. Ktéra z liczb jest wieksza, a® - b° czy a® - b*?

6. Suma wszystkich dzielnikéw liczby naturalnej a jest réwna 2a. Znajdz sume od-

wrotnosci tych dzielnikow.

. Pokaz, ze
9 1 1111
100 © 102 112 122 T 1002 10
. Wykaz, ze suma odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych od 1 do 4096 jest wigksza

niz 7.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istniejg liczby naturalne k i [ takie,

ze k <l oraz

1 1 1 1 1
R N P D R

n k(k+1)
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Wyrazenia i tozsamosci algebraiczne

1. Co to jest wyrazenie algebraiczne?
2. Co to jest tozsamos¢ algebraiczna?
3. Jak mozna wykazaé, ze dana tozsamos$¢ algebraiczna jest prawdziwa lub falszywa?
Tw. (Pierwsze trzy wzory skréconego mnozenia) Prawdziwe sa nastepujace
tozsamosci:
(a+b)* = a®+2ab+b°
(a —b)* = a® — 2ab + b?
(a+b)(a—b) = a® — b?

Wzér na kwadrat sumy,
Wzoér na kwadrat réznicy,

Wzér na réznice kwadratow.

Wtasno$ci liczb rzeczywistych przydatne w rozwigzaniach niektérych za-
dan: Niech a i b to liczby rzeczywiste. Wowczas

(i) a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b = 0.
(i) a® + b* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =01 b = 0.

ZADANIA:

1. Za pomoca wzoréw na kwadrat sumy lub rézmicy oblicz (w pamieci) 192, 522,
1952, 1072, 9992

2. Za pomoca wzoru na réznice kwadratéw oblicz iloczyny 18 - 22, 53 - 47, 495 - 505.
3. Rozwin potegi:

(c) (a+2b—3c)?
(d) (Fa—3b)%

4. Zamien ponizsze iloczyny na sumy

(14 2 — 322)(2 + 2?);

A+y+y°)y -y +9°);

(2a — 3b + 4c)(4a — 3b + 2¢);

(a —b+2c)(a+ 3b+ 2c);

(ab + be + ca)(a® + b2 + c?);
(utv+z+y)lu—v+z—y);

(x — 2y +32)(y — 2z + 3x)(z — 2z + 3y).

5. Zamien sumy na iloczyny wyrazen algebraicznych:

) 22 — 22— 3;
) 4y? =2y — 3
) $2? — 2z — 5;
) ab+ be + ca + b?;
e) 2ab—a+4b—2;
) a® —b* +2b—1,;
) a® + b% + 2ab + 2bc + 2ca;
) abc+ab+bc+ca+a+b+c+1;
) a?b+ ab® + b%c + bc® + c?a + ca® + 2abc.
6. Kazda z liczb calkowitych a, b jest sumag dwéch kwadratéw liczb catkowitych.
Wykaz, ze liczba a - b tez jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych.
7. Znajdz wszystkie liczby pierwsze postaci 4™ — 1, gdzie n jest liczba naturalna.
8. Dla jakich liczb x, y zachodzi réwnosé (x + y)? = 2% + y2?

9. Udowodnij, ze wyrazenia algebraicznego a? + b2 nie da si¢ zapisaé¢ jako iloczynu
wyrazen postaci (pa + gb)(ra + sb), gdzie p, g, r, s to pewne stale liczbowe (stale,
czyli te same dla wszystkich a i b).

10. Wyznacz x, zamieniajac odpowiednie wyrazenie algebraiczne na iloczyn, ktéry
jest réwny zero lub wykaz, ze taki x nie istnieje, zapisujac odpowiednie wyrazenie
algebraiczne jako sume kwadratu i liczby dodatniej.

11. Wyznacz wszystkie pary liczb x, y, spelniajace dane rownania:

(a) 22 +y? 20 +2y+2=0;
(b) 222 + y? + 4 = 2y + 4a;
(c) 222 + 2y? + 22y + 3 = 22 + 2y;
(d) 2% + 2y = 22 + 2y;
(e) 322 +3y? + 22y — 4o + 4y + 4 = 0.
12. * Rozwiaz uklad réwnan
22 — 4y +7=0,
y? — 62414 =0,
22 —2x—7=0.
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Dowodzenie nieréwnoSci

Podstawowe wlasnosci nieré6wnosci
Ponizej a, b, ¢, d oznaczaja liczby rzeczywiste.
(1) jeSlia<bib<c toa<c

(2) jeSlia<b toat+c<b+cia—c<b-—g

b
(3) jeélia<bic>0,t0ac<bcig<7;
c ¢

b
(4) jeélia<bic<0,t0ac>bcig>7;
c ¢
(5) jeSlia<bic<d,toat+c<b+d
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSlia<bic<d,toa—c<b—d !
(6) jeSli0<a<bil<c<d,toac< bd;

(7) jesli0<a<bic<d<0,toad> b
b

UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSli a < bic<d, to%<g!!!
(8) jeSlia>b>0,t 1<1~

jesli a yto =<4
(9) jedli a # 0, to a® > 0;
(10) jeslia > 0,b > 0i a? > b2, to a > b
(11) jeslia > 0,b > 01 v/a > Vb, to a > b.

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelnione sa nieréwnosci:

24 b2 b 2
max(a, b) > a ;_ > a—2|— > Vab > e > min(a, b).
b

Q=

Kiedy kazda z tych nieréwnosci staje sie réwnoscia?
1
2. Niech x > 0. Wykaz, ze x + — > 2.
x
3. Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnoséé

(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

4. Liczby ay,as9,...,a, sa dodatnie i ich iloczyn jest réwny 1. Wykaz, ze

(I+a)(1+a2)...(1+a,)>2".

10.

11.

12.

13.

14.

. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

a? + b+ ¢ > ab+ be+ ca.

. Wykaz, ze dla liczb dodatnich a, b prawdziwe sa nieréwnosci

(a) (i+3b) <2+3a) <Z+Z> -
(b) (a+b)'W>aﬁ+bﬁ;

Liczby a,b sa dodatnie i a +b = 1. Wykaz, ze

+1 2_|_ b-i—l 2>§
‘T b) T 27

Liczby a, b, ¢ sa rzeczywiste. Udowodnij, ze wérdd trzech liczb

a—b% b—c% c—a?

1

przynajmniej jedna jest mniejsza lub réwna 7.

Ktéra z liczb a, b, c,d, e jest najmniejsza, a ktéra najwieksza, jedli spelniaja one
wszystkie nieréwnosci

a+b<c+d, b+c<d+e c+d<e+a, d+e<a+bd.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosci
a+b+¢c<3d, b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3c
Wykaz, ze a =b=c=d.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a1, as, . . . , a,, zachodzi nieréwnosé

\/a%—l—a%—k...—!—a% S @ ta ... +ay
= .
n n

Kiedy ta nieréwno$¢ staje sie rownoscia?

Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra liczba jest wieksza: 1 4+ 4™ 4 97
czy 2™ 4+ 3™ 4 6".

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nier6wnosé

(a+c)(b+d) > Vab+ Ved.
Liczby a, b sa dodatnie, natomiast m jest liczba naturalng. Wykaz, ze

m b\m
(1+5)" +(1+2)" =2
b a



15.

16.

17.

18.

19.

Zalézmy, ze a,b > 0. Udowodnij nieréwnosci

a+b < G b <2(a—|—b)

l14a+b 14+a 14b 2+4+a+b

Wykaz, ze jedli 0 < 2 <1i0<y<1,to

x y
1
1+y+1+x\

Udowodnij, ze jesli x > 01y > 0, to

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréw-

noéé

iy s T VE Y
2-V2

ab—|—ad—|—bc+cd> ab L cd
at+b+c+d ~ a+b c+d

Zalézmy, ze ©1 > xo > ... > x, > 0. Udowodnij, ze

S

+

Sl

x
+...+7%>\/z%+a:§+...+x%.
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Ostatnie poprawki 26.09.2019

Przeksztalcenia algebraiczne, wzory dla trzecich poteg
Dla dowolnych liczb a, b

(a+0)® = a® +3a®b + 3ab®> + b* oraz (a —b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b°.

1. Rozwin potegi:
3
(a) (20+2); (c) (a%y — 2% (f) (z+y-2)%

(@) (x— 1)

(b) <§a+;b>3; (©) (04 b1 o) (g) (x—l—i—i)B.

2. Przedstaw wyrazenie w postaci szeScianu sumy lub réznicy dwéch wyrazen:

. 1 3
(a) 8a®+ 12a%b+ 6ab® + b3, (c) §”T3 _ §x2y + 6y — 8y°;
3 3 1 1
3_ Y _ . 6 __ 3 _
(b) z . +—x5 5 (d) 2® —32% 43 5

3. Rozldz na czynniki wyrazenia

(a) a® +b%; (e) o +ay® — 2%y —y%
(b) a®—b% (f) a®+ b+ 3ab — 1;
3313 .3 )
(c) a® +b° + ¢ — 3abe; (g) a®+b*+ 3 +a?b+b%c+cPa+
(d) 23 —zy? + 2%y — y*; ab? + bc? + ca’.

1 1 1
4. Zalézmy, ze v + — = 3. Oblicz 23 —|——m—|— ia? —1——
x

1 1 1
5. Zalézmy, ze y — — = —=. Oblicz 33 — — 1 Y + —-
Y 2 Y Y
6. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 8™ + 1 jest zlozona.
7. Zalézmy, ze x + y = a i xy = b. Wyraz za pomoca a i b wartosci wyrazen (gdy
trzeba, zakladamy, ze © # 01y # 0):

1 1
E"';a $2+y2’ x3+y3, |x—y|, |$2—y2|, $4+y4

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

Zatozmy, ze x +y + z = a, xy + yz + zx = b, xyz = c¢. Wyraz poprzez a,b, c
wartosci wyrazen

(a) 2° +y* + 2 (d) (@ +y)(y+2)(z+2),
(b) iJri % (e) z2y? + y%2% + 2222,
(c) 2° +y° + 22, (f) (z+y—2)(y+z—a)(z+z—y).

Znajdz wszystkie liczby pierwsze, ktére sa sumami dwoch szesciandéw liczb natu-
ralnych.

Wykaz, ze suma szedciandw trzech kolejnych liczb catkowitych jest wielokrotnoscia
liczby 9.
Udowodnij nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna, geometryczna i harmonicz-

ng trzech liczb dodatnich z,y, z:
r+y+z 3

3
3 Z2ryz 2 17
Ty z
Kiedy te nieréwnosci stajg sie rownosciami?

Liczby a, b, ¢ sa wszystkie rézne. Wykaz, ze /a — b+ /b —c+ /c—a # 0.

Rozt67z na czynniki wyrazenia
(@) (@—y)°+ @ —2)°+(—2)*
(b) (a+2b—3c)3 + (b+2c—3a) + (c+ 2b— 3a)3;
© @+y+2)P’-(y+z-2)’—(z+z-9y°—(x+y—2)°

Liczby a, b, ¢ sa rozne od zera i a + b+ ¢ = 0. Znajdz warto$¢ wyrazen

a® + b+ c8 a? b2 c?
_ (b) —+—+ —.

bc  ca ab

(a)

abe

Liczby a, b, ¢ sa dlugoéciami bokéw trdjkata. Wykaz, ze

v&+@+@+%m

5 > max(a, b, ).

Liczby catkowite k, [, m spelniaja réwnoscé

(k=012 +(1—m)*+ (m—k)? = kim.
Wykaz, ze liczba k3 + I3 + m? jest podzielna przez k + 1 + m + 6.
Niech z,y, z to liczby rzeczywiste. Wykaz, ze

23 4 g3 4 2B
3
wtedy i tylko wtedy, gdy z +y + 2z < 0.

< 2Yyz
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Tozsamo$é Sophie Germain

Dla dowolnych liczb rzeczywistych prawdziwe sa tozsamosci

a* +4b* = (a® — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 2b?)

b* b2 b?
4,0 _ [ 2 _ o 2 o
a+4 (a ab+2)(a +ab+2>

ZADANIA:
1. Rozl6z na czynniki wyrazenia
(a) a®+ 4b°
(b) a® — 1608,
(c) a'? —4b'2 + 4a8b* — a*b®.
2. Roztéz liczby 74 + 45 1 5% + 26 . 3% na czynniki pierwsze.
3. Czy liczba 2019% 4 42019 jest pierwsza?
4. Znajdz wszystkie liczby pierwsze postaci
(a) n* +4, (b) n* + 4™,
gdzie n jest liczba naturalna.
5. Dla jakich liczb naturalnych n liczby
(a) 22" 2 4+ 1 (b) 22" 72 4+1
sa zlozone.

6. Upros¢ wyrazenie

(145 B 45 (@n -1+

20+ 3) () ()t 4 )
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Zadania treningowe przed powtdrka 1. sprawdzianu

1. Rozléz wyrazenia na czynniki:

(a) a? + 2ac — b* + 2bc,
(b) a 78b3+27c +18abc

(d) 2% —° +ary — 2y,
(e) 2xyz + 22y +y22 + 22—

)

(c) 4x* + 322y — 42% + y? (Wskazéwka: jeden z czynnikéw to 22 + y),
)
)

2

2. Rozwiaz réwnania

(a) 22 +y? + 13 = 4z + 6y,

(b) 2a* + y2 = 21’2y,

(c) z* +22% + 2% + 2%y? + 229% + y? = 0.
3. Niech 0 < a < b < 1. Wykaz, ze

b—a
< <1,
(2) 0 1—ab
1
(b) 0 < ab? —ba? < ~.

4

4. Wykaz, ze dla dowolnych nieujemnych liczb z,y, z prawdziwe sa nieréwnosci

(a) zy +yz + zx > x/yz + y/2x + 2,/7Y,
(b) 2+ y?+ 22 > a\/y? + 22 + yVa? + 22,

5. Liczby a, b sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci

a® b2
b< — + —,

(a) a+ b+a
3 b3
by a2 +b2< 42
(b) a*+ s

6. Zalézmy, ze 0 < b < a. Udowodnij nieréwnosci

M<a+b_ﬁgw_

8 = 2 8b

7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja warunek a + b+ ¢ =

1
ab + be + ca < 3"

1. Wykaz, ze

10.

Dana jest liczba rzeczywista a # 0 taka, ze

1+ 5 1+
——=-+a.
a? 4 a

., . o1 .1
Znajdz wartosci wyrazen — + ad i -+ at.
a a

1 1
Liczba x # 0 spelnia réwno$é¢ — + z = —2. Wyznacz wartos¢ wyrazenia — + x™
xn

gdzie n jest dowolng liczba naturaln@
Dane sg rézne od 0 liczby rzeczywiste z, y, z takie, ze x + y + z = 0. Oblicz

1 1 1
(@) —+—+—,
Ty Yz 2T
Yy + Yz + zx
p) =2~ ° 7
b)
;z:4+y4+z4

© e
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Elementy logiki

Zmienna logiczna moze przyjmowaé jedna z dwoch wartosci: prawda (1) lub falsz
(0).

Wiyrazenie logiczne sktada si¢ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-
stawionych w tabelce ponizej. Wyrazenie logiczne réwniez moze przyjmowaé wartosé
prawda lub falsz, w zaleznosci od wartosci zmiennych logicznych, ktére w nim wyste-
pujg.

Operacje logiczne:

negacja | koniunkcja | alternatywa | implikacja | réGwnowaznosé
nie p piq p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
P4 ~p PAQ pVyg p = g P = ¢
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Kolejnoéé wykonywania operacji w wyrazeniach ztozonych jest taka jak kolejno$é¢ od-
powiednich kolumn w tabelce. Kolejnos¢ operacji mozna zmieni¢ wstawiajac w odpo-
wiednich miejscach nawiasy. Nawiaséw mozna takze uzywaé, aby poprawié czytelno$é
wyrazen. Nawiaséw nalezy uzy¢ w wyrazeniach niejednoznacznych z implikacja postaci
= a = rp = (¢ = r)itp.

Tautologiag nazywamy wyrazenie logiczne, ktére przyjmuje wartosé¢ prawda niezalez-
nie od wartosci wystepujacych w nim zmiennych logicznych. Przyktady tautologii to

e prawo podwdjnego przeczenia: ~ (~ p) <= p,
e prawa przemiennosci alternatywy: (pV q) < (qV p),
e prawo idempotentnosci koniunkcji: (p Ap) < p.

ZADANIA:

1. Ktoére z dwuargumentowych operacji logicznych sa (a) przemienne, (b) laczne?

2. Wykaz, ze koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy i alternatywa jest
rozdzielna wzgledem koniunkcji.

3. Sprawdz, ze nastepujace wyrazenia logiczne sa tautologiami:
(a) Prawo wylgczonego $rodka: pV ~ p,
(b) Prawo odrywania: pA(p = ¢q) = g,

(¢) Pierwsze prawo de Morgana: ~ (p A q) (( ),
(d) Drugie prawo de Morgana: ~ (pV q) <= ((~p) A (N q)),
(e) Prawo przechodnodci implikacji: ((p = gAN(qg = r)) = (p = ).

4. Ktére dwuargumentowe operacje logiczne poza implikacja sa przechodnie?

10.

11.

12.

. Zapisz alternatywe, implikacje i réwnowaznosé¢ tylko za pomoca koniunkcji i ne-

gacji.

Udowodnij, ze implikacji nie da sie zapisaé¢ tylko za pomoca alternatywy i ko-
niunkcji.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan dotyczacych liczby catkowitej a:

(a) =10 < a <2019, (b) |a] <50, (¢)3|aVbta, (d)z=10Vz>5.

W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
ktadnie 1 zdanie jest falszywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dokladnie 2 zdanie sq falszywe., itd, az do ostatniej kartki, na ktérej jest napisane
zdanie W tym zeszycie dokladnie 100 zdan jest falszywych. Czy wsréd tych zdan
sa zdania prawdziwe. Jedl tak, to ktére? (Zakladamy, ze w zeszycie nie ma innych
zdan oprécz wymienionych powyzej).

Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i oszusci. Rycerze zawsze moéwia prawde, oszu-
$ci zawsze ktamig. Podréznik napotkat trzech mieszkancéw wysypy i dwoch z nich
zapytal, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzial, ze ani jeden, drugi, ze
tylko jeden. Ktéry z napotkanych mieszkancéw jest rycerzem, a ktory oszustem?
W sadowej sprawie o kradziez konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, ze
doktadnie jeden z nich ukradl konia. B zeznal, ze konia ukradl C. Zeznan A i C
nie znamy. Ustalono jednak, ze tylko jeden z podejrzanych zeznal prawde i ze to
on ukradl konia. Kto ukradt konia?

O liczbach a, b, ¢, d, e wiadomo, ze

(i) (e <o),
(11)
(iif)
v)

(e>a) = ((e>b)V
(e < ) = (e <d),
(e<d)A(e>a)) = (e>oc),

(
(i (<e<d>

Ktora z liczb jest wigksza: e czy b?

(e<b) = (e>a).

Sporzadz tabelki wartosci ponizszych wyrazen logicznych. Ktére z tych wyrazen
sa tautologiami?
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Zbiory i kwantyfikatory

e N=1{1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,

o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbior liczb catkowitych,
e Q - zbiér liczb wymiernych,

e R - zbidr liczb rzeczywistych

Ponadto, stosuje si¢ oznaczenia:

e 7, — zbidr liczb calkowitych nieujemnych,

e 7_ — zbiér liczb catkowitych niedodatnich.

Podobnie definiuje si¢ Q4+, Q_, Ry, R_.

Dopelnienie zbioru Jezeli A C , to zbiér A’ = Q\ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze 2). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U (B A).
Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dia kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), np:
(a) Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa jest nieréwnosé x > 1,

(b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi x = 0 lub 2 < 0 lub x > 0
mozna zapisa¢ jako

(a) Veenz>1, (b) Veer (z=0vVaz<0Vaz>0).

\ nazywamy kwantyfikatorem ogolnym.

Kwantyfikator szczegdlowy. Zdania postaci Istnieje x ze zbioru X, dla ktérego za-
chodzi p(z), np:
(a) Istnieje liczba naturalna x taka, zZe x > 2019,
(b) Istnieje liczba rzeczywista x taka, Ze 2 = 2
mozna zapisaé¢ jako

(a) Jgen 2 > 2019, (b) aper2®=2.

= nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogdlne lub dwa kwantyfikatory szczegdélowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmieni¢ ich kolejnosé, np.

\V’xeR V,LGN (z>1 = 2">1) < VneN \V’@R (x>1 = 2" >1)

HIGR HneN (#*=n+1Az>n) < EIneNElweR (x> =n+1Az>n).

Nie mozna zmieni¢ kolejnoséci kwantyfikatora ogdlengo i szczegdlnego. Ponizsze dwa
zdania nie sg réwnowazne:
(i) \v/wE]R 3 neN T <, (ii) El neN \V/a:eR T <n.

Zawsze prawdziwa jest jednak implikacja:
(El z€X \V/er p(xay)) = (\V/er = z€X p(:v,y)) .

Prawa de Morgana: Jezeli {2 jest zbiorem, a p(z) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € €2, to

() ~ (Vecap(@) <= Fuca ~p@), ) ~ (Fecap@) = Viea ~p().

ZADANIA:
1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwbch zbioréw A, B C € za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Niech A, B C ). Zaznacz na diagramie
(a) zbidr elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdaniex € A = =z € B
(b) zbiér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A < x € B

3. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace wlasnosci réznicy symetrycznej
zbioréw:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC,
(b) ANB =0 < AUB = AAB,

(c) AUB = AABA(ANB),
(d) A\ B =AA(ANB).

4. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(2) Vnen 2| n?

(b) Tnew n" = 16777216

()

(d ElzeR\v/neZl’>O/\l‘<n2—n+%

C Fen Vaso Jien Yr<n

(f) vkEN - z>0 \V/neZ+ (n+ 1(1)70>]C > an

VmeRzlneNx?éO = z2>n
)
)

(8) Jgca Vocr Viczg=ak = g=2Vg=n
Polecenie dodatkowe: Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy
jego zaprzeczenie?

5. Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw i dziatan logicznych zdanie Liczba naturalna
n jest pierwsza.



6. Ay, Ay, ..., A, sg podzbiorami zbioru 2. Stosujgc rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (AHUAU...UA,) =AnA\n...NnA,
(ii) (A1NAan...NA,) =A4A1UA,U...UA,
7. A1, As, ..., A, 1 By, Bs, ..., B, sa zbiorami. Udowodnij zwiazki:
(a) (A1 UAU...UA )\ (B1UByU...UBy,) C (A1 \ B1)U...U (4, \ By),



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

8 —30.10.2019

Podzbiory, iloczyn kartezjanski

Definiowanie podzbioréw Jezeli A C X i element x € X jest elementem zbioru A
wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwe jest zdanie p(x), to zbiér A mozna zdefiniowaé w
nastepujacy sposob:

A={ze X :p(x)}.
Przyktady:

Z_-={a€Z:a<0}, B={keZ:2|k}.

Do opisania elementéw podzbioréw mozna takze uzyé wyrazen algebraicznych, np:

B={k*+m*cZ:kmcZ}, Q:{ZeRzkeZAmeN}.

Przedzialy liczb rzeczywistych. Niech a,b € R, a < b

(a,b) ={xr € R:a <z <b} | przedzial otwarty

[a,b] ={r €R:a <z <b} przedzial domkniety

przedzial lewostronnie otwarty i prawostronnie do-

(a,b)) ={x €R:a<x<b} mkniety

przedzial prawostronnie otwarty i lewostronnie do-

= ta < )
[a,b) ={x eR:a <z <b} mkniety

[a,400) ={z €R:a < x} pélprosta lewostronnie domknieta

a,+0)={reR:a <z}
b ={zeR:z<b}
b)={rcR:z<b}

pélprosta lewostronnie otwarta

pélprosta prawostronnie domknieta

(
(—o0
(—o0 pélprosta prawostronnie otwarta

Tloczyn kartezjanski zbioréw. A i B sa dowolnymi zbiorami. Iloczyn kartezjarniski
zbiordw A i B jest to zbiér wszystkich par uporzadkowanych (a, b) takich, a € A oraz
b € B. Zbiér ten oznaczamy A x B. Jezeli zbiory A i B nie sa réwne, to AX B # B x A.
Przyktady: {1,2,3} x {a,b} = {(1,a), (1,0),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

{la 2} X {273} = {(17 2)7 (1v 3)7 (27 2)a (273)} 7é

{2a 3} X {17 2} = {(27 1)7 (2a 2)7 (37 1)a (37 2)}
Analogicznie, iloczyn kartezjanski trzech zbioréw A, B,C', oznaczany A x B x C' jest
to zbidér wszystkich tréjek uporzadkowanych (a,b,c) takich, ze a € A, b € B, ¢ € C.

W podobny sposéb mozna zdefiniowaé iloczyn kartezjanski dowolnej skoniczonej liczby
zbioréw.

Przyjmuje sie, ze R2 =R xRiR}> =R xR x R.

UWAGA: Pisemne zadanie domowe na 6 listopada to zadanie 7 (a) i (b) z
kartki 7.

ZADANIA:

1. Zaznacz zbiér rozwiazan nieréwnosci na prostej i zapisz go jako sume roztacznych
przedzialéw i potprostych

(a) bx —3 > =7

(b) || >2

(c) [z +2[<5

(d) Ve +1<3

(e) z(z—=1)>0

(f) 2z+1)> -3 <0

(2) (z+1)(z—2)(z—4)>0

(h) 3z +5)(x+3)(z—2)2(4—2) <0

(i) (#*—=9)(z? +9)(z+2) <0

() (22 + 22 + 2)(4x — 5)(4 — 52)(6x — 5) < 0

2. Co to za zbiory?
(a) {k€Z:6]|(k+1)%}
(b) {m —neR:m,n e N}
(c) {zGR:vququ>O\/qfx>O}

xGR:HneN f%<x<%}
xER:vneN f%<x<%}

{
{

f) {xGR:ElqEQ\V/a>Ofa<x—q<a}
{xGR:HkEzHGE(OJ)x:k—&—a}

{

reR: V,,EN HkEN kx > n}

(1) {$ eR: 3 kEN V,LeN kx > ’fl}
3. Niech A =1{1,2,3} i B={a,,7,d}. lle elementéw maja zbiory A x B, B x A i
A x B x A? Wypisz wszystkie elementy zbioru (B N {3,d,¢}) x A.
4. Zaznacz na plaszczyznie R2 zbiory
(a) (—-1,2) x [1,2]
(b) [-2,3) x (-3,2]
(c) (— 5 +00) x [-3,4]
(d) (Rx{2})N([L,3] % (0,+00))



(e) ((—=1,2) x (=00,1)) U ((—1,2) x (1,+00))

(=

() (=3, 3] xR)U (R x (=3, 3])

(g) (2> (=9,9]) N ((=9,9] x Z)
5. Zaznacz w ukladzie wspotrzednych (czyli na plaszezyznie R?) zbiory

(a) A={(z,y) eR?: 2]+ |yl < 1}

(b) B ={(z,y) €R?: [xy| =1}

(c) C={(z,y) eER?:x+ye€Z}

(d) D={(z,y) e R? : 2% <y}

(e) BE={(z,y) eR?:2* + 9> <1}

() F={(z.y) eR®: (z - 1)* + (y+1)* =4}

(8) G={(z,y) eR*:y#0N— <z <}

(h) H={(,y) €R?: 3 nezxz Tuco1) 0 < (z— k)2 + (y—1)* < a}

(i) I={(z,y) € R?: I pezxz Taez 0 < (& — k)% + (y — 1)? < a}
6. Niech A, B,C, D beda dowolnymi zbiorami. Udowodnij réwnosci

(a) (AUB)xC=(AxC)U(Bx(),

(b) (ANB)xC=(AxC)n(Bx (),

(¢c) (Ax B)N (C>< D)=(AnC)x (BND),

(d) (Ax B)\(C x D) = ((A\C) x B)U((ANC) x (B\ D).

7. Niech A, B,C, D beda dowolnymi zbiorami. Czy zawsze zachodzi réwnosé
(AxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD)?

Jedli rownosé nie zachodzi, to czy zbidr z lewej strony jest zawarty w zbiorze z
prawej strony lub na odwrét?



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

2.11.2019

Zadania treningowe przed 2. sprawdzianem

Ostatnie poprawki 3.11.2019 (zad. 6)

1. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba n® —3n*+n3+1 jest iloczynem
trzech réznych liczb naturalnych wigkszych od 1, z ktérych jedna jest kwadratem.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba 4n8+417n%+4 jest iloczynem
4 réznych liczb naturalnych wigkszych od 1.

3. Roz16z na czynniki pierwsze liczbe 38 + 214,

4. Rozstrzygnij, czy podane zdania sg tautologiami:

@) (p = PA(~p = 1) = (qVr)
b)) = OJArlg = r) = = Jgrlp = 1)
5. Agent Tajny ma dwoch informatoréw. Kazdy informator albo zawsze klamie, albo
zawsze mowi prawde. Kazdemu z informatoréw Agent Tajny zadal dwa pytania:

e Czy ten drugi informator jest kiamcq?
o Czy, jesli ty jeste$ klamcq, to drugi informator nie jest kltamcg?

Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent Tajny moze stwierdzi¢, ktéry z
informatoréw méwi prawde, a ktéry ktamie? (Jest tez mozliwe, ze obaj klamig
lub obaj méwia prawde.)

6. A, B i C to zbiory. Udowodnij, ze

(a) (A\B)A(B\C)A(CN\ A) = (BA\A)A(A\C)A(C\ B)

(b) (AUB)A(BUCYA(CUA)=(ANB)A(BNC)A(CNA)

(c) (AABNC)) N (BA(CNA)N(CAANDB)) =
=((AAB) N C)U((BAC) N A)U((CAA) N B)

7. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami i rozstrzygnij, czy praw-
dziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie:

a) VkeN HaGR VneN kn>aNk<an

k
() Jyeo Viez Fnen ¢<~ = k>n

W ramach treningu warto takze robi¢ zadania i przyklady z kartek 5 - 8,
ktorych nie omawialiSmy na lekcji.
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9 — 20.11.2019 — Zasada indukcji

1. Dla n € N znajdZ wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych nieparzystych.

Symbole sumy i iloczynu. Jezeli ai,as,...,a, sa liczbami rzeczywistymi oraz
m e {1,2,...,n}, to

n

E A = Qm + A1+ ...+ Qp, Hakzam-am+1-...-a

k=m

Zasada indukcji. Dla n € N niech T}, oznacza zdanie, ktére, w zaleznosci od n, moze
by¢ prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:

(i) prawdziwe jest zdanie T} (baza indukcji)

(ii) Voen Tn = Toii (krok indukcyjny)

to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T;, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze byé takze zdanie Ty, gdzie k jest pewna liczba catko-
witg. Wéwczas krok indukcyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby catkowitej
n > k implikacji T,, = T,4+1. Wowczas zadanie T, jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

2. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sa réwnosci:

,  nn+1)2n+1)
Zk 6 ’

<b>zk3 (Hf )),

@S k(1 1)k +2) = n(n+1)(n4+ 2)(n+3)
k=1
(d) ;k(k‘Fl) - n+1’

n

1 1 1
(e) —k(k+1)(k+2) 4 20n+1)(n+2)’

n k+3

1
(f)ZHfzf 3(n+1)(n+2)(n+3)

=1 j—k

Z\/Ewm vt

(h) Y Kl k=m+1)-1,
k=1
2n— 1 k+1 2n

. 1
oy CT ey L

k=1 k=n-+1
Lo 1 n+1
(J)g(l—]#): o dlan > 2
(k) 1_"[ k:Z"-ﬁ(Qk—l).

k=n-+1 k=1

Czy potrfisz udowodnié¢ niektore z powyzszych réwnosci w inny sposéb?

. Znajdz i udowodnij wzér na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy

dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

. Zmajdz i udowodnij wzory na sumy

n

() (-1, 0) Sk 1),
k=1

k=1

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych a, b prawdziwa

jest tozsamosé
a” —b" = (a—b)(a"" "+ a" b+ a" B . Fab" 2 Y.
Natomiast jeseli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

a" 4+ 0" = (a+b)(a" "t —a" P+ a" P — . —ab" ).

. Udowodnij, ze dla kazdego n € N

(a) 6| n®+ 5n, (e) 371000 —

(b) 94" +15n — 1, (f) 13| 1000 + ( 1)+t
(¢) 3]10™ +4" —2, (g) 41 |5 72(n+1) 4 230,
(d) 11| 26n+! 4 g2n+2, (h) 10| 9@ _g.

3 2
. Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczba % + % + % jest catkowita.
4 3 2
n n 11n n
. — jest calkowita.
Udowodnij, 7 YR o1 1 jest catkowita

. Niech a,, to liczba naturalna, ktérej zapis dziesietny sktada sie z n jedynek. Udo-

wodnij, ze

107+ —9n — 10
D k= =g



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Udowodnij, ze n prostych dzieli plaszczyzne na nie wiecej niz 2™ obszardw.

Na ile obszaréw dzieli plaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
maja 2 punkty wspélne i zadne trzy nie maja puktu wspélnego?

Na plaszczyznie narysowano n prostych w taki sposob, ze zadne dwie nie sa réw-
nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziela plaszczyzne na (n? + n + 2)/2 obszaréw.

Udowodnij, ze wsrod obszaréw na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
(n—=1(n-2)
2
Z tablicy o wymiarach 2" na 2" usunieto jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostala czes¢ tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie pltytkami

w ksztalcie litery L, sktadajacymi si¢ z 3 kwadratéw.

A, Ag, ..., A, to zbiory. Udowodnij, ze zbiér A1 AAsA ... AA,, sklada sie z tych
elementéw zbioru Ay U A; U. ..U A, ktore naleza do nieparzystej liczby zbioréw
Ag.

Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
toréw stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwdéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mogt otrzymywac informacje od pozostalych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byl
zawsze ten sam!)

najwyzej obszaréw ograniczonych.

(*) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2(2") — 1 ma co najmniej
n réznych dzielnikéw pierwszych.

(*) Na plaszczyznie narysowano 2n (n > 2) punktéw w taki sposob, ze zadne
trzy nie leza na jednej prostej. Nastepnie narysowano n? 4 1 odcinkéw, z ktérych
kazdy taczy pewne 2 z tych punktéw. Udowodnij, ze pewne trzy z tych odcinkéw
sa bokami tréojkata.

(*) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna n mozna jednoznacznie zapisaé¢ jako

sume
k
n= Zaj 1N
=1

gdzie k jest liczbg naturalng i a; to liczby calkowite takie, za 0 < a; < j dla
i=12,... k.
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10 — 27.11.2019 — Zasada indukcji i nieréwnosci

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci
Vn < i = <2
=
. Wykaz, ze dla n € N1i a,b > 0 zachodzi nieréwnos¢
(a+b)" <2 Ha™ + ).

. Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnosé

(a) 2" > n? (b) n! > n3 (¢)3">(n+1)-2" (d) 21 (n!)?
. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci
(a) 1 4 1 P 1 S 1
: n+1 nt2 2”2
1 1 7
b — — 2 =
( ) * n+1 et 2n ~ 12
. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
ol i vl
2n4+1 0 22 032 g2 7T

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

ri

w\»—‘
:\H
?v\»—‘

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci

(a) ! + = +...+ > 1
n+1 n+2 7 3n+1
1 1 1 13
b - it
e e BUREEIE o e

. Udowodmj, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosc¢

Ll 1
arETt

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci

+...+—=>2(Vn+1-1)

2 1 1
+—=<3

1
2 — Kl+—=+—"—+o+...
vn+1 2v2  3V3 ny/n

< (2n)!

10. (*) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosé
1 3 2n —1 < 1
2 4 2n Von'

11. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza (czyli p1 = 2, po = 3, itd.) Udowodnij, ze
Pn > 3n dlan > 12.

Tw. 1 (Nieré6wno$é Bernoulliego). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i liczby
rzeczywiste] x > —1 i x # 0 prawdziwa jest nieréwnosé

(14+2)" >1+nax.
Uwaga: Jedlin € Nix > —1, to prawdziwa jest nieréwnosé¢ (1 +z)” > 1+ nx.

Tw. 2 (Nieré6wnos¢ Weierstrassa). Dla liczb x1,za, ..., z, > —1, ktére wszystkie
sa tego samego znaku, prawdziwa jest nieréwnosé

I4+z) - Q+az2) ...-A+zy) 21421 +22+ ...+ 2y

12. Udowodnij, ze jeslin e Niz > —1,to /1 +x <1 + —

13. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdmwe sa nieréwnosci

1 n n+2 n2—n n n2+2n 1
1+=] >2 > —1,
(2) < +n> (b) ( n > " (c) (n+1) < n+3

14. Udowodnij, ze dlan € N

n

(a>g(1+¢l§>>1+\/ﬁ,
W (1+1)>1

(c>kf_[1(1+¢1g>>2m1,

15. Udowodnij, ze jesli aq,az,...,a, > 1, n > 2, to
ai-ag-... - ap>ay+as+...+a, —n+1.

16. Liczby a i b sa dodatnie, n jest liczba naturalna. Znajdz najmniejsza mozliwa

wartosé wyrazenia
1_9- b\" (is a—0b\"
a+b a+b)

17. Udowodnij, ze dlan € N\ {1} ia >0

1 1 n<1 !
14+ na a+1




18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Dla n € N udowodnij nieréwnosci

1\" 1
<1+> <(1+
n n+1

Niech n € N. Udowodnij, ze

n+1 1
> oraz <1 + —
n

Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktora z liczb jest wicksza
(a) n™ czy (n+1)""t, (b) n"* czy (n+1)".

(n—1) 2

(a) jesli z > 0, to (1—|—x)”>1—|—mc+n7x ;

2 b

(b) jedliz > —1,to (1 +2)" > 1 +nz + (n — 1)z

2
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé /n < 1+ \/7 .
n

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
n\" n+1\"
= I'< .
(5) <n ( 2 )

\V/z>1 \V/keN 3 >0 vneN z" > enk.

Wykaz, ze

(*) Niech n € N. Udowodnij, ze

[1

k

1

1
<1+2k) < 3.

) <3

n+1
n+2

< 3.
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11 — 12.12.2019 — Zasada indukcji zupelnej

Twierdzenie (Zadada indukcji zupelnej / silna indukcja). Dla kazdej liczby
naturalnej n dane jest pewne zdanie T;,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe
oraz

(ii) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdah Ty, Ts, . . ., T wynika prawdzi-
wos¢ zdania Tj4

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wieksza od 3, to kwote n ztotych mozna
wyptaci¢ monetami 2 i 5 zlotowymi.
1
2. Dana jest liczba rzeczywista = taka, ze liczba x + — jest calkowita. Udowodnij, ze
x
dla kazdej liczby naturalnej n liczba x™ + min tez jest catkowita.

3. W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 3 lub ~, przy
czym kazda z liter wpisano w dokladnie n pél. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawiaé litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly sie trzy rézne
litery.

4. Wierzcholki n-kata wypuktego pomalowano 3 réznymi kolorami, przy czym kazdy
kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz kazde
dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wielokat
mozna podzieli¢ przekatnymi na tréjkaty w taki sposob, ze wierzchotki kazdego
tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

5. Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna zapisa¢ jako sume réznych poteg
catkowitych nieujemnych liczby 2.

6. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 2 jest iloczynem (jednej lub wiecej)
liczb pierwszych.

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnosci, ze grupe sktadajaca sie z n oséb
mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i piecioosobowe.

8. Liczby Fibonacciego. Niech f1 = fo =1idla fhi2 = fo41 + frn dlan e N.
(a) Udowodnij, ze f, < 2" ! dla kazdego n € N.
(b) Znajdz jak najwigksza liczbe a > 0 taka, ze f, > a- (%)" dla kazdego n € N.
(¢) Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi wzér

fn+2 = 1+an

k=1

(d) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna zapisaé jako sume réznych liczb
Fibonacciego.

(e) (*) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna n mozna zapisaé¢ na dokladnie jeden
sposob jako

m
N = Zfij’ przy czym iy <o < ... < 'y Oraz i; —ij_1 > 2.
Jj=1

(f) (Wzdér Bineta) Udowodnij, ze dla kazdego n € N

() ()

9. (*) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n réznych dzielnikéw
liczby n!, ktérych suma jest réwna n.

10. (*) Niech x1,22,...,Zn 1 Y1,Y2, .- -, Ym to liczby naturalne takie, ze
1 +To+ ... +Tp =Y1+Y2+ ... +Yn < NM.

Udowodnij, ze z kazdej z sum 21 +22+ ...+ 2, 1 y1 +y2+. . . + Ym mozna usunad
cze$é wyrazdéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
rowne.

11. (*) Twierdzenie Picka. Punkt w kartezjanskim ukladzie wspodlrzednych na
plaszczyznie nazywamy punktem kratowym, jezeli obie jego wspétrzedne sa licz-
bami catkowitymi.

Zatézmy, ze wszystkie wierzchotki pewnego wielokata W na plaszczyznie sa punk-
tami kratowymi. Niech I oznacza liczbe punktéow kratowych lezacych we wnetrzu
wielokata W i B oznacza liczbe punktéw kratowych na brzegu wielokata W. Udo-
wodnij, ze pole powierzchni wielokata W jest réwne

B
I+ —-1
+2



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

12 — 18.12.2019 — Zasada szufladkowa Dirichleta

Twierdzenie 1. Niech n € N. Jezeli n+1 przedmiotow rozmieszczamy w n szufladach,
to w jednej z szuflad znajda sie co najmniej 2 przedmioty.

Twierdzenie 2. Niech k,n € N. Jezeli kn 4+ 1 przedmiotéw rozmieszczamy w n szu-
fladach, to w jednej z szuflad znajdzie sie co najmniej k 4+ 1 przedmiotow.

10.

11.

12.

13.

14.

. Udowodnij, ze w grupie 13 oséb zawsze bede dwie obchodzace urodziny w tym

samym miesiacu.

. Zakladajac, ze Warszawa ma co najmniej pottora miliona mieszkancéw i kazdy

mieszkaniec ma nie wiecej niz 400 tysiecy wloséw na glowie, wykaz, ze pewnych
czterech mieszkancow Warszawy ma tyle samo wloséw na glowie.

. Wykaz, ze wéréd dowolnych n + 1 liczb calkowitych znajda sie dwie, ktérych

roznica jest podzielna przez n.

. Na przyjeciu jest n > 2 gosci. Udowodnij, ze pewne dwie osoby maja taka sama

liczbe znajomych wéréd os6b bedacych na przyjeciu.

. Udowodnij, ze kazdy zbiér sktadajacy sie z n réznych liczb calkowitych zawiera

niepusty podzbior, ktérego suma elementéw jest podzielna przez n.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+1 réznych liczb. Wykaz, Ze z tych n+1 liczb

mozna wybraé trzy liczby a, b, ¢ (nie musza by¢ parami rézne) takie, ze a = b+ c.

. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+ 1 liczb. Udowodnij, ze jedna z wybranych

liczb jest dzielnikiem innej.

. W tréjkacie réwnobocznym o boku 4 rozmieszczono 17 punktéw. Udowodnij, ze

odlegto$¢ pewnych dwoch z nich nie przekracza 1.

. Kazdy punkt na okregu pomalowano jednym z dwéch koloréw. Udowodnij, ze pe-

wien tréjkat réwnoramienny wpisany w ten okrag ma wszystkie wierzcholtki tego
samego koloru.

Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 2 i 5. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie
wiele wielokrotnosci liczby n, ktérych zapis dziesietny sktada sie z samych cyfr 1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba zapisana w systemie dzie-
sietnym przy pomocy zer i jedynek, ktéra dzieli si¢ przez n.

Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnosci. Wykaz, ze mozna skreslié¢ 90 z
nich tak, ze pozostale 11 bedzie ustawione w porzadku rosnacym lub malejacym.

Na plaszczyznie wybrano 5 punktéow kratowych. Wykaz, ze 2 z nich sa konicami
odcinka, ktérego srodek jest punktem kratowym.

W 3-wymiarowym ukladzie wspélrzednych danych jest 9 punktéw kratowych (o
wszystkich wspélrzednych catkowitych). Wykaz, ze pewne dwa z nich sa koncami
odcinka, ktorego érodek tez jest punktem kratowym.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Wewnatrz kwadratu o polu 1 znajduje sie 9 punktow, z ktérych zadne trzy nie
leza na jednej prostej. Udowodnij, ze pewne 3 z tych punktéw sa wierzchotkami

trojkata o polu nie wigkszym niz 3

Udowodnij, ze kazdy wieloScian wypukly ma co najmniej 2 Sciany o tej samej
liczbie bokow.

Wewnatrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktéw. Wykaz, ze pewne 3 z nich leza

w kole o promieniu =

W prostokacie o bokach dtugosci 3 i 4 rozmieszczono 6 punktéw. Udowodnij, ze
pewne 2 z tych punktéw sa odlegle od siebie o nie wiecej niz /5.

Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z dwoéch koloréow. Udowodnij, ze
istnieje prostokat o wszystkich wierzchotkach tego samego koloru.

Kazde dwa wiercholki szesciokata foremnego polaczono odcinkiem zielonym lub
czerwonym. Wykaz, ze pewne trzy wierzchotki tego szesciokata sa wierzchotkami
tréjkata o bokach tego samego koloru.

Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem pomalowanym
na jeden z trzech kolorow. Wykaz, ze pewne trzy odcinki tego samego koloru sa
bokami tréjkata.

Wybrano 20 réznych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaz, ze wsrod wszyst-
kich réznic par tych liczb sg co najmniej 4 réwne.

W kazde pole tabeli n x n wpisano jedng z liczb —1,0,1, a nastepnie dodano
do siebie liczby z kazdego wiersza, z kazdej kolumny i z kazdej z przekatnych.
Udowodnij, ze pewne 2 z otrzymanych sum sa rowne.

W turnieju bierze udzial n druzyn i kazde dwie rozgrywaja nie wiecej niz jeden
mecz. Wykaz, ze w dowolnym momencie turnieju znajda sie dwie druzyny, ktére
rozegraly te sama liczbe meczéw.

W turnieju bierze udzial n > 3 druzyn i kazda rozegrata z kazda doktadnie jeden
mecz konczacy sie wycigstwem jednej z druzyn oraz pewne dwie druzyny wygraty
te sama ilo$¢ meczéw. Udowodnij, ze sa pewne trzy druzyny A, B, C takie, ze A
wygrala z B, B wygrala z C i C wygrala z A.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

13 — 8.01.2020 — Liczby wymierne i niewymierne

Tw. Niech k,n € N. Liczba ¥/n jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

naturalna m taka, ze n = m”.

k

. Liczba £ #
Y

. Dana jest liczba t € R taka, ze liczby e

222 + 3xy — 2y?

1
— jest wymierna. Udowodnij, ze liczba
2 2xy — y?

tez jest wy-

mierna.

. Liczby a® i a7 s3 wymierne. Udowodnij, Ze liczba a jest wymierna.

t2—1. 2t

71 i 1 sa wymierne. Udowodnij, ze
liczba t jest wymierna.

. Dane sa rézne liczby rzeczywiste a, b takie, ze liczby a—b i % sa wymierne. Wykaz,

ze liczby a i b tez sa wymierne.

. Dane sa trzy rozne liczby wymierne a, b, c. Udowodnij, ze liczba

1 1 1
(@=02 " b-02  (c—ap

jest wymierna

. Dane sg liczby wymierne a, b takie, ze a + b # 0 i liczba /a + /b jest wymierna.

Udowodnij, ze liczby /a i v/b sa wymierne.

. Liczby z,y,2 1 /x + \/y + /2 sa wymierne. Udowodnij, ze liczby v/z, /Yy, /= sa

wymierne.

. Niech a,b € R, a +b =11 liczby a® i b> sa wymierne. Udowodnij, ze liczby a i b

tez sa wymierne.

. Udowodnij, ze liczba v/2 + /3 jest niewymierna.
10.

Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka:

_1 (f) 1 );
\/3—127 V2-1 VZ+V2- V3
e o A 1 1
VRS ® v © T
\/5+2\ﬁ’ 1 0 1
INCREW: 2{ V5 -3 VA —2V6+2/9

1 1
1+f+2f+\@’

(a)
(b)
()
(d)
()

14292 +3V4

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Rozstrzygnij, czy podana liczba jest wymierna:

(d) V5v2+7-¥5v2-T,
(e) V20 +14v2 + /20 — 14V/2,

f) \/3+\/5— V13 + V/48.

(a) V7+4vV3 -2,

(b) V32 —10V7 — /7,
V3+v2

© o

Oblicz sumy

2020

Z\F+W

2020

(a)

1
; Vn2 + 3/nn+ 1)+ Y (n+1)2

2020

1
© nzz:l ntvn2+1l

Liczba rzeczywista x spelnia réwnanie z° + z = 10. Udowodnij, ze x jest niewy-
mierna.

(b)

Wykaz, ze jesli liczba postaci av/2 + bv/3, gdzie a,b € Q, jest wymierna, to
a=b=0.

Czy istniejg trzy punkty plaszczyzny o wspélrzednych postaci a + by/2, gdzie
a,b € Q, o wlasnoéci, ze co najmniej jedna z odlegtoéci dowolnego punktu ptasz-
czyzny od jednego z tych punktoéw jest liczba wymierna?

Niech n € N, n > 2. Wykaz, ze liczba

\/2+\3/3+...+

Wykaz, ze jesli liczba rzeczywista x # 0 jest postaci
z=a+bV2,

to liczba 1/x tez jest takiej postaci.

n71/7147 1+ {7;5

jest niewymierna.
gdzie a,b € Q,

Wyznacz wszystkie liczby wymierne postaci
T =a+bV2+ V4,

Wykaz, ze jedli liczba rezcywista x # 0 jest postaci (1), to liczba 1/x tez jest
takiej postaci.

gdzie a,b,c € Q (1)



Analiza matematyczna - klasa 1A-4 4. Niech n € N. Udowodnij nieréwnos¢

. s P . , o . 1)(2 D"
14 — 15.01.2020 — Nier6éwnosci miedzy Srednimi (W) > (n!)2
Definicja. Niech aj, ag. ... a, € R. 5. L;czzyldodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek (14 a)(1+b)(1+ ¢) = 8. Udowodnij, ze
abe < 1.
. ar+ax+...+ap , . .
e liczbe - nazywamy $redniq arytmetyczng liczb a1, ao, ..., ay,. 6. Liczby a,b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnoéé
e dlaar >0 (k=1,2,...,n), liczbe /aias...a, nazywamy Srednig geometryczng 1 1 4 16 64
liczb ay, ay, ..., ap. P i S &
e dlaap #0 (k=1,2,...,n), liczbe T n T nazywamy Srednig harmo-
o Tet o Ta 7. Pokaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢
niczng liczb ay,as,...,a,
3
Twierdzenie (nieréwno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a, 8(a+b+c)” >27(a+b)(b+c)(c+a)

prawdziwa jest nieréwnosc¢
8. Suma liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwna 1. Udowodnij nieréwnosci
ar+ag+...+ay

= Yaraz ... ap. 1 1 1
n (a) [-+1)(-+1 -+1)>64
a b c

Pierwszy dowdd nieréwnoéci Cauchy’ego wykorzystuje nastepujacy fakt: (b) (1 1) <1 1) <1 1) .
- - S—1)>
Lemat. Jezeli x1,x2,...,2, >0ixz129...2, =1, t0 21 + 22+ ... + 2, > n. a b c -
Drugi dowdd nieréwnosci Cauchy’ego mozna przeprowadzié¢ stosujac tzw. indukcje 9. Liczby a1, as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij, ze
Cauchy’ego: twierdzenie T,,, gdzie n € N jest prawdziwe, jezeli
a a2 Ap—1 an S
e prawdziwe jest twierdzenie 17, P + @ +o.oF @ + o n

e dla kazdego n € N prawdziwa jest implikacja T,, = Tb,,

e dla kazdego n € N, n > 1 prawdziwa jest implikacja T,, = Tj,_1. 10. Liczby a,b, ¢ s dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

Whiosek Dla liczb dodatnich aq,as, ..., a, prawdziwe sa nieréwnosci a n b n c S 3
ay+ax+...+ay n btc cta atb” 2
- > Yaray ... an > 1 1 T .o . . :
= 11. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as, ..., ay,b1,bs,..., b, spelnio-
ar a2 an na jest nieréwnosé

Maras ... a, + Vblbgbn < (/(al +b1)(a2 +b2)(an +bn)

1. Udowodnij nier6wno$é¢ Bernoulliego za pomoca nieréwnoéci miedzy srednig aryt-
metyczng i1 geometryczng. 12. Suma liczb dodatnich x1, xs, ..., 2, wynosi 1. Udowodnij nieréwno$é

2. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze n 12 (14 n2)?
S (e 1) 5
iz n

n+1\" -
|< . i=1
"= ()

13. Dane sg liczby rzeczywiste ai,as,...,a, wszystkie wigksze od —1 i takie, ze
3. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij, ze S=a;+az+ ...+ a, > 0. Udowodnij, nier6wnos¢
ab be ca a+b+c 1 1 1 n?
< . + + ...+ > .
a—|—b+b—|—c+c+a\ 2 ar+1 ax+1 an+1~ S+n



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Liczby aq,az,...,a,,b1,b2,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnosé¢

Zalb Zal—&—b 4n?.

Suma liczb dodatnich ay,as, ..., a, jest réwna 1. Udowodnij, ze
1 1 1
<_1).(_1).._.. (_1) (n—1)".
ai a2 Ay
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢

2 2 2 9
+ + > .
b+c c+a a+b a+b+c

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé
"1
n-vn+1 <n+zf.
k
k=1
Niech a > 1 i n € N. Udowodnij nieréwnosé
a®—1>n (\/a”+1 — Va"fl) .

Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abed = 1. Udowodnij, ze
a b c d

1
b+c+d+1+c+d+a+1+d+a+b+l+a+b+c+1/

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich

ai,as,...,a, zachodzi nieré6wnosé

(1+a)(l+az)...(L+ay) > 1+ Yajaz...an)"



Analiza matematyczna - klasa 1A-4 8. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodza nieréwnosci

. P . o . 1 2 3
15 — 29.01.2020 — Nieré6wnosci miedzy $srednimi IT (a + 2b + 3c) ( +y T ) > 36
a c
oraz
Tw. Liczby a1, as,...,a, sa nieujemne. Jezeli (a+b+c) (1 + % + 9) > 36.
a c
ar+as+...+ay
= {ai1as...0ay . . ey, ‘.
n 9. Zalézmy, ze a,b,c > 0. Wykaz nier6wnosé
toar =az =... = dn. 6a + 4b + 5¢ > 5vVab + 3vbe + Tv/ca.
1. Liczby a1, as, ..., an sa dodatnie i 10. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich x,y zachodzi nier6wnosé
11 1 a® +y°
(a1+a2+...+an)<++...+)n2. 5 > 3ay” — 4.
aq a9 Qg
Wykaz, ze a1 = a3 = ... = a,.

<z < 14. Wykaz, ze

N |

11. Zalézmy, ze
2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé

2v/a+3Vb > 5Vab. V2r —1- (14— ) < 27.

Czy istniej dla kté hodzi 16 S¢7
3. Liczby a, b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze 2y 1stnieje T, dia Xtorego zachodzt rownose

12. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest nieréwnoscé
at +2b° +4d > 1.

2n
k on 20+ 2
E —>n .
. Wykaz, ze WS /k2 — 1 2n + 1

8 3
4. Zaltézmy, ze —— < x < =
3 2
(3z + 8)%(3 — 2z)® < 5°. 13. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzg nieréwnosci
. .. 4 P I n(n+1) n(n+1)
Dla jakiej wartosci x zachodzi réwno$é? m+1\ 2 n i n+1\ "z
5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnosé 3 = kl—[ = 2 ’
=1

z? +y? + 2% > 8/zyz — 16.
Kiedy ta nier6wno$c¢ staje sie rownoscia?
6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

n+1 1

n n+1
2 — n

2k 4k — .
et < (Gt s)

7. Liczby aq,as,...,a, sa dodatnie i ajas ...a, = 1. Wykaz, ze

a%+a§+...+ai>a1+a2+...+an.




Analiza matematyczna - klasa 1A-4 10. Ze zbioru {1,2,...,2n} wybrano n+ 1 liczb. Udowodnij, ze pewne dwie z nich sa
wzglednie pierwsze.

15 — 29.01.2020 — Powtoérzenie: indukcja zupelna, zasada szu- 11. Wewnatrz okregu o promieniu 1 znajduje sie 13 punktow z ktérych zadne 3 nie
fladkowa, liczby wymierne i niewymierne. leza na jednej prostej. Udowodnij, ze pewne trzy z nich sa wierzchotkami tréjkata
2
o polu mniejszym niz 5
1. Niech g = 1 = 1 oraz z,, = 2x,_1 + ,—2 dla n > 2. Wykaz, ze istnieja liczby ) V2 ) .
rzeczywiste a, b takie, ze dla kazdego n > 0 12. Czy liczba V4 — V2 + 5+ Vi Jest wymierna?
T = a(l+V2)" +b(1 — V2)". 13. Udowodnij, ze liczba V/3 + V/9 jest niewymierna.

—V14

2. Niech a = 8T Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
= (2)
a’+ | -
a

3. Wybrano 16 liczb ze zbioru {1,2,...,30}. Wykaz, ze pewne dwie réznig sie o 3.

jest wymierna.

4. Liczby a,b,c,d sa catkowite. Wykaz, ze iloczyn
(b= a)(c—a)(d — a)(c —b)(d — b)(d — o)
jest podzielny przez 12.

; 1 2 4
5. Udowodnij, ze m: i/;_ i/;—i— i/;

6. Dla jakich liczb naturalnych n liczba /n + &/n jest wymierna?

7. Niech 2 = 21 =11 2, = 6z,_1 — 92,2 dla n > 2. Wykaz, ze istnieja liczby
rzeczywiste a, b takie, ze dla kazdego n > 0

Tn = (a+bn)-3".
8. Niech z¢p =3, 1 = —5, x5 = 13 oraz
Tnt+3 = 3Tpt2 + 22p41 — 62, dlan > 0.
Udowodnij, ze dla kazdego n > 0
Tn = 3"+ (1 - V2)(V2)" + (1 + V2)(—V2)".

— V37

1
9. Niech =z = —% Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

2n—1 _ 1

z x2n71

jest wymierna.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

17 — 27.02.2020 — Kombinatoryka: najwazniejsze pojecia.

Kombinatoryka to dzial matematyki zajmujaca sie (miedzy innymi) liczeniem elemen-
tow zbioréow skonczonych.

Niech A bedzie zbiorem skoficzonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementéw. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.

Regula dodawania. Jezeli zbiory skonczone A, As, ..., A, sa parami roztaczne, to

A UAs U.. U An| = |Ay| + |Ag| + ...+ | An].

Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A nazywamy zbiorem potegowym zbioru A i za-
pisujemy jako P(A) lub 24.

Np. jezeli A = {1,2,3} to P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.
Funkcje. Jezeli kazdemu elementowi zbioru X zostal przyporzadkowany dokladnie je-

den element zbioru Y, to méwimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca zbior
X wzbiér Y.

Jezeli taka funcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y, a przez f(z) oznaczamy
element zbioru Y jednoznacznie przypisany elementowi z € X. Element f(z) € Y
nazywamy wartoscig funkcji f w x lub obrazem elementu z

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f. Zbidy Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji
f. Zbior

f(X)={f(z)eY:zeX}CY
nazywamy obrazem funkcji f.

Zbior wszystkich funkeji preksztalcajacych zbiér X w zbiér Y oznaczany jest symbo-
lem VX,

Réwnosé dwdch funkeji f, g : X — Y definujemy nastepujaco:
f=g9 < Viex f@)=g).

Méwimy, ze funkcja f: X — Y jest

e rdznowartosciowa (injekcja, 1 — 1), jezeli Va,bex (a #b = f(a)# f(b))
e na (surjekcjq), jezeli f(X) =Y (czyli obrazem f jest cala przeciwdziedzina)
o wzajemnie jednoznaczna (bijekcjq), jezeli f jest réznowartosciowa i na.

Funkcja charakterystyczna (pod)zbioru. Zalézmy, ze X jest zbiorem i A C X.
Funkcje 14 : X — R zdefiniowana w nastepujacy sposéb: 1 4(z) = 1 jezeli « € A oraz
1a(z) =0, jezeli x € X \ A, nazywamy funkcjg charakterystyczng zbioru A.

Stw. Niech A, B C X. Wéwczas A = B wtedy i tylko wtedy, gdy 14 = 1.

1. Wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:N—=N, f(n) =2n+3,
(b) g : R—R, g(x) =4z -7,
() h:R—R, f(z) =22 +2x — 3,
(@) k:R—Z, f(z) = [2].
Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?
2. Podaj przyktady:
(a) injekcji f:Z — N,
(b) surjekeji f: N — Z,
3. X jest zbiorem skonczonym, A C X. Jak za pomoca funkcji charakterystycznej
14 wyrazié¢ moc zbioru A?

4. X jest zbiorem skonczonym, A, B C X. Zapisz funkcje charakterystyczne zbioréw
ANB, AUB, X\ Ai AAB za pomoca funkcji charakterystycznych zbioréw A i
B.

5. Udowodnij regute dodawania za pomocg rachunku na funkcjach charakterystycz-
nych.

6. Za pomoca funkcji charakterystycznych udowodnij wzory wigczen i wylaczen dla
dwoch i trzech zbioréw skonczonych:

(a) [AUB| = |A|+|B| - [AN B,
(b) [AUBUC| = |A|+|B|+|C|-|AnB|—|BNC|—|CNAl+|AnBNC|.

Ciagi. Niech k € N. Cliggiem k-elementowym / dlugosci k o wyrazach ai,as,...,ax
nazywamy uklad (a1, as,...,ar). Wéwczas ay jest k-tym wyrazem tego ciggu. W in-
formatyce uzywa si¢ tez nazwy krotka (ang. tuple).

Roéznice miedzy ciggiem i zbiorem:

e Kazdy element ciagu ma przypisana pozycje, natomiast element zbioru nie maja
przypisanej pozycji: ciagi (1,2,3) i (3,2,1) sa rézne, natomiast {1,2,3} = {3,2,1}.

e Wyrazy w ciaggu moga sie powtarza¢, natomiast dolaczenie do zbioru jednego
z jego elementéw nic nie zmienia: ciagi (1,2,3) i (1,2,3,3) sa rézne, natomiast
{1,2,3} ={1,2,3,3}.

Jezeli a, aq, . .. ax sa elementami tego samego zbioru A, to ciag (a1, az, ..., ar) mozna
utozsamié z funkcja f : {1,2,...,k} — A zdefiniowang jako f(j) = a;.

Regula mnozenia. A;, Ay, ..., Ax to zbiory skoficzone. Liczba réznych ciggéw k-
elementowych (a1, as,...,ax) takich, ze a; € A; dla j =1,2,...,k wynosi
|[Ar] - |Ag] - ... | Akl




. Numer dowodu osobistego sktada sie z trzech liter i szesciu cyfr. Ile réznych do-

wodoéw osobistych mozna wydacé?

8. Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, majacych ta sama cyfre setek i jednosci?

9. Ile jest réznych liczb pigciocyfrowych o nie powtarzajacych si¢ cyfrach?

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

W urnie znajduja si¢ cztery kule oznaczone numerem 1 i jedna oznaczona nume-
rem 5. Z tej urny losujemy kolejno bez zwracania trzy kule zapisujac ich numery
wedlug kolejnosci losowania. Ile roznych liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac?
Ile r6znych dzielnikéw naturalnych ma liczba 176407
Tle jest liczb szesciocyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {1, 2,3}
(a) wiekszych od 230000,
(b) ktérych kolejne cyfry réznia sie o 1,
(c) ktoére sa wieksze od 230000 i ich kolejne cyfry réznia sie o 1;
)

(d) ktére sa wieksze od 230000 lub ich kolejne cyfry réznia sie o 1.
Ile jest zgodnych z regutami gry w szachy ustawien na szachownicy 8 x 8 dwéch
kroli?

Ile jest mozliwych ustawien na szachownicy dwéch hetmandéw tak, aby jeden nie

zagrazal drugiemu?

Zbiory |A| i |B| sa skonczone, |A| =k, |B|] = n.

(a) Ile jest funkcji f: A — B?

(b) Tle jest injekcji f: A — B?
(c) Ile jest surjekcji f: A — B?
(d) Ile jest bijekcji f: A — B?

Zbiory A i B sg skonczone. Udowodnij, ze
(i) [A] =
(i1) |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f: A — B.

(iii) |A| >

|B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A — B.

|B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f: A — B.

Za pomoca reguly mnozenia i funkcji charakterystycznych udowodnij, ze zbior
n-elementowy A ma dokladnie 2" réznych podzbioréw, czyli zachodzi wzdr

|24] = 2141,
Zbior A jest niepusty i skonczony. Konstruujac odpowiednia bijekcje udowodnij,
ze
(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementéw.

(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.

19.

20.

Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 2"~! 4 1 réznych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory roztaczne.

Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementow jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?

21.
22,
23.

24.

25.

(*) Na ile sposobéw mozna wybraé 2 rozlaczne podzbiory zbioru n-elementowego?

(*) Tle podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwéch kolejnych liczb?

(*) Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j = 1,2,...,2"7 1, to rézne podzbiory
zbioru A, przy czym kazde trzy z tych podzbioréw maja niepusta czes¢ wspolna.
Udowodnij, ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.

(*) Ay, As, ..., As, to 1éZne podzbiory zbioru {1,2,...,
Agpt1 = Aj. Znajdz najwieksza mozliwa wartosé sumy

n}. Przyjmijmy, ze
Z |Ak N A1
Al A

(*) Funkcja f : P(N) — P(N) ma wlasnos¢:
ACB = f(A)C f(B).

Udowodnij, ze istnieje podzbiér C' C N taki, ze f(C) = C.



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

18 — 11.03.2020 — Kombinatoryka II: wariacje i permutacje

Aktualizacje:
16.03: dodatem wskazéwki do zadan domowych, w zadaniach 5 i 6 stowo permutacja zastgpitem
stowem bijekcja.

Wariacjg k-wyrazowq z powtérzeniams zbioru A nazywamy kazda funkcje odwozorowu-
jaca zbidr {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna wzajemnie jednoznacznie
utozsamié z ciggiem dlugosci k o wyrazach ze zbioru A.

Tw. 1. Liczba k-wyrazowych z powtérzeniami zbioru n-elementowego wynosi n*.

Wariacja k-wyrazowg bez powtdrzen zbioru A nazywamy kazda injekcje (funkcje rézno-
warto$ciowa) odwzorowujaca zbior {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna
wzajemnie jednoznacznie utozsamic z ciagiem dtugosci k o réznych wyrazach ze zbioru

A.

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtérzen zbioru n-elementowego wynosi
n!

——— jeslin > ki0jeslin > k.

(n— gy I EE

Permutacjg zbioru n-elementowego A nazywamy kazda bijekcje odwzorowujaca zbior

{1,2,...,n} na zbiér A. Kazda taka bijekcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsa-

mié z pewnynm ustawieniem wszystkich elementow zbioru A w ciag dlugosci n.

Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Zadania

1. Tle jest ciagéw dlugosci 4 o wyrazach ze zbioru {1,2,...,15} takich, ze
(a) liczba 4 jest jednym z wyrazéw ciagu?
(b) pewna liczba wystepuje w ciagu dokladnie dwukrotnie?
(¢) pewna liczba wystepuje w ciggu co najmniej dwukrotnie?

2. Ile réznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2, 3,4, 5,6, jezeli
a) cyfry moga si¢ powtarzaé¢?

b) cyfry nie moga sie powtarzaé?

(
(
(c) cyfry moga sie powtarza¢ i 1 musi wystapi¢ co najmniej raz?
(d) cyfry moga sie powtarzaé¢ i liczba musi by¢ wieksza od 4007

(e) cyfry nie moga si¢ powtarzaé i liczba musi byé wieksza od 4007
(

a) Ile jest roznych ustawien 9 oséb w szereg takich, ze wybrane 3 osoby stoja
jedna po drugiej?

(b) Niech k,n € N ik < n. Ile jest réznych istawien n oséb w szereg takich, ze
wybrane k oséb stoi jedna po drugiej?

4. Tle jest réznych sposobow posadzenia n 0s6b przy okraglym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jezeli w obu kazda osoba ma tych samych sasiadow.

5. Na plaszczyznie dany jest prostokat (kwadrat) ABCD. Ile jest bijekcji P zbio-
ru punktéw {A, B,C, D} takich, ze P(A)P(B)P(C)P(D) tez jest prostokatem
(kwadratem).

6. Punkty A, As,..., Ag na plaszczyznie sa kolejnymi wierzcholtkami sze$ciokata
formenego H. Niech B = {Ay, As, ..., Ag}.

(a) Ile jest bijekeji P zbioru B takich, ze jesli punkty A;, A;, Ay sa wierzcholkami
tréjkata foremnego, to punkty P(A;), P(A;), P(Ag) tez sa wierzchotkami tréjkata
foremnego.

(b) Czy kazda bijekcja P opisana w podpunkcie (a) ma wlasno$é: punkty
P(A),P(As),...,P(Ag) sa kolejnymi wierzchotkami szeSciokata H?

(c) Bijekcja P zbioru A ma wlasnoéé: dla dowolnych réznych punktéw A;, A;, Ay
tréjkaty A;AjAg 1 P(A;)P(A;)P(Ag) sa przystajace (uwzgledniajac kolejnoéé
wierzchotkéw). Czy punkty P(Ay), P(Asz),...,P(As) sa kolejnymi wierzchotka-
mi szesciokata H?

7. W mieécie o n + 1 mieszkancach jedna osoba powtarza plotke drugiej, ktora z
kolei powtarza ja trzeciej, itd. Za kazdym razem plotka jest powtarzana jednej z
n dostepnych oséb. Wyznacz, ile jest réznych drég rozprzestrzeniania sie plotki
takich, ze plotka zostanie powtérzona k razy i

(a) nie wréci do osoby, ktéra ja zapoczatkowala,
(b) nie zostanie powtérzona dwa razy tej samej osobie.

8. (*) W kazde pole tabeli o m wierszach i n kolumnach wpisujemy liczbe 1 lub —1.
Na ile sposobéw mozna to zrobi¢ tak, aby iloczyn liczb w kazdym wierszu i w
kazdej kolumnie byt réwny —17

9. (*) W pewnym miescie dzialaja dwie siatki szpiegowskie wrogich mocarstw. Kaz-
da siatka skltada sie z n szpiegéw. Kazdy szpieg z pierwszej siatki sledzi k szpiegéw
z drugiej siatki i kazdy szpieg z drugiej siatki Sledzi [ szpiegéw z pierwszej siatki.
Ile jest par (k,l) gwarantujacych, ze pewnych dwoch wrogich szpiegéw Sledzi sie
nawzajem?

Pisemne zadania domowe na 18.03:
ZD1. Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 2n pilek zielonych, 2n niebieskich i 2n czer-
wonych po réwno pomiedzy dwie osoby?

Wskazowka: Taki rozklad jest wyznaczony jednoznacznie przez liczbe pilek zielonych i niebieskich u
pierwszej osoby. Osoby sa rozréznialne, np. pierwsza to Ja$, a druga Malgosia. Jesli p to liczba pitek

zielonych u 1. osoby, na ile sposobéw (przy ustalonym p) mozna jej daé pitki niebieskie?

ZD2. Niech m > 2 i Ay, Ao, ..., A, to rézne podzbiory niepustego zbioru A. Udo-
wodnij, ze co najmniej m zbioréw postaci A;AA; jest réznych.

Wskazéwka: X,Y,Z to podzbiory zbioru A. Zastanéw sie, co wynika z réwnosci XAY = XAZ.



Rozwigzania zadan domowych
ZD1. Taki rozklad pitek jest wyznaczony jednoznacznie przez dwie liczby: p — liczbe
pitek zielonych i ¢ — liczbe pilek niebieskich u pierwszej osoby.

1. przypadek: 0 < p < n. Nie jest mozliwe, aby p + ¢ < n, bo wtedy zabraknie pitek

czerwonych. Zatem p + q > n, czyli ¢ > n — p. Wszystkich pitek niebieskich jest 2n,

wigc ¢ < 2n. To oznacza, ze
ge{n—p,n—p+1,...,2n} (ten zbiér ma n 4+ p + 1 elementéw)

czyli dla ustalonej wartosci p jest n+p—+1 mozliwych wartosci g. Sumujac po wszystkich

p € {0,1,...,n} dostajemy nastepujaca liczbe mozliwosci (oznaczong przez ay,)
- +1
ap = Zn+p+1 Zn+2p+217nn+l ( )+n+1:
p=0
1
=n?+2n+1+ %

2. przypadek: n < p < 2n. Wtedy p+q < 3n, czyli ¢ < 3n—p. Zatem w tym przypadku

q€{0,1,...,3n —p} (ten zbiér ma 3n — p 4+ 1 elementéw)

Zauwazmy, ze jesli p > n, to 3n — p < 2n, wiec nie zabraknie nam piltek niebieskich,
oraz 3n — p — q < 2n, wiec pilek czerwonych tez bedzie dostateczna ilo$¢. Dla usta-
lonej wartoéci p jest wiec 3n — p + 1 mozliwych wartosci liczby ¢. Aby ulatwié¢ sobie
dalsze obliczenia zapiszmy liczbe p jako p = n + k, gdzie k € {1,2,...,n}. Wtedy
jest 2n — k + 1 mozliwych wartoéci ¢. Zatem w tym przypadku mamy w sumie b,
mozliwoéci, gdzie

:zn: o —k+1) —QZn—Zk—i—Zl_Q 2 %1)—&-71.
k=1 k=1

k=1

Wszystkich mozliwosci jest

nn+1) Lon? n(n+1)

Qp + by, =02 +2n+1+ 5 T+n:3nQ+3n+1.

ZD2. Jezeli X,Y,Z to zbiory i XAY = XAZ, to Y = Z. Mozna to uzasadni¢ w
nastepujacy sposob: Réwnosé XAY = XAZ mozna zapisaé jako
XAY)UY\X)=(X\2)U(Z\X).

Stad
X\Y=X\Z i Y\X=2Z\X.

7 pierwszej réwnosci wynika, ze X NY = X N Z. Mamy teraz
Y=XnY)UY\X)=XnNn2)U(Z\X)=

Z udowodnionej implikacji wynika, ze zbiory A1 AA 1, A1ANAs, ..., A AA,, sa wszyst-
kie rézne, wigc mamy m réznych zbiorow.

UWAGA: Nie jest prawda, ze wszystkie zbiory A;AA; dla i # j sa rézne — takie
stwierdzenie pojawilo si¢ niestety w wielu nadestanych rozwiazaniach. Na przyktad,
niech X ={1,2,3,4} i

Ay ={1,2}, Ay ={2,3}, As;={1,4}, A,={3,4}.

Woéwezas A1AA2 = {1,3} = Ag,AA4



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

19 — 18.03.2020 — Kombinatoryka III: kombinacje, symbol New-
tona

Definicja. Niech k,n € NU {0} i & < n. Kombinacjg k-elementowq zbioru n-
elementowego A nazywamy kazdy k-elementowy podzbior zbioru A.

Definicja. Dla liczb k,n € NU{0} definiujemy symbol Newtona (symbol dwumienny)
jako: gdy n > k

k! Kl(n— &)

<Z>_n(n—l)(n—2)...(n—k+1) nl

natomiast gdy n < k przyjmujemy, ze ( k> =0.

Tw. 1. Niech k,n € NU {0} i k¥ < n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-

elementowych podzbioréw) zbioru n-elementowego jest réwna

Dowdd. Rozwazamy wszystkie k-wyrazowe wariacje bez powtérzen zbioru n-
elementowego A, czyli ciagi dlugosci k o wyrazach ze zbioru A takie, ze kazdy
wyraz jest inny. Kazdej takiej wariacji (ag,as,...,ar) mozemy przyporzadkowaé k-
elementowy podzbiér {ai,as,...,ax} zbioru A. Takich wariacji jest

nn—1Mn-2)...(n—k+1).

Jednak, gdy £ > 1, ten sam podzbiér zostanie przyporzadkowany wszystkim waria-
cjom dlugoéci k, w ktérych wystepuja elementy ai,as,...,ar — wariacje te roznig
si¢ jedynie kolejnoscia wyrazéw. Liczba takich wariacji jest réwna liczbie permuta-
¢ji zbioru k-elementowego {ai,as,...,ar}, czyli k!l. Oznacza to, ze kazdy podzbiér
k-elementowy zostanie przyporzadkowany k! réznym wariacjom k-wyrazowym. Zatem
liczba podzbioréw k-elementowych jest réwna

n(n_1)(n—2k)!...(n—k+1) _ (Z)

Uwagi:

e Jesli k > n, to istnieje 0 podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego, wiec

takze w tym przypadku liczba takich podzbioréw jest réwna (7).

e Zauwazmy, ze udowodniliSmy takze nastepujacy fakt dotyczacy liczb catkowitych:
jesli k,nm € NU{0} i k < n, to liczba k! dzieli liczbe n(n —1)(n —2)...(n — k + 1).

Tw. 2. (Wlasnosci symbolu Newtona)

(i) Jezeli k,n e NU{0} ik <n, to

(i) Jezeli k,mn e NU{0}11<k<mn,to

n?) - @*(kil)'

> ()

Dowdd. (i): Réwnosé ta wynika od razu ze wzoru (Z) = #lk), Inne uzasadnienie wy-
nika z obserwacji, ze kazdemu k-elementowego podzbiorowi B zbioru n-elementowego
A mozemy wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé podzbiér (n — k)-elementowy
A\ B. Zatem podzbioréw k-elementowych i (n — k)-elementowych jest tyle samo.

(iii) Jezeli n € NU {0}, to

(ii): Podzbiory k-elementowe zbioru (n 4 1)-elementowego A zliczymy w nastepujacy
sposéb: Ustalmy element a € A. Jest (Z) podzbioréw k-elementowych zbioru A nie
zawierajacych a — sa to podzbiory k-elementowe zbioru A\ {a}. Natomiast podzbioréw
k-elementowych zawierajacych a jest tyle samo, ile (k — 1)-elementowych podzbioréw
zbioru n-elementowego A\ {a}, czyli (kfl). Wszystkich podzbioréw k elementowych

zbioru A jest ("Z‘l), mamy wiec réwnosé

=)+ ()

(iil): Tozsamo$é mozna udowodnié zliczajac na dwa sposoby wszystkie podzbiory zbio-
ru n-elementowego A: z jednej strony jest ich 2. Z drugiej strony, aby otrzymac ich
liczbe mozna dodaé do siebie liczby podzbioréw 0-elementowych, 1-elementowych, itd,
otrzymujac lewa stron¢ dowodzonej réwnosci. O
Uwaga: Dowody wszystkich trzech tozsamo$ci powyzej polegaly na tym, ze pewne
obiekty (podzbiory) zliczaliémy na dwa sposoby. Takie dowody wzoréw algebraicznych
nazywane sa dowodami kombinatorycznymi.

Tréjkat Pascala. Wartosci symbolu Newtona (Z) mozna dla niezbyt duzych n tatwo
wyznaczy¢ za pomoca tzw. tréjkata Pascala. Jest to tréjkatna tabela, ktorej wiersze
odpowiadaja kolejnym wartosciom n, tworzona w nastepujacy sposéb:

n= 0

n=1 ) (0) ) )
n=2 . (0) (1) (2) X
n=3 (o)

n=4 (o) ()

n=5[ () (7) () (5) (3 ()




7 tozsamosci (”Zl) = (1) + (,",) wynika, ze w kazdym wierszu poczawszy od trzecie-
go kazdy nie-skrajny wyraz jest suma dwoch wyrazéw bezposrednio nad nim. Mozna
wiec szybko wypelniaé kolejne wiersze. Dla 6 wierszy (do n = 5) otrzymamy:

n=2>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1

Przyktady

I.

II.

7Z klasy liczacej 34 uczniéw nalezy wytypowaé czteroosobowy samorzad. Na ile
sposob6éw mozna to zrobié¢?

Zadanie to polega na wyznaczeniu liczby kombinacji 4-elementowych zbioru 34-
elementowego. Takich kombinacji jest
(34) 0 34-33-32-31 1113024

4 1 2 = 46 376.

Zalézmy teraz, ze w tej klasie jest 7 dziewczat. Na ile sposobéw mozna wytypowaé
czteroosobowy samorzad tak, aby nalezalta do niego co najmniej jedna dziewczyna
i co najmniej jeden chlopiec?

W tym przypadku mozemy oddzielnie zliczy¢ mozliwe sklady samorzadu, w kto-
rych wybrano odpowiednio doktadnie 1, 2 i 3 dziewczeta. W 1. przypadku moz-
liwosci jest (I) . (237) (wybieramy jedna osobe z 7 i 3 z 27), w 2. przypadku jest
(;) . (227) mozliwoéci, w 3. jest ich (g) . (217). Zatem odpowiedZ to

7 27 L 7 27 L 7 27
1 3 2 2 3 1
27-26-25 7-6 27-26 7-6-5
B A i Tt .9
7 5 + 5 B + 6 7
=7-2925+21-351+35-27=20475+ 7371 + 945

= 28 791.

Zauwazmy, ze korzystamy tutaj ze wzoru na liczbe kombinacji oraz regut doda-
wania i mnozenia.

Wyznaczymy liczbe ciagéw dlugosci cztery (aq, as,as,aq) takich, ze a; € N oraz
a1 + as + az + aq = 10.

Wyobrazmy sobie prostokat 3 x 10, ktéry podzielono poziomymi i pionowymi
liniami na kwadraty 1 x 1. Kazdemu takiemu ciagowi mozemy jednoznacznie
przyporzadkowaé¢ pewna droge z lewego gérnego rogu do prawego dolnego rogu
prostokata wzdluz narysowanych linii. Przykladowo, ciag (3,4,1,2) odpowiada
drodze:

Cztery poziome odcinki tej drogi maja kolejno dtugosci 3,4, 1,2. Aby wybraé taki
ciag / droge nalezy wskazaé¢ 3 z 9 pionowych linii w ktérych przejdziemy z jednej
poziomej linii do kolejnej. Odrzucamy skrajne linie pionowe, gdyz dhugos¢ kazdego
odcinka poziomego ma by¢ liczba naturalng. Zatem odpowiedz brzmi (g) = 126.

Zadania

1.

Na plaszczyznie danych jest 14 prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle
i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Ile jest trojkatow, ktorych boki
naleza do tych prostych?

2. Ile réznych prostokatéw mozna utworzyé z pol szachownicy 8 x 87

3. Ile jest permutacji zbioru {1,2,3,...,31} takich, ze iloczyn kazdych dwéch sa-

10.

siednich liczb jest parzysty?

Na ile sposobéw mozna wypelnié¢ kupon totolotka (zakreslamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, ze zakredlone zostana co najmniej 2 kolejne liczby?

. Na ile sposobéw mozna posadzié¢ na 25 miejscowej tawie 10 panéw i 15 pan tak,

aby miedzy kazdymi dwoma panami siedziala co najmniej jedna pani?

Na ile sposobow mozna podzieli¢ zbiér 12 elementowy na 6 rozltacznych podzbio-
row 2-elementowych?

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza.
(a) Ile jest réznych dzielnikéw naturalnych liczby p1ps ... pn?
(b) Ile jest par wzglednie pierwszych dzielnikéw liczby p1pepspaps?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentéw w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kazdy moze dzieli¢ pokdj z kazdym,

(b) pewnych dwdch studentéw nie chce mieszkaé razem,

(¢) pewnych dwéch studentéw chee mieszkaé razem?

Niech k,n e Nyn>411 < k <n— 1. Na ile sposobéw mozna wybra¢ ze zbioru
{1,2,...,n} cztery liczby tak, aby wéréd nich byla liczba k i dokladnie jedna
liczba mniejsza od k7

Niech n,k € Ni k < n. Udowodnij tozsamosé

k@:n(;ﬂ:D

(a) algebraicznie, przeksztalcajac lewa i / lub prawa strone réwnosci;
(b) kombinatorycznie, rozwazajac, na ile sposobé6w mozna z n oséb wybraé k
osobowy zesp6t z liderem.



11. Dany jest zbiér n-elementowy A i jego m-elementowy podzbiér B. Ile jest pod-
zbioréw zbioru A niezawierajacych sie w B i nierozlacznych z nim?

12. (*) Niech n € N. Udowodnij tozsamosé

n 2
n 2n —1
k = .
k=0
Postaraj si¢ znalez¢é dowdéd kombinatoryczny.

13. (*) Niech n € N. Udowodnij, ze liczba ciagéw m-wyrazowych (al,alg, cey Qi)
m+n— )

takich, ze a; € NU {0} oraz a1 +as + ...+ an, = n wynosi ( .
m—




Analiza matematyczna - klasa 1A-4

20 — 02.04.2020 — Kombinatoryka IV: dwumian Newtona

Aktualizacje:
06.04 - Poprawa wyktadnika we wzorze w zadaniu 16

Twierdzenie (dwumian Newtona). Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i liczby
naturalnej n prawdziwy jest wzér

n __ n n n n—1 n n—2 n n—1 n n
(a+0b) —(0>a +(1>a b+<2>a b+...+<n1>ab +<n)b
_ Z (Z) akpn—k.
k=0

Uwaga: Wzor ten jest nazywany dumianem Newtona lub wzorem dwumianowym New-
tona. Dla n = 2, 3 dostajemy znane wzory skréconego mnozenia na kwadrat i szeScian
sumy.

Dowéd. Wyrazenie (a + b)™ jest iloczynem n czynnikéw postaci (a + b), czyli

(@+b)"=(a+b)-(a+b)-...- (a+b). (1)

n czynnikéw

Po wymnozeniu otrzymamy sume iloczynéw postaci a*6" =% (z k czynnikéw wybralismy
a, a z pozostalych (n — k) czynnikéw wybraliémy b). Dla ustalonego k € {1,2,...,n}
zastanéwmy sie, ile razy wystapi iloczyn postaci a*b"~*: ponumerujmy kolejne czyn-
niki (a +b) w (1) liczbami od 1 do n. Kazdy wybér liczby a z k czynnikéw odpowia-
da wyborowi pewnego k-elementowego podzbioru zbioru n-elementowego {1,2,...,n}
(natomiast liczbe b wybieramy wtedy z czynnikéw o numerach z dopelnienia tego
podzbioru!). Zatem po wymnozeniu wszystkich czynnikéw wyrazenie a*b"~* pojawi
sie dokladnie (7)) razy. O

Uwaga: Jesli zamiast b w dwumianie Newtona wezmiemy —b, to otrzymamy wzor

(a—b)" = an (Z) aFprk (— 1)k

k=0

Przyktady

I. Zauwazmy, ze wartosci symboli Newtona we wzorze Newtona dla danego n mo-
zemy znalezé¢ za pomoca tréjkata Pascala. Przykladowo, wiersz tréjkata Pascala
dla n = 5 sklada sie z liczb 1,5,10,5,1. Zatem wzor ,skréconego mnozenia”’ na
piata potege sumy ma postaé:

(a+0)® = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b® + 5ab* + b°.

II. Podstawiajac w dwumianie Newtonoa a = b = 1 otrzymujemy znana nam tozsa-

moéc¢ N
n
2"=(14+1" = .
ar =3 (})
k=0
ITI. Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
(1+v2) +(1-v2)
jest wymierna (a nawet parzysta). Mamy

o) (=) = () (75

k=0

(Z) (—1) (\/ﬁ)_k .

Gdy liczba n—k jest nieparzysta, to k-ty wyraz z pierwszej sumy zniesie sie k-tym
wyrazem z drugiej sumy, natomiast jesli liczba n — k jest parzysta, to k-te wyrazy
w obu sumach sa réwne. W tych wyrazach v/2 jest w parzystej potedze, sa wiec
one liczbami naturalnymi. Zostanie nam wiec liczba naturalna parzysta.

IV. Korzystajac z dwumianu Newtona ,obliczymy” sume
- n
Za pomoca tozsamosci (zadanie 19.10)
n n—1
()=o)

i dwumianu Newtona dla n — 11 a = b = 1 przeksztalcamy sume w nastepujacy
sposbb:

n n n—1

n\ n—1\ n—1\ el on—1
(i) =i ma) = (M) =
k=1 k=1 k=0

Zadania

1. Zapisz wzor ,skréconego mnozenia” dla (a — b)% (széstej potegi réznicy).

2. Znajdz liczby calkowite a i b takie, ze
5
(3-2v2) =a+bva

3. ,,Upros¢” sume



. Dla jakich liczb naturalnych n liczba

(o)

jest wymierna?

. Dla jakich liczb naturalnych n liczba

(V2+v3)" + (V2 -V3)"

(a) (V2+V3) +(V2-+V3)", (b) 7

jest wymierna (caltkowita)?

. Ile wyrazéw wymiernych znajduje si¢ w rozwinieciu za pomoca wzoru dwumiano-

wego Newtona wyrazenia (\@ + \‘73)100?

7. Podaj dow6d kombinatoryczny réwnoéci udowodnionej w przykltadzie IV.

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

10.

11.
12.

i(—l)’“ <Z> = 0.

k=0

. Z poprzedniego zadania wynika réwnosc

() +(6)+ ()= () () + () +

("+ ...”7 oznacza, ze dodajemy symbole (5;) lub (,," ) dopoki 2k < n lub
2k —1 < n). Ile jest réwna kazda ze stron tej réwnosdci? Jaka jest jej interpretacja
kombinatoryczna?

Niech n € N. Udowodnij tozsamo$¢

n 2 2n 9
> (1) =2 (%)
(k—o <k ) k=0 k
Udowodnij wzér dwumianowy Newtona za pomoca zasady indukc;ji.

,Upro$¢” sumy

13.

14.

15.

16.

17.

Udowodnij tozsamosci za pomoca wzoru dwumianowego:

NE

(a) <n) kaF "% = na(a + b)" !

k

~
Il
-

M=

(b) (Z)k(k —1)d""* = n(n —1)a*(a + b)" 2

bl
[
o

,Upros¢” sumy

(Z) k2akbn—k’

<Z)k(k — 1) (k — 2)akbnk,

(a)

M=

E
Il
-

NE

(b)

~
Il

3

Liczba naturalna n jest nieparzysta i a € R. Wykaz, ze

i (Z) ((a=1DF+(=1F - (a+1)*) =0.

k=0
Czy potrafisz ,uprosci¢” sume, gdy n jest parzyste?

Niech n € NU {0}. Zalézmy, ze liczby naturalne a,, i b,, spelniaja réwnosé

an V2= (14v2) "

2n+1

(a) Wykaz, ze a, — b,v/2 = (1 - \ﬁ)
(b) Wykaz, ze liczby a,, i b, sa nieparzyste.

(c)* Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 liczba b2 jest suma kwadratéw dwéch liczb
naturalnych.

(*) Niech n € N1i a,b,c € R. Udowodnij ,wzér tréjmianowy Newtona”:

n!

|
n __ kil m
(a+b+ce)" = Z k!l!m!a b'e™,
k,l,m

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich tréjkach liczb catkowitych nieujem-
nych (k,1,m) takich, ze k + 1 + m = n. Ile wyrazéw jest w tej sumie?




Analiza matematyczna - klasa 1A-4 8. Niech n, k € N. Filemon i Bonifacy zapisuja ciagi liczb calkowitych:
e Filemon zapisuje wszystkie ciagi (a1, aq,...,a,) takie, ze

21 — 20.04.2020 — Kombinatoryka V: zadania r6zne
la1] + |az]| + ... + |an| < k.

1. Niech n € N. Udowodnij, 7e e Bonifacy zapisuje wszystkie ciagi (by, b, ..., b) takie, ze
2n 2n 2n 2n 2n |b1] + [b2| + ... + [bk| < n.
0 < 1 < 2 < < n—1 < n
Udowodnij, ze obaj zapisza tyle samo ciagow.
oraz 9. Dane sg liczby m,r € N takie, ze m > r. Udowodnij, ze
<2n+1><(2n+1)<<2n+1>< <(2n+1)<<2n+1> m &
- . m
0 1 2 -1 -1)F =0.
S 2 (1) ()

2. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé
10. Niech F, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego (czyli Fi = F» = 11 Fhqo =

2n F,+1 + F,). Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
2 1 <4™
()

;; F, (Z) — Fy,.

3. Niech n € N. Udowodnij, ze kazda z ponizszych liczb jest catkowita:

(2n)!
2n . pl’

(n?)!
nl(n+ 1)V (c) (pl)nt1”

(a)

4. Niech n € N. Udowodnij tozsamosci

w2 () =)
(b) kznj_o (”zk);k _on,

5. Niech n,m € N. Udowodnij tozsamo$c¢
i n+k\ [(nt+m+1

k N m '
k=0

6. Liczba p jest pierwsza. Wykaz, ze

(a) p| <i> dlak=1,2,....p—1,

o221 (7) -2

7. Niech k,m € N. Ile jest ciagéw (ay,aq,...,ax) takich, ze liczby ay,as,...,ar sa
calkowite i 0 < a1 < ag < ... < ap <m?



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

22 — 29.04.2020 — Kombinatoryka VI: wzéor wlaczen i wylaczen

Twierdzenie. Zbiory Ay, As, ..., A, maja skohczenie wiele elementéw. Wowczas

[ALUAUAsU..UAL = D 1A = D JAinAl + Y JANANA
1<ign 1<i<j<n 1<i<j<k<n
- Z JA;iMA; N AL NA| 4. 4+ ()" A N AN .. N Ay

1<i<j<k<I<n

Uwaga: Zapis Z oznacza, ze bierzemy sume po wszystkich parach liczb catko-
1<i<j<n

witych (7,7) takich, ze 1 < ¢ < j < n. Na przyklad, wzér na kwadrat sumy n liczb

mozna zapisa¢ jako:

n 2 n
(Zml> =fo+2 Z T
i=1 i=1

1<i<j<n

Zadania

Ile jest liczb naturalnych mniejszych niz 1000 i podzielnych przez 2 lub 3 lub 57
. Ile liczb czterocyfrowych jest podzielnych przez 5 lub 9 lub 157

1.
2
3. Wyznacz liczbe surjekcji ze zbioru n-elementowego na zbior p-elementowy.
4

. Permutacje p = (a1,ae9,...,a,) zbioru {1,2,...,n} nazywamy nieporzqdkiem
(ang. derangement) jezeli ar # k dla kazdego k = 1,2,...,n. Wykaz, ze licz-
ba wszystkich nieporzadkéw zbioru {1,2,...,n} jest réwna

n
(="
.
w3 B
k=0
5. Znajdz wzor na liczbe ciagéw o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n}, w ktérych kazda

liczba wystapi dokladnie 2 razy i kazde dwa sasiednie wyrazy sa rézne.

6. Na ile sposobéw mozna wypelni¢ tabele o m wierszach i n kolumnach liczbami 0
i1 tak, aby w zadnym wierszu i zadnej kolumnie nie bylo samych zer?

7. (IMO 1989) Powiemy, ze permutacja (x1,sa,...,%2,) zbioru {1,2,...,2n} jest
mita, jezeli dla co najmniej jednego 4 zachodzi |x1 — ;11| = n. Udowodnij, ze
dla kazdego n wigcej niz polowa wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,2n} jest
mila.

8. Zbiory Aj, As, ..., A, majg skonczenie wiele elementéw. Udowodnij wzér

|ALAADAD DAL = D Al =2 Y JAinAl+

1<i<n 1<i<jsn
4 ) JANANAlI-8 > JANANAN A
1<i<j<k<n 1<i<j<k<I<n

4o (=DM A N AN N Ay




Analiza matematyczna - klasa 1a4

Zadanie domowe z kombinatoryki na 29.04.2020

W miare mozliwosci prosze oby kazdy umiescit wlasne rozwigzania w jednym pliku pdf. Prosze abyscie

e zadbali o czytelnosé rozwiazan,

e na jednej stronie pisali rozwiazanie tylko jednego zadania,

e na kazdej stronie umiescili imi¢ i nazwisko oraz numer zadania i numer strony, jezeli rozwigzanie zadania
zajmuje wiecej niz jedng strone.

Aby otrzymaé ocene bardzo dobra nalezy poprawnie rozwiazaé¢ 4 zadania, na ocene dobrg 3 zadania, itd.

W zadaniach 1, 2, 3 nalezy otrzyma¢ odpowiedZ w postaci wyrazenia algebraicznego, w ktérym wystepuje
niezalezna od n liczba dzialan dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia, potegowania, pierwiastko-
wania i operacji silnia.

1. Niech n € N. Oblicz sume
& 1
2 (n—k)l(n+ k)!

k=0

”Z_:l 2n ok
2k+1)

k=0

2. Niech n € N. Oblicz sume

3. Niech n € N. Wyznacz liczbe ciagéw dtugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1,2,3}, w ktorych liczba 0
wystepuje (a) parzysta, (b) nieprarzysta ilosé¢ razy.

£ 56

5. Wyznacz liczbe ciagéw (a, b, ¢, d) takich, ze a,b,c,d € N oraz

4. Udowodnij tozsamos¢

3a + 3b+ 3¢+ d = 300.

6. Dla danej liczby naturalnej n wyznacz liczbe ciagdéw skonczonej dtugosei o wyrazach ze zbioru {1, 2},
ktorych suma jest rowna n?

Uwaga: dla danej liczby naturalnej n dopuszczamy ciagi r6znej dtugosci, np. dla n = 4 kazdy z ciagow
(2,2),(1,2,1),(1,1,1,1) spelia podany warunek.

7. Rozwazamy n-kat wypukty W ktorego zadne trzy przekatne nie przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
(a) Ile jest réznych punktéw przeciecia przekatnych wewnatrz wielokata W?
(b) Na ile czesci wszystkie przekatne dziela wielokat W7



Analiza matematyczna - klasa 1A-4

23 — 08.05.2020 — Funkcje liczbowe 1

Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f: D — R, gdzie D C R.

Czesto funkcja liczbowa jest podana samym wzorem bez wskazania dziedziny. Wow-
czas przyjmujemy, ze dziedzina takiej funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzor definiujacy funkcje ma sens. Na przykiad

e dziedzing funkcji f(x) = v/z + 1 jest zbiér Dy = [—1, +00),

Przypomnienie: Jezeli k jest liczba naturalng parzysta i * > 0, to przyjmujemy, ze {/z
oznacza jedyng liczbe nieujemna t taky, ze t* =z

- - jest zbiér Dy = R\ {~1,1}.

e dziedzing funkcji g(r) = —
x

Jezeli chcemy napisaé, ze mamy do czynienia z funkcja zmiennej = bez oznaczania jej
litera f, g itp., mozemy uzy¢ notacji z symobolem +—, np.
T — \1—a2 x— T2 — 2z +5.

Wazne klasy funkcji

funkcje stale: f(z) = ¢, gdzie c jest ustalona liczba rzeczywista;

funkcje liniowe: f(z) = ax + b, gdzie a,b € R;
funkcje kwadratowe: f(x) = az? + bz + ¢, gdzie a,b,c € Ri a # 0;
wielomiany: f(x) = apz™ +ap_12" M 4. +arx+ag; gdzie ag, aq, . .., a, € R. Jedli
an # 0, to méwimy, ze f jest wielomianem stopnia n;
funkcje wymierne: f(x) = %7 gdzie g i h sg wielomianami.

x
Funkcje mozna réowniez definiowaé za pomoca kilku wzoréw, rozbijajac jej dziedzina
na kilka roztacznych podzbioréw. Na przyklad funkcje zwana wartoscig bezwzgledng
lub modulem f(x) = |x| mozna zdefiniowaé w nastepujacy sposéb:

f(x){m gdy 2 >0

—x gdy x <0.

Funkcje f(z) = |x| mozna réwniez zdefiniowaé wzorem f(x) = vz2.

Inny przykltad to funkcja signum:

-1 gdyx <0
sgn(z) =40 gdy =0
1 gdy x>0

Wykresem funkcji liczbowej f : Dy — R nazywamy podzbiér ptaszczyzny
Wi ={(z, f(z)) € R*: x € Dy}.

Dla dwéch funkeji f : Dy — Rig: Dy — R takich, ze g(Dy) C Dy mozemy zdefinio-
wacé operacje zlozenia funkcji:

foglx) = fg(x)).
WAZNE: Skladanie funkcji jest laczne i nie jest przemienne.

Jezeli E C R i funkcja f : D — FE jest bijekcja, to dla kazdego y € E istnieje do-
kladnie jeden x € D taki, ze f(z) = y. Ten element z oznaczamy f~!(y), a funkcje
f~': E — D nazywamy funkcjg odwrotng do f. Wéwczas

Viep flof@) =2 i Vierfof ') =y
Funkcja f jest tez funkcjg odwrotna do f~1.
Na przyklad, jezeli f(z) =3, to f~'(y) = ¥/¥.

m

Nalezy pamietaé¢ o tym, ze napis f~!(x) oznacza co innego niz

1
()

Zadania
1. Wyznacz dziedziny funkcji

322 + 22— 7 x2—4

ainerTy | @@=

(0) (@)=
. () () = Va+1- V.

1
0 1) = =5

(b) f(@) = /(e
© fl@) =/

2. Naszkicuj wykresy funkcji

(2) f(z) = % (d) flz) = Vi—a?,
(b) flx)=2x—3, (e) flz) = :;2: i
() fla)=|— e +2], (M) @) ="

3. Opisz, jak z wykresu funkcji f(z) otrzymaé wykres funkeji

(a) g(z) = f(z + a), gdzie a € R,
(b) g(z) = f(z) + a, gdzie a € R,
(¢) g(z) = f(ax), gdzie a € R\ {0},
(d) g(z) = af(x), gdzie a € R\ {0}.

4. Naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbiory wartosci

(@) @) =2 +20-2, () f(0) = 22 () f) = |le—2 —2| -2




. Znajdz zlozenia fogigo f funkcji f(z) =

X .
m—i—llg(x):\/fﬂ_l

6. Wykaz, ze skladanie funkcji jest taczne.

7. Wyznacz funkcje odwrotna do funkeji:

10.

11.

12.

13.

14.

. Funkcja f(z) =

(2) f(z) = =3z +4, (© f() = 5—,
(b) f(z)= —% d) fla) =Yz —1+1

. Rozwazamy funkcje f: D — FE, gdzie D i E to dowolne zbiory. Udowodnij, ze

(a) f jest surjekcjq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E — D taka, ze
Vyer fogly) =v.

(b) f jest injekcjq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E — D taka, ze
Viep go f(z) = 2.

(c) f jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : E — D taka, ze

Vyer fogy) =y, i Vaiepgofla)=u

Cx

C 2r+3
—%. Wyznacz wspoétezynnik c.

spelia warunek f o f(z) = = dla kazdego = réznego od

2 n n .
Dana jest funkcja f(z) = % Oblicz sume Z Z f <‘;>
x

j=1 k=1

Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji

1+ 2?2 14 22
\/ +x +1_\/ +x 1
2x 2x

flxy= |x-
(=) \/1+x2+1+\/1+z2 1
2z 2z
1
Dana jest funkcja f(z) = = Wyznacz f o f o £(2020)
—x

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — [0,+00) takie, ze dla dowolnych z,y € R
spelniona jest nieréwnosé

flx+y) > f(@)+ fy)

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych z,y € R spelniona
jest réwnosé

f@)- fly) —zy = f(z) + fly) — 1.

15.

16.

Niech D = {1,2,3,4,5} i p,q : D — D to permutacje zadane przez ciagi
(2,3,1,5,4)1(3,5,1,2,4). Wyznacz ciagi odpowiadajace permutacjom poq i gop.
Niech D = {1,2,3,...,n}. Permutacje p : D — D nazwiemy cyklem dlugo-
ci k, jezeli istnieja rézne liczby aj,as,...,ar € D takie, ze p(a;) = a;4+1 dla
i=1,2,...,k—1ip(ay) = a; oraz p(b) =b dlabe D\ {a1,az,...,ar}. Oznacz-
my taki cykl przez C(aq,aq,...,ak).

Powiemy, ze cykle C(aq,...,ar) i C(by,...,b;) sa roztaczne, jezeli {a1,...,ar} N

{bla"'abl} - @
Cykl dlugosci 2 nazywamy transpozycjq.
(a) Wykaz, ze kazda permutacja jest zlozeniem kilku cykli roztacznych. Czy te
cykle sa wyznaczone jednoznacznie? Czy kolejnos¢ ich sktadania jest istotna?
(b) Wykaz, ze kazda permutacja jest zlozeniem skorficzonej liczby transpozycji.

(¢) Permutacje p : D — D zapisano jako zlozenie r transpozycji i jako zlozenie
s transpozycji. Wykaz, ze 2 | r — s.
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24 — 22.05.2020 — Funkcje liczbowe II - przebieg zmiennosci funk-
cji

Zatézmy, ze D C R jest przedzialem i f : D — R.

Monotoniczno$é¢ funkcji. Méwimy, ze funkcja f jest

e rosngca, jesli f(x) < f(y), gdy = < v,

e malejgca, jesli f(x) > f(y), gdy =z < y,

e niemalejgca, jesli f(z) < f(y), gdy = < v,

e nierosngca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e monotoniczna, jesli jest niemalejaca lub nierosnaca,

e scisle monotoniczna, jesli jest rosnaca lub malejaca

Przyktady:

e funkcja f(z) = ¥/x jest rosnaca,

e funkcja g(z) = —2 — 2° jest malejaca.

Przedzial monotonicznosci funkcji f jest to przedzial, na ktérym funkcja f jest mo-
notoniczna, ktéry nie jest zawarty w wiekszym przedziale o tej wlasnosci.

Przyktad: funkcja f(x) = 22 ma dwa przedzialy monotonicznoéci: (—oo, 0], na ktérym
maleje i [0, +00), na ktérym rosnie.

Ekstrema funkcji. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie a € D

o minimum (minimum globalne), jezeli f(x) > f(a) dla kazdego = € D. Wowczas
piszemy min f = f(a) lub m[i)nf = f(a);

o maksimum (maksimum globalne), jezeli f(x) < f(a) dla kazdego x € D. Wowczas
piszemy max f = f(a) lub mgxf = f(a);

e minimum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b, c) C D taki, ze a € (b,c) 1 f(z) > f(a)
dla kazdego x € (b, ¢);

o maksiumum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,c) C D taki, ze a € (b,c) i
f(z) < f(a) dla kazdego = € (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym

Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym.

Przyktady:

e funkcja f(z) = x* ma w punkcie ¢ = 0 minimum globalne i lokalne. Funkcja ta nie
ma maksimoéw lokalnych.

2

e funkcja g(z) =1 — |z 4+ 1| ma w punkcie a = —1 maksimum globalne i lokalne.

1
e funkcja h(z) = - (z # 0) nie ma ekstreméw lokalnych i globalnych

Méwimy, ze funkcja f : D — R jest ogramiczona z gdry, jezeli istnieje A € R takie,
ze f(x) < A dla kazdego x € D i ograniczona z dolu, jezeli istnieje B € R takie, ze
f(z) > B dla kazdego « € D. Funkcja f jest ograniczona, jezeli f jest ograniczona z
gbry i z dotu.

Zadania

x
1. Udowodnij, ze funkcja f(x) = ———= jest rosnaca. Czy funkcja ta ma ekstrema
V14 22

lokalne lub globalne? Wyznacz funkcje f~1.

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f(x) = T oraz
(2) = 1 ’
)= ——
g 1+ a2
3. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = |z + 1| + | — 1] oraz
g(x) = |z + 1| — |z — 1|. Naszkicuj wykresy tych funkcji.
4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f(z) = “x -2| - 2|.
-3
5. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = ; 1
x

6. Wykaz, ze funkcja f(z) jest $ciéle monotoniczna i wyznacz funkcje f~1.

oz
14 o
7. ZnajdZ przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) = |4 — 5z| + |1 — 3x| + 22 + 4.

8. Ktoére z funkcji w zadaniach 1 - 6 sa ograniczone, ograniczone z géry, ograniczone
z dotu? Ktére z nich maja maksimum lub minimum globalne?

9. Funkcja f : D — R jest éciéle monotoniczna. Wykaz, ze funkcja f~' tez jest
monotoniczna.

10. Funkcje f i ¢ sa Scisle monotoniczne. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci
funkcji f-gi fog?

11. Niech a < b. Pokaz, ze kazda funkcja monotoniczna f : [a, b] — R jest ograniczona.

12. Funkcja wszedzie nieograniczona. Funkcje f : R — R zdefiniowano w naste-

pujacy sposob: f(x) = 0 dla x niewymiernych i z = 0, oraz f(*) =n dlaz = 7,

gdzie m € Z\ {0}, n € N i utamek 7 jest nieskracalny. Pokaz, ze funkcja f jest
nieograniczona na kazdym przedziale (a,b).

13. Méwimy, ze funkcja f spelnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego, jezeli dla dowol-
nych x,y € Dy zachodzi réwnosé f(z +y) = f(z) + f(y).
(a) Wyznacz wszystkie funkcje f : Q — R spelniajace réwnanie funkeyjne Cau-
chy’ego.

(b) Wyznacz wszystkie funkcje g : R — R takie, ze g jest ograniczona na prze-
dziale (0,1) i g spelnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego.

(¢) Wyznacz wszystkie funkcje monotoniczne h : R — R, ktére spelniaja row-
nanie funkcyjne Cauchy’ego.
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25 — 03.06.2020 — Wartos¢ bezwzgledna

Przypomnienie:
r gdyz>0
2l = {—x gdy x < 0.
Prawdziwy jest takze wzor |z| = vz2.
Liczba |z| jest nazywana wartoscig bezwzgledng lub modulem liczby x.
Twierdzenie (najwazniejsze wlasnosci wartosci bezwzglednej).
(i) |z| > = dla kazdego z € R.

(ii) Jedlia > 0ix € R to nieréwnosé |x| < a jest réwnowazna koniunkcji nieréwnoséi
—a<zr<a.

(iii) Jedlia > 01z € R to nieréwnosé |z| > a jest réwnowazna alternatywie nieréw-
noséi x > a lub z < —a.

(iv) Jedli z,y € R to

|zy| = || - ly]

oraz gdy y # 0 ﬁ:

(v) Jesli z,y € R, to

[z +yl <l|z|+|y| oraz ||z|—|y|| < |z —yl.

Zadania

1. Udowodnij (v) podpunkt Twierdzenia.

2. Rozwiaz réwnania:

(a) |z 42| =23 —=2) (e) [2z] + 32 —5 = |z —1]
(b) |z| —|z—2| =2 () [lz+1]-2| =1
(¢) |z —=3|+|z+4 =9 (g) |lz+2|—|z|]| =2
(d) 2z|+ |z —1|+|z+1] =4 () [lz+1]—|z—1]|=3

3. Rozwiaz nieréwnosci:

(a) |b—2z| <1 (e) lx+2|—|z|>1
(b) 2—z|<1-2z (f) |2z + 6] + |3z — 12| + |z| < 20
(c) |30 —4|>7 (g) [lz+3]-2| <1
(d) |z —2|<|z+4] (h) ||z +3| -2 >3

10.

11.

12.

13.

14.

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m € R:

(a) |\x|—3|:m (b) ||m\—m|:1 (c) ||x—m|—3}:1

. Rozwiaz réwnanie

Q‘x— |z + \x71||’ = ’er |z — |x+1||’
Zalézmy, ze —1 < z,y < 1. Wykaz, ze
|z =yl < |1 —ayl.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz| + 1yl + |zl < |ly+z—z|+]z+z—y|+ |z +y— 2|
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z zachodzi nieréwnosé
lz] + Jy| + 2| +lz+y+ 2| >z +y| + |y + 2| + [z + 2.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R spelniona jest nieréwnosé

‘ . Y| <z —yl.

1+ 22 _1+y2

Wykaz, ze jeli a,b,c € R, to

’\/a2+b2—\/a2+c2‘ < b=

Wyznacz wszystkie funkcje f : [0, 1] — [0, 1] takie, ze dla dowolnych z,y € [0, 1]
[f(z) = fy)l = |z —yl.

Wykaz, ze dla dowolnych funkeji f, g : [0,1] — R istnieja z,y € [0, 1] takie, ze

7(2) +9ly) ~ 3] > |

Liczby 1,2,3,...,2n — 1, 2n podzielono na dwie grupy po n liczb w kazdej. Niech

a1 < ag < ...< a, touporzadkowane rosnaco liczby z pierwszej grupy, natomiast
by > by > ... > b, to uporzadkowane malejaco liczby z drugiej grupy. Wykaz, ze

n
Z |ai — bl| = n2.
=1

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,as, ..., an, b1,ba, ..., b, za-
chodzi nieréwnosé

D (lai—ag| 10 = b)) <D lai —byl.

1<i<j<n i=1 j=1
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26 — 17.06.2020 — Czes¢ catkowita (podloga) liczby rzeczywistej

Cze$¢ calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |z ]) definiujemy jako najwieksza
liczbe catkowita mniejszg lub rowng .

Twierdzenie (najwazniejsze wlasnosci podlogi liczby rzeczywistej).
(i) |z] <z < |z]+1 dla kazdego = € R.
(ii) Jeslizx e RikeZto |z + k| = |z| + k.
(iii) Jesliz € Rin €N, to {MJ = H
n n

(iv) Dla dowolnych z,y € R

lz] + ly] < [z +y] < [z]+ [y] +1.

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [2]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnoéé [x] = — | —x], wiec kazde wyrazenie zawiera-
jace sufit mozna zamieni¢ na réwnowazne wyrazenie z podloga.

Zadania

1. Udowodnij podpunkty (iii) i (iv) Twierdzenia.

2. Sformutluj i udowodnij twierdzenie o najwazniejszych wlasnoéciach sufitu liczby
rzeczywistej.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
1
z+5|= [2z] — |z] .

4. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = [2z] — .

5. Funkcja f : N — N jest dana wzorem

n n
s =53] - [5]
Wykaz, ze f jest surjekcja i znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze
f(n) =2020.
6. Rozwiaz réwnanie |x] + |3z] = 17.

7. Rozwiaz réwnania

(a) {54—869:J _ 151”5—7’ (b) {12x7—5J _ 73:4— 6.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
[22] + 12y) > [z] + ly] + [z +y].
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwno$¢

[3z] + |3y| + [32] = 2(|z] + ly] + |2]) + lz+y + =]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

[Vn+vVn+1] = |Vin+2].

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba {(2 + \/g)nJ jest nieparzysta.

Liczby z1,z9,...,z, sa naturalne. Udowodnij nieréwnosé

Vcl—l—xg—i—...—i—mn

- J+n<1+x1+x2+...+xn.

Niech z > 0. Udowodnij réwnosé¢
| VIl | = |va).

Rozwiaz rownanie
(& +1)%] = |22] + 1.
Niech a,b > 01 a + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

|na] + [nb] =n—1.

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie i niewymierne oraz a +b = 1. Udowodnij, ze c+d =1
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

|na] + |nb] = [nc] + |nd] .
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
[na] + |nb] = |nc] .

Udowodnij, ze a + b = c.

Udowodnij twierdzenie Dirichleta: DI kazdej liczby niewymiernej « i liczby natu-
ralnej n istnieja liczby catkowite piq takie, ze 1 < ¢ < n oraz

lzg — p| <

S|
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Zadanie domowe na 17.06.2020

W miare mozliwosci prosze oby kazdy umiescit wlasne rozwigzania w jednym pliku pdf. Prosze abyscie
e zadbali o czytelnosé rozwiazan,
e na jednej stronie pisali rozwiazanie tylko jednego zadania,

e na kazdej stronie umiescili imi¢ i nazwisko oraz numer zadania i numer strony, jezeli rozwigzanie zadania
zajmuje wiecej niz jedng strone.

Aby otrzymaé ocene bardzo dobra nalezy poprawnie rozwiagzaé¢ 5 zadan, na ocene dobra 4 zadania, itd.

1. Funkcja f: (—1,400) — R jest dana wzorem

2

()

T 1l+a
(a) Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f i jej ekstrema lokalne.

(b) Zbadaj, czy funkcja f ma minimum globalne i czy ma maksimum globalne.

2. Znajdz wszystkie funkcje réznowartosciowe f : R — R takie, ze dla dowolnych z,y € R

F(f@) +y) = fla+y) +1.

3. Funkcja f : N — N jest rosnaca i spetnia dla kazdej liczby naturalnej n réwnosé
1(fm) =3n.
Oblicz £(999).

4. Rozwiaz nier6wnosc¢
o =1 = |z + 1] <1.

5. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

‘x + m\x” =1
w zaleznosci od wartosci parametru m € R.
6. Niech a,b,c € R. Wykaz, ze
b—al b+a 2| |b—al b+a 2 111
+ - = + +:4~max<,,).
|ab ab c |ab| ab c a' b’ c

7. Udowodnij, ze dla dowlnych liczb rzeczywistych z,y, z spetniona jest nieréwnosé

24y + 2| < || ly| 2| '
l+|z+y+z| 14z 14yl 14|z

8. Wykaz, ze istnieja liczby calkowite a, b, ¢ nie wszystkie jednoczesnie réwne zero, takie, ze |al, |b], |¢| <

108 oraz
1

’a+b\/§+0\/§‘ <W.
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