
WSTE֒P

W 1974 r. przysz lo mi po raz pierwszy uczyć w pierwszej
klasie LO nr XIV w Warszawie, wtedy im. Klementa Gottwalda,
a po zmianie ustroju w 1990 r. sta lo sie֒ im. S. Staszica. Ta

zmiana oczywicie wielkiego znaczenia nie ma, żaden z nich nie

by l szczególnie zwia֒zany z matematyka֒ (wiedza uczniów o jednym

i o drugim jest porównywalna), a od drugiej po lowy lat sześćdzie-

sia֒tych dwudziestego wieku szko la znana by la przede wszystkim ze

specjalnego nauczania matematyki, co robili g lównie pracownicy
Instytutu Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego. Organiza-
cja֒ zajmowa la sie֒ wtedy doc. dr Hanna Szmuszkowicz. Meryto-

ryczny nadzór nad tym sprawowa l prof. dr hab. Stanis law Mazur,
w przesz lości uczeń i wspó lpracownik Stefana Banacha.

Po kilku miesia֒cach mego uczenia otrzyma lem zadziwiaja֒ca֒

propzycje֒ — napisać skrypt z analizy matematycznej dla uczniów

tego liceum. Zadziwiaja֒ca֒, bo przecież by lem pocza֒tkuja֒cym pra-

cownikiem. Z ma lo zrozumia lych powodów zgodzi lem sie֒. Przed-

stawi lem plan skryptu odmienny od tego, który wtedy istnia l.
Sprawa by la merytoryczna, wie֒c zosta lem zaproszony na rozmowe֒

do prof. S. Mazura. Powiedzia lem, że moim zdaniem nie należy
rozpoczynać od listy pewników, bo w podstawówkach uczniowie
nie spotykali sie֒ z dowodami i że najpierw trzeba z grubsza rzecz

biora֒c wyjaśnić na czym dowodzenie polega. Oczywíscie na przy-

k ladach. S. Mazur wys lucha l mych wynurzeń i powiedzia l, żebym
spróbowa l rzecz napisać zgodnie ze swym planem. Po kilku miesia֒-

cach dostarczy lem tekst, który Mazur przeczyta l dok ladnie, o czym
świadczy ly uwagi. Pisze֒ o tym, bo niewielu obecnych recenzentów

podre֒czników ma zwyczaj dok ladnego czytania sprawdzanego po-

dre֒cznika.

Skrypt zosta l zaakceptowany i wydany przez Instytut Kszta l-
cenia Nauczycieli, w którym wtedy pracowa la doc. Hanna Szmusz-
kowicz, z punktu widzenia której podre֒cznik by l koniecznościa֒.

Wszystko odbywa lo sie֒ bardzo szybko. Wtedy też wys la la mnie do

cenzury, która też musia la zaakcetować tekst – zaje֒ lo im to pewnie

nie wie֒cej niż pó l godziny (czeka lem na dole, a tekst powe֒drowa l

gdzieś wyżej), oczywíscie nie powiniem by l tam chodzić, by ly jakieś

oficjalne zasady, ale taki by l styl dzia lania doc. H. Szmuszkowicz.
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Uwagi i komentarze T. Iwańca, S. Mazura, M. Skwarczyńskie-
go, W. Szlenka, H. Szmuszkowicz pozwoli ly poprawić pierwotny

tekst w wielu miejscachW.1 Tym osobom by lem i jestem za nie

wdzie֒czny. Drugie wydanie (2001 r.) zostao ulepszone dzie֒ki ko-

mentarzom Jana Baranowskiego i Dagny Kownackiej.

W tym samym roku Tadeusz Iwaniec napisa l skrypt dla klas
czwartych.

W naste֒pnym roku z inicjatywy doc. H. Szmuszkowicz napisa-

lísmy wspólnie w Tadeuszem Iwańcem skrypt, dla klasy drugiej,
rok później znów sam napisa lem skrypt dla trzecich klas.

Podzia l materia lu by l prosty: w pierwszej klasie podstawy:
w lasności liczb rzeczywistych, naturalnych, ca lkowitych, wymier-
nych, wielomiany, podzielność, elementy kombinatoryki, dwumian

Newtona, jakieś elementy logiki (tylko troszeczke֒, by da uczniom

najprostsze narze֒dzia).

W klasie drugiej cia֒g lość i definicje pote֒g, funkcji trygonome-

trycznych, troch szeregów, również funkcyjnych, wypuk lość funkcji

(w tym nierówność Jensena). Troche֒ to pod wrażeniem ksia֒żki

Konrada Knoppa ,,Szeregi nieskończone”, w której funkcje ele-
mentarne sa֒ rozwinie֒te w szeregi pote֒gowe przed wprowadzeniem

pochodnej. Istotnie prostszy niż u Knoppa jest dowód ważnego

wzoru ln(1 + x) = −

∞∑

n=1

(−x)n

n
, który napisa l T. Iwaniec.

Klasa trzecia mia la być poświe֒cona rachunkowi różniczko-

wemu, co obejmowa lo również różniczkowanie cia֒gów i szeregów

funkcyjnych, w tym pote֒gowych. Zamieści lem tu też dowód anali-

tyczności funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej pochodza֒cy

od Cauchy’ego, którego zazwyczaj autorzy podre֒czników unikaja֒,

choć metoda bywa stosowana również dzís. W tej cze֒́sci tekstu

jest najwie֒cej elementów, których nie da sie֒ zmieścić na lekcjach,

ale można wybierać. Sa֒ rozwinie֒cia sinusa w iloczyn nieskończony,

liczby Bernoulli’ego itp.

Klasa czwarta mia la być poświe֒cona elementom ca lkowania,

oczywíscie w najprostszej wersji (ca lka Newtona). Nie omawiam

W.1
Z wymienionych osób żyje jeszcze tylko T. Iwaniec i oby jak najd lużej.
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cakowania w sensie Riemanna, tym bardziej Lebesgue’a.
Na końcu wie֒kszości rozdzia lów sa֒ zadania. Mieszanka  lat-

wych i troszke֒ trudniejszych, na ogó l bez zaznaczania trudniej-

szych. Wykrzyknikiem zaznaczy lem zadania, których rozwia֒zanie

uważam za konieczne.
Dodać wypada, że maszynopis skryptu do drugiej klasy prze-

czytali i skrytykowali Roman Dwilewicz, Henryk Iwaniec, Sta-
nis law Mazur i Piotr Minc, co doprowadzi lo do ulepszenia pier-
wotnego tekstu.

Skrypt dla klasy trzeciej zrecenzowali Tadeusz Iwaniec, Sta-
nis law Mazur i Jerzy Ryll.

Do drugiego wydania skryptu dla klasy pierwszej doszo w 2001
roku. Wdzie֒czność należy sie֒ prof. Markowi Niezgódce i panu Jac-

kowi Hermanowi–Iżyckiemu.
Mia lo doj́sć do wydania ca lości, ale z powodu pewnego zamie-

szania zwia֒zanego z organizacja֒ Olimpiady Matematycznej oko lo

roku 2007/2008, autor tych s lów nawali l, choć spora֒ cze֒́sć pracy

wykona l. Nawali l, bo zaangażowa l sie֒ w prace֒ w Komitetcie G lów-

nym Olimpiady Matematycznej, czego zupe lnie nie planowa l i nie
wystarczy lo czasu. Jednak co jakís czas odpowiadam na pytanie
o ten skrypt. W tej sytuacji postanowi lem umieścić to wszystko
na swej stronie internetowej, co umożliwi zainteresowanym zapoz-
nanie sie֒ z nim.

Tekst by l przygotwywany do druku, a nie do zawieszenia w in-
ternecie, wie֒c nie ma odsy laczy typu naciskamy na jakieś s lowo

i komputer przekierowuje nas w inne miejsce, jednak jest sko-
rowidz nazw i symboli. Zwykle wskazane sa֒ strony, na ktrych

s lowo lub symbol pojawia sie֒ pierwszy raz w ksia֒żce. Wskazuje֒

nie tylko strone֒ lecz również rozdzia l, bo tekst jest podzielony na

rozdzia ly.

20 sierpnia 2017 r. Micha l Krych
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ZASADA INDUKCJI ZUPE LNEJ

Omówimy w tym rozdziale pewna֒ metode֒ dowodzenia twier-

dzeń matematycznych. Zaczniemy od kilku przyk ladów.

Przyk lad 1.1 Dla każdej liczby naturalnej n (tzn. n jest jedna֒

z liczb 1, 2, 3, 4, . . . ) zachodzi naste֒puja֒cy wzór

1 + 2 + 3 + · · · + n = n(n+1)
2 . (1)

Np. dla n = 5 mamy 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 5(5+1)
2 = 15

Wzór (1) można  latwo sprawdzić dla liczb 1, 2, . . . , 9, 10 . By-

 loby trudniej sprawdzić go np. dla liczby 1000000000 . Nawet
gdybyśmy te rachunki przeprowadzili, to i tak nie bylibyśmy pew-

ni, czy wzór (1) jest prawdziwy dla innych liczb np. dla liczby

milion razy wie֒kszej.

Spróbujemy teraz uzasadnić s luszność wzoru (1) dla wszyst-

kich liczba naturalnych.

1◦ Wzór (1) jest prawdziwy dla liczby 1, bo 1 = 1(1+1)
2 .

2◦ Za lóżmy, że dla pewnej liczby naturalnej k spe lniona jest rów-

ność 1 + 2 + · · · + k = k(k+1)
2 . Dodaja֒c do jej obu stron liczbe֒

k + 1 otrzymujemy

1 + 2 + · · · + k + (k + 1) = k(k+1)
2 + (k + 1) = (k+1)(k+2)

2 .

Udowodnilísmy zatem, że jeśli wzór (1) jest spe lniony dla pewnej

liczby naturalnej k , to jest też prawdziwy dla liczby k + 1 oraz
że wzór ten jest prawdziwy dla liczby 1 . Sta֒d wynika, ze jest też

prawdziwy dla liczby 1 + 1 = 2 , a potem dla liczby 2 + 1 = 3 ,
zatem również dla liczby 3 + 1 = 4 . Sta֒d wynika, że jest on

prawdziwy dla każdej liczby naturalnej.

Przyk lad 1.2 Udowodnimy, że n prostych dzieli p laszczyzne֒

na co najwyżej 2n cze֒́sci, np. trzy proste dziela֒ p laszczyzne֒ na co

najwyżej 23 = 8 cze֒́sci.

1◦ Jedna prosta dzieli p laszczyzne֒ na dwie cze֒́sci — to jest oczy-

wiste.
2◦ Za lóżmy, że k prostych podzieli lo p laszczyzne֒ na nie wie֒cej

niż 2k cze֒́sci. Poprowadźmy jeszcze jedna֒ prosta֒. Dzieli ona

każda֒ z poprzednich cze֒́sci na co najwyżej dwa nowe obszary, jeśli
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Zasada indukcji zupe lnej

przechodzi przez punkt wewne֒trzny, to dzieli te֒ cze֒́sć p laszczyzny

na dwie nowe; jeśli nie przechodzi przez żaden punkt wewne֒trzny

pewnej cze֒́sci, na które jest podzielona p laszczyzna, to nie dzieli

tej cze֒́sci wcale. Wobec tego liczba cze֒́sci, na które jest podzielona

p laszczyzna może sie֒ najwyżej podwoić przez poprowadzenie nowej

prostej. Oznacza to, że k + 1 prostych dzieli p laszczyzne֒ na co

najwyżej 2 · 2k = 2k+1 cze֒́sci.

Z warunku 1◦ wynika, ze jedna prosta dzieli p laszczyzne֒ na

co najwyżej dwie cze֒́sci. Sta֒d i z warunku 2◦ wynika, że dwie

proste dziela֒ p laszczyzne֒ na co najwyżej 22 cze֒́sci, wobec tego

trzy proste — na co najwyżej 23 cze֒́sci itd. Twierdzenie zosta lo

wie֒c udowodnione.

Omówione rozumowania sa֒ przyk ladami dowodów indukcyj-

nych. Sformu lujemy teraz zasade֒ indukcji zupe lnej.

Zasada indukcji zupe lnej

Za lóżmy, że

1◦ prawdziwe jest zdanie T1 ;

2◦ dla każdej liczby naturalnej k z prawdziwości zdania Tk

wynika prawdziwość zdania Tk+1 .

Wtedy prawdziwe sa֒ wszystkie zdania T1, T2, T3, . . .

Zasade֒ te֒ stosowalísmy w obu przyk ladach. W przyk ladzie

pierwszym zdaniem Tk by la równość 1 + 2 + · · · + k = k(k+1)
2 ,

w przyk ladzie drugim — zdanie: k prostych dzieli p laszczyzne֒ na

co najwyżej 2k cze֒́sci.

Zasade֒ indukcji be֒dziemy stosować wielokrotnie do dowodów

różnych twierdzeń. Przy sprawdzaniu warunku 2◦ zdanie Tk be֒-

dziemy nazywać za lożeniem indukcyjnym, zdanie Tk+1 — teza֒ in-

dukcyjna֒, a rozumowanie uzasadniaja֒ce prawdziwość zdania Tk+1

na podstawie zdania Tk — krokiem indukcyjnym. Należy zawsze
sprawdzać, czy oba warunki 1◦ i 2◦ sa֒ spe lnione.

Rozwia֒żemy jeszcze dwa zadania za pomoca֒ zasady indukcji

zupe lnej.

Przyk lad 1.3 Przy drodze w kszta lcie okre֒gu rozmieszczone

sa֒ stacje benzynowe. W stacjach znajduje sie֒ benzyna w ilości
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wystarczaja֒cej (w sumie) do przejechania ca lej drogi. Udowodnić,

że kierowca może tak wybrać stacje֒, z której rozpocznie podróż,

by przejechać ca la֒ droge֒ jada֒c w kierunku zgodnym z ruchem

wskazówek zegara, jeśli bak jego pojazdu może zawsze pomieścić
ca le paliwo, które znajduje sie֒ w stacji, do której podjecha l.

Niech Tk oznacza zdanie: jeśli przy drodze rozmieszczonych
jest k stacji benzynowych, w których znajduje sie֒ benzyna w ilości

wystarczaja֒cej do przejechania ca lej drogi, to kierowca może tak

wybrać stacje֒, z której rozpocznie podróż, by przejechać ca la֒ droge֒

jada֒c w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara.

1◦ Zdanie T1 jest prawdziwe, bo wtedy w jedynej stacji znajduje
sie֒ ca le paliwo.

2◦ Za lóżmy, że prawdziwe jest zdanie Tk oraz, że przy drodze jest
k +1 stacji, a w nich benzyna wystarczaja֒ca do przejechania ca lej

drogi.
Niech S1 , S2 , . . . ,Sk ,Sk+1 oznaczaja֒ stacje, przy czym stacja

S2 znajduje sie֒ bezpośrednio po stacji S1 , stacja S3 znajduje sie֒

bezpośrednio po stacji S2 itd., stacja Sk+1 — po stacji Sk .

Udowodnimy, że w pewnej stacji Sj jest dosyć benzyny do prze-

jechania do naste֒pnej stacji (jeśli j = k + 1 , to naste֒pna֒ stacja֒

jest S1 ). Za lóżmy, że tak nie jest, tzn.:benzyny w stacji S1 jest

za ma lo, by dojechać do stacji S2 , w której jest za ma lo ben-
zyny dla przejechania do stacji S3 itd. w stacji Sk+1 jest za

ma lo benzyny do przejechania do stacji S1 . Wtedy w stacjach
S1 i S2 w sumie jest za ma lo benzyny do przejechania ze stacji
S1 do stacji S3 . W stacjach S1 , S2 , S3 jest w sumie za ma lo
benzyny do przejechania ze stacji S1 do stacji S4 . Wobec tego we
wszystkich stacjach jest za ma lo benzyny do przejechania ze stacji
S1 do stacji S1 , a to przeczy za lożeniu.

Możemy tak zmienić (,,obrócić”) numeracje֒ stacji, by w stacji S1

by lo dość paliwa do dojechania do stacji S2 . Za lóżmy teraz, że
ca la֒ benzyne֒ ze stacji S2 przeniesiono do stacji S1 . Ca la ben-

zyna jest teraz w stacjach S1 , S3 , S4 , . . . ,Sk , Sk+1 , których

jest k . Z za lożenia indukcyjnego wynika, że można przejechać
ca la֒ droge֒ rozpoczynaja֒c podróż z pewnej stacji Si . Wróćmy

teraz do sytuacji pierwotnej, tzn. benzyna jest znów we wszys-
tkich k + 1 stacjach. Oczywíscie ze stacji Si możemy dojechać
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do stacji S1 — dopóki do niej nie dojedziemy sytuacja jest taka
sama, jak w przypadku pustej stacji S2 . Ze stacji S1 zabieramy
ca le paliwo i to pozwala dojechać do stacji S2 . Z niej zabieramy
ca le paliwo i w tym miejscu drogi jesteśmy w takiej samej sytuacji,
jak w przypadku pustej stacji S2 , wie֒c możemy jechać dalej.

Z zasady indukcji zupe lnej wynika, że kierowca zawsze może tak
wybrać stacje֒, z której wyruszy w podróż, że uda mu sie֒ ca la֒ droge֒

przejechać.

Przyk lad 1.4 Wykażemy teraz bardzo użyteczna֒ nierówność

Bernoulli’ego. Za lóżmy, że n jest liczba֒ ca lkowita֒ dodatnia֒ zaś

a > −1 liczba֒ rzeczywista֒. Wtedy

(1 + a)n
> 1 + na

przy czym równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0
lub gdy n = 1 .

Niech Tk oznacza zdanie: jeśli a > −1 , to (1 +a)k > 1 +ka .

1◦ T1 jest zdaniem prawdziwym, bo (1 + a)1 = 1 + a .

2◦ Za lóżmy, że zdanie Tk jest prawda֒. Ponieważ 1 + a > 0 , wie֒c

nierówność (1 + a)k > 1 + ka możemy pomnożyć stronami przez

liczbe֒ 1 + a . W wyniku otrzymujemy nierówność (1 + a)k+1 >

>(1 + ka)(1 + a) = 1 + (k + 1)a + ka2 > 1 + (k + 1)a , bo ka2 > 0.

Ponieważ zdanie T1 jest prawdziwe i ze zdania Tk wynika zdanie
Tk+1 , wie֒c nierówność jest prawdziwa dla każdej liczby naturalnej

n i każdej liczby rzeczywistej a > −1 . Można  latwo zauważyć, że

jeśli n > 2 i 0 6= a > −1 , to (1 + a)n > 1 + na .

A teraz podamy przyk lad z lego zastosowania zasady indukcji
zupe lnej w nadziei, ze Czytelnik znajdzie b la֒d w rozumowaniu.

Przyk lad 1.5 Udowodnimy, że wszystkie koty sa֒ tego samego

koloru, tzn. udowodnimy, że dla każdej liczby naturalnej n zdanie
Tn : każde n kotów jest tego samego koloru.
1◦ T1 jest zdaniem prawdziwym, bo mówimy o jednym kocie.
2◦ Za lóżmy, że prawdziwe jest zdanie Tk . Rozważmy grupe֒ k + 1

kotów. Ponumerujmy je liczbami 1 , 2 , . . . , k , k + 1 . Koty
ponumerowane liczbami 1 , 2 , . . . ,k sa֒ tego samego koloru, bo

jest ich k . Koty ponumerowane liczbami 2 , 3 , . . . ,k + 1 też
sa֒ tego samego koloru, bo jest ich k . Wynika sta֒d, że wszystkie
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koty sa֒ takiego samego koloru jak drugi, trzeci itd., jak k –ty.

Twierdzenie zosta lo ,,udowodnione”.

Kończa֒c omawianie zasady indukcji zupe lnej należy podkreś-

lić różnice֒ mie֒dzy rozumowaniami indukcyjnymi przeprowadza-

nymi w innych dziedzinach wiedzy i rozumowaniami matematy-
cznymi. Ogólnie rozumowaniem indukcyjnym nazywamy wycia֒ga-

nie wniosków ogólnych z analizy przypadków szczególnych. Przyk-
 ladowo — prawo Ohma nie zosta lo sformu lowane w wyniku wy-
cia֒gania wniosków z innych praw fizycznych. Po prostu w wie-

lu pomiarach (we wszystkich przeprowadzonych) okaza lo sie֒, że

stosunek napie֒cia do nate֒żenia zależy jedynie od przewodnika,

przez który p lynie pra֒d. Oznacza to, że dotychczasowe pomiary

potwierdzaja֒ to prawo, ale teoretycznie mog loby sie֒ zdarzyć, że

jakís nowy, dok ladniejszy pomiar da inny rezultat. Inaczej jest
w matematyce: nie sprawdzamy kolejno prawdziwości kilku lub
kilkuset zdań Tn , lecz dowodzimy, że wszystkie one sa֒ prawdziwe.

Zadania
1. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + n(n + 1) = 1
3n(n + 1)(n + 2) .

2. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:

1 ·2 ·3+2 ·3 ·4+ · · ·+n(n+1)(n+2) = 1
4n(n+1)(n+2)(n+3) .

3. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:
1

1·2
+ 1

2·3
+ 1

3·4
+ · · · + 1

n(n+1)
= 1 − 1

n+1
.

4. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:
1

1·2·3 + 1
2·3·4 + · · · + 1

n(n+1)(n+2) = 1
4 − 1

2(n+1)(n+2) .

5. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:
1

1·2·3·4 + 1
2·3·4·5 + · · ·+ 1

n(n+1)(n+2)(n+3) = 1
18 −

1
3(n+1)(n+2)(n+3) .

6. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:

12 + 22 + 32 + · · · + n2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1) .

7. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:

13 + 23 + 33 + · · · + n3 = (1 + 2 + 3 + · · · + n)2 .

8. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi

wzór:
(

1 − 1
22

)(

1 − 1
32

)

· . . . ·
(

1 − 1
n2

)

= n+1
2n .

9. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi wzór:
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Zasada indukcji zupe lnej

1
5·8 + 1

8·11 + 1
11·14 + · · · + 1

3n+2(3n+5) = n
3n+5 .

10. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 i dla każdej
liczby rzeczywistej a > 0 zachodzi nierówność:

(1 + a)n > 1 + na + n(n−1)
2

a2 .

11. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi

nierówność: 2n(n−1)/2 > 1 · 2 · 3 · . . . · n .

12. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi

nierówność: (n + 1)n > 2 · 4 · 6 · . . . · 2n .

13. Udowodnić, że n prostych na p laszczyźnie, z których każde
dwie maja֒ punkt wspólny, ale żadne trzy nie przechodza֒ przez

jeden punkt, dzieli te֒ p laszczyzne֒ na 1
2 (n2+n + 2) cze֒́sci.

14. Niech p1 = 2 , p2 = 3 , p3 = 5 , p4 = 7 , p5 = 11 , itd., pn

jest n –ta֒ liczba֒ pierwsza֒. Dowieść, że pn > 3n dla n > 12 .

15. Na okre֒gu obrano n > 2 punktów i każdy po la֒czono odcin-

kiem każdym innym. Czy można wykreślić te odcinki jednym
cia֒giem tak, by koniec pierwszego by l pocza֒tkiem drugiego,

koniec drugiego — pocza֒tkiem trzeciego itd. i żeby przy tym

koniec ostatniego odcinka by l pocza֒tkiem pierwszego.

16. Niech π(n) oznacza liczbe֒ liczb pierwszych nie wie֒kszych od

liczby naturalnej n . Udowodnić, że π(n) 6
n
2

dla n > 8 .

17. Za lóżmy, że liczby x1 , x2 , . . . ,xn maja֒ ten sam znak oraz

że x1 > −1 , x2 > −1 , . . . , xn > −1 . Dowieść, że

(1 + x1)(1 + x2)(1 + x3) . . . (1 + xn) > 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn .

Wyjaśnić, kiedy zachodzi równość.

18! Udowodnić, że jeśli suma liczb dodatnich jest równa n , to ich
iloczyn jest nie jest wie֒kszy niż 1 .

19. Udowodnić, ze szachownice֒ wymiaru (4k + 1) × (4k + 1)

można obej́sć ruchem skoczka szachowego przechodza֒c dok-

 ladnie jeden raz przez każde pole.

20. Niech F1 = 1 , F2 = 1 , F3 = 2 , F4 = 3 , . . . , Fn+2 =

=Fn+1 + Fn . Dowieść, że dla każdej liczby naturalnej n za-

chodzi równość Fn+2 · Fn − F 2
n+1 = (−1)n+1 .

21. Na dworze króla Artura zebra lo sie֒ 2n rycerzy. Żaden z nich

nie ma wie֒cej niż n − 1 wrogów wśród nich. Udowodnić, że

Merlin — doradca króla Artura — może ich rozsadzić przy
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Zasada indukcji zupe lnej

Okra֒g lym Stole tak, by żaden nie by l sa֒siadem swego wroga.

22. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n liczba
1000n − 1 jest podzielna przez 37 .

23. Udowodnić, że 7 jest dzielnikiem liczby 22225555 +55552222 .

24. Udowodnić, że 13 jest dzielnikiem liczby 1000n + (−1)n dla

każdej liczby naturalnej n .
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O POJE֒CIU ZBIORU, ZAWIERANIE

Przypomnimy teraz poje֒cie zbioru. Zbioru, tak jak punk-

tu czy liczby, nie definiujemy. S lowa ,,zbiór” be֒dziemy używać

w znaczeniu prawie zgodnym z potocznym. Można wie֒c mówić

o zbiorze ksia֒żek w bibliotece, o zbiorze uczniów w klasie, o zbiorze

ludzi, o zbiorze liczb naturalnych, o zbiorze punktów odcinka,
o zbiorze trójka֒tów itp.

Zbiory sk ladaja֒ sie֒ z elementów. To, że a jest elementem

zbioru A zapisujemy tak: a ∈ A . Jeśli N oznacza zbiór wszyst-
kich liczb naturalnych, to zapis 100 ∈ N oznacza: 100 jest ele-
mentem zbioru liczb naturalnych lub krócej: 100 jest liczba֒ na-

turalna֒. To, że a nie jest elementem zbioru A zapisujemy tak:

a /∈ A . Pisza֒c 1

2
/∈ N stwierdzamy, że 1

2
nie jest liczba֒ natu-

ralna֒. Zwykle zbiory be֒dziemy oznaczać wielkimi literami alfabetu

 lacińskiego, a ich elementy — ma lymi.

Jeśli każdy element zbioru A jest elementem zbioru B , to
mówimy, że zbiór A jest podzbiorem zbioru B lub że zbiór A
jest zawarty w zbiorze B , lub że zbiór B zawiera zbiór A . Czasem
mówimy, że zbiór B jest nadzbiorem zbioru A . Piszemy A ⊆ B
lub B ⊇ A . Jeśli dodatkowo w zbiorze B sa֒ elementy, które nie

należa֒ do zbioru A , to piszemy A ⊂ B lub B ⊂ A .

Przyk lad 2.1 Zbiór me֒żczyzn jest zawarty w zbiorze wszyst-

kich ludzi.

Przyk lad 2.2 Zbiór ludzi jest zawarty w zbiorze wszystkich
ssaków.

Przyk lad 2.3 Zbiór trójka֒tów jest zawarty w zbiorze wszyst-

kich figur geometrycznych.

Przyk lad 2.4 Zbiór parzystych liczb naturalnych jest zawarty
w zbiorze wszystkich liczb naturalnych.

Jeśli dwa zbiory maja֒ te same elementy, to mówimy, że sa֒ one

równe, piszemy wtedy A = B . Oczywíscie jeśli A ⊆ B i A ⊇ B ,
to A = B i na odwrót. Zbiór, który nie zawiera żadnego elementu

nazywamy pustym i oznaczamy symbolem ∅ . Zbiór pusty jest
podzbiorem każdego zbioru.
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O poje֒ciu zbioru, zawieranie

Przyk lad 2.5 Zbiór punktów danego odcinka, których od-
leg lości od obu jego końców sa֒ liczbami ca lkowitymi jest pusty, jeśli

d lugość odcinka nie jest liczba֒ ca lkowita֒; jeśli d lugość odcinka jest

równa liczbie ca lkowitej n , to zbiór ten sk lada sie֒ z n+1 punktów.

Np. jeśli d lugość odcinka jest równa dwa, to zbiór sk lada sie֒ z obu

końców i środka odcinka, jeśli d lugość odcinka jest równa 3

2
, to

zbiór jest pusty.

Przyk lad 2.6 Zbiór ulic w danej miejscowości d luższych niż
5 km. Jeśli dana֒ miejscowościa֒ jest Warszawa, to zbiór ten jest

niepusty — jednym z jego elementów jest ulica Pu lawska. Jeśli
dana֒ miejscowościa֒ jest Le֒dyczek, który w 1996 r mia l 520 miesz-

kańców, to zbiór ten jest pusty.

Przyk lad 2.7 Zbiór nieśmiertelnych żó lwi jest pusty.

Jeśli wszystkimi elementami zbioru A sa֒ a, b, c, . . . , to pisze-

my A = {a, b, c, . . .} . Na przyk lad, jeśli D jest zbiorem wszyst-

kich cyfr dziesia֒tkowego uk ladu pozycyjnego, to zachodzi równość

D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , jeśli B jest zbiorem parzystych liczb

naturalnych, które nie sa֒ wie֒ksze niż 10 , to B = {2, 4, 6, 8, 10} .

Zachodzi równość {1, 2} = {2, 1} , bo oba zbiory maja֒ te same

elementy tylko wypisane w różnej kolejności. Mamy też równość

{1, 1, 2} = {1, 2} , bo w obu zbiorach wystepuja֒ te same elementy,

choć po lewej stronie jedynka zosta la wypisana dwukrotnie.
{

{1}
}

6= {1} , bo elementem i to jedynym pierwszego zbioru

jest zbiór z lożony z liczby 1 , a drugiego — liczba 1 .

Zbiory można określać inaczej np. rozpatruja֒c zbiór wszyst-

kich elementów jakiegoś zbioru A , które maja֒ pewna֒ w lasność.

Zbiór tak określony oznaczamy za pomoca֒ nawiasu klamrowego,

po symbolu a ∈ A i dwukropku piszemy, o jaka֒ w lasność chodzi.

Przyk lad 2.8 {n ∈ N: 2 jest dzielnikiem liczby n} jest

zbiorem wszystkich parzystych liczb naturalnych ( N zawsze oz-

nacza zbiór wszystkich liczb naturalnych).

Przyk lad 2.9 Zbiór

{n ∈ N: n < 20 i n podzielne przez 3}

sk lada sie֒ z liczb 3 , 6 , 9 , 12 , 15 i 18 , zatem
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O poje֒ciu zbioru, zawieranie

{n ∈ N: n < 20 i n podzielne przez 3}={3, 6, 9, 12, 15, 18 .}

Poje֒cie zbioru upraszcza formu lowanie wielu twierdzeń —

cze֒sto nawet umożliwia ich dok ladne sformu lowanie. Zbiory wpro-

wadzono do matematyki w drugiej po lowie XIX wieku — wtedy
też zacze֒to badać strukture֒ samych zbiorów, bez wnikania w na-

ture֒ ich elementów. Cze֒́sć matematyki zajmuja֒ca sie֒ badaniem

takich w lasności nazywana jest teoria֒ mnogości.

20



ELEMENTY KOMBINATORYKI
i DWUMIAN NEWTONA

Przyjrzyjmy sie֒ naste֒puja֒cym pytaniom.

1. Ile różnych liczb czterocyfrowych można utworzyć z cyfr 1 ,
2 , 3 , 4 tak, by każda cyfra w jeden liczbie wyste֒powa la tylko

raz?
2. Na ile sposobów można ustawić na pó lce cztery różne tomy

jednego dzie la?

W istocie rzeczy treść obu pytań jest taka sama. Chodzi o to
na ile różnych sposobów można uporza֒dkować elementy zbioru

czteroelementowego. W dalszym cia֒gu be֒dziemy używać, zgodnie

z przyje֒tym w matematyce zwyczajem, s lowa permutacja (czyli

przestawianie — z  laciny) zbioru n–elementowego zamiast —

uporza֒dkowanie elementów zbioru n –elementowego.

Liczbe֒ permutacji zbioru n –elementowego oznaczać be֒dzie-

my symbolem n! (czytaj: n silnia). Możemy teraz powiedzieć, że

odpowiedzi na oba pytania sa֒ takie same, mianowicie 4! . Na razie

nic to nie daje, bo nie umiemy ,,obliczyć” liczby 4! .
Wypada znaleźć wzór pozwalaja֒cy obliczać n! .

1◦ Zauważmy, że 1! = 1 , bo elementy zbioru z lożonego z jednego
tylko elementu można uporza֒dkować na jeden sposób.

2◦ Wyznaczymy liczbe֒ (n + 1)! za pomoca֒ liczby n! . Możemy

rozważać permutacje zbioru {1, 2, . . . , n, n + 1} . Permutacji

tego zbioru z liczba֒ 1 na pierwszym miejscu jest tyle, ile per-

mutacji zbioru {2, 3, . . . , n, n+1} , wie֒c n! . Podobnie permu-

tacji z liczba 2 na pocza֒tku jest tyle, ile permutacji zbioru

{1, 3, 4, . . . , n, n+1} , wie֒c również n! . Tyle samo jest też per-

mutacji z liczba֒ 3 na pocza֒tku itd. Wobec tego wszystkich

permutacji jest (n + 1) · n! , zatem (n + 1)!=(n + 1) · n! .

Z zasady indukcji zupe lnej wynika wie֒c

Twierdzenie 3.1
n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n dla każdej liczby naturalnej n .

Możemy wie֒c odpowiedzieć na zadane na wste֒pie pytania:

liczb czterocyfrowych o różnych cyfrach oraz sposobów ustawienia
czterech tomów na pó lce jest 4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24 .
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Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

Teraz zajmiemy sie֒ trzema innymi pytaniami.

3◦ Ile trzeba wype lnić kuponów Dużego Lotka, aby mieć pew-
ność, że skreślilísmy 6 wylosowanych liczb?

4◦ Na p laszczyźnie danych jest 7 prostych. Żadne dwie z nich nie

sa֒ równoleg le. Żadne trzy nie przechodza֒ przez jeden punkt.

Ile jest wszystkich punktów przecie֒cia?

5◦ Dane sa֒ liczby x1 , x2 , x3 , . . . ,xn , y1 , y2 , y3 , . . . , yn .

Rozpatrujemy iloczyn (x1+y1)(x2+y2)(x3+y3)·. . .·(xn+yn) .

Jeżeli otworzymy nawiasy, tzn. skorzystamy z rozdzielności
mnożenia wzgle֒dem dodawania, to otrzymamy sume֒ wielu

iloczynów, w każdym z nich pojawi sie֒ pewna liczba iksów

oraz pewna liczba igreków. Dla n = 3 wygla֒da to tak

(x1 + y1)(x2 + y2)(x3 + y3) = x1x2x3 + x1x2y3 + x1y2x3 +

+ x1y2y3 + y1x2x3 + y1x2y3 + y1y2x3 + y1y2y3 .
Niech k > 0 be֒dzie liczba֒ ca lkowita֒ nie wie֒ksza֒ niż n . Ile jest

w d lugiej sumie sk ladników, w których wyste֒puje dok ladnie

n − k iksów i k igreków?
Bez trudu można zauważyć, że wszystkie te pytania sa֒ zada-

niami jednego typu. W pierwszym pytamy o liczbe֒ sześcioelemen-

towych podzbiorów zbioru, który ma 49 elementów. W drugim

— o liczbe֒ par (wie֒c dwuelementowych podzbiorów) prostych,

których jest 7 . W trzecim pytaniu chodzi o k –elementowe pod-

zbiory zbioru sk ladaja֒cego sie֒ z n elementów (element to jeden

z nawiasów). Trzecie pytanie jest najogólniejsze.

Liczbe֒ k –elementowych podzbiorów zbioru n –elementowego

oznaczamy symbolem Newtona
(

n

k

)

. Znajdziemy teraz wzór,

za pomoca֒ którego można obliczyć
(

n

k

)

.
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Lemat 3.2
Jeśli k i n sa֒ liczbami naturalnymi i 1 6 k 6 n , to zachodzi

równość
(

n+1
k

)

=
(

n

k

)

+
(

n

k−1

)

.

Dowód. k –elementowy podzbiór zbioru {1, 2, . . . , n, n+1} albo

jest zawarty w zbiorze {1, 2, . . . , n} , albo zawiera element n + 1 .

Zbiorów ,,pierwszego rodzaju” jest
(

n

k

)

. Zbiorów ,,drugiego ro-

dzaju” jest
(

n

k−1

)

, bowiem każdy z nich jest wyznaczony przez

k − 1 –elementowy podzbiór zbioru {1, 2, . . . , n} . Wynika sta֒d,

że wszystkich k –elementowych podzbiorów zbioru n + 1 –elemen-

towego jest
(

n

k

)

+
(

n

k−1

)

=
(

n+1
k+1

)

.

Twierdzenie 3.3
Dla dowolnych nieujemnych liczb ca lkowitych k, n , dla których

k 6 n , zachodzi równość
(

n

k

)

= n!
k!(n−k)! = n·(n−1)·...·(n−k+1)

1·2·...·k .3.1

Dowód. Zastosujemy indukcje֒ wzgle֒dem n . Niech Tn oznacza

zadanie: dla każdej nieujemnej liczby ca lkowitej k 6 n zachodzi

równość
(

n

k

)

= n!
k!(n−k)! .

1◦ Zdanie T0 jest prawdziwe, bo
(

0
0

)

= 0!
0!·0!

= 1 a zbiór pusty

ma dok ladnie jeden podzbiór 0 –elementowy, czyli pusty.
2◦ Za lóżmy, że zdanie Tn jest prawdziwe i k > 0 . Mamy wtedy
(

n+1
k

)

=
(

n

k

)

+
(

n

k−1

)

= n!
k!(n−k)! + n!

(k−1)!(n−k+1)! =

= n!
(k−1)!(n−k)! ·

(n−k+1)+k

k·(n−k+1) = n!
(k−1)!(n−k)! ·

n+1
k·(n−k+1) = (n+1)!

k!(n−k+1)!

Pierwsza równość wynika z lematu, druga z za lożenia indukcyj-
nego, a potem już tylko dzia lania na u lamkach. Udowodnilísmy
prawdziwość zdania Tn przy za lożeniu, że n > k > 0 .

Mamy
(

n+1
0

)

= 1 , bo jest jeden zbiór pusty i (n+1)!
0!(n+1)! = 1 , wie֒c

(

n+1
0

)

= (n+1)!
0!(n+1)!

. Mamy też
(

n+1
n+1

)

= 1 , bo zbiór, który ma n + 1

elementów zawiera tylko jeden podzbiór n + 1 –elementowy (mia-

nowicie siebie) i (n+1)!
(n+1)!0!

= 1 , wie֒c również
(

n+1
n+1

)

= (n+1)!
(n+1)!0!

.

Podamy teraz nieco inny dowód tego twierdzenia. Za lóżmy,
że 1 6 k 6 n . Mamy wybrać k elementów ze zbioru licza֒cego

n elementów. Pierwszy możemy wybrać na n sposobów. Drugi

3.1
W ostatniej równości zak ladamy, że k>1 .
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element wybieramy spośród n − 1 elementów, wie֒c możemy to

zrobić na n − 1 sposobów. Naste֒pny element możemy wybrać

na n − 2 sposoby itd. Sta֒d wynika, że k elementów możemy

wybrać na n(n − 1) . . . (n − k + 1) sposobów, ale mówimy tu

o uporza֒dkowanym wybieraniu: wiadomo, który element jest pier-

wszy, który drugi itd. Ponieważ k elementów można uporza֒dko-

wać na k! sposobów, wie֒c liczba nieuporza֒dkowanych wyborów

równa jest n(n−1)...(n−k+1)
k! = n!

k!(n−k)! =
(

n

k

)

.

Teraz można  latwo odpowiedzieć na zadane pytania.

3◦ Sześć liczb z czterdziestu dziewie֒ciu można wybrać na
(

49
6

)

=

=49·48·47·46·45·44
1·2·3·4·5·6 = 13 983 816 sposobów.

4◦ Siedem prostych przecina sie֒ w
(

7
2

)

= 7·6
1·2 = 21 punktach.

5◦ Sk ladników zawieraja֒cych n − k iksów i k igreków jest
(

n

k

)

.

Zauważmy, że z odpowiedzi na ostatnie pytanie wynika, że
jeśli x1 = x2 = . . . = xn = a i y1 = y2 = . . . = yn = b , to

w rozwinie֒ciu (a + b)n na sume֒ wielu sk ladników wyraz an−kbk

wyste֒puje ze wspó lczynnikiem
(

n

k

)

. Sta֒d wynika

Twierdzenie 3.4 (dwumian Newtona)

(a+b)n =
(

n

0

)

an+
(

n

1

)

an−1b+
(

n

2

)

an−2b2 +· · ·+
(

n

n−1

)

abn−1 +
(

n

n

)

bn

dla dowolnych liczb rzeczywistych a , b i naturalnej n .

Udowodnimy wzór Newtona raz jeszcze stosuja֒c indukcje֒.

Skorzystamy z lematu 3.2.

1◦ Oczywíscie (a + b)1 = a + b =
(

1
0

)

a +
(

1
1

)

b .

2◦ Za lóżmy, że zachodzi równość

(a+b)n =
(

n

0

)

an+
(

n

1

)

an−1b+
(

n

2

)

an−2b2+· · ·+
(

n

n−1

)

abn−1+
(

n

n

)

bn .

Mamy wtedy
(

przyp.
(

n

0

)

= 1 =
(

n+1
0

)

i
(

n

n

)

= 1 =
(

n+1
n+1

))

(a+b)n+1 =
((

n

0

)

an +
(

n

1

)

an−1b+
(

n

2

)

an−2b2 + · · ·+
(

n

n

)

bn
)

(a+b) =

=
(

n

0

)

an+1 +
(

n

1

)

anb +
(

n

2

)

an−1b2 + . . . +
(

n

n

)

abn =

+
(

n

0

)

anb +
(

n

1

)

an−1b2 + . . .+
(

n

n−1

)

abn +
(

n

n

)

bn+1 =

=
(

n+1
0

)

an+1+
(

n+1
1

)

anb+
(

n+1
2

)

an−1b2+· · ·+
(

n+1
n

)

abn+
(

n+1
n+1

)

bn+1.

Dowód zosta l zakończony.

Podstawiaja֒c we wzorze dwumianowym a = 1 = b otrzymu-
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jemy 2n =
(

n

0

)

+
(

n

1

)

+
(

n

2

)

+ · · · +
(

n

n−1

)

+
(

n

n

)

. Udowodnilísmy

wie֒c, że

Twierdzenie 3.5 (o liczbie podzbiorów)

Zbiór n –elementowy ma 2n podzbiorów.

Tak jak poprzednio można udowodnić to twierdzenie bezpoś-
rednio. Jest ono prawdziwe dla zbioru jednoelementowego, bo
ma on dwa podzbiory: pusty i samego siebie. Za lóżmy teraz,

że zbiór {1, 2, . . . , n} ma 2n podzbiorów. Podzielimy na dwie

klasy podzbiory zbioru {1, 2, . . . , n, n + 1} : te, które zawieraja֒

liczbe֒ n + 1 i te które jej nie zawieraja֒. Tych drugich jest tyle, ile

podzbiorów ma zbiór {1, 2, . . . , n} , wie֒c 2n . Pierwszych jest tyle

samo, bo uzyskujemy je z drugich przez do lożenie liczby n + 1 .

Wszystkich jest wie֒c 2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1 . Zakończylísmy

dowód indukcyjny twierdzenia o liczbie podzbiorów.

Blaise Pascal wpad l na pomys l, by zapisywać wspó lczynniki

rozwinie֒cia (a + b)n w kolejnych wierszach trójka֒ta nazwanego

później jego imieniem:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Wypisalísmy pierwszych sześć wierszy trójka֒ta Pascala, oczywís-

cie można wypisywanie kontynuować, ale zapewne każdy już widzi,
jaki jest mechanizm tworzenia naste֒pnego wiersza z danego. Ten

schemat dzia la dzie֒ki wzorowi
(

n+1
k

)

=
(

n

k

)

+
(

n

k−1

)

.

Zadania
1. Numer telefoniczny może zaczynać sie֒ od dowolnej z dziesie֒-

ciu cyfr. Ile jest siedmiocyfrowych numerów telefonicznych,
których wszystkie cyfry sa֒:

a. różne; b. nieparzyste.

2. 9 osób ustawia sie֒ w szereg. Ile jest różnych ustawień, w któ-

rych wybrane trzy osoby stoja֒ jedna obok drugiej?

3. Na ile sposobów można podzielić 30 osób na trzy grupy
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dziesie֒cioosobowe (kolejność grup oraz kolejność osób w gru-

pie jest nieistotna)?

4. Iloma sposobami można podzielić grupe֒ z lożona֒ z trzech

dziewczynek i trzech ch lopców na dwie grupy, po troje dzieci
w każdej, tak by w każdej grupie by l co najmniej jeden ch lo-
piec?

5. Na ile sposobów można podzielić grupe֒ z lożona֒ z czterech

dziewczynek i czterech ch lopców na dwie grupy po czworo
dzieci w każdej, tak by w każdej grupie by l co najmniej jeden
ch lopiec?

6. Ile par tanecznych (różnop lciowych) można utworzyć z m

pan i n panów?

7. Na p laszczyźnie k prostych równoleg lych przecie֒to n pros-

tymi równoleg lymi. Ile powsta lo równoleg loboków?

8. Czy wśród liczb 1, 2, 3, . . . , 10n wie֒cej jest tych, w których

zapisie dziesie֒tnym wyste֒puje siódemka co najmniej raz, czy

tych, które zapisujemy nie używaja֒c siódemki?

Przeanalizować przypadki n = 3 , n = 6 , n = 7 , n = 10 .

9. Wierzcho lki n –ka֒ta leża֒ na okre֒gu. Żaden punkt wewne֒trz-

ny ko la nie leży na trzech przeka֒tnych tego wieloka֒ta. Na ile

cze֒́sci dziela֒ te p laszczyzne֒ wszystkie boki i przeka֒tne tego

wieloka֒ta?

10. Niech k > 1 . Ile rozwia֒zań w liczbach ca lkowitych dodatnich

ma równanie x1 + x2 + · · · + xk = n ?

11. Niech k > 1 . Ile rozwia֒zań w liczbach ca lkowitych nieujem-

nych ma równanie x1 + x2 + · · · + xk = n ?

12. Ile jest par krawe֒dzi danego sześcianu nie mieszcza֒cych sie֒

w jednej p laszczyźnie?

13. Wykazać, że liczba podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , n} , które

nie zawieraja֒ dwu kolejnych liczb naturalnych jest wyrazem

cia֒gu Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . . Którym?

14. Ile jest takich permutacji zbioru {1, 2, 3, . . . , 31} , że liczby 1

i 2 wyste֒puja֒ w nich jedna obok drugiej?

15. Ile jest takich permutacji zbioru {1, 2, 3, . . . , 31} , że iloczyn

każdych dwu sa֒siednich liczb jest parzysty?

16. Na ile sposobów można posadzić na 25 miejscowej  lawie
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10 panów i 15 pań, tak by mie֒dzy każdymi dwoma panami

siedzia la co najmniej jedna pani.

17. Na ile sposobów można posadzić n osób przy okra֒g lym stole?

Dwa sposoby uważamy za takie same, jeśli w obydwóch każdy
ma tych samych sa֒siadów po obu stronach.

18. Poprowadzono n − 1 prostych równoleg lych do poziomych
boków danego kwadratu tak, że dziela֒ one boki pionowe na n

równych odcinków i n − 1 prostych pionowych, które dziela֒

boki poziome na n równych odcinków. Ile powsta lo kwadra-
tów, a ile prostoka֒tów?

19. Poprowadzono n − 1 p laszczyzn prostopad lych do każdej
krawe֒dzi danego sześcianu, które dziela֒ ja֒ na n równych od-

cinków. Ile powsta lo sześcianów, a ile prostopad lościanów?

20. Na ile sposobów można wybrać k pól z szachownicy n × n ,
aby w żadnej kolumnie, ani w żadnym wierszu nie znalaz ly sie֒

dwa pola?

21. Iloma sposobami można pomalować ściany sześcianu sześ-
cioma danymi kolorami, jeśli za różne uważamy te sposoby,

które nie dadza֒ sie֒ otrzymać (jeden z drugiego) przez obrót

sześcianu? Każda֒ ściane֒ malujemy jednym kolorem, innym

niż pozosta le ściany.

22. Wykazać, że (a − b)4 = a4 − 4a3b + 6a2b2 − 4ab3 + b4 .

23. Wykazać, że (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc dla

dowolnych a, b, c ∈ R .

24. Wykazać, że (a+b+c)3 = a3 +b3 +c3 +3a2b+3ab2 +3a2c+

+3ac2 + 3b2c + 3bc2 + 6abc dla dowolnych a, b, c ∈ R .

25. Wykazać, że (a + b + c)n =
∑

n!
k!ℓ!m!a

kbℓcm przy czym

sumowanie rozcia֒ga sie֒ na takie wszystkie trójki nieujemnych

liczb ca lkowitych, że k + ℓ + m = n .

26. Udowodnić, że
∑

n!
k!ℓ!m!

= 3n przy czym sumowanie rozcia֒ga

sie֒ na takie wszystkie trójki nieujemnych liczb ca lkowitych, że

k + ℓ + m = n .

27! Udowodnić, że
(

n

0

)

−
(

n

1

)

+
(

n

2

)

−
(

n

3

)

+
(

n

4

)

−
(

n

5

)

+ · · · = 0 .

28! Udowodnić, że
(

n

0

)

+
(

n

2

)

+
(

n

4

)

+ · · · = 2n−1 .

29! Udowodnić, że
(

n

1

)

+
(

n

3

)

+
(

n

5

)

+ · · · = 2n−1 .
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30. Obliczyć
(

n

0

)

+ 1
2

(

n

1

)

+ 1
3

(

n

2

)

+ · · · + 1
n

(

n

n−1

)

+ 1
n+1

(

n

n

)

.

31. Obliczyć
(

n

1

)

− 2
(

n

2

)

+ 3
(

n

3

)

− 4
(

n

4

)

+ · · · + (−1)n−1
(

n

n

)
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RACHUNEK ZDAŃ

Zdania z zakresu matematyki sa֒ albo prawdziwe, albo fa lszy-

we — w matematyce nie stosuje sie֒ zdań wyrażaja֒cych życzenie,

przypuszczenie itp. Jeśli zdanie jest prawdziwe, to mówimy, że
jego wartość logiczna jest 1 , zdaniom fa lszywym przypisujemy
wartość logiczna֒ 0 .

Z dwóch zdań możemy utworzyć na wiele różnych sposobów
nowe zdanie. Najprostsze metody w matematyce to:

(i) po la֒czenie dwóch zdań α i β spójnikiem i — nowe zdanie to

koniunkcja zdań α, β , oznaczamy je symbolem α ∧ β .

(ii) po la֒czenie dwóch zdań α i β spójnikiem lub — nowe zdanie

to alternatywa zdań α, β , oznaczamy je symbolem α ∨ β .

(iii) zbudowanie zdania postaci ,,jeśli α , to β ” — nowe zdanie

nazywamy implikacja֒ (wynikaniem), α nazywamy poprzed-

nikiem implikacji a β — naste֒pnikiem, oznaczamy je sym-

bolem α ⇒ β .

(iv) zaprzeczenie danemu zdaniu α , oznaczamy je przez ¬α .

Ustalimy teraz, kiedy koniunkcja, alternatywa, implikacja
i negacja sa֒ zdaniami prawdziwymi, a kiedy — fa lszywymi.

Koniunkcja. Niech α oznacza zdanie: liczba 2 dzieli licz-

be֒ 12 , β — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 . Wtedy zdanie

α ∧ β oznacza zdanie: liczba 2 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 3 dzieli

liczbe֒ 12 , tzn. liczby 2 i 3 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym

przypadku ze zdań prawdziwych α i β otrzymalísmy prawdziwe
zdanie α ∧ β . Niech α oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 ,

β — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 . Wtedy zdanie α∧β oznacza

zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 , tzn.

liczby 5 i 3 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym przypadku ze zdania

fa lszywego α i prawdziwego β otrzymalísmy nieprawdziwe zdanie
α∧β . Jeśli α oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12, β — zda-

nie: liczba 7 dzieli liczbe֒ 12 , to zdanie α ∧ β oznacza zdanie:

liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 7 dzieli liczbe֒ 12 , tzn. liczby 5

i 7 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym przypadku z dwóch zdań

fa lszywych α i β otrzymalísmy zdanie fa lszywe α ∧ β .
Te trzy przyk lady sugeruja֒ prawdziwość naste֒puja֒cego pra-

wa: koniunkcja dwóch zdań jest prawdziwa, jeśli oba zdania sa֒
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prawdziwe. Jeśli jedno ze zdań α i β lub oba te zdania sa֒ fa lszy-

we, to również ich koniunkcja α ∧ β jest fa lszywa. Symbolicznie
zapisujemy to prawo tak: 1∧1 ≡ 1 , 1∧0 ≡ 0 , 0∧1 ≡ 0 , 0∧0 ≡ 0 .

Alternatywa. W matematyce przyjmujemy, że alternaty-
wa α ∨ β dwóch zdań jest prawdziwa, jeśli choćby jedno z tych
zdań jest prawdziwe oraz że alternatywa dwóch zdań fa lszywych
jest zdaniem fa lszywym. Symbolami zapisujemy to tak:

1 ∨ 1 ≡ 1 , 1 ∨ 0 ≡ 1 , 0 ∨ 1 ≡ 1 , 0 ∨ 0 ≡ 0 .
Zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 3 jest dziel-

nikiem liczby 12 jest prawda֒; zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem

liczby 12 lub liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 jest też prawda֒,

natomiast zdanie liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 7
jest dzielnikiem liczby 12 jest fa lszem.

Wypada tu podkreślić różnice֒ miedzy potocznym znaczeniem

spójnika lub a jego matematycznym znaczeniem. W mowie po-
tocznej zazwyczaj używamy spójnika lub wtedy, gdy jedno ze zdań
jest prawda֒, a drugie — fa lszem.

Implikacja Zdanie α ⇒ β uważamy za fa lszywe, gdy po-
przednik α jest prawda֒, a naste֒pnik β , — fa lszem, tzn. z prawdy

fa lsz nie wynika. W innych przypadkach implikacja α ⇒ β jest
prawdziwa, tzn. prawda wynika zarówno z prawdy jak i z fa lszu.
Symbolicznie zapisujemy to tak:

(1 ⇒ 0) ≡ 0 , (0 ⇒ 0) ≡ 1 , (1 ⇒ 1) ≡ 1 , (0 ⇒ 1) ≡ 1 .

Podkreślić trzeba zdecydowanie, że mówimy tu o prawdziwości
zdania z lożonego α ⇒ β , a nie o prawdziwości zdania β . Na
przyk lad zdanie jeśli liczba 4 jest dzielnikiem liczby 12 , to liczba

2 jest dzielnikiem liczby 12 jest zdanie prawdziwym bo poprzednik
i naste֒pnik sa֒ zdaniami prawdziwymi. Zdanie jeśli liczba 2 dzieli

liczbe֒ 6 , to liczba 5 dzieli liczbe֒ 6 jest fa lszem, bo jest prawda֒,

a naste֒pnik — fa lszem. Zdanie jeśli liczba 2 dzieli liczbe֒ 7 , to

liczba 5 dzieli liczbe֒ 7 jest prawdziwe, bo poprzednik i naste֒pnik

sa֒ zdaniami fa lszywymi. Zdanie jeśli liczba 5 dzieli liczbe֒ 6 , to

liczba 2 dzieli liczbe֒ 6 jest zdaniem prawdziwym, bo poprzednik

jest fa lszywy, a naste֒pnik — fa lszywy.

Negacja. Zdanie ¬α jest prawdziwe, jeśli zdanie α jest
fa lszywe, tzn. zaprzeczenie fa lszu jest prawda֒, symbolicznie za-

pisujemy to wzorem ¬0 ≡ 1 . Zdanie ¬α jest fa lszywe, jeśli zdanie
α jest prawdziwe, tzn. zaprzeczenie prawdy jest fa lszem: ¬1 ≡ 0 .
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Ta regu la֒ jest ca lkowicie zgodna z potocznym rozumieniem zdania

nie jest prawda֒, że . . .

Przyk lad 4.1 Zdanie nie jest prawda֒, że liczba 2 dzieli liczbe֒

5 jest prawdziwe, bo jest zaprzeczeniem fa lszu. Zdanie nie jest

prawda֒, ze liczba 2 dzieli liczbe֒ 4 jest zaprzeczeniem prawdy, czyli

fa lszem.

Równoważność. Jeśli ze zdania α wynika zdanie β i ze
zdania β wynika zdanie α , to mówimy, że zdania te sa֒ równo-

ważne. Piszemy wtedy α ⇔ β lub α ≡ β . Cze֒sto zamiast mówić:

zdanie α jest równoważne zdaniu β mówimy, że zdanie α za-

chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdanie β . Oczywíscie

prawda jest równoważna prawdzie (1 ⇔ 1) ≡ 1 , fa lsz — fa lszowi

(0 ⇔ 0) ≡ 1 , natomiast prawda nie jest równoważna fa lszowi:

(1 ⇔ 0) ≡ 0 i (0 ⇔ 1) ≡ 0 .

Przyk lad 4.2 Liczba 2 dzieli liczbe֒ 28 wtedy i tylko wte-

dy, gdy liczba −2 dzieli liczbe֒ 28 . Liczba ca lkowita a dzieli

liczbe֒ ca lkowita֒ b wtedy i tylko wtedy, gdy liczba −a dzieli liczbe֒

b . Liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest
podzielna przez 2 i przez 3 .

Wypowiemy teraz kilka podstawowych praw logiki, których
be֒dziemy wielokrotnie używać. Lista ta nie be֒dzie pe lna, ale Czy-

telnik — w razie potrzeby — wyprowadzi sobie inne.

Twierdzenie 4.1 (o przechodniości implikacji)

Jeśli ze zdania α wynika zdanie β i ze zdania β wynika zdanie γ ,
to ze zdania α wynika zdanie γ :

(

(α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ)
)

⇒
(

α ⇒ γ
)

.

Dowód. Implikacja jest fa lszywa jedynie wtedy, gdy poprzednik
jest prawdziwy, a naste֒pnik fa lszywy. Jeśli zdanie α ⇒ γ jest

fa lszywe, to zdanie α jest prawdziwe, a zdanie γ — fa lszywe.

Zdanie (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ) ma być prawdziwe. Oba cz lony tej

koniunkcji musza֒ być prawdziwe, zatem zdanie β musi być jed-

nocześnie prawdziwe (bo α ⇒ β ) i fa lszywe (bo β ⇒ γ ), ale to

nie jest możliwe. Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 4.3 Oznaczmy litera֒ α zdanie: a3 6= 0 , litera֒ β
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— zdanie: a 6= 0 , litera֒ γ — zdanie: a2 > 0 .

Oczywíscie α ⇒ β , tzn. jeśli a3 6= 0 , to a 6= 0 i β ⇒ γ , czyli:

jeśli a 6= 0 , to a2 > 0 . Stad i z przechodniości implikacji wynika,

że α ⇒ γ , czyli: jeśli a3 6= 0 , to a2 > 0 .

Przyk lad 4.4 Niech A,B,C be֒da֒ dowolnymi zbiorami. Niech

α oznacza zdanie: A ⊆ B , β — zdanie: B ⊆ C , a γ zdanie:
A ⊆ C . Zdanie α można rozumieć w taki sposób: jeśli p ∈ A ,
to p ∈ B , analogicznie zdania β i γ . Z przechodniości implikacji
wynika, że w tej sytuacji jeśli p ∈ A , to p ∈ C , zatem A ⊆ C .
Innymi s lowy z przechodniości implikacji wynika przechodniość za-
wierania, a to oznacza, że podzbiór podzbioru jest podzbiorem
zbioru.

Twierdzenie 4.2 (regu la odrywania)

Jeśli α jest zdaniem prawdziwym i ze zdania α wynika zdanie β ,

to zdanie β jest prawdziwe, czyli
(

α ∧ (α ⇒ β)
)

⇒ β .

Dowód. Implikacja jest nieprawdziwa jedynie wtedy, gdy jej na-
ste֒pnik jest fa lszem, a poprzednik prawda֒. Musi wie֒c być β ≡ 0

i α ∧ (α ⇒ β) ≡ 1 , zatem α ≡ 1 i (α ⇒ β) ≡ 1 . Wobec tego

zdanie α musia loby być jednocześnie prawdziwe i fa lszywe, a to
nie jest możliwe.

Przyk lad 4.5 Niech α oznacza zdanie: iloczyn trzech kolejnych

liczb ca lkowitych jest liczb podzielna֒ przez 3 , β — zdanie: jeśli

a jest liczba֒ ca lkowita֒, to a3 − a jest liczba֒ podzielna֒ przez 3 .

Zdanie α jest prawdziwe. Implikacja α ⇒ β również, bowiem

a3 − a = (a− 1)a(a + 1) . Z regu ly odrywania wynika prawdziwość

zdania β .

Twierdzenie 4.3
Jeśli ze zdania ¬α wynika fa lszywe zdanie β , to zdanie α jest

prawdziwe:
(

(¬α ⇒ β) ∧ ¬β
)

⇒ α .

Dowód. Tak jak w poprzednich dowodach sprawdzimy, w jakiej
sytuacji implikacja mog laby być nieprawdziwa. Zdanie α , czyli

naste֒pnik, musia loby być fa lszywe, a zdanie (¬α ⇒ β)∧¬β , czyli

poprzednik, — prawdziwe. Oznacza to, że zdanie β musia loby
być fa lszywe i implikacja ¬α ⇒ β — prawdziwa, ale to nie jest
możliwe, bo zdanie ¬α jest prawdziwe, a zdanie β fa lszywe.
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Przyk lad 4.6 Niech α oznacza zdanie : liczba 44 nie jest

dzielnikiem liczby 235 , a β — zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem

liczby 235 . Ze zdania ¬α wynika zdanie β , które jest fa lszywe,
wie֒c zdanie α jest prawdziwe.

Twierdzenie 4.3 jest jednym z najprostszych schematów, wg.
których przeprowadzamy tzw. ,,dowody nie wprost”, czyli takie,
w których z zaprzeczenia tezy wnioskujemy zdanie fa lszywe.

Twierdzenie 4.4 (prawa de Morgana)

Zaprzeczeniem alternatywy dwóch zdań jest koniunkcja ich za-

przeczeń: ¬(α ∨ β) ≡ (¬α) ∧ (¬β) .

Zaprzeczeniem koniunkcji dwóch zdań jest alternatywa ich za-

przeczeń: ¬(α ∧ β) ≡ (¬α) ∨ (¬β) .

Dowód. Udowodnimy pierwsze z wymienionych praw. Strona
lewa jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy alter-
natywa α ∨ β jest zdaniem fa lszywym, a to ma miejsce jedynie
wtedy, gdy oba zdania α , β sa֒ fa lszywe, a ten warunek jest

równoważny temu, że koniunkcja ich zaprzeczeń, czyli zdań praw-
dziwych jest prawdziwa. W taki sam sposób można uzasadnić
prawdziwość drugiego prawa de Morgana.

Przyk lad 4.7 Zdanie: nieprawda, że liczby 2 i 3 sa֒ dziel-

nikami liczby 8 jest równoważne zdaniu: 2 nie jest dzielnikiem

liczby 8 lub 3 nie jest dzielnikiem liczby 8 . Zdanie : nieprawda,

że liczba 2 lub liczba 3 dzieli liczbe֒ 8 jest równoważne zdaniu:

2 nie dzieli liczby 8 i 3 nie dzieli liczby 8 .

Twierdzenie 4.5 (prawo podwójnego przeczenia)

Zaprzeczenie zaprzeczenia zdania α to zdanie α : ¬(¬α) ≡ α .

Oczywisty dowód tego twierdzenia pomijamy. Podkreślić na-
leży, że w je֒zyku polskim podwójne przeczenie oznacza cze֒sto to

samo co pojedyńcze, np. zdanie — ,, nie mam żadnego samo-
chodu” oznacza, że autor tej wypowiedzi nie ma samochodu po-
mimo, że zosta ly tu użyte dwa przeczenia: ,,nie” oraz ,,żadnego”.

Podane tu przyk lady praw logicznych nie wyczerpuja֒ listy

ważnych tautologii. Sa֒ natomiast jednymi z najcze֒́sciej stosowa-

nych w matematyce. W zadaniach Czytelnik znajdzie wie֒cej waż-

nych praw logiki. Można je  latwo udowodnić metoda֒ zerojedyn-

kowa֒, tzn. podstawić 0 oraz 1 na wszystkie możliwe sposoby
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w miejsce zdań, naste֒pnie sprawdzić jaka֒ wartość logiczna֒ ma

wtedy zdanie z lożone. Jeśli zawsze otrzymujemy 1 , to mamy do
czynienia z prawem logiki. Takie zdania, które sa֒ zawsze prawdzi-

we, nazywane sa֒ również tautologiami.

Twierdzenia matematyczne maja֒ postać implikacji. Jej po-

przednik nazywany jest za lożeniem, a naste֒pnik — teza֒. Dowód

twierdzenia, z formalnego punktu widzenia, polega na stosowaniu
praw logiki, przy czym za prawdziwe uważane sa֒ zdania udowod-

nione wcześniej oraz definicje. Ponieważ dowodzenie trzeba od
czegoś zacza֒ć, wie֒c niektóre zdania uważane sa֒ za prawdziwe i nie-

wymagaja֒ce dowodu. Takie zdania nazywane s pewnikami lub

aksjomatami. W teorii liczb rzeczywistych przyjmuje sie֒ bez dowo-

du mie֒dzy innymi, że dodawanie liczb rzeczywistych jest przemi-

enne, tzn. a + b = b + a dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b .

Bez dowodu przyjmujemy też, że a + (b + c) = (a + b) + c dla

dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c , czyli  la֒czność dodawania .

Znajomość praw logiki u latwia sprawdzenie poprawności rozu-
mowania. Zwykle jednak stosujemy na tyle oczywiste prawa logiki,
że nie potrzeba sie֒ na nie w sposób jawny powo lywać. Należy jedna

zdawać sobie sprawe֒ z tego, wed lug jakiego schematu logicznego

rozumujemy.

Dok ladne sformu lowanie za lożeń twierdzeń, pewników, defi-
nicji itp. jest ważne — chcemy mieć jaka֒ś gwarancje֒ tego, że

rozumuja֒c nie dojdziemy do sprzeczności, czyli że nie udowod-

nimy jednocześnie zdania i jego zaprzeczenia, bo to zmusi loby
nas do uznań wszystkich zdań za prawdziwe. W k lopoty można
popaść  latwo, jeśli nie sprecyzujemy, jak można używać s lów i ja-
kie jest ich dok ladne znaczenie. Powiedzmy, że dowódca rozkaza l
żo lnierzowi–fryzjerowi ogolić wszystkich tych żo lnierzy, którzy nie
ogola֒ sie֒ sami. Co ma zrobić ów nieszcze֒́snik? Czy ma sie֒ ogolić

sam — wtedy ogoli żo lnierza, który sam sie֒ goli, czy też ma sie֒ nie

ogolić — wtedy nie ogoli jednego z żo lnierzy, którzy nie ogolili sie֒

samodzielnie?4.1

4.1
Przyk lad pochodzi od Bertanda Russella i jednego z nawybitniejszych filo-
zofów i matematyków XIX i XX wieku (1872 – 1970).
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Zadania
1. Udowodnić, że niezależnie od wartości logicznych zdań α i β

prawdziwe sa֒ zdania:

(1) (¬α ⇒ β) ⇔ α ∨ β ;

(2) ¬(α ⇒ ¬β) ⇔ α ∧ β ;

te dwa wzory oznaczaja֒, że można zdefiniować alternatywe֒

i koniunkcje֒ za pomoca֒ negacji i implikacji;

(3) (¬α ∨ β) ⇔ (α ⇒ β) ;

(4)
(

¬(¬α ∨ ¬β)
)

⇔ α ∧ β ;

te dwa wzory oznaczaja֒ z kolei, że można zdefiniować impli-

kacje֒ i koniunkcje֒ za pomoca negacji i alternatywy.

2. Zdefiniować implikacje֒ i alternatywe֒ za pomoca֒ koniunkcji

i negacji.
3. Udowodnić, że negacji nie można zdefiniować za pomoca֒:

(1) alternatywy i koniunkcji;

(2) alternatywy i implikacji;

(3) koniunkcji i implikacji.

4. Zapisać za pomoca֒ symboli logicznych i udowodnić naste֒pu-

ja֒ce prawa logiki:

(1) jeśli ze zdania α wynika zdanie β i z zaprzeczenia zdania

α wynika zdanie β , to zdanie β jest prawdziwe;

(2) jeśli prawdziwa jest alternatywa zdań α i β , to z tego,

że ze zdania α wynika zdanie γ i ze zdania β wynika
zdanie γ , wynika prawdziwość zdania γ .

5. Napisać zaprzeczenia naste֒puja֒cych zdań:

(1) jeśli 7 jest liczba֒ dodatnia֒, to −7 jest liczba֒ ujemna֒;

(2) jeśli 2 i 5 sa֒ liczbami dodatnimi, to z tego, że x > 2 + 5

wynika, że x > 0 ;

(3) jeśli sześcian można u lożyć z cegie l o wymiarach 1×2×4 ,

to krawe֒dź sześcianu ma d lugość różna֒ od 6 .

6. Udowodnić, że naste֒puja֒ce zdania sa֒ tautologiami:

(1) α ⇒ α ; (2) α ⇒ (β ⇒ α) ;

(3) α ⇒
(

β ⇒ (α ∧ β)
)

; (4) α ∨ ¬α ;

(5) [(α ⇒ β) ∧ α] ⇒ β . (6) α ⇒ [(β ∧ ¬α) ⇒ γ] ;

(7) ¬(α ∧ ¬α) ; (8) (α ⇒ β) ⇔ (¬β ⇒ ¬α) ;
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(9) [(α ⇒ β) ⇒ α] ⇒ α ; (10) (¬α ⇒ α) ⇒ α ;

(11) ¬α ⇒ (α ⇒ β) ; (12) α ∧ β ⇒ α ;

(13) [α ⇒ (β ⇒ γ)] ⇔ [β ⇒ (α ⇒ γ)] ;

(14) [α ⇒ (β ⇒ γ)] ⇒ [(α ⇒ β) ⇒ (α ⇒ γ)] .

7. Z jakich praw logiki korzystamy w naste֒puja֒cych rozumowa-

niach:

(a) Jeśli x jest liczba֒ nieparzysta֒, to liczba x3 też jest nieparzys-

ta. Suma dwu liczb nieparzystych jest parzysta, zatem jeśli x

jest liczba֒ nieparzysta֒, to liczba x3 + x jest parzysta. Suma

liczby parzystej i nieparzystej jest nieparzysta, zatem jeśli

liczba x jest nieparzysta, to liczba x3+x+1 jest nieparzysta.

Jeśli liczba x jest parzysta, to x3 też jest parzysta, wie֒c liczba

x3 + x + 1 jest nieparzysta. Zarówno z za lożenia, że liczba x

jest parzysta, jak i z za lożenia, że liczba x jest nieparzysta

wynika, że liczba x3 +x+1 jest nieparzysta. Wynika sta֒d, że

liczba x3 + x + 1 jest nieparzysta dla każdej liczby ca lkowitej
x .

(b) Niech a be֒dzie liczba֒ naturalna֒, która nie jest podzielna przez

5 . Gdyby jakieś dwie liczby spośród a , 2a , 3a , 4a dawa ly
taka֒ sama֒ reszte֒ z dzielenia przez 5 , to po odje֒ciu mniejszej

od wie֒kszej otrzymalibyśmy liczbe֒ podzielna֒ przez 5 , a to jest

niemożliwe, bo żadna z liczb a , 2a , 3a nie dzieli sie֒ przez

5 . Oznacza to, że liczby a , 2a , 3a , 4a daja֒ różne reszty z

dzielenia przez 5 . Wobec tego resztami tymi sa֒ liczby 1 , 2 ,

3 , 4 być może w innej kolejności. Wynika sta֒d, że liczby a ·

2a·3a·4a i 1·2·3·4 daja֒ z dzielenia przez 5 te֒ sama֒ reszte֒, wie֒c

ich różnica, czyli liczba 4!a4 − 4! = 4!(a4 − 1) jest podzielna

przez 5 . Ponieważ liczba pierwsza 5 nie dzieli liczby 4! ,

zatem dzieli liczbe֒ a4 − 1.
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Definicja 5.1 (sumy zbiorów)

Suma֒ A∪B zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony ze wszyst-

kich elementów zbioru A i wszystkich elementów zbioru B :
s ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ,

czyli x jest elementem zbioru A ∪ B wtedy i tylko wtedy, gdy
należy do zbioru A lub do zbioru B .

Definicja 5.2 (cze֒́sci wspólnej zbiorów)

Cze֒́scia֒ wspólna֒ lub iloczynem A∩B zbiorów A i B nazywamy

zbiór z lożony ze wszystkich tych elementów, które jednocześnie
należa֒ do zbioru A i do zbioru B :

s ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B .
Jeśli A ∩ B = ∅ , to mówimy, że zbiory A i B sa֒ roz la֒czne.

Definicja 5.3 (różnicy zbiorów)

Różnica֒ A \ B zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony z tych

elementów zbioru A , które nie sa֒ elementami zbioru B :

x ∈ A \ B ⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B .

Definicja 5.4 (iloczynu kartezjańskiego zbiorów)

Iloczynem kartezjańskim zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony

ze wszystkich takich par (a, b) , że a ∈ A i b ∈ B . Pary różnia֒ce

sie֒ kolejnościa֒ elementów uważamy za różne, tzn. (a, b) = (c, d)

wtedy i tylko wtedy, gdy a = c i b = d . Iloczyn kartezjański
oznaczamy symbolem A × B .

Przyjmujemy, że jeśli A = ∅ lub B = ∅ , to A × B = ∅ .

Przyk lad 5.1Niech A={2, 4, 6, 8}, B ={3, 6, 9}. Mamy A∪B =

={2, 3, 4, 6, 8, 9} , A∩B ={6} , A\B = {2, 4, 8} , B \A = {3, 9} .

Elementami zbioru A × B sa֒ pary: (2, 3) , (2, 6) , (2, 9) ,

(4, 3) , (4, 6) , (4, 9) ,

(6, 3) , (6, 6) , (6, 9) ,

(8, 3) , (8, 6) , (8, 9) ,

a zbioru B × A — pary:
(3, 2) , (3, 4) , (3, 6) , (3, 8) ,

(6, 2) , (6, 4) , (6, 6) , (6, 8) ,

(9, 2) , (9, 4) , (9, 6) , (9, 8) .
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I jeszcze np. (A × B) ∩ (B × A) = {(6, 6)} .

Naste֒puja֒ce twierdzenie wynika od razu z definicji:

Twierdzenie 5.5 (o przemienności i  la֒czności)

Dla dowolnych zbiorów A,B,C zachodza֒ wzory:

A ∪ B = B ∪ A , (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) ,

A ∩ B = B ∩ A , (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) .

Twierdzenie 5.6 (o rozdzielności)

Dla dowolnych zbiorów A,B,C zachodza֒ równości:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) .

Dowód. Jeśli x ∈ A , to x ∈ A ∪ B i x ∈ A ∪ C , zatem

x ∈ (A∪B)∩ (A∪C) . Jeśli x ∈ B ∩C , to x ∈ B ⊆ B ∪A oraz

x ∈ C ⊆ C ∪A , zatem x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪C) . Wykazalísmy, że

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) .

Za lóżmy, że x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) . Wtedy x ∈ A ∪ B

i x ∈ A ∪ C . Jeśli x ∈ A , to x ∈ A ∪ (B ∩ C) , a jeśli x /∈ A ,

to x ∈ B i x ∈ C , wie֒c x ∈ B ∩ C , zatem x ∈ A ∪ (B ∩ C) .

Wobec tego (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C) .

Udowodnilísmy, że

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C) .

Sta֒d wynika, że A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) .

Druga֒ równość wykazujemy w taki sam sposób.

Twierdzenie 5.7 (o dope lnieniu dope lnienia)

Dla dowolnych zbiorów A,B zachodzi równość

A \ (A \ B) = A ∩ B .

Dowód. x ∈ A \ (A \ B) ⇔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ A \ B) ⇔

⇔ x ∈ A ∧ ¬
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)
)

⇔

⇔ x ∈ A ∧
(

¬(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)
)

⇔
(

(x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ A)
)

∨

∨
(

(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)
)

⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ⇔ x ∈ A ∩ B .

Uwaga 5.8

Jeśli B ⊆ A , to A \ (A \B) = B . Czytelnik zwróci uwage֒ na to,

że wzór ten bardzo przypomina prawo podwójnego przeczenia,
zreszta֒ użyte w dowodzie twierdzenia 5.7.
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Warto też zauważyć, że dowodzone twierdzenie jest oczywiste: po
usunie֒ciu ze zbioru tych jego elementów, które sa֒ poza zbiorem

B , zostaja֒ w zbiorze A tylko te elementy, które sa֒ elementami

zbioru A , a to oznacza, że zbiór A\(A\B) jest równy A∩B .

Twierdzenie 5.9 (wzory de Morgana)

A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C) , A\ (B∩C) = (A\B)∪ (A\C) .

Dowód. Udowodnimy pierwszy z tych wzorów.

x ∈ A \ (B ∪ C) ⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)

⇔ x ∈ A ∧ ¬(∈ B ∨ x ∈ C) ⇔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ C) ⇔

⇔
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)
)

∧
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ C)
)

⇔

⇔ (x ∈ A \ B) ∧ (x ∈ A \ C) ⇔ x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C) .

Dowód drugiego wzoru jest prawie taki sam.

Uwaga 5.10
W dowodzie twierdzenia 5.10 skorzystalísmy z praw de Morgana
z rachunku zdań. Czytelnik widzi, że po zasta֒pieniu koniunkcji

zdań iloczynem zbiorów, alternatywy zdań — suma֒ zbiorów, za-

przeczenia zdania — odejmowaniem zbioru od zbioru A w pra-
wach de Morgana z rachunku zdań, otrzymujemy wzory de Mor-
gana dla rachunku zbiorów.

Zadania
1. Niech n(A) be֒dzie liczba֒ elementów zbioru skończonego A.

Dowieść, że jeśli zbiory A i B sa֒ skończone, to n(A∪B) =

=n(A) + n(B) − n(A ∩ B) i n(A \ B) = n(A) − n(A ∩ B) .

2. Niech A1 , A2 , . . . , Ak be֒da֒ zbiorami skończonymi. Udo-

wodnić, że zachodzi wtedy wzór:

n(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak) = n(A1) + n(A2) + · · · + n(Ak) −

−n(A1 ∩A2)−n(A1 ∩A3)− . . .−n(A1 ∩Ak)−n(A2 ∩A3)−

− . . . − n(Ak−1 ∩ Ak) + n(A1 ∩ A2 ∩ A3) + · · · +

+ (−1)k−1n(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak) .

3. Różnica֒ symetryczna֒ A
.

— B dwóch zbiorów A i B nazy-

wamy zbiór z lożony z tych i tylko tych elementów, które

należa֒ do dok ladnie jednego z tych zbiorów, czyli A
.

— B =

=(A \ B) ∪ (B \ A) . Udowodnić, że:

(1) A
.

— B = B
.

— A ,
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(2) A
.

— B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) ,

(3)A
.

— (B
.

— C) = (A
.

— B)
.

— C .

4. Udowodnić, że zbiór A1

.
— A2

.
— . . .

.
— Ak sk lada sie֒

z tych i tylko tych elementów, które należa֒ do nieparzys-

tej liczby zbiorów A1, A2, . . . , Ak . (Nawiasów nie piszemy,

bo na mocy poprzedniego zadania różnica symetryczna jest

dzia laniem  la֒cznym.)

5. Znaleźć wzór wyrażaja֒cy liczbe֒ elementów różnicy symet-

rycznej k zbiorów: A1

.
— A2

.
— . . .

.
— Ak w zależności od

liczb n(A1) , n(A2) ,. . . ,n(Ak) , n(A1∩A2) , n(A1∩A3) , . . . ,

n(Ak−1∩Ak) , n(A1∩A2∩A3) , . . . , n(A1∩A2∩ . . .∩Ak) .
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W matematyce cze֒sto pojawiaja֒ sie֒ zdania postaci dla każ-

dego x zachodzi ϕ(x) , dla pewnego x zachodzi ϕ(x) , np. dla

każdej liczby naturalnej x zachodzi nierówność x > 1 , dla pew-
nej liczby naturalnej x zachodzi nierówność x < 100 , każdy zbiór
zawiera zbiór pusty, istnieje liczba naturalna, która nie jest suma֒

dwóch kwadratów liczb ca lkowitych (np. liczba 3 ).

Wyrażenia dla każdego x. . . , dla każdego x ∈ A zaste֒pu-

jemy w razie potrzeby symbolem ∀x . ∀x∈A — ten symbolem

nazywamy kwantyfikatorem6.1 ogólnym lub dużym. Wyrażenia dla

pewnego x , dla pewnego x ∈ A , istnieje takie x , że . . . , istnieje

takie x ∈ A , że zaste֒pujemy symbolem ∃ , ∃x∈A . Ten sym-

bol nazywamy kwantyfikatorem szczegó lowym lub ma lym, czasem
egzystencjalnym.

Stosuja֒c wprowadzone w laśnie oznaczenia zamiast s lów moż-

na cztery zdania wypowiedziane na pocza֒tku tego rozdzia lu za-

pisać tak: (∀x∈N)(x > 1) , (∃x∈N)(x < 100) , (∀A)(A ⊇ ∅) ,

(∃x∈N)(∀a,b∈Z)(x 6= a2 + b2) . Podkreślić wypada, że należy je

przeczytać tak: każda liczba naturalna x jest wie֒ksza od 1 lub

równa 1 , istnieje liczba naturalna x mniejsza niż 100 , każdy zbiór

A zawiera zbiór pusty, istnieje liczba naturalna x , która nie jest

równa sumie a2 + b2 dla każdych liczb ca lkowitych a, b — tu
symbole N i Z oznaczaja֒ jak zwykle zbiory liczb naturalnych

i ca lkowitych. Pod znakiem kwantyfikatora może też wysta֒pić

zdanie, np. (∀x>7)(x2 > 49) , należy to przeczytać tak: kwadrat

każdej liczby wie֒kszej niż 7 jest wie֒kszy niż 49 .

Zachodzi naste֒puja֒ce

Twierdzenie 6.1 (wzory de Morgana)

¬(∀xϕ(x)) ≡ ∃x(¬ϕ(x)) , ¬(∃xϕ(x)) ≡ ∀x¬ϕ(x) .

6.1
S lowo kwantyfikator pochodzi od  lacińskich s lów quantum — ile i facere
— czynić. Kwantyfikator ogólny oznacza, że zdanie ϕ(x) jest prawdziwe
ogólnie (dla bardzo wielu, bo dla wszystkich x), kwantyfikator szczegó lowy
oznacza, że zdanie ϕ(x) jest prawdziwe dla co najmniej jednego x , czyli
że jest prawdziwe w szczególnych przypadkach. Oznaczenie dzís stosowane
pochodza֒ z angielskiego ∀ to odwrócona litera A, bo dla każdego to po

angielsku for all , kwantyfikator szczegó lowy oznaczamy symbolem ∃ , wie֒c

odwrócona֒ litera֒ E, bo istnieje to po angielsku exists.
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Wypowiemy je s lowami. Zdanie nieprawda, że dla każdego

x zachodzi zdanie ϕ(x) jest równoważne zdaniu istnieje x , dla

którego prawda֒ jest zaprzeczenia zdania ϕ(x) . Zdanie nie jest

prawda֒, że istnieje x , dla którego zdanie ϕ(x) jest prawdziwe

jest równoważne zdaniu dla każdego x prawdziwe jest zaprzeczenie

zdania ϕ(x) .

Przyk lad 6.1

¬
(

∀x∈N(x > 1)
)

⇔
(

∃x∈N¬(x > 1)
)

⇔
(

∃x∈N(x < 1)
)

.

Przyk lad 6.2

¬
(

∃x∈N∀a,b∈Z

)

(x 6= a2 + b2) ⇔ ∀x∈N

(

¬∀a,b∈Z

)

(x 6= a2 + b2) ⇔

⇔
(

∀x∈N∃a,b∈Z

)

¬(x 6= a2 + b2) ⇔
(

∀x∈N∃a,b∈Z

)

(x = a2 + b2) .

Jeśli dwa kwantyfikatory ogólne wyste֒puja֒ jeden po drugim,

to możemy zmienić ich kolejność: ∀x∀yϕ(x, y) ⇔ ∀y∀xϕ(x, y) ,

np. zdanie ∀x∈N∀y∈N(x2 + y + 1 ∈ N) jest równoważne zdaniu

∀y∈N∀x∈N(x2 + y + 1 ∈ N) . To samo dotyczy kolejnych kwanty-

fikatorów szczegó lowych.

Nie wolno zmieniać kolejności wyste֒powania kwantyfikatora

ogólnego i szczegó lowego: zdania ∀x∃y(ϕ(x, y)) i ∃y∀x(ϕ(x, y))

na ogól nie sa֒ równoważne. Zdanie ∀x∈N∃y∈N(x < y + 7) jest

prawdziwe (czytamy je: dla każdej liczby naturalnej x istnieje taka

liczba naturalna y , że x < y +7 — wystarczy przyja֒ć y = x+1 ).

Zdanie ∃y∈N∀x∈N(x < y + 7) jest fa lszywe (czytamy je: istnieje

taka liczba y ∈ N , że nierówność x < y + 7 zachodzi dla każdej

liczby x ∈ N ), bowiem nie jest prawda֒, że y + 8 < y + 7 , a jeśli

y ∈ N , to również y + 8 ∈ N .

Jeśli A jest zbiorem niepustym, to ze zdania ∀x∈A ϕ(x) wy-

nika zdanie ∃x∈A ϕ(x) , np. ze zdania ∀x∈N x > 1 wynika zdanie

∃x∈N x > 1 , np. x = 1 . Odwrotnego wynikania na ogó l nie

ma, np. z prawdziwego zdania ∃x∈N x2 < 7 nie wynika zdanie

∀x∈N x2 < 7 , które prawdziwe nie jest, bo na przyk lad nie jest

prawda֒, że 32 < 7 .

Symboli logicznych nie należy nadużywać, bo może prowadzić
to do zapisu utrudniaja֒cego zrozumienie treści zdania. Przekona-

my sie֒, że w pewnych sytuacjach pomagaja֒ one np. zrozumieć
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różnice֒ mie֒dzy różnymi stwierdzeniami brzmia֒cymi dosyć podob-

nie. Jednak zdanie:
∃p∈N ∀x∈N ∀y∈N

(

p 6= 1 ∧ (p = xy ⇒

⇒ ((x = 1 ∧ y = p) ∨ (x = p ∧ y = 1))
)

jest równoważne zdaniu: istnieje liczba naturalna, która ma dok-

 ladnie dwa dzielniki 1 i p , czyli zdaniu: istnieje liczba pierw-

sza. W tym przypadku, zdaniem autora, symbole logiczne raczej
przeszkadzaja֒.
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Definicja 7.1 (relacji)

Dowolny podzbiór R iloczynu kartezjańskiego X × Y nazywamy
relacja֒. Mówimy, że element x zbioru X jest w relacji z ele-

mentem y zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy para (x, y) jest

elementem zbioru R . Piszemy wtedy xRy . Jeśli X = Y , to
mówimy o relacji w zbiorze X .

Przyk lad 7.1 Podzbiór {(x, y) ∈ X × X : x = y} zbioru

X × X nazywamy relacja֒ równości w zbiorze X .

Przyk lad 7.2 Podzbiór {(x, y) ∈ N×N: x < y} zbioru N×N

nazywamy relacja֒ mniejszości w zbiorze liczb naturalnych.

Przyk lad 7.3 Podzbiór {(x, y) ∈ N × N: y = x2 + 1} zbioru

N×N jest relacja֒ w zbiorze N .

Przyk lad 7.4 Niech X be֒dzie zbiorem wszystkich odcinków

na p laszczyźnie. W zbiorze tym określamy relacje֒ przystawania

przyjmuja֒c, że dwa odcinki sa֒ przystaja֒ce wtedy i tylko wtedy,

gdy maja֒ równa֒ d lugość.

Definicja 7.2 (relacji równoważności)

Relacja R w zbiorze X nazywana jest relacja֒ równoważności wte-

dy i tylko wtedy, gdy spe lnione sa֒ naste֒puja֒ce trzy warunki:

1◦ ∀x∈X xRx , czyli relacja R jest zwrotna;
2◦ ∀x∈X∀y∈X xRy ⇔ yRx , czyli relacja R jest symetryczna;

3◦ ∀x∈X∀y∈X∀z∈X (xRy∧yRz) ⇒ xRz , czyli relacja R jest prze-

chodnia.
Czytelnik zauważy bez trudu, że relacje 7.1 i 7.4 sa֒ relacja-

mi równoważności, natomiast relacja 7.2 nie jest symetryczna ani
zwrotna. Relacja 7.3 nie jest ani zwrotna, ani symetryczna, ani
przechodnia.

Jeśli R jest relacja֒ równoważności w zbiorze X , to zbiór

[x] z lożonych z tych elementów zbioru X , które sa֒ w relacji R

z elementem x , tzn. [x] = {y ∈ X : xRy} , nazywamy klasa֒ ab-

strakcji elementu x . Relacje równoważności zbioru X wyznacza
jego podzia l na klasy abstrakcji, tzn. prawdziwe jest
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Twierdzenie 7.3
Jeśli R jest relacja֒ równoważności w zbiorze X , to każdy element

zbioru X należy do dok ladnie jednej klasy abstrakcji, różne klasy
abstrakcji sa֒ roz la֒czne.

Dowód. Ze zwrotności relacji R wynika, że x ∈ [x] . Za lóżmy,

że t ∈ [x] ∩ [y] . Niech s ∈ [x] . Wtedy xRt , yRt i xRs . Z sy-

metryczności R wynika, że tRx . Teraz skorzystamy dwa razy

z przechodniości: (yRt) ∧ (tRx) ⇒ (yRx) i (yRx) ∧ (xRs) ⇒
(yRs) . Wykazalísmy, że jeśli s ∈ [x] , to s ∈ [y] , czyli [x] ⊆ [y] .

Analogicznie dowodzimy, że [y] ⊆ [x] . Oznacza to, że [x] = [y] .

Czytelnik  latwo sprawdzi, że klasy abstrakcji relacji równości
sa֒ jednoelementowe, a klasy relacji przystawania odcinków sk la-

daja֒ sie֒ z nieskończenie wielu elementów.

Inna֒ ważna֒ grupe֒ stanowia֒ relacje porza֒dkuja֒ce.

Definicja 7.4 (relacji porza֒dkuja֒cej)

Relacja R nazywana jest porza֒dkuja֒ca֒, albo porza֒dkiem w zbio-

rze X wtedy i tylko wtedy, gdy spe lnia naste֒puja֒ce warunki:

1◦ jest przechodnia, czyli ∀x∈X∀y∈X∀z∈X (xRy ∧ yRz) ⇒ xRz ;

2◦ dla dowolnych x, y, z ∈ X zachodzi dok ladnie jedna z trzech
możliwości: xRy , yRx , x = y — ta w lasność to trichotomia.

Relacja mniejszości w zbiorze liczb naturalnych jest porza֒d-

kiem, natomiast relacja x ≤ y porza֒dkiem już nie jest. Alfa-

betyczna lista uczniów danej klasy wyznacza porza֒dek w zbiorze

uczniów, pod warunkiem że w klasie nie ma dwóch uczniów o tym
samym imieniu i nazwisku.

Jednym z najważniejszych poje֒ć w matematyce jest poje֒cie

funkcji. Zaczniemy od definicji.

Definicja 7.5 (funkcji)

Jeśli każdemu elementowi x ∈ X przypisany zosta l dok ladnie je-
den element y ∈ Y , to mówimy, ze zdefiniowana zosta la funkcja
przekszta lcaja֒ca zbiór X w zbiór Y . Jeśli te֒ funkcje֒ oznaczymy

przez f , to piszemy f : X −→ Y . Element y ∈ Y przyporza֒d-

kowany argumentowi x ∈ X oznaczamy symbolem f(x) , wie֒c

y = f(x) , i nazywamy go obrazem punktu x lub wartościa֒

funkcji f w punkcie x . Zbiór X nazywamy dziedzina֒ lub
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zbiorem argumentów funkcji f , zbiór Y nazywamy przeciw-

dziedzina֒ funkcji f , a jego podzbiór {y ∈ Y : ∃x∈X y = f(x)}
z lożony ze wszystkich wartości funkcji f nazywamy zbiorem war-

tości funkcji f i oznaczamy symbolem f(X) .

Jasne jest, że funkcja jest szczególnym przypadkiem relacji.

Przyk lad 7.5 Jeśli funkcja f : N −→ N przypisuje każdej licz-

bie naturalnej x jej kwadrat, to możemy napisać f(x) = x2 .

W tym przypadku dziedzina֒ funkcji f jest zbiór wszystkich liczb

naturalnych, przeciwdziedzina֒ też ten zbiór, a zbiorem wartości

tej funkcji zbiór {1, 4, 9, 16, 25, . . .} .

Przyk lad 7.6 Funkcja f : N −→ N ∪ {0} przypisuje każdej

liczbie naturalnej jej ostatnia֒ cyfre֒, czyli cyfre֒ jedności (w za-

pisie dziesie֒tnym). Wtedy f(1) = 1 , f(13) = 3 , f(107) = 7 ,

f(350) = 0 itd. Zbiorem wartości tej funkcji jest zbiór wszystkich

cyfr uk ladu dziesia֒tkowego, czyli zbiór {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Przyk lad 7.7 Niech X oznacza zbiór wszystkich żyja֒cych

ludzi, a Y — zbiór wszystkich imion. Przypisuja֒c cz lowiekowi

jego pierwsze imie֒, określamy funkcje֒ na zbiorze X o wartościach

w zbiorze Y . Może sie֒ zdarzyć, że jakieś imiona sa֒ ,,chwilowo”

nie wykorzystywane. W takiej sytuacji zbiór wartości określonej
funkcji jest mniejszy niż jej przeciwdziedzina Y .

Przyk lad 7.8 Permutacje zbioru X = {1, 2, 3, . . . , n} można

potraktować jako takie funkcje przekszta lcaja֒ce zbiór X w siebie,

które różnym elementom zbioru X przypisuja֒ różne wartości.

Przyk lad 7.9 Sume֒ dwu liczb naturalnych można potraktować

jako wartość funkcji f określonej na zbiorze N × N o wartoś-

ciach w zbiorze N . Wtedy f(m,n) = m + n . Te֒ funkcje֒ nazy-

wamy dodawaniem, jej wartość suma֒. Jej zbiorem wartości jest

{2, 3, 4, . . .} , a przeciwdziedzina֒ — zbiór N = {1, 2, 3, 4, . . .} .

Przyk lad 7.10 Jeśli X jest dowolnym zbiorem niepustym

i f(x) = x dla każdego x ∈ X , to funkcje֒ f nazywamy iden-

tycznościa֒ lub tożsamościa֒ na zbiorze X .
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Przyk lad 7.11 Jeśli c ∈ Y i dla każdego x ∈ X zachodzi

równość g(x) = c ∈ Y , to mówimy, że funkcja g jest sta la, jej

jedyna֒ wartościa֒ jest c , jej zbiór wartości to {c} .

Przyk lad 7.12 Niech K be֒dzie zbiorem kwadratów liczb na-

turalnych: K = {1, 4, 9, 16, . . .} = {k ∈ N: ∃n∈Nk = n2} . Wzór

h(k) =
√

k określa funkcje֒ ze zbioru K w zbiór N .

Definicja 7.6 (funkcji przekszta lcaja֒cej na )

Mówimy, że funkcja f : X −→ Y przekszta lca zbiór X na zbiór

Y wtedy i tylko wtedy, gdy Y = f(X) , czyli gdy obraz funkcji

pokrywa sie֒ z jej przeciwdziedzina֒. Piszemy wtedy f : X
na−−→Y.

Funkcje z przyk ladów 7.8 , 7.10 i 7.12 przekszta lcaja֒ swe

dziedziny na swe przeciwdziedziny.

Definicja 7.7 (funkcji różnowartościowej)

Mówimy, że funkcja f : X −→ Y jest różnowartościowa, jeśli róż-
nym elementom zbioru X przypisano różne elementy przeciwdzie-

dziny Y : z równości f(x1) = f(x2) wynika równość x1 = x2 .

Funkcje z przyk ladów 7.5 , 7.8 i 7.10 sa֒ różnowartościowe.

Definicja 7.8 (z lożenia funkcji)

Jeśli dane sa֒ dwie funkcje f : X −→ Y i g: Y −→ Z , to funkcja

h: X −→ Z zdefiniowana wzorem h(x) = g
(

f(x)
)

nazywana jest

z lożeniem funkcji g z funkcja֒ f. Oznaczamy ja֒ symbolem g ◦ f.

Przyk lad 7.13 Niech funkcje f, g: N −→ N be֒da֒ dane wzorami

f(n) = n2 , g(n) = 2 . Wtedy g ◦ f(n) = g
(

f(n)
)

= g(n2) = 2

oraz f ◦ g(n) = f
(

g(n)
)

= f(2) = 22 = 4 . Wynika sta֒d, że nawet

jeśli X = Z , to na ogó l g ◦ f 6= f ◦ g .

Definicja 7.9 (funkcji odwrotnej)

Funkcje֒ g: Y −→ X nazywamy odwrotna֒ do funkcji f : X → Y

wtedy i tylko wtedy, gdy obie funkcje g ◦ f oraz f ◦ g sa֒ identy-

cznościami.

Przyk lad 7.14 Identyczność jest funkcja֒ odwrotna֒ do siebie

na dowolnym zbiorze.
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Przyk lad 7.15 Niech K = {n2 : n ∈ N} . Niech f : N −→ K

be֒dzie dana wzorem f(n) = n2 , a funkcja g: K −→ N — wzorem

g(k) =
√

k . Wtedy f
(

g(k)
)

= f(
√

k) =
(
√

k
)2

= k , zatem f ◦ g

jest identycznościa֒ na zbiorze K . g
(

f(n)
)

= g(n2) =
√

n2 = n ,

zatem również g◦f jest identycznościa֒. Wobec tego g jest funkcja֒

odwrotna֒ do f .

Przyk lad 7.16 Niech f(n) = n2 dla n ∈ N . Niech n be֒dzie

liczba֒ naturalna֒ i niech g(n) oznacza najwie֒ksza֒ taka֒ liczbe֒ natu-

ralna֒ k , że k2 ≤ n , np. g(1) = 1 , g(2) = 1 , g(3) = 1 , g(4) = 2 ,

g(5) = 2 , g(9) = 3 , g(17) = 4 . Wtedy g ◦ f(n) = g
(

f(n)
)

=

= g(n2) = n , zatem g ◦ f jest identycznościa֒. Mamy również

f
(

g(17)
)

= f(4) = 42 = 16 , zatem funkcja f ◦ g nie jest iden-

tycznościa֒. Wobec tego funkcja g nie jest funkcja֒ odwrotna֒ do

funkcji f pomimo tego, że g ◦ f = id .

Twierdzenie 7.10 (o istnieniu funkcji odwrotnej)

Funkcja f : X −→ Y ma funkcje֒ odwrotna֒ wtedy i tylko wtedy,

gdy jest różnowartościowa i przekszta lca zbiór X na zbiór Y .

Dowód. Za lóżmy, że g: Y −→ X jest funkcja֒ odwrotna֒ do

funkcji f : X −→ Y . Niech x1, x2 ∈ X be֒da֒ różnymi punk-

tami dziedziny X . Jeśli f(x1) = f(x2) , to x1 = g
(

f(x1)
)

=

=g
(

f(x2)
)

= x2 , wbrew za lożeniu, zatem x1 6= x2 . Wykazalísmy

różnowartościowość funkcji f . Mamy y = f
(

g(y)
)

dla każdego

y ∈ Y , zatem każdy element y zbioru Y jest wartościa֒ funkcji f .

Przypuśćmy teraz, że różnowartościowa funkcja f : X −→ Y

przekszta lca zbiór X na zbiór Y . Definiujemy: g(y) = x wte-

dy i tylko wtedy, gdy y = f(x) . Ponieważ dla każdego punktu

y ∈ Y istnieje dok ladnie jeden punkt x ∈ X spe lniaja֒cy ten

warunek, wie֒c wzór g(y) = x określa funkcje֒. Z określenia wynika,

że f
(

g(y)
)

= f(x) = y oraz g
(

f(x)
)

= g(y) = x , zatem f ◦g = id

i g ◦ f = id , wie֒c g jest funkcja֒ odwrotna֒ do f .

Wniosek 7.11 (z dowodu)

Jeśli funkcja f ma funkcje֒ odwrtona֒, to tylko jedna֒.
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Definicja 7.12 (wykresu funkcji)

Wykresem funkcji f : X −→ Y nazywamy zbiór

{
(

x, f(x)
)

: x ∈ X} .

Z formalnego punktu widzenia nie ma żadnej różnicy mie֒dzy

funkcja֒ i jej wykresem. Prowadzi to do naste֒puja֒cej definicji

Definicja 7.13 (funkcji)

Podzbiór f ⊆ X × Y nazywamy funkcja֒ przekszta lcaja֒ca֒ zbiór

X w zbiór Y , jeśli dla każdego x ∈ X istnieje dok ladnie jeden

taki element y ∈ Y , że (x, y) ∈ f . Ten element y nazywamy

wartościa֒ funkcji f w punkcie x i oznaczamy symbolem f(x) .

Ta definicja ma te֒ przewage֒ nad podana֒ poprzednio, że nie

wyste֒puje w niej niejasne poje֒cie przyporza֒dkowania — wszystko

jest sprowadzone do zbiorów.
Rozpatrywanie wykresów cze֒sto u latwia badanie w lasności

funkcji zw laszcza wtedy, gdy mamy do czynienia z funkcjami, któ-
rych argumentami i wartościami sa֒ liczby — możemy taka֒ funkcje֒

obejrzeć na obrazku.

Zadania
1. Ile jest relacji symetrycznych w zbiorze n –elementowym?
2! Ile jest wszystkich rekacji w zbiorze czteroelementowym?
3! Podać przyk lad relacji symetrycznej i przechodniej, która nie

jest zwrotna.
4. Czy relacja R określona w zbiorze wszystkich liczb w naste֒-

puja֒cy sposób: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x − y jest

liczba֒ naturalna֒, jest relacja֒ równoważności? A porza֒dkiem?

5. Określmy w zbiorze takich par liczb ca lkowitych, których
drugi element jest liczba֒ naturalna֒, relacje֒ R w naste֒puja֒cy

sposób: (a, b)R(x, y) ⇔ ay = bx . Wykazać, że R jest relacja֒

równoważności.
6. Które z relacji z przyk ladów 7.1 — 7.4 sa֒ funkcjami?

7! Które z naste֒puja֒cych przyporza֒dkowań sa֒ funkcjami:

(a) cz lowiekowi przypisujemy jego matke֒;

(b) cz lowiekowi przypisujemy jego babke֒;

(c) liczbie wymiernej przypisujemy licznik u lamka przedsta

wiaja֒cego ja֒ w postaci ilorazu liczb ca lkowitych;
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(d) liczbie naturalnej przypisujemy sume֒ jej cyfr w uk ladzie

dziesie֒tnym?

8! Podać przyk lad funkcji, która przekszta lca zbiór liczb natu-
ralnych na zbiór:

(a) liczb ca lkowitych; (b) liczb wymiernych.

9! Czy okra֒g jest wykresem funkcji, jeśli tak, to jakiej?

10. Dowieść, że jeśli funkcja przekszta lca odcinek w siebie nie

zwie֒kszaja֒c odleg lości mie֒dzy punktami ( odleg lość punktów

nie jest mniejsza niż odleg lość ich obrazów) i każdy koniec

odcinka jest swym obrazem, to jest ona identycznościa֒.

11. Dowieść, że jeśli funkcja przekszta lca kwadrat w siebie nie

zwie֒kszaja֒c odleg lości mie֒dzy punktami (por. poprzednie za-

danie) i każdy wierzcho lek kwadratu jest swoim obrazem, to

funkcja ta jest identycznościa֒.

12. Ile jest różnowartościowych funkcji przekszta lcaja֒cych zbiór

k –elementowy w zbiór n –elementowy?
13. Ile jest wszystkich funkcji przekszta lcaja֒cych zbiór k –ele-

mentowy w zbiór n –elementowy?
14. Niech p1 < p2 < . . . < pk be֒da֒ liczbami pierwszymi, n1 , n2 ,

. . . , nk – naturalnymi. Dowieść, że liczba pn1

1
· pn2

2
· . . . · pnk

k

ma (n1 + 1)(n2 + 1) · . . . · (nk + 1) dzielników naturalnych.

15. Niech X be֒dzie zbiorem k –elementowym, 2X — zbiorem

wszystkich podzbiorów zbioru X ( la֒cznie z X i ∅ ). Niech

a1 , a2 , . . . , an be֒da֒ takimi liczbami ca lkowitymi nieujem-

nymi, że a1 + a2 + · · · + an = k . Dowieść, że liczba takich

funkcji f : {1, 2, . . . , n} −→ 2X , że

(a) zbiór f(i) ma ai elementów dla każdego i∈{1, 2, . . . , n},
(b) f(i) ∩ f(j) = ∅ , gdy i 6= j ,

(c) f(1) ∪ f(2) ∪ . . . ∪ f(n) = X

jest równa k!

a1!a2!...ak!
.

16. Korzystaja֒c z poprzedniego zadania znaleźć wspó lczynnik

przy xryszt w rozwinie֒ciu (x+y+z)k , tu a0 = 1 , r, s, t > 0 ,

r + s + t = k , r, s, t — ca lkowite.
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PODSTAWOWE W LASNOŚCI

DZIA LAŃ I NIERÓWNOŚCI
W ZBIORZE LICZB RZECZYWISTYCH

W dalszym cia֒gu be֒dziemy zajmować sie֒ g lównie w lasnościa-

mi liczb rzeczywistych, funkcjami określonymi na zbiorach z lożo-
nych z liczb rzeczywistych, których wartościami sa֒ liczby rzeczy-

wiste. Historia liczb rzeczywistych jest bardzo d luga. Ludzie naj-
pierw pos lugiwali sie֒ liczbami naturalnymi, naste֒pnie wymiernymi

dodatnimi, później odkryto liczby niewymierne, wreszcie zacze֒to

też używać liczby ujemne.
Teoria liczb rzeczywistych zosta la usystematyzowana dopiero

w XIX wieku. Liczby naturalne, zgodnie ze swa֒ nazwa֒, sa֒ naj-

prostszym rodzajem liczb i dlatego cze֒sto najpierw rozwijana jest

ich teoria, naste֒pnie z ich pomoca֒ konstruowane sa֒ liczby ca lkowi-

te (jako różnice naturalnych), potem wymierne (jako ilorazy liczb

ca lkowitych), wreszcie rzeczywiste. Ten ostatni krok jest dosyć

pracoch lonny.
Posta֒pimy wie֒c odwrotnie — przyjmiemy bez dowodu pewne

w lasności liczb rzeczywistych (be֒da֒ to pewniki zwane też aksjo-

matami) i na ich podstawie udowodnimy pozosta le, określaja֒c ,,po

drodze” liczby naturalne, ca lkowite i wymierne.
Zak ladamy, że dany jest zbiór R . Jego elementy nazywać

be֒dziemy liczbami rzeczywistymi. Zak ladamy, że w zbiorze R sa֒

określone dwa dzia lania — dodawanie + oraz mnożenie · , tzn.
funkcje z R × R do R , relacja mniejszości < . Sa֒ też wyróżnione

elementy 0 i 1 . Podamy teraz liste֒ pewników.

D1 Dla dowolnych a, b, c ∈ R zachodzi (a + b) + c = a + (b + c)

— dodawanie jest  la֒czne.

D2 Dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi a + b = b + a — dodawanie
jest przemienne.

D3 Dla każdej liczby a ∈ R istnieje taka liczba x ∈ R , że
a + x = 0 — istnienie liczby przeciwnej.

D4 Dla każdej liczby a ∈ R zachodzi równość a + 0 = a .

M1 Dla dowolnych liczb a, b, c ∈ R zachodzi (a · b) · c = a · (b · c)

— mnożenie jest  la֒czne.

M2 Dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi a ·b = b ·a — mnożenie jest
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przemienne.

M3 Dla każdej liczby a ∈ R \ {0} istnieje taka liczba x ∈ R , że

a · x = 1 — istnienie liczby odwrotnej.
M4 Dla każdej liczby a ∈ R a ·1 = a — charakteryzacja jedynki.

MD Dla dowolnych a, b, c ∈ R zachodzi (a + b) · c = a · c + b · c

— mnożenie jest rozdzielne wzgle֒dem dodawania.

N1 Dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi dok ladnie jedna z trzech
możliwości a < b , a = b , b < a — prawo trichotomii.

N2 Dla dowolnych a, b, c ∈ R z nierówności a < b i b < c wynika,
że a < c — nierówność jest przechodnia.

N3 Dla dowolnych a, b, c ∈ R z nierówności a < b wynika, że
a+ c < b+ c — do nierówności można dodać stronami liczbe֒,

to prawo wia֒że nierówność z dodawaniem.

N4 Dla dowolnych a, b, c ∈ R z tego, że a < b i 0 < c wynika, że
a · c < b · c — nierówności można pomnożyć stronami przez
liczbe֒ dodatnia֒, to prawo wia֒że nierówność z mnożeniem.

ZJ 0 6= 1 .
Później uzupe lnimy te֒ liste֒ pewnikiem cia֒g lości, z którego na

razie w ogóle nie be֒dziemy korzystać.

Czytelnik może być zdziwiony obecnościa֒ za lożenia 0 6= 1 , ale

bez tego moglibyśmy teoretycznie zajmować sie֒ zbiorem jednoele-

mentowym z lożonym z samego zera. W nim wszystkie pewniki sa֒

spe lnione, jeśli przyjmiemy, że 0 = 1 .
Udowodnimy teraz szereg prostych w lasności.

Stwierdzenie 8.1
Jeśli dla pewnych a, b ∈ R zachodzi równość a + b = a , to b = 0 .
Dowód. Z D3 wynika, że istnieje x ∈ R takie, że a + x = 0 .

Mamy wie֒c 0 = a + x = (a + b) + x = (b + a) + x = b + (a + x) =

=b + 0 = b — korzystalísmy kolejno z określenia x , z przemien-
ności dodawania,  la֒czności dodawania, określenia x , w lasności

liczby 0 .
Z tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, że istnieje dok-

 ladnie jeden element neutralny dodawania, mianowicie 0 .

Stwierdzenie 8.2
Jeśli y, z ∈ R i zachodzi równość a + y = a + z , to y = z .

Dowód. Niech a + x = 0 . Wtedy y = y + 0 = y + (a + x) =

=(y+a)+x = (a+y)+x = (a+z)+x = (z+a)+x = z+(a+x) =
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=z + 0 = z .

Definicja 8.3 (liczby przeciwnej)

−a oznacza jedyna֒ liczbe֒ taka֒, że a + (−a) = 0 .

To, że liczba, o której jest mowa jest tylko jedna wynika od razu
ze stwierdzenia 8.2.

Stwierdzenie 8.4
Dla każdych liczb a, b ∈ R istnieje dok ladnie jedna taka liczba x,

że a + x = b .
Dowód. Niech x = (−a)+b . Wtedy zachodza֒ równości a+x =

=a+ [(−a) + b] = [a+ (−a)] + b = 0 + b = b+ 0 = b . Wykazalísmy

istnienie. Jednoznaczność wynika od razu ze stwierdzenia 8.2.

Definicja 8.5 (różnicy dwu liczb)

a − b := a + (−b) .

Stwierdzenie 8.6
Dla każdego a ∈ R zachodzi −(−a) = a ,

dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi równość −(a + b) = −a − b .

Dowód. (−a) + [−(−a)] = 0 = a + (−a) = (−a) + a , zatem

na mocy stwierdzenia 8.2 zastosowanego do −a zachodzi równość

−(−a) = a .

Mamy (a + b) + [−(a + b)] = 0 = a + (−a) = [a + (−a)] + 0 =

=[a + (−a)] + [b + (−b)] = {[a + (−a)] + b} + (−b) =

= {a + [(−a) + b]} + (−b) = {a + [b + (−a)]} + (−b) =

= {[a+b]+(−a)}+(−b) = [a+b]+[(−a)+(−b)] = [a+b]+[−a−b] ,

zatem ze stwierdzenia 8.2 wynika, że −(a + b) = −a − b .

Naste֒pnych kilka stwierdzeń podamy bez dowodu, bo ich do-

wody polegaja֒ na zasta֒pieniu dodawania mnożeniem, co każdy

Czytelnik zrobi sam bez k lopotu.

Stwierdzenie 8.7
Jeśli dla pewnych a, b ∈ R , przy czym a 6= 0 , zachodzi równość
a · b = a , to b = 1 .

Z tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, że istnieje dok-
 ladnie jeden element neutralny mnożenia, mianowicie 1 .

Stwierdzenie 8.8
Jeśli dla pewnych y, z ∈ R zachodzi równość a · y = a · z , przy
czym a 6= 0 , to y = z .
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Definicja 8.9 (elementu odwrotnego)

Jeśli a 6= 0 , to a−1 oznacza jedyna֒ liczbe֒ taka֒, że a · a−1 = 1 .

To, że liczba, o której jest mowa jest tylko jedna wynika od razu
ze stwierdzenia 8.8.

Stwierdzenie 8.10
Dla każdej liczby a ∈ R zachodzi równość a · 0 = 0 .

Dowód. Mamy a+a·0 = a·1+a·0 = a·(1+0) = a·1 = a = a+0 .

Sta֒d i ze stwierdzenia 8.2 wynika, że a · 0 = 0 .

Z tego stwierdzenia wynika, że nie wolno dzielić równości
przez liczbe֒ 0 : z równości a · 0 = b · 0 nie wynika, że a = b.

Stwierdzenie 8.11
Jeśli a 6= 0 , to a−1 6= 0 .

Dowód. Jeśli a−1 = 0 , to 0 = a · 0 = a · a−1 = 1 , wbrew temu,

że 0 6= 1 , zatem a−1 6= 0 .

Stwierdzenie 8.12
Dla dowolnych liczb a, b ∈ R , a 6= 0 , istnieje dok ladnie jedna taka
liczba x , że a · x = b .

Definicja 8.13 (ilorazu dwu liczb)
a

b
:= a · b−1 .

Stwierdzenie 8.14
Dla każdego a ∈ R \ {0} zachodzi (a−1)−1 = a , dla dowolnych

a, b ∈ R \ {0} zachodzi równość (a · b)−1 = b−1 · a−1 .

Stwierdzenie 8.15
Jeśli a · b = 0 , to a = 0 lub b = 0 .
Dowód. Mamy a · 0 = 0 = a · b , wie֒c jeśli a 6= 0 , to na mocy

stwierdzenia 8.8 zachodzi 0 = b .

Stwierdzenie 8.16
Dla dowolnych a, b ∈ R zachodza֒ równości (−a)b = a(−b) =

= − ab oraz (−a)(−b) = ab . W szczególności (−1)a = −a .

Dowód. a · b + (−a) · b = [a + (−a)] · b = 0 · b = b · 0 = 0 =

=a · b + [−(a · b)] . Ze stwierdzenia 8.2 wynika, że (−a)b = −ab .

Sta֒d a(−b) = (−b)a = −ba = −ab i (−a)(−b) = −a(−b) =

= − [(−b)a] = −[−ba] = −[−ab] = ab — ostatnia֒ równość wy-

wnioskowalísmy ze stwierdzenia 8.6.
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Stwierdzenie 8.17
Dla dowolnych a, b, c ∈ R zachodzi równość a(b − c) = ab − ac .

Dowód. Mamy a(b − c) = a · [b + (−c)] = a · b + a · (−c) =

=a · b + (−a · c) = ab − ac .

Stwierdzenie 8.18
Jeśli a < b i c < d , to a + c < b + d .

Dowód. Z tego, że a < b wynika, że a + c < b + c . Z tego,
że c < d wynika, że b + c = c + b < d + b . Z przechodniości
nierówności wynika, że a + c < b + d .

Stwierdzenie 8.19
Jeśli a < 0 , to 0 < −a .

Dowód. Jeśli a < 0 , to 0 = a + (−a) < 0 + (−a) = −a .

Stwierdzenie 8.20
Jeśli jednocześnie a < b , c < d , 0 < b , 0 < c , to ac < bd .

Dowód. Z tego, że a < b i 0 < c wynika, że ac < bc . Z tego,
że c < d i 0 < b wynika, że bc = cb < db = bd . Teza wynika
z przechodniości nierówności.

Stwierdzenie 8.21 (prawa znaków)

Jeśli 0 < a i 0 < b , to 0 < ab . Jeśli 0 < a i b < 0 , to ab < 0 .
Jeśli a < 0 i b < 0 , to 0 < ab .

Dowód. Pierwsza cze֒́sć wynika z N4 i stwierdzenia 8.10. Jeśli

a < 0 < b , to 0 < −a , wie֒c 0 < (−a)b = −ab i wobec tego

ab < (−ab) + ab = 0 . Udowodnilísmy druga֒ cze֒́sć. Jeśli a < 0

i b < 0 , to 0 < −a i 0 < −b , zatem 0 < (−a)(−b) = ab .

Definicja 8.22 (cyfr)
2 := 1 + 1 , 3 := 2 + 1 , 4 := 3 + 1 , 5 := 4 + 1 , 6 := 5 + 1 ,
7 := 8 + 1 , 8 := 7 + 1 , 9 := 8 + 1 .

Definicja 8.23 (kwadratu)

Dla każdej liczby rzeczywistej a definiujemy a2 := a · a .

Stwierdzenie 8.24
Jeśli a 6= 0 , to 0 < a2 .

Dowód. Mamy a2 = a · a = (−a) · (−a) > 0 , zatem a2 jest

iloczynem dwu liczb dodatnich, bo a < 0 ⇒ 0 < −a .
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Stwierdzenie 8.25
1 > 0 .
Dowód. 1 = 12 .

Od tej pory be֒dziemy również pisać a > b oczywíscie wtedy

i tylko wtedy, gdy b < a . Również a 6 b wtedy i tylko wtedy,
gdy a < b lub a = b . Używany be֒dzie też symbol a > b .

Definicja 8.26 (wartości bezwzgle֒dnej czyli modu lu)

|a| =

{

a jeżeli a > 0,
−a jeżeli a < 0.

Stwierdzenie 8.27
Jeśli a, b ∈ R , to | − a| = |a| , |a| > a , |ab| = |a| · |b| ,

|a + b| 6 |a| + |b| ,
∣

∣|a| − |b|
∣

∣ 6 |a − b| .

Dwie ostatnie nierówności zwane sa֒ nierównościami trójka֒ta.

Dowód. Pierwsza równość jest zupe lnie oczywista. Jeśli a > 0,

to |a| = a , jeśli a < 0 , to |a| = −a > 0 > a , zatem zawsze

|a| > a . Sta֒d wynika, że |a| + |b| > a + b oraz | − a| + | − b| >

> −a + (−b) = −(a + b) , a ponieważ |a + b| , to wie֒ksza z liczb

a+ b i −(a+ b) , wie֒c |a|+ |b| > |a+ b| . Z tej nierówności wynika,

że |a| = |(a − b) + b| 6 |a − b| + |b| , zatem |a| − |b| 6 |a − b| .

Oczywíscie |a − b| = |b − a| > |b| − |a| = −(|a| − |b|) . Z dwu

nierówności |a − b| > |a| − |b| i |a − b| > −(|a| − |b|) wynika, że

|a − b| >
∣

∣|a| − |b|
∣

∣ .

Tu drobny komentarz. Jeśli myślimy o liczbach rzeczywistych

jako o punktach osi liczbowej, to liczba |a| = |a−0| jest odleg lościa֒

punktu a od punktu 0 , |a − b| to odleg lość punktów a i b .

Wobec tego ostatnia nierówność mówi, że różnica dwóch boków
,,trójka֒ta” o wierzcho lkach 0 , a i b nie jest wie֒ksza niż trzeci

bok. Nierówność nie jest ostra, bo wszystkie trzy wierzcho lki tego

,,trójka֒ta” leża֒ na jednej prostej. Nierówność |a + b| 6 |a| + |b|

mówi, że bok ,,trójka֒ta” o wierzcho lkach a , 0 i −b nie jest wie֒k-

szy niż suma dwóch pozosta lych jego boków.
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Zadania
Korzystaja֒c jedynie z pewników i w lasności udowodnionych w tym

rozdziale udowodnić, że:

1! (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 dla dowolnych a, b ∈ R .

2! Jeśli a + c < b + c , to a < b .

3! Jeśli c > 0 i ac > bc , to a > b .

4! Jeśli c < 0 i ac > bc , to a < b .

5. a2 + b2 > ab dla dowolnych a, b ∈ R .

6. (a2 + b2)(x2 + y2) > (ax + by)2 dla dowolnych a, b, x, y ∈ R .

7. a > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a−1 > 0 .

8! |a| 6 c wtedy i tylko wtedy, gdy −c 6 a 6 c .

9! |a + b| = |a| + |b| wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0 .

10. Jeśli |a − b| 6 a , to ab > 0 . Czy twierdzenie odwrotne jest

prawdziwe?

11. Jeśli x + y + z = 1 , to x2 + y2 + z2 >
1

3
.

12. Jeśli ab > 0 , to a

b
+ b

a
> 2 .

13. x2 +x+1 > 0 i x4 +x3 +x2 +x+1 > 0 dla każdego x ∈ R .

14.
(

x+|x|
2

)2
+

(

x−|x|
2

)2
= x2 dla każdego x ∈ R .

15. Dla jakich x ∈ R zachodzi |x + 1| < 7 ?

16. Dla jakich x ∈ R zachodzi |x + 1| > 7 ?

17. Dla jakich x ∈ R zachodzi |x + 2| + |x − 6| = 8 ?

18. Dla jakich x ∈ R zachodzi |x + 2| + |x − 2| 6 9 ?

19. Dla jakich x ∈ R zachodzi
∣

∣

x+1

x+2

∣

∣ > 1 ?

20. Dla jakich x ∈ R zachodzi
∣

∣

x−4

x2+x+5

∣

∣ > 1 ?

21. Niech max(a, b) oznacza wie֒ksza֒ z liczb a, b , min(a, b) —

mniejsza֒ z nich, max(a, a) = a = min(a, a) . Dowieść, że

max(a, b) = 1

2
(a + b + |a − b|) . Wyrazić podobnie min(a, b) .

22. Niech Z3 = {0, 1, 2} . Definiujemy dodawanie, mnożenie

i nierówność wzorami (elementy zbioru Z3 to reszty z dziele-

nia przez 3 ) 0+0 = 0 , 0+1 = 1+0 = 1 , 0 + 2 = 2 + 0 = 2 ,
1 + 1 = 2 , 1 + 2 = 2 + 1 = 0 , 2 + 2 = 1 , 0 · 0 = 0 ,
0 · 1 = 1 · 0 = 0 , 0 · 2 = 2 · 0 = 0 , 1 · 1 = 1 , 1 · 2 = 2 · 1 = 2 ,
2 · 2 = 1 , 0 < 1 < 2 < 0 . Dowieść, że wtedy w zbiorze Z3

spe lnione sa֒ wszystkie pewniki z wyja֒tkiem N2 (przechod-

57



Podstawowe w lasności dzia lań i nierównosci

niości nierówności). A jak jest w podobnie zdefiniowanych

zbiorach Z4 i Z5 ?
23. Wykazać, że w Z5 każdy niezerowy element ma odwrotność,

a w Z4 — tylko niektóre.
24. Wywnioskować przemienność dodawania z pozosta lych pew-

ników.
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W zbiorze liczb rzeczywistych wyróżnia sie֒ pewne podzbiory.

Zaczniemy od najważniejszego, tj. od zbioru liczb naturalnych.

Definicja 9.1 (zbioru liczb naturalnych)

Zbiorem N liczb naturalnych nazywamy najmniejszy z tych zbio-
rów A ⊆ R , które spe lniaja֒ dwa warunki:

1◦ 1 ∈ A ;

2◦ jeśli n ∈ A , to również n + 1 ∈ A .

Elementy zbioru N nazywamy liczbami naturalnymi.

Sformu lowanie najmniejszy z tych zbiorów A ⊆ R , które spe l-

niaja֒ dwa warunki oznacza, że zbiór N jest podzbiorem każde-

go zbioru, które je spe lnia. Zbiorów, które spe lniaja֒ warunki 1◦

i 2◦ jest oczywíscie dużo, np. zbiór wszystkich liczb rzeczywis-
tych, zbiór wszystkich liczb wymiernych, zbiór wszystkich liczb
ca lkowitych. Zbiór liczb naturalnych zawiera wszystkie liczby, któ-
re należa֒ do każdego z nich. Z warunku 1◦ wynika, że 1 ∈ N , sta֒d

i z warunku 2◦ wynika, że 2 = 1 + 1 ∈ N itd.

Z definicji zbioru N wynika od razu naste֒puja֒ce

Stwierdzenie 9.2 (zasada indukcji zupe lnej)

Jeśli zbiór A spe lnia warunki 1◦ i 2◦ , to A ⊇ N .

Z tego twierdzenia wynika zasada indukcji zupe lnej w sfor-
mu lowaniu znanym ze wcześniejszych rozdzia lów. Aby sie֒ o tym

przekonać wystarczy przyja֒ć, że zbiór A sk lada sie֒ z tych liczb

naturalnych n , dla których zdanie Tn jest prawdziwe. Z warun-
ków 1◦ i 2◦ z zasady indukcji zupe lnej z rozdzia lu 1. wynika, że
zbiór A spe lnia warunki 1◦ i 2◦ z definicji zbioru liczb natural-
nych, a to oznacza, że A ⊇ N , zatem zdanie Tn jest prawdziwe dla
każdej liczby naturalnej n . Wprowadzimy dodatkowe oznaczenie.

Definicja 9.3

N (k) jest najmniejszym zbiorem spe lniaja֒cym dwa warunki:

1◦ k ∈ N (k) ;

2◦ jeśli n ∈ N (k) , to również n + 1 ∈ N (k) .

Jasne jest, że N (1) = N . Dodatkowe oznaczenie wprowadza-

my po to, by nie dowodzić dwukrotnie tych samych twierdzeń ta֒

sama֒ metoda֒, a wie֒kszość zachodzić be֒dzie w dla zbiorów postaci
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N (k) , a nie tylko dla N (1) = N .

Stwierdzenie 9.4
Jeśli n ∈ N (k) , to n > k .

Dowód. Niech A = {n ∈ N (k): n > k} . Oczywíscie k ∈ A .

Jeżeli n ∈ A , to n > k , wie֒c n + 1 > n > k . Sta֒d wynika, że

n + 1 ∈ N(k) , zatem również n + 1 ∈ A . Wobec tego A ⊇ N (k) ,

a z definicji zbioru A od razu wynika, że A ⊆ N (k) . Oznacza to,

że A = N (k) , zatem jeśli n ∈ N (k) , to n > k .

Stwierdzenie 9.5
Jeśli n ∈ N (k) i n > k , to n − 1 ∈ N (k) .

Dowód. Niech A = {k} ∪ {n > k: n − 1 ∈ N (k)} , czyli A

sk lada sie֒ z liczby k i tych liczb n należa֒cych do N (k) , dla

których spe lniona jest teza. Jeśli n ∈ A , to n + 1 ∈ N (k) ,

a ponieważ n = (n + 1) − 1 ∈ A ⊆ N (k) , wie֒c n + 1 ∈ A . Sta֒d

A ⊇ N (k) , a ponieważ A ⊆ N (k) , wie֒c A = N (k) .

Stwierdzenie 9.6
Jeśli n ∈ N (k) i m > n oraz m ∈ N (k) , to m > n + 1 .

Dowód. Zdefiniujmy zbiór A jak zwykle:

A = {n ∈ N (k): jeśli m ∈ N (k) i m > n, to m > n + 1} .

Jeśli m > k i m ∈ N (k) , to m−1 ∈ N (k) (poprzednie stwierdze-

nie), wie֒c m−1 > k . Sta֒d m = m−1 + 1 > k + 1 , zatem k ∈ A .

Niech n ∈ A i m > n+1 . Wtedy m−1 > n , zatem m−1 > n+1 ,

wie֒c m = (m − 1) + 1 > (n + 1) + 1 , zatem n + 1 ∈ N (k) .

Wniosek 9.7
Jeśli n < x < n + 1 i n ∈ N (k) , to x /∈ N (k) .

Twierdzenie 9.8 (Zasada minimum)

Każdy niepusty podzbiór A zbioru N (k) ma element najmniejszy,

w szczególności w każdym zbiorze z lożonym z liczb naturalnych
jest liczba najmniejsza.
Dowód. Jeśli k ∈ A , to k jest najmniejszym elementem zbioru

A , bo jest najmniejszym elementem zbioru N (k) . Za lóżmy wie֒c,

że k /∈ A oraz że w niepustym zbiorze A nie ma liczby naj-

mniejszej. Niech B be֒dzie zbiorem tych liczb n ∈ N (k) , dla

których nierówność n < a zachodzi dla każdego a ∈ A . Oczy-
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wíscie k ∈ B . Jeśli n ∈ B , to n < a dla każdego a ∈ A . Sta֒d

wynika, że dla każdego a ∈ A zachodzi nierówność n + 1 6 a .
Jeśli n + 1 ∈ A , to n + 1 jest najmniejsza֒ liczba֒ w zbiorze A .

Jeśli n + 1 6= a dla każdej liczby a ∈ A , to n + 1 ∈ B . Jeśli
wie֒c w zbiorze A nie ma liczby najmniejszej, to zbiór B zawiera

N (k) , ale to oznacza, że zbiór A jest pusty, wbrew za lożeniu.

Definicja 9.9 (zbioru ograniczonego z góry)

Mówimy, że zbiór A ⊆ R jest ograniczony z góry liczba֒ M wtedy

i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby a ∈ A zachodzi a 6 M .

Twierdzenie 9.10 (Zasada maksimum)

Każdy niepusty zbiór A ⊆ N (k) , ograniczony z góry przez liczbe֒

M ∈ N (k) ma element najwie֒kszy, w szczególności w każdym z lo-

żonym z liczb naturalnych zbiorze, który jest ograniczony z góry
liczba֒ naturalna֒, jest liczba najwie֒ksza.

Dowód. Niech A ⊆ N (k) be֒dzie zbiorem ograniczonym z góry

elementem zbioru N (k) . W zbiorze ograniczeń górnych zbioru

A należa֒cych do N (k) istnieje najmniejsze. Oznaczmy je przez

M ∈ N (k) . Liczba M − 1 nie jest ograniczeniem górnym zbio-

ru A , wie֒c dla pewnej liczby n ∈ A zachodzi nierówność podwój-

na M > n > M − 1 . Wynika sta֒d, że n + 1 > M , a ponieważ

mie֒dzy n i n+1 nie ma liczb ze zbioru A ⊆ N (k) , wie֒c M = n .

Uwaga 9.11 (o zasadzie Archimedesa)

Zbiór N (k) nie jest ograniczony z góry żadna liczba֒ rzeczywista֒,

w szczególności dla każdej liczby rzeczywistej x istnieje liczba nat-
uralna n > x . Można udowodnić, że to twierdzenie nie wynika z
podanych do tej pory pewników. Trzeba skorzystać z pewnika
cia֒g lości, który sformu lujemy później.

Stwierdzenie 9.12
Jeśli m,n ∈ N (k) i m > n , to m − n ∈ N .

Dowód. Niech n ∈ N (k) . Niech A oznacza zbiór z lożony z tych

liczb m ∈ N (n+1) , dla których m−n ∈ N . Oczywíscie n+1 ∈ A .

Jeśli m ∈ A , to m+1−n = (m−n)+1 ∈ N , bowiem m−n ∈ N .

Z tego wynika, że m+1 ∈ A . Sta֒d wynika, że A ⊇ N (n+1) , a to

kończy dowód, bo jeśli m > n i m ∈ N (k) , to m ∈ N (n + 1) .
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Stwierdzenie 9.13
Suma i iloczyn liczb naturalnych sa֒ liczbami naturalnymi.

Dowód. Niech n ∈ N . Niech A = {m ∈ N: m + n ∈ N} .

Oczywíscie 1 ∈ A . Jeśli m ∈ A , to m + n ∈ A , a z tego wynika,

że (m + 1) + n = (m + n) + 1 ∈ A , zatem m + 1 ∈ A . Wobec

tego A ⊇ N , a to oznacza, że dla każdej liczby naturalnej m suma
n + m też jest liczba֒ naturalna֒.

Niech n ∈ N i niech B = {m ∈ N: mn ∈ N} . Ponieważ

1 · n = n ∈ N , wie֒c 1 ∈ B . Jeśli m ∈ B , to mn ∈ B i wobec

tego (m + 1) · n = mn + n ∈ B , bo suma liczb naturalnych jest

liczba֒ naturalna֒, co już wiemy. Wobec tego B ⊇ N , a to oznacza,

że iloczyn liczb naturalnych jest liczba֒ naturalna֒.

Udowodnimy teraz twierdzenie, które każdy che֒tnie uzna za

oczywiste. Dowód podajemy po to, by pokazać, jak można ścísle
takie twierdzenie sformu lować i uzasadnić. Chodzi o to, że jeśli
chcemy umieścić jakieś przedmioty w szufladkach i szufladek jest
mniej niż przedmiotów, to musimy do co najmniej jednej z szufla-
dek w lożyć dwa przedmioty. O liczbach 1, 2, . . . , n należy w poniż-
szym twierdzeniu myśleć jako o numerach szufladek, a o liczbach
1, 2, . . . , n, n + 1 jako o numerach przedmiotów.

Twierdzenie 9.14 (zasada szufladkowa Dirichleta)

Jeśli f : {1, 2, 3, . . . , n, n + 1} −→ {1, 2, 3, . . . , n} jest jaka֒kolwiek

funkcja֒, to istnieja֒ dwie różne liczby k, ℓ ∈ {1, 2, 3, . . . , n, n + 1} ,

dla których zachodzi równość f(k) = f(ℓ) .

Dowód. Wykażemy to twierdzenie przez indukcje֒ wzgle֒dem n .

Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, bo istnieje tylko jedyna

funkcja f : {1, 2} −→ {1} . Jest ona zdefiniowana za pomoca֒ wzo-

rów: f(1) = 1 i f(2) = 1 , wie֒c przyjmujemy k = 1 i ℓ = 2 .

Niech On = {1, 2, . . . , n} , Za lóżmy, że twierdzenie jest praw-

dziwe dla każdej funkcji f : On −→ On−1 . Za lóżmy, że istnieje

funkcja różnowartościowa f : On+1 −→ On . Jeżeli dla każdego

k 6 n spe lniona jest nierówność f(k) < n , to f przekszta lca

zbiór On w zbiór On−1 i jest różnowartościowa, co przeczy za-

 lożeniu indukcyjnemu. Wobec tego istnieje taka liczba k 6 n ,

że f(k) = n . Ponieważ funkcja f jest różnowartościowa, wie֒c

f(n + 1) 6= f(k) = n , zatem f(n + 1) < n . Niech g(j) = f(j) dla
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j ∈ On , j 6= k i g(k) = f(n + 1) . Jasne jest, że zdefiniowalísmy

różnowartościowa֒ funkcje֒ g: On −→ On−1 , co w świetle za lożenia

indukcyjnego jest niemożliwe. Dowód zosta l zakończony.

Czytelnik zapewne zwróci l uwage֒ na to, że prawie wszyst-

kie dota֒d przeprowadzone rozumowania z udzia lem liczb natural-

nych opieraja֒ sie֒ na zasadzie indukcji zupe lnej. Przyzwyczajeni

jesteśmy bowiem do traktowania liczb naturalnych jako narze֒dzia

umożliwiaja֒cego liczenie, a zasada indukcji w swej istocie mówi

o tym ścísle.

Zamierzamy zaja֒ć sie֒ teraz podzielnościa֒. Wygodniej jest

mówić o podzielności w zbiorze liczb ca lkowitych, wie֒c zaczniemy

od omówienia podstawowych w lasności liczb ca lkowitych

Definicja 9.15 (zbioru liczb ca lkowitych)

Zbiorem liczb ca lkowitych nazywany jest taki najmniejszy zbiór
Z ⊇ N , że jeśli a, b ∈ Z , to również a − b ∈ Z . Elementy zbioru
Z nazywamy liczbami ca lkowitymi.

Twierdzenie 9.16
Z = N∪{a ∈ R: −a ∈ N}∪{0} , czyli liczba jest ca lkowita wtedy

i tylko wtedy, gdy jest naturalna lub gdy przeciwna do niej jest
naturalna, lub gdy jest zerem.

Dowód. Niech A = N ∪ {a ∈ R: −a ∈ N} ∪ {0} . Oczywíscie

zbiór A zawiera wszystkie liczby naturalne i wszystkie liczby prze-
ciwne do liczb naturalnych.

Niech a, b ∈ A . Wykażemy, że a − b ∈ A . Mamy do rozwa-
żenia cztery przypadki: a, b ∈ N , −a, b ∈ N , a,−b ∈ N oraz
−a,−b ∈ N .

Zaczniemy od pierwszego z nich. Jeśli a > b , to a−b ∈ N lub
a − b = 0 — wynika to ze stwierdzenia 9.12. Za lóżmy, że a < b .
Ze stwierdzenia 9.12 wnioskujemy, że b − a ∈ N , zatem również

a − b = −(b − a) ∈ A .

Teraz drugi przypadek: −a, b ∈ N . Ze stwierdzenia 9.12

wnioskujemy, że −a + b ∈ N , zatem a − b = −(a − b) ∈ A .

Trzeci przypadek: a − b = a + (−b) , wie֒c a − b ∈ N ⊆ A .

Czwarty przypadek a+b = −[(−a)+(−b)] , liczba (−a)+(−b)

jest naturalna jako suma liczb naturalnych, wie֒c przeciwna do niej

znajduje sie֒ w zbiorze A . Wynika sta֒d, że A = Z .
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Stwierdzenie 9.17
Suma i iloczyn liczb ca lkowitych sa֒ liczbami ca lkowitymi.

Dowód. Niech a, b ∈ Z . Wtedy −b ∈ Z , wie֒c a + b=a − (−b)

jest liczba֒ ca lkowita, por. poprzednie stwierdzenie.

ab = −[a(−b)] = −[(−a)b] = (−a)(−b) , a ponieważ iloczyn

liczb naturalnych jest liczba֒ naturalna֒ i liczba przeciwna do natu-

ralnej jest ca lkowita, wie֒c ab ∈ Z .

Twierdzenie 9.18
W każdym niepustym, ograniczonym z góry liczba֒ ca lkowita֒ zbio-

rze, z lożonym liczb ca lkowitych istnieje liczba najwie֒ksza.

W każdym niepustym, ograniczonym z do lu liczba֒ ca lkowita֒ zbio-

rze z lożonym z liczb ca lkowitych istnieje liczba najmniejsza.
Dowód. Niech A⊆ Z be֒dzie niepustym zbiorem i niech M ∈ Z

be֒dzie jego ograniczeniem górnym. Niech B = {−a: a ∈ A} .

Zbiór B jest ograniczony z do lu, bo B ⊆ N (−M) . Z zasady min-

imum wynika, że w zbiorze B jest element najmniejszy. Oznaczmy
go przez b i niech M0 = −b . Oczywíscie M0 ∈ A i jeśli a ∈ A ,
to a 6 M0 .

Jeśli A ⊆ Z be֒dzie niepustym, ograniczonym z do lu liczba֒

ca lkowita֒ c zbiorem z lożonym z liczb ca lkowitych, to A ⊆ N (c) ,

wie֒c w zbiorze A jest element najmniejszy — wynika to z zasady

minimum.

Definicja 9.19 (pote֒gi)

1◦ a1 = a , an+1 = an · a dla każdej liczby ca lkowitej n > 1
i każdej liczby rzeczywistej a .

2◦ a0 = 1 dla każdego a 6= 0 .

3◦ an = 1
a−n dla każdej liczby rzeczywistej a 6= 0 i każdej liczby

ca lkowitej n < 0 .

Symbolu 00 nie definiujemy, później stanie sie֒ jasne dlaczego,

aczkolwiek należy stwierdzić, że w wielu sytuacjach przyjmuje sie֒,

że 00 = 1 , g lównie dla uproszczenia zapisu.

Lemat 9.20
Dla każdego a 6= 0 i dowolnych nieujemnych liczb ca lkowitych

m,n zachodzi równość am+n = aman .

Dowód. Ustalmy dowolnie liczbe֒ m ∈ N (0) . Zastosujemy in-
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dukcje֒ wzgle֒dem n ∈ N (0) . Mamy am+0 = am = am ·1 = am ·a0 ,

zatem teza zachodzi dla n = 0 . Za lóżmy, że dla pewnej liczby na-

turalnej n zachodzi wzór am+n = am · an . Wtedy

am+n+1 = am+n · a =
(

am · an
)

· a = am ·
(

an · a
)

= am · an+1 ,

co kończy dowód indukcyjny.

Lemat 9.21
Dla każdego a 6= 0 i dowolnych nieujemnych liczb ca lkowitych

m,n zachodzi równość am−n = ama−n .

Dowód. Jeśli m = n , to zachodza֒ naste֒puja֒ce równości

am−n = a0 = 1 = am

an = am · 1
an = am · a−n .

Jeżeli m > n , to na mocy poprzedniego lematu zachodzi równość

am−nan = am−n+n = am , wie֒c am−n = am · 1
an = am · a−n .

Jeśli m<n , to am−n = 1
an−m = 1

an
·a−m = 1

an · 1
1/am =a−n · am.

Lemat 9.22
Dla każdego a 6= 0 i dowolnych ujemnych liczb ca lkowitych m,n

zachodzi równość am+n = aman .

Dowód. Prawdziwy jest cia֒g równości:

am+n = 1
a−m−n = 1

a−ma−n = 1
a−m · 1

a−n = am · an .

Z ostatnich trzech lematów wynika

Twierdzenie 9.23 (podstawowa w lasność pote֒gi)

Dla dowlnych liczb ca lkowitych a, b i dowolnej liczby rzeczywistej

a 6= 0 zachodzi równość: am+n = am · an .

Definicja 9.24 (dzielnika)

Liczba ca lkowita a jest dzielnikiem liczby ca lkowitej b wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje liczba ca lkowita k taka, że ak = b . Piszemy

wtedy a|b .

Stwierdzenie 9.25
Jeśli a|b i b|c , to a|c .

Dowód. Jeśli b = ka i c = bℓ , to c = (kℓ)a .

Stwierdzenie 9.26
Każda liczba ca lkowita jest dzielnikiem 0 .

Dowód. Wynika to z tego, że a · 0 = 0 .

65



Liczby naturalne, ca lkowite, wymierne

Definicja 9.27 (dzielenia z reszta֒)

Jeśli a i b sa֒ liczbami ca lkowitymi, b 6= 0 i istnieja֒ liczby ca lko-

wite q, r takie, że a = bq + r i 0 6 r < |b| , to mówimy, że q jest

ilorazem z dzielenia a przez b zaś r — reszta֒ z dzielenia liczby a

przez liczbe֒ b .

Stwierdzenie 9.28
Dla dowolnych liczb ca lkowitych a , b 6= 0 istnieje dok ladnie jedna

para liczb ca lkowitych q, r taka, że a = bq + r i 0 6 r < |b| .
Dowód. Z równości bq + r = (−b)(−q) + r wynika, że wystar-

czy udowodnić to stwierdzenie dla b > 0 . W dalszym cia֒gu

zak ladamy, że b > 0 . Z zasady maksimum dla liczb ca lkowitych

wynika, że w zbiorze {n ∈ Z: nb 6 a} istnieje element naj-

wie֒kszy q ∈ Z . Niech r = a − qb . Oczywíscie

0 6 r = a − qb < (q + 1)b − qb = b .

Istnienie ilorazu i reszty zosta lo wykazane.

Jeśli bq + r = bq1 + r1 i 0 6 r, r1 < b , to r − r1 = b(q1 − q) .

Oczywíscie |r1−r| < b (różnica dwu liczb nieujemnych mniejszych

niż b ma wartość bezwzgle֒dna֒ mniejsza֒ niż b ). Wobec tego

|b(q1 − q)| < b , ale to wymusza nierówność |q1 − q| < 1 , czyli

|q1 − q| = 0 , wie֒c q1 = q . Mamy wie֒c r − r1 = b(q1 − q) = 0 .

Dowód zosta l zakończony.

Definicja 9.29 (najwie֒kszego wspólnego dzielnika)

Najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem liczb a i b nazywamy naj-

wie֒ksza֒ z takich liczb d , że d|a , d|b czyli najwie֒kszy ze wspólnych

dzielników liczb a i b .

Z tego, że a|b i b 6= 0 wynika oczywíscie, że |a| 6 |b| . Naj-

wie֒kszym wspólnym dzielnikiem liczb 6 i 4 jest 2 . Liczby a = 0

i b = 0 nie maja֒ najwie֒kszego wspólnego dzielnika. Jedynymi

dzielnikami jedynki sa֒ liczby ±1 .

Definicja 9.30 (liczb wzgle֒dnie pierwszych)

Dwie liczby ca lkowite sa֒ wzgle֒dnie pierwsze wtedy i tylko wtedy,

gdy ich najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem jest 1 .

Liczby 15 i 28 sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, podobnie 323 i 143 .
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Twierdzenie 9.31 (o najwie֒kszym wspólnym dzielniku)

Jeśli a, b sa֒ liczbami ca lkowitymi i co najmniej jedna z nich jest

różna od 0 , to maja֒ one najwie֒kszy wspólny dzielnik, nwd(a, b) .

Istnieja֒ liczby ca lkowite k,m takie, że ak + bm = nwd(a, b) .9.1

Dowód. Niech D = {ax + by : x ∈ Z, y ∈ Z, ax + by > 0}.
D 6= ∅ , bo jeśli a 6= 0 , to |a| ∈ D , gdyż |a| = a · 1 + b · 0 ,

gdy a > 0 i |a| = a · (−1) + b · 0 , gdy a < 0 . Oznaczmy przez

d = ak + bm najmniejsza֒ liczba֒ w zbiorze D . Ponieważ zbiór

D z lożony jest z liczb dodatnich, wie֒c d > 0 . Wykażemy, że

d|a . Jest tak, gdy a = 0 . Za lóżmy, że a 6= 0 . Wtedy istnieja֒

liczby ca lkowite q, r takie, że a = qd + r i 0 6 r < d . Sta֒d

r = a − qd = a(1 − kq) + b(−qm) . Jeśli r > 0 , to r ∈ D , co

przeczy temu, że najmniejsza֒ liczba֒ w zbiorze D jest d . Wobec

tego r = 0 , ale to oznacza, że a = qd , czyli że d|a . Analogicznie

d|b . Wykazalísmy, że d jest wspólnym dzielnikiem liczb a, b . Jeśli

δ|a i δ|b , to istnieja֒ takie liczby λ, κ ∈ Z , że a = λδ i b = κδ ,

zatem d = ak + bl = δ(kλ + mκ) , zatem δ|d , wie֒c |δ| 6 d .

Oznacza to, że d = nwd(a, b) .

Opiszemy teraz sposób znajdowania najwie֒kszego wspólne-

go dzielnika dwu liczb naturalnych a i b , zwany algorytmem
Euklidesa. Przy okazji otrzymamy nieco d luższy, ale za to kon-
struktywny, dowód twierdzenia o najwie֒kszym wspólnym dziel-

niku. Za lóżmy, że b 6= 0 . Istnieja֒ wtedy takie liczby ca lkowite

q0 i r0 , że a = q0b + r0 i 0 6 r0 < b . Jeśli d|a i d|b , np.

d = nwd(a, b) , to d|(a−q0b) = r0 , czyli najwie֒kszy wspólny dziel-

nik liczb a, b jest dzielnikiem b i r0 , wie֒c d 6 nwd(b, r0) . Jeśli

liczba δ jest dzielnikiem liczb b i r0 , np. δ = nwd(b, r0) , to

jest też dzielnikiem liczby a = q0b + r0 , czyli najwie֒kszy wspólny

dzielnik liczb b i r0 jest też dzielnikiem a , wie֒c δ 6 nwd(a, b) .

Z nierówności d 6 δ i δ 6 d wynika równość nwd(a, b) = d = δ =

= nwd(b, r0) .

Jeśli r0 > 0 , to istnieja֒ takie liczby q1 ∈ Z i r1 ∈ Z , że

b = q1r0 + r1 i 0 6 r1 < r0 . Tak jak poprzednio otrzymujemy

9.1
W licznych ksia֒żkach poświe֒conych teorii liczb najwie֒kszy wspólny dzielnik

liczb a,b oznaczany jest symbolem (a,b) .
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równość nwd(b, r0) = nwd(r0, r1) . Jeśli 0 < r1 , to istnieja֒ takie

liczby q2 ∈ Z i r2 ∈ Z , że r0 = q2r1 + r2 , 0 6 r2 < r1 oraz

nwd(r0, r1) = nwd(r1, r2) . To poste֒powanie możemy powtarzać

do chwili, w której reszta z dzielenia be֒dzie równa 0 . Taki moment

musi nasta֒pić, bo r0 > r1 > r2 > . . . , a w każdym zbiorze liczb

naturalnych istnieje najmniejsza. Niech rn be֒dzie najmniejsza֒

liczba֒. Oznacza to, że rn+1 = 0 , wie֒c rn−1 = qn+1rn . Sta֒d

wynikaja֒ równości

rn =nwd(rn−1,rn)=nwd(rn−2,rn−1)= . . .=nwd(b,r0)=nwd(a,b).

Przyk lad 9.1 Niech a = 68 i b = 26 . Mamy wtedy:
68 = 2 · 26 + 16 , q0 = 2 , r0 = 16 ;
26 = 1 · 16 + 10 , q1 = 1 , r1 = 10 ;
16 = 1 · 10 + 6 , q2 = 1 , r2 = 6 ;
10 = 1 · 6 + 4 , q3 = 1 , r3 = 4 ;
6 = 1 · 4 + 2 , q4 = 1 , r4 = 2 ;
4 = 2 · 2 + 0 , q5 = 1 , r5 = 0 .

Wobec tego nwd(68, 26) = 2 = 6 − 4 = 6 − (10 − 6) = =2 ·
6 − 10 = 2(16 − 10) − 10 = 2 · 16 − 3 · 10 = 2 · 16 − 3(26 − 16) =

=5 ·16−3 ·26 = 5(68−2 ·26)−3 ·26 = 5 ·68−13 ·26 . Znaleźlísmy

wie֒c najwie֒kszy wspólny dzielnik i przedstawilísmy go w postaci

k ·42+m ·26 , wie֒c k = 5 , m = −13 . Nie twierdzimy, że to jedyna

możliwość, bo np. 2 = (5 + 26) · 68 − (13 + 68) · 26 . .

Przyk lad 9.2 Niech a = 452 261 , b = 10 489 . Mamy teraz
452 261 = 43·10489+1234 , 10489 = 8·1234+617 i 1234 = 2·617 ,
zatem najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem liczb a = 452 261 oraz

b = 10 489 jest liczba

617 = 10 489 − 8 · 1234 = 10 489 − 8(452 261 − 43 · 10 489) =
=345 · 10 489 − 8 · 452 261 .

Czytelnik zechce sprawdzić, że liczby 617 i 452261
617 = 733

sa֒ pierwsze. Widać sta֒d, że pomys l poszukiwania najwie֒kszego

wspólnego dzielnika za pomoca֒ metody opisywanej w szko lach

podstawowych nie jest w tym przypadku najlepszy . . .

W tych dwóch przyk ladach pokazalísmy ,,przy okazji” nieco
inny dowód twierdzenia o najwie֒kszym wspólnym dzielniku dwu

liczb. Pokażemy jeszcze jeden dowód, tym razem indukcyjny.
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Dowód indukcyjny
Niech Tn oznacza zdanie: dla każdych liczb naturalnych a i b 6 n

istnieja֒ takie liczby ca lkowite x, y , że nwd(a, b) = ax + by .

1◦ Zdanie T1 jest prawdziwe, bo niezależnie od a ∈ N najwie֒k-

szym wspólnym dzielnikiem a i b ( teraz b = 1 ), jest liczba 1 ,

wie֒c wystarczy przyja֒ć x = 0 i y = 1 .

2◦ Za lóżmy, ze zdanie Tn jest prawdziwe. Udowodnimy zdanie

Tn+1 . Niech a ∈ N i b = n+1 . Oznaczmy d = nwd(a, b) . Wtedy

istnieja֒ takie liczby ca lkowite q i r , że a = qb+r oraz 0 6 r < b .

Tak jak poprzednio stwierdzamy, że d = nwd(a, b) = = nwd(b, r) .

Jeśli r = 0 , to przyjmujemy x = 0 i y = 1 , bo najwie֒kszym

wspólnym dzielnikiem liczb a i b jest w tym przypadku b . Jeśli
r > 0 , to na mocy zdania Tn istnieja֒ takie liczby ca lkowite x1

oraz y1 , że

d = bx1 + ry1 = bx1 + (a − qb)y1 = ay1 + b(x1 − qy1) .

Wystarczy przyja֒ć x = y1 i y = x1 − qy1 .

Z twierdzenia o najwie֒kszym wspólnym dzielniku wynika

Wniosek 9.32
Liczba naturalna d jest najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem liczb

a i b wtedy i tylko wtedy, gdy każdy wspólny dzielnik a i b jest
dzielnikiem liczby d .

Ten wniosek cze֒sto jest przyjmowany za definicje֒ najwie֒ksze-

go wspólnego dzielnika dwu liczb.

Definicja 9.33 (liczby pierwszej)

p ∈ Z jest liczba֒ pierwsza֒ wtedy i tylko wtedy, gdy |p| > 1

i jedynymi naturalnymi dzielnikami liczby |p| sa֒ liczby 1 i |p| .
Liczba ca lkowita a nazywana jest z lożona֒ wtedy i tylko wtedy,

gdy |a| > 1 i nie jest ona liczba֒ pierwsza֒.9.2

Liczbami pierwszymi sa֒ ±2 , ±3 , ±5 , ±7 , ±11 , . . .

Liczbami z lożonymi sa֒ ±4 , ±6 , ±8 , ±9 , ±10 , . . .

Liczby −1 , 0 i 1 nie sa֒ ani pierwsze, ani z lożone.

Twierdzenie 9.34 (o rozk ladaniu na czynniki pierwsze)

Każda֒ liczbe֒ naturalna֒ wie֒ksza֒ od 1 można przedstawić w postaci

9.2
W szko lach cze֒sto zasie֒g tej definicji jest ograniczony do liczb dodatnich.
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iloczynu liczb pierwszych.

Dowód. Zastosujemy indukcje֒ zaczynaja֒c od liczby 2 .

1◦ Liczba 2 jest iloczynem liczb pierwszych (z lożonym z jednego

czynnika).

2◦ Za lóżmy, że wszystkie liczby mniejsze niż n sa֒ iloczynami

liczb pierwszych. Jeśli n jest liczba֒ pierwsza֒, to jest iloczynem

(z lożonym z jednego czynnika). Jeśli n jest liczba֒ z lożona֒, to ist-

nieja֒ takie liczby naturalne a > 1 , b > 1 , że ab = n . Wobec tego

1 < a < n i 1 < b < n , zatem każda z liczb a, b jest iloczynem
liczb pierwszych, wie֒c ich iloczyn też. Sta֒d wynika, że każda liczba

naturalna wie֒ksza od 1 i mniejsza od n + 1 jest iloczynem liczb

pierwszych.

Twierdzenie 9.35 (charakteryzuja֒ce liczby pierwsze)

Liczba p 6= 0 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy |p| > 1

i z tego, że p|ab wynika, że p|a lub p|b .

Dowód. Jeśli p nie jest liczba֒ pierwsza֒, to istnieja֒ takie liczby

ca lkowite a, b , że p = ab i |a| > 1 , |b| > 1 . Jeśli p|a , to a = kp

dla pewnej liczby ca lkowitej k i wobec tego p = kpb , wie֒c 1 = kb ,

co oznacza, że |b| = 1 , wbrew za lożeniu.

Za lóżmy teraz, że p|ab i że p jest liczba֒ pierwsza֒. Jeśli p ∤ a ,

to nwd(a, p) = 1 , zatem istnieja֒ liczby ca lkowite k,m takie, że

ak + pm = 1 . Wobec tego b = bak + bpm . Z za lożenia p|abk

i oczywíscie p|bpm , wie֒c p|(abk + bpm) = b .

Wniosek 9.36
Jeśli liczby p , p1 , p2 , . . . , pn sa֒ pierwsze i p | p1p2 · . . . · pn , to

istnieje takie j ∈ {1, 2, . . . , n} , że p | pj , wie֒c |pj | = |p| .
Dowód. Stosujemy indukcje֒ wzgle֒dem n .

Twierdzenie 9.37 (zasadnicze twierdzenie arytmetyki 9.3 )

Niech a 6= 0 be֒dzie liczba֒ ca lkowita, która nie jest dzielnikiem 1 .

Istnieja֒ wtedy takie liczby pierwsze p1, p2, . . . , pn , że zachodzi

równość a = p1 · p2 · . . . · pn .
Jeśli a = p̃1 · p̃2 · . . . · p̃m i liczby p̃1, p̃2, . . . , p̃m sa֒ pierwsze,

9.3
czyli twierdzenie o jednoznaczności rozk ladu na czynniki pierwsze
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to n = m i po ewentualnej zmianie kolejności (numeracji) za-

chodza֒ równości p1 = η1p̃1 , p2 = η2p̃2 , . . . ,pn = ηnp̃n , gdzie

η1, η2, . . . , ηn ∈ {−1, 1} .

Przed podaniem dowodu wypada powiedzieć, że to twierdze-
nie mówi, że każda֒ liczbe֒ ca lkowita֒, z wyja֒tkiem 0,−1, 1 można

przedstawić w postaci iloczynu liczb pierwszych na jeden tylko
sposób, jeśli nie brać pod uwage֒ zmian kolejności czynników ani

zmian ich znaków: 6 = 2 · 3 = (−2) · (−3) = 3 · 2 = (−3) · (−2) .

Dowód. Istnienie rozk ladu na czynniki pierwsze wykazalísmy
już wcześniej.

Teraz zajmiemy sie֒ jednoznaczościa֒ rozk ladu. Jeśli

a = p1 · p2 · . . . · pn = p̃1 · p̃2 · . . . · p̃m = p̃1 · (p̃2 · . . . · p̃m) ,

to z wniosku 9.36 wynika, że istnieje takie j ∈ {1, 2, . . . ,m} , że

p1|p̃j . Bez straty ogólności możemy przyja֒ć, że j = 1 (jeśli nie to

zamieniamy miejscami p̃1 z p̃j ). Wobec tego p1 = ±p̃1 . Wobec

tego p2 · . . . ·pn = ±p̃2 · . . . · p̃m . Po ewentualnej zmianie numeracji

stwierdzamy, że p2 | p̃2 , wie֒c p2 = ±p2 , itd. Dowód zosta l zakoń-

czony.

W ksia֒żce ,,The Higher Arithmetic, An Introduction to the

Theory of Numbers” Harolda Davenporta (prze lożonej na je֒zyk

rosyjski) można znaleźć dowód, który nie korzysta z twierdzenia

o najwie֒kszym wspólnym dzielniku i kilka innych dowodów za-

sadniczego twierdzenia arytmetyki. Ten korzystaja֒cy z najprost-

szych środków przytoczymy. Tym razem nie skorzystamy z cha-
rakteryzacji liczb pierwszych.

Drugi dowód zasadniczego twierdzenia arytmetyki
Istnienie rozk ladu wykazujemy tak, jak poprzednio, wie֒c tej cze֒́sci

dowodu nie przepisujemy. Za lóżmy, że
a = p1 · p2 · . . . · pn = p̃1 · p̃2 · . . . · p̃m

jest najmniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, która ma dwa różne rozk lady

na czynniki pierwsze i że liczby p1, p2, . . . , pn, p̃1, p̃2, . . . , p̃m sa֒

pierwsze i dodatnie. Jeśli te rozk lady sa֒ różne, to żadna z liczb

p1, p2, . . . , pn nie pojawia sie֒ wśród liczb p̃1, p̃2, . . . , p̃m . Możemy

przyja֒ć, że p̃1 6 p̃2 6 . . . 6 p̃m i p1 6 p2 6 . . . 6 pn . Ponieważ

liczba a nie jest pierwsza, wie֒c n > 2 i m > 2 , zatem a > p2
1

i a > p̃2
1 i oczywíscie p1 6= p̃1 . Wobec tego a > p1p̃1 , zatem
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liczba a − p1p̃1 jest liczba֒ naturalna֒ mniejsza֒ od a , zatem ma

dok ladnie jeden rozk lad na iloczyn naturalnych czynników pier-
wszych. Wobec tego liczba a − p1p̃1 jest podzielna przez p1 oraz
przez p̃1 6= p1 , zatem również przez p1p̃1 , bo ta ma tylko jeden
rozk lad na czynniki, a z tego wynika, że jeśli jest podzielna przez
jaka֒ś liczbe֒ pierwsza֒, to ta liczba pierwsza wyste֒puje w jedynym

rozk ladzie na czynniki pierwsze.

Wobec tego a−p1p̃1 = p1p̃1q1q2 . . . qj dla pewnych liczb pier-

wszych q1, q2, . . . , qj . Dziela֒c te֒ równość stronami przez p1 otrzy-

mujemy p2p3 . . . pn − p̃1 = p̃1q1q2 . . . qj , a sta֒d wynika, że liczba

p̃1 jest dzielnikiem liczby p2p3 . . . pn < a , wie֒c przedstawialnej

w postaci iloczynu liczb pierwszych w jeden tylko sposób. Sta֒d

jednak wynika, że wśród liczb p2, p3, . . . , pn wyste֒puje liczba p̃1 ,

wbrew za lożeniu.
Po tym dowodzie H.Davenport napisa l: czytelnik zgodzi sie֒, że

chociaż dowód ten ani nie jest d lugi ani trudny, to jednak jest

dosyć delikatny.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki, twierdzenie o dzieleniu
z reszta֒ itd. wydaja֒ sie֒ na pierwszy rzut oka oczywiste, ale ich

dowody ca lkiem proste nie sa֒. Z twierdzenia o jednoznaczności

rozk ladu na czynniki pierwsze korzystamy np. wtedy, gdy z tego,

że 2 | n i 3 | n wnioskujemy, że 6 | n . Twierdzenie o najwie֒kszym

wspólnym dzielniku przydaje sie֒ mie֒dzy innymi do rozwia֒zywania

równań w liczbach ca lkowitych. Twierdzenie o dzieleniu z reszta֒

stosujemy uzasadniaja֒c przeróżne cechy podzielności.

Naste֒pnymi bardzo ważnymi liczbami sa֒ wymierne i teraz

o nich krótko opowiemy.

Definicja 9.38 (zbioru liczb wymiernych)

Zbiorem liczb wymiernych Q nazywamy najmniejszy zbiór taki,
że Q ⊇ Z i jeśli a, b ∈ Q oraz b 6= 0 , to a

b ∈ Q . Elementy zbioru

Q zwane sa֒ liczbami wymiernymi.

Stwierdzenie 9.39
Zbiór Q sk lada sie֒ z liczb postaci a

b
, gdzie b 6= 0 i a, b ∈ Z .

Suma, różnica, iloczyn i iloraz liczb wymiernych sa֒ liczbami wy-

miernymi (iloraz, gdy dzielimy przez liczbe֒ różna֒ od 0 ).
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Dowód. Dla dowodu wystarczy wykazać, że w zbiorze ilorazów
a
b liczb ca lkowitych wykonalne sa֒ dzia lania arytmetyczne. Mamy
a
b · [ c

d ]−1 = ab−1[cd−1]−1 = ab−1dc−1 = (ad)(cb)−1 = ad
bc , co

oznacza, że w zbiorze Q sa֒ jedynie ilorazy a
b

liczb ca lkowitych.

Mamy a
b + c

d = ab−1 + cd−1 = add−1(b)−1 + cbb−1d−1 =

= [ad + bc]b−1d−1 = [ad + bc](bd)−1 . Analogicznie dowodzimy, że

różnica ilorazów liczb ca lkowitych jest ilorazem liczb ca lkowitych.
Mnożenie sprowadzamy do dzielenia, a iloraz liczb wymiernych jest
liczba֒ wymierna֒, co wynika wprost z definicji zbioru Q .

Twierdzenie 9.40 (o postaci nieskracalnej)

Dla każdej liczby wymiernej w istnieje dok ladnie jedna taka para

liczb p ∈ Z q ∈ N , że w = p
q i nwd(p, q) = 1 .

Dowód. Ze stwierdzenia 9.39 wynika, że istnieja֒ takie liczby

ca lkowite a i b , że w = a
b

. Oczywíscie wtedy w = −a
−b

, można

wie֒c od razu za lożyć, że b jest liczba֒ naturalna֒. Niech d be֒dzie

najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem liczb a i b . Wtedy istnieja֒

liczby p ∈ Z oraz q ∈ N , że a = pd i b = qd . Wtedy najwie֒kszym

wspólnym dzielnikiem liczb p i q jest liczba 1 . Sta֒d wynika, że

ab−1 = pd(qd)−1 = pdd−1q−1 = pq−1 = p
q .

Za lóżmy, że p, r ∈ Z , q, s ∈ N , nwd(p, q) = 1 = nwd(r, s)

oraz p
q = r

s . Wtedy ps = qr . Ponieważ s | qr i nwd(r, s) = 1 ,

wie֒c s jest dzielnikiem q , zatem s 6 q . Ta samo dowodzimy, że

q 6 s . Sta֒d wynika, że q = s . Wobec tego również p = r .

Twierdzenie 9.41
Jeśli n jest liczba֒ naturalna֒, w — wymierna֒, a — ca lkowita֒

i wn = a , to liczba w jest ca lkowita.
Twierdzenie to mówi, że wymierne pierwiastki z liczb ca lko-

witych sa֒ ca lkowite.

Dowód. Niech w = p
q , p ∈ Z , q ∈ N i niech liczby p, q be֒da֒

wzgle֒dnie pierwsze. Z równości wn = a wynika, że pn = aqn .

Jeśli liczba pierwsza r dzieli liczbe֒ q , to dzieli też liczbe֒ pn , wie֒c

również liczbe֒ p . Wtedy r jest wspólnym dzielnikiem obu liczb

p i q , co jest niemożliwe, bo sa֒ one wzgle֒dnie pierwsze. Liczba

q nie ma wie֒c dzielników pierwszych, zatem q = 1 . Wobec tego
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liczba w = p jest ca lkowita.

Przypomnijmy teraz definicje֒ pierwiastka.

Definicja 9.42 (pierwiastka)

Niech n be֒dzie liczba֒ naturalna֒, a > 0 — liczba֒ rzeczywista֒.

Pierwiastkiem (arytmetycznym) stopnia n –tego z liczby a jest

taka nieujemna֒ liczba b , dla której zachodzi równość bn = a .

Jeśli n jest liczba֒ naturalna֒ nieparzysta֒, a — dowolna liczba֒

rzeczywista֒ i bn = a , to b jest pierwiastkiem arytmetycznym n –

tego stopnia z liczby a . Piszemy wtedy n
√

a = b .

Aby sprawdzić poprawność definicji, należy sprawdzić, czy
liczba b jest wyznaczona jednoznacznie przez podane warunki.
1◦ Jeśli 0 6 c < b , to dla każdej liczby naturalnej k zachodzi

nierówność ck < bk (indukcja). Wynika sta֒d, że dla dowolnego

a > 0 i dowolnego n ∈ N istnieje co najwyżej jedna liczba b > 0 ,
dla której a = bn .
2◦ Jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒ i a < 0 i bn = a , to b < 0 . Jeśli

c < b < 0 , to −c > −b > 0 , wie֒c dla każdej liczby nieparzystej

k zachodzi nierówność −ck = (−c)k > (−b)k = −bk > 0 , czyli

ck < bk < 0 . Wynika sta֒d, że również w tym przypadku istnieje

co najwyżej jeden pierwiastek n –tego stopnia z liczby ujemnej.

Nie można jednak wykazać istnienia pierwiastków na gruncie
dotychczas przyje֒tych pewników, ponieważ wszystkie te pewniki

sa֒ spe lnione w zbiorze liczb wymiernych. Gdyby istnienie pier-

wiastków by loby konsekwencja֒ tych pewników, to istnia laby taka

liczba wymierna b , że b2 = 2 . Jednak z twierdzenia, które
udowodnilísmy wynika, że musia laby ona być ca lkowita. To jednak

nie jest możliwe, bo 12 < 2 < 22 . Dopiero po uzupe lnieniu listy
pewników o aksjomat Dedekinda be֒dziemy w stanie udowodnić

istnienie pierwiastków. Na razie przyjmiemy bez dowodu

Twierdzenie 9.43 (o istnieniu pierwiastków)

Jeśli a > 0 i k ∈ N , k > 1 , to istnieje dok ladnie jedna liczba

rzeczywista b > 0 taka, że a = bk . Jeśli k > 1 jest liczba֒

ca lkowita֒ nieparzysta֒, a jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to ist-

nieje dok ladnie jedna liczba rzeczywista b taka, że bk = a .×
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Przyk lad 9.3
√

9 = 3 , 15
√

0=0 , 6
√

1 000 000 =10 , 3
√
−8 = −2 ,

√
1024 = 32 , 3

√

−64
27 = −4

3 .

Przyk lad 9.4 Jeśli n > 2 , to n
√

n 6∈ Q , bo 1n < n < 2n , gdyż

z nierówności Bernoulli’ego wynika, że 2n = (1+1)n > 1+n > n ,

a gdyby pierwiastek z liczby ca lkowitej by l wymierny, to by lby
liczba֒ ca lkowita֒.

Zadania
1! Wywnioskować zasade֒ minimum z zasady maksimum.

2! Udowodnić, że odwrotność liczby naturalnej wie֒kszej niż 1

nie jest liczba֒ naturalna֒.

3. W każde z pó l nieskończonej kraty kwadratowej wpisano
liczbe֒ naturalna֒ w ten sposób, ze jeśli a, b, c, d sa֒ liczbami

wpisanymi w pola przyleg le do pola, na którym znalaz la sie֒

liczba n , to a + b + c + d 6 4n . Dowieść, że w każde pole

wpisano te֒ sama֒ liczbe֒ naturalna֒. 9.3

4. Jaka jest najwie֒ksza liczba punktów, które można umieścić

w trójka֒cie równobocznym o boku 2 w taki sposób, by od-

leg lość dowolnych dwóch nie by la mniejsza niż 1 .

5. W sali jest n osób. Udowodnić, że w sali sa֒ co najmniej

dwie osoby maja֒ce tyle samo znajomych. Zak ladamy tu, że

jeśli osoba O1 zna osobe֒ O2 , to również O2 zna osobe֒. O1 .

6. Ile skoczków można ustawić na szachownicy, jeśli pola na
którym znajduje sie֒ skoczek nie nie może szachować inny

skoczek.

7. Na okre֒gu danych jest 17 punktów. Każde dwa po la֒czono

odcinkiem niebieskim, zielonym lub żó ltym. Dowieść, że ist-
nieje trójka֒t, którego wszystkie boki sa֒ tego samego koloru.

8. Spośród liczb 1, 2, 3, . . . , 199, 200 wybrano 101. Dowieść, że
co najmniej jedna z nich dzieli inna֒.

9. U lożyć kwadrat z kwadratów o bokach 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 8 , 9 ,
14 , 16 , 18 , 20 , 29 , 30 , 31 , 33 , 35 , 38 , 39 , 43 , 51 , 55 ,
56 , 64 , 81 .

9.3
Autorem tego zadania jest prof. dr hab. Maciej Skwarczyński.
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10. Wykazać, że sześcianu nie można u lożyć z parami różnych
sześcianów.

11. Niech a1 = 3 , a2 = 8 , an+2 = 3an+1 − an dla n = 1, 2, . . . .

Dowieść, że an > 2n dla n = 1, 2, . . .

12! Udowodnić, że liczb pierwszych jest nieskończenie wiele.

13. Udowodnić, że istnieje nieskończenie wiele takich liczb pier-
wszych, które z dzielenia przez 3 daja֒ reszte֒ 1 .

14. Udowodnić, że jeśli p > 0 jest liczba֒ pierwsza֒, a — liczba֒

ca lkowita֒, to liczba ap − a jest podzielna przez p .

15. Dowieść, że jeśli liczbe֒ naturalna֒ można przedstawić w po-

staci sumy kwadratów dwu liczb ca lkowitych dwoma różnymi
sposobami, to jest ona z lożona. Przedstawienia różnia֒ce sie֒

jedynie kolejnościa֒ sk ladników uważamy za takie same.

16. Niech ϕ(m) oznacza liczbe֒ liczb naturalnych nie wie֒kszych

od m ∈ N i wzgle֒dnie pierwszych z m . Udowodnić, że jeśli

liczby a i b sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, to ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) .

17. Dowieść, że jeśli w rozk ladzie liczby naturalnej n na czynniki
pierwsze wyste֒puja֒ jedynie liczby pierwsze p1 , p2 ,. . . pk , to

ϕ(n) = n
(

1 − 1
p1

)(

1 − 1
p2

)

· . . . ·
(

1 − 1
pk

)

— funkcja ϕ jest

zdefiniowana w poprzednim zadaniu.

18. Udowodnić, że jeśli liczba naturalne a i m sa֒ wzgle֒dnie

pierwsze, ϕ z zadania 16, to m | aϕ(m) − 1 .

19. Znaleźć wszystkie takie czwórki liczb ca lkowitych w, x, y, z ,

że zachodzi równość w4 + 2x4 = 4(y4 + 2z4) .

20. Udowodnić, że jeśli a i b sa֒ takimi liczbami ca lkowitymi, że

2a2 + a = 3b3 + b , to liczby a − b , 2a + 2b + 1 i 3a + 3b + 1
sa֒ kwadratami liczb ca lkowitych.

21! Wykazać, że istnieje nieskończenie wiele takich par liczb ca l-

kowitych a, b , że 2a2 + a = 3b2 + b .

22. Dowieść, że istnieje nieskończenie wiele różnych par a, b liczb

ca lkowitych, dla których a2 − 2b2 = 1 .

23. Dowieść, że jeśli liczba pierwsza p nie dzieli liczby ca lkowi-
tej a , to istnieje taka liczba ca lkowita b , że p dzieli liczbe֒

ab − 1 .

24. Za lóżmy, że liczby q1 , q2 , . . . , qn sa֒ parami wzgle֒dnie pierw-

sze. Niech r1, r2, . . . , rn be֒da֒ liczbami ca lkowitymi. Udowod-
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nić, że istnieje taka liczba ca lkowita x , która z dzielenia przez
liczbe֒ qj daje reszte֒ rj .

25. Udowodnić, że liczba naturalna p jest pierwsza wtedy i tylko

wtedy, gdy p jest dzielnikiem liczby (p − 1)! + 1 .

26. Znaleźć wszystkie takie pary liczb ca lkowitych x, y , że za-
chodzi równość xy = x + y .

27. Znaleźć dwie ostatnie cyfry liczby 141414

.

28. Udowodnić, że jeśli liczby p i 8p2 +1 sa֒ pierwsze, to również

liczba 8p2 − 1 jest pierwsza.

29. Ile zer ma na końcu liczba 1 000 000!

30. Udowodnić, że jeśli a ∈ Z , to liczby a3 + 2a i a4 + 3a2 + 1
sa֒ wzgle֒dnie pierwsze.

31. Udowodnić, że liczba n2 + 3n + 5 nie dzieli sie֒ przez 121 dla

żadnej liczby ca lkowitej n .

32! Za lóżmy, że jedyna֒ liczba֒ naturalna֒, która dzieli wszystkie

trzy liczby ca lkowite a, b, c jest jedynka. Dowieść, że równa-
nie ax+by = c ma rozwia֒zanie w liczbach ca lkowitych wtedy

i tylko wtedy, gdy liczby a i b sa֒ wzgle֒dnie pierwsze.

33! Za lóżmy, że jedyna֒ liczba֒ naturalna֒, która dzieli wszystkie

trzy liczby ca lkowite a, b, c jest jedynka. Udowodnić, że jeśli
ax1 + by1 = c = ax2 + by2 dla pewnych liczb ca lkowitych
x1, y1, x2, y2 , to istnieje taka liczba ca lkowita n , że

x1 − x2 = bn oraz y2 − y1 = an .

34. W 1948 r wiek Andrzeja by l równy cyfrze jedności w liczbie
równej sumie cyfr roku jego urodzenia. Ile lat mia l Andrzej
w roku 1957 ?

35. a i b sa֒ liczbami ca lkowitymi. Dowieść, że jeśli 21 jest

dzielnikiem liczby a2 + b2 , to 441 też jest jej dzielnikiem.

36. Udowodnić, że jeśli n ∈ N oraz x > y > 0 , x, y ∈ R to
n
√

x − n
√

y < n
√

x − y .

37. Udowodnić, że liczba 1 + 1
2 + 1

3 + · · · + 1
n nie jest ca lkowita

dla żadnej liczby naturalnej n > 1 .

38. Udowodnić, że jeśli n > 3 jest liczba֒ naturalna֒, to liczba
√

n2 − 4 jest niewymierna.

39. Udowodnić, że
3

√

20 − 14
√

2 +
3

√

20 + 14
√

2 = 4 .

40! Udowodnić, że k

√

n
√

a = kn
√

a .
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41! Niech n be֒dzie liczba֒ naturalna֒, a1, a2, . . . , an — liczbami

naturalnymi. Dowieść, że a1+a2+···+an

n > n
√

a1a2 . . . an .

42. Udowodnić, że naste֒puja֒ce liczby sa֒ niewymierne:
√

2+
√

3 ,
√

2 +
√

3 +
√

5 ,
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7 .
43. Udowodnić, że jeśli n > 2 jest liczba֒ naturalna֒, to liczba

√
n2 + 3n jest niewymierna.

44. Udowodnić, że istnieje nieskończenie wiele takich trójek do-

datnich liczb wymiernych x, y, z , że x2 + y2 + z2 = 1 .
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Zbiory postaci {x ∈ R: x 6 a} , {x ∈ R: x > a} ,

{x ∈ R: x < a} , {x ∈ R: x > a} oznaczane sa֒ symbolami

(−∞, a] , [a,∞) , (∞, a) i (a,∞) . Nazywamy pó lprostymi domk-

nie֒tymi lub otwartymi o końcu a . Symbol ∞ odczytujemy jako

nieskończoność — nie oznacza on żadnej liczby, wie֒c nie można

wykonywać dzia lań z jego użyciem. Później niektóre dzia lania
z jego użyciem zostana֒ zdefiniowane.

Zbiory postaci {x ∈ R: a 6 x 6 b} , {x ∈ R: a < x < b} ,

{x ∈ R: a 6 x < b} , {x ∈ R: a < x 6 b} nazywamy

przedzia lami, kolejno: domknie֒tym, otwartym, domknie֒to–otwar-

tym i otwarto–domknie֒tym. Oznaczamy je naste֒puja֒cymi symbo-

lami [a, b] , (a, b) , (a, b] , [a, b) .

Jeśli D ⊆ R jest dowolnym zbiorem, a f : D −→ R jest
funkcja֒, to f nazywamy funkcja֒ liczbowa֒. Najcze֒́sciej be֒dziemy

rozważać funkcje określone na ca lym zbiorze R , na pó lprostych,
na przedzia lach lub sumach przedzia lów i pó lprostych.

Przyk lad 10.1 Funkcja pierwiastek kwadratowy jest określona

na domknie֒tej pó lprostej [0,∞) , wie֒c f(x)=
√

x , D = [0,∞) .

Przyk lad 10.2 Funkcje֒ pierwiastek trzeciego stopnia określa-

my na ca lej prostej R , wie֒c f(x) = 3
√

x , D = R .

Przyk lad 10.3 Niech D = {x ∈ R: x 6= 1} czyli D =

=(−∞, 1) ∪ (1,∞) . Wzór f(x) = x
x−1 określa funkcje֒ na D .

Przyk lad 10.4 Przyjmijmy D = R i zdefiniujmy funkcje֒ wzo-

rem f(x) = ⌊x⌋ , gdzie przez ⌊x⌋ oznaczamy najwie֒ksza֒ spoś-

ród liczb ca lkowitych z pó lprostej (−∞, x] . Prawdziwe sa֒ wie֒c

równości: ⌊0⌋ = 0 , ⌊3
2⌋ = 1 , ⌊−3

2⌋ = −2 . Później wykażemy,

że ta definicja jest poprawna, tzn., że dla każdej liczby rzeczywis-
tej x istnieja֒ takie liczby ca lkowite m,n , że zachodzi nierówność

m < x < n , co wygla֒da na oczywiste stwierdzenie, tym nie mniej

wymaga dowodu, jeśli chcemy mieć pewność, że wszystko o czym
mówimy, wynika z przyje֒tych za lożeń, czyli pewników.
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Przyk lad 10.5 Funkcja Dirichleta. Niech D = R oraz

f(x) =

{

0 jeśli x jest liczba֒ niewymierna֒,
1 jeśli x jest liczba֒ wymierna֒.

Przyk lad 10.6 D = R , f(x) = x + 2 .

W analizie cze֒sto piszemy f(x) zamiast f . Mówimy wtedy

o funkcji x
x−1 , x2 , x − 13 itp. Zazwyczaj przyjmujemy wtedy,

że dziedzina֒ jest najwie֒kszy zbiór, na którym funkcje֒ można zde-

finiować danym wzorem. Nie zawsze jest to ca lkiem jasne. Wtedy
trzeba wyraźnie napisać, czym jest dziedzina funkcji. Przy takiej

umowie (na ogó l milcza֒cej) pamie֒tamy, że równość f(x) = g(x)

oznacza równość wartości funkcji f i g w punkcie x , a nie
równość funkcji f i g .

Funkcje liczbowe określone na tym samym zbiorze można do-
dawać, odejmować i mnożyć oraz mnożyć przez liczbe֒. Stosujemy

wtedy oznaczenia f +g , f −g , fg i cf . Jeśli funkcja f nie znika

w żadnym punkcie, tzn. jeśli f(x) 6= 0 dla każdego x ∈ D , to

możemy też mówić o ilorazie f

g
.

Uwaga 10.1
Przypominamy, że funkcja֒ odwrotna֒ do funkcji f : R −→ R nazy-

wamy taka֒ funkcje֒ g: R → R , że dla każdego x ∈ R zachodza֒

obie równości f(g(x)) = x i g(f(x)) = x . Funkcje֒ odwrotna֒

do funkcji f oznaczamy symbolem f−1(x) . Jeśli f(x) = x3 dla

każdego x ∈ R , to f−1(x) = 3
√

x , wie֒c na ogó l f−1(x) 6= 1
x3 .

Definicja 10.2 (funkcji ograniczonej)

Funkcje֒ f : D −→ R nazywamy ograniczona֒ z góry liczba֒ M wte-

dy i tylko wtedy, gdy f(x) 6 M dla każdego x ∈ D . Analogicznie

funkcja f jest ograniczona z do lu liczba֒ m wtedy i tylko wte-

dy, gdy f(x) > m dla każdego x ∈ D . Jeśli funkcja f jest

ograniczona z góry i z do lu, to mówimy, że jest ograniczona.

Funkcja Dirichleta jest ograniczona z góry przez 1 , albo przez
378 , a z do lu przez 0 , wie֒c jest ograniczona. Funkcja pierwiastek

kwadratowy jest nieograniczona, choć jest ograniczona z do lu np.
przez 0 . Funkcja x

x−1 nie jest ograniczona ani z góry, ani z do lu.

80



Funkcje liczbowe

Definicja 10.3 (funkcji monotonicznych)

Funkcje֒ f : D −→ R nazywamy ścísle rosna֒ca֒, jeśli z nierówności

x < y wynika nierówność f(x) < f(y) , ścísle maleja֒ca֒, jeśli

z nierówności x < y wynika nierówność f(x) > f(y) .

Funkcje֒ f : D −→ R nazywamy funkcja֒ niemaleja֒ca֒ wtedy i tylko

wtedy, gdy z nierówności x < y wynika nierówność f(x) 6 f(y) .

Funkcje֒ f : D −→ R nazywamy funkcja֒ nierosna֒ca֒ wtedy i tylko

wtedy, gdy z nierówności x < y wynika nierówność f(x) > f(y) .

Funkcje ścísle rosna֒ce i funkcje ścísle maleja֒ce nazywamy ścísle

monotonicznymi, a funkcje nierosna֒ce i niemaleja֒ce — monoto-

nicznymi.

Ostrzegamy tu Czytelnika, że w wielu podre֒cznikach wyste֒pu-

ja֒ funkcje niemaleja֒ce i rosna֒ce. W innych z kolei funkcje rosna֒ce

i ścísle rosna֒ce. Autor tego tekstu przyja֒ l skrajne terminy za

obowia֒zuja֒ce, aby unikna֒ć nieporozumień.

Funkcje x , x3 sa֒ ścísle rosna֒ce na zbiorze R . Funkcja ⌊x⌋
jest niemaleja֒ca na R . Funkcja −x√

x2+1
jest ścísle maleja֒ca, co

Czytelnik powinien sprawdzić dok ladnie. Funkcja x2 nie jest ścís-

le rosna֒ca, ani nawet niemaleja֒ca, bo (−2 < −1 i jednocześnie

4 = (−2)2 < (−1)2 = 1 . Nie jest też nierosna֒ca, wie֒c tym bardziej

nie jest ścísle maleja֒ca, bo 1 < 2 i 1 = 12 < 22 = 4 . Wobec tego

funkcja x2 nie jest monotoniczna na R . Jest natomiast ścísle

rosna֒ca na [0,∞) i jest ścísle maleja֒ca na (−∞, 0] , wie֒c na każdej

z tych pó lprostych jest ścísle monotoniczna.

Niech be֒da֒ dane dwie funkcje f i g . Mówimy wtedy, że zbiór

{x: f(x) < g(x)} jest rozwia֒zaniem nierówności f(x) < g(x),

a zbiór {x: f(x) = g(x) rozwia֒zaniem równania f(x) = g(x) .

Liczby x , dla których spe lniona jest równość f(x) = 0 nazy-

wamy pierwiastkami funkcji f , czasem też mówimy, że sa֒ one

zerami tej funkcji. Liczba −2 jest pierwiastkiem funkcji x2 − 4 ,

ale nie jest prawda֒, że
√

4 = −2 .

Wykres funkcji liczbowej f , czyli zbiór wszystkich par postaci
(

x, f(x)
)

jest podzbiorem R
2 , wie֒c można go rysować na p lasz-

czyźnie, na której obrano uk lad wspó lrze֒dnych. Wtedy rozwia֒za-
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nie równania f(x) = g(x) sk lada sie֒ z pierwszych wspó lrze֒dnych

punktów wspólnych wykresów funkcji f i g . Podobnie można

opisać zbiór rozwia֒zań nierówności f(x) < g(x) .

W dalszej cze֒́sci zajmiemy sie֒ badaniem funkcji postaci

a0 + a1x + a2x
2 + · · · + akxk . (wiel)

Definicja 10.4 (wielomianu)

Jeśli ak 6= 0 , to taka֒ funkcje֒ postaci (wiel) nazywamy wielomia-

nem k –tego stopnia. Jeśli 0 = a0 = a1 = . . . = ak , to nazywamy
taka֒ funkcje֒ wielomianem zerowym, którego stopień definiujemy

jako −∞ .

W wielu podre֒cznikach stopień wielomianu zerowego nie jest

definiowany w ogóle. Później udowodnimy, że jeśli równość

a0 + a1x + a2x
2 + · · · + akxk = b0 + b1x + b2x

2 + · · · + bnxn

zachodzi dla nieskończenie wielu liczb x , to a0 = b0 , a1 = b1 ,
a2 = b2 , . . . , możemy przyja֒ć, że 0 = ak+1 = ak+2 = . . . . Analog-

icznie 0 = bn+1 − bn+2 = . . . To stwierdzenie oznacza, że funkcje֒

można zapisać w postaci (wiel) na co najwyżej jeden sposób, dzie֒ki

czemu podana definicja ma sens.

Funkcja 1−x jest wielomianem pierwszego stopnia. Funkcja

1 + 2x + 3x2 + 4x3 jest wielomianem trzeciego stopnia.

Definicja 10.5
Przyjmujemy, że dla każdej liczby rzeczywistej a zachodza֒ wzory

a + ∞ = ∞ , a −∞ = −∞ , a + (−∞) = −∞ , a − (−∞) = ∞ .

Przyjmujemy też, że −∞ < a < ∞ .

Teraz zajmiemy sie֒ wielomianami postaci ax+b . Jeśli a = 0 ,

to mamy do czynienia z funkcja֒ sta la֒. Jej wykresem jest linia

prosta równoleg la do osi OX , czyli pozioma (jeśli osie uk ladu sa֒

narysowane standardowo).
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(1, 0)

y
=

2x

y
=

2x
−

0,
6

y = 0,5

y = −0,5x

α α

Jest też jasne, że jeżeli b 6= 0 , to wykresy wielomianów ax
i ax + b nie maja֒ punktów wspólnych. Można powiedzieć, że

wykres wielomianu ax+b otrzymujemy przesuwaja֒c wykres wielo-

mianu ax o b jednostek równolegle do osi OY . Ponieważ sto-
sunek ax

x
jest równy a dla każdego x 6= 0 , wie֒c wykresem wielo-

mianu ax jest prosta przechodza֒ca przez punkt (0, 0) i punkt

(1, a) . Jeżeli a 6= 0 , to tangensem ka֒ta ostrego jaki ta prosta

tworzy z osia֒ OX jest liczba |a| , bowiem d lugości przypros-

toka֒tnych w trójka֒cie o wierzcho lkach (0, 0) , (1, 0) i (1, a) sa֒

równe 1 oraz |a| , przy czym ta o d lugości |a| leży naprzeciw

ka֒ta, którym sie֒ zainteresowalísmy.

Wynika sta֒d, że wykresem wielomianu ax + b jest prosta,

która równoleg la do opisanej poprzednio. Przecina ona oś pionowa֒

w punkcie (0, b) , a pozioma֒ — w punkcie
(

− b
a
, 0

)

.

Jeśli a > 0 , to funkcja ax + b jest ścísle rosna֒ca, jeśli a < 0

— ścísle maleja֒ca. W obu przypadkach jest nieograniczona i to

zarówno z do lu jak i z góry. Liczbe֒ a nazywamy wspó lczynni-

kiem kierunkowym prostej y = ax + b .
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Zadania
1. Udowodnić, że funkcja x√

1+x2
jest ścísle rosna֒ca na R .

2. Znaleźć maksymalne przedzia ly, na których funkcja 1
1+x2 jest

monotoniczna.

3. Rozstrzygna֒ć, czy funkcja x2

x2+2x+2 jest ograniczona. Zna-

leźć maksymalne przedzia ly, na których jest monotoniczna.
4! Czy iloczyn funkcji ścísle rosna֒cych jest ścísle rosna֒cy. Czy

suma funkcji ścísle rosna֒cych jest ścísle rosna֒ca?

5! Dowieść, że z lożenie funkcji ścísle monotonicznych jest też
funkcja֒ ścísle monotoniczna֒.

6! Czy funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest ścísle
monotoniczna?

7. Znaleźć taki wielomian f (możliwie niskiego stopnia), że dla

każdej liczby x 6= 0 zachodzi równość f
(

x + 1
x

)

= x2 + 1
x2 .

8! Naszkicować wykres funkcji |x + 3| − |x − 1| .
9. Znaleźć taki wielomian w pierwszego stopnia, że w(x) /∈ Z

dla x ∈ Z .
10. Znaleźć wielomian w pierwszego stopnia, którego wykres

przechodzi przez dok ladnie jeden punkt o obu wspó lrze֒dnych

ca lkowitych.
11! Udowodnić, że jeśli wykres wielomianu pierwszego stopnia

przechodzi przez dwa punkty o obu wspó lrze֒dnych ca lkowi-

tych, to przechodzi przez nieskończenie wiele takich punktów.
12. Udowodnić, że jeśli dla dowolnych a1, a2, x1, x2 ∈ R zachodzi

równość f(a1x2 + a2x2) = a1f(x1) + a2f(x2) , to funkcja f

jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż 1 .

13. Rozwia֒zać równanie x2 = ⌊x⌋ .

14! Udowodnić, korzystaja֒c ewentualnie z twierdzenia Pitago-

rasa, że proste y = ax i y = Ax sa֒ prostopad le wtedy i tylko

wtedy, gdy aA = −1 .

15! Zbiór wszystkich punktów (x, y) , dla których spe lniona jest

równość 5x − 12y + 13 = 0 , jest prosta֒. Udowodnić, że od-

leg lość punktu (2, 3) od tej prostej jest równa |5·2−12·3+13|√
52+(−12)2

.
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Zajmiemy sie֒ teraz wielomianami stopnia drugiego, zwanymi

kwadratowymi. Symbol w be֒dzie w tym rozdziale oznaczać wielo-

mian kwadratowy, tj.

w(x) = ax2 + bx + c

dla każdego x ∈ R , przy czym a, b, c sa֒ ustalonymi liczbami

rzeczywistymi, a 6= 0 . Możemy napisać

ax2 + bx + c = a
(

x2 + b
a
x + c

a

)

=

= a
(

x2 + 2 b
2a

x +
(

b
2a

)2 −
(

b
2a

)2
+ c

a

)

= a
(

x + b
2a

)2 − ∆

4a
,

gdzie ∆ = b2 − 4ac .

Ta postać wielomianu drugiego stopnia zwana jest kanonicz-

na֒, a wyrażenie ∆ = b2 −4ac — wyróżnikiem tego wielomianu.

y
=

0
,5

x
2

y
=

2
x

2

y
=

a
x
2

+
bx

+
c

y = 2x2 − 42x + 216 =

= 2(x − 21

2
)2 − 9

2
(− b

2a
,− ∆

4a
)

a = 2, b = −42, c = 216

Można  latwo stwierdzić, że wykresy wielomianów ax2 +bx+c

i ax2 sa֒ przystaja֒ce. Zachodzi naste֒puja֒ce

Twierdzenie 11.1
Wykres wielomianu ax2 + bx + c otrzymujemy przesuwaja֒c wy-

kres wielomianu ax2 o − ∆

4a
jednostek wzd luż osi pionowej i o − b

2a

jednostek wzd luż osi poziomej.
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Definicja 11.2 (paraboli)

Figure֒ przystaja֒ca֒ do wykresu funkcji ax2 , a 6= 0 nazywamy

parabola֒.

Wniosek 11.3
Parabola y = ax2 + bx + c jest symetryczna wzgle֒dem prostej

x = − b
2a

.

Dowód. Niech x1 = − b
2a

− t , x2 = − b
2a

+ t . Wtedy y1 =

=a(−t)2 − ∆

4a
= at2 − ∆

4a
= y2 , wie֒c punkty (x1, y1) i (x2, y2)

sa֒ symetryczne wzgle֒dem prostej x = − b
2a

i leża֒ na paraboli

y = ax2 + bx + c .

Niektóre w lasności parabol sa֒ opisane w zadaniach kończa֒-

cych ten rozdzia l. Należy je rozwia֒zać.

Twierdzenie 11.4 (o wielomianie kwadratowym)

Jeśli a > 0 i w(x) = ax2 + bx + c dla x ∈ R , to funkcja w jest

nieograniczona z góry, natomiast jest ograniczona z do lu liczba֒

w
(

− b
2a

)

= − ∆

4a
, tzn. liczba − ∆

4a
jest najmniejsza֒ wartościa֒

funkcji w . Jeśli a < 0 , to funkcja w jest nieograniczona z do lu,

natomiast jest ograniczona z góry liczba֒ w
(

− b
2a

)

= − ∆

4a
, tzn.

liczba − ∆

4a
jest najwie֒ksza֒ wartościa֒ funkcji w .

Dowód. Za lóżmy, że a > 0 . Za lóżmy, że dla każdego x ∈ R

zachodzi nierówność ax2 + bx + c 6 M . Wykażemy, że jeżeli

x0 = 1√
a

(∣

∣

∆

4a

∣

∣ + |M | + 1
)

− b
2a

, to w(x0) > M . Mamy w(x0) =

=
(

|M | +
∣

∣

∆

4a

∣

∣ + 1
)2 − ∆

4a
> |M | +

∣

∣

∆

4a

∣

∣ + 1 − ∆

4a
> |M | + 1 > M

wbrew temu, że liczba M jest ograniczeniem górnym funkcji w .
Wynika sta֒d, że funkcja w nie jest ograniczona z góry.

Ponieważ a
(

x + b
2a

)2 > 0 , wie֒c w(x) > − ∆

4a
= w

(

− b
2a

)

,

zatem liczba − ∆

4a
jest najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji w .

W taki sam sposób można rozpatrzeć przypadek a < 0 .

Naste֒pne stwierdzenie wynika bezpośrednio z tego, że nierów-

ność 0 6 x1 < x2 pocia֒ga za soba֒ nierówność x2
1 < x2

2 :

Twierdzenie 11.5 (o monotoniczności funkcji kwadratowej)

Funkcja ax2 + bx+ c jest ścísle monotoniczna na każdej z pó lpros-
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tych
(

− ∞,− b
2a

]

,
[

− b
2a

,∞
)

. Jeżeli a > 0 , to na pó lprostej
(

− ∞,− b
2a

]

jest ścísle maleja֒ca, a na pó lprostej
[

− b
2a

,∞
)

—

ścísle rosna֒ca. Jeśli a < 0 — odwrotnie.

Teraz zajmiemy sie֒ równaniem ax2 + bx + c = 0 . Można je

przepisać w formie a
(

x + b
2a

)2
= ∆

4a
. Wynika sta֒d od razu

Twierdzenie 11.6 (o pierwiastkach wielomianu kwadratowego)

Jeśli ∆ < 0 , to równanie ax2 + bx + c = 0 nie ma pierwiastków
rzeczywistych. Jeśli ∆ = 0 , to jedynym pierwiastekiem równania

ax2 + bx + c = 0 jest liczba − b
2a

. Jeśli ∆ > 0 , to równanie

ax2 + bx + c = 0 ma dok ladnie dwa pierwiastki:

x1 = −b−
√

∆

2a
i x2 = −b+

√
∆

2a
.

W dalszym cia֒gu, gdy ∆ > 0 , be֒dziemy pisać x1 = −b−
√

∆

2a

i x2 = −b+
√

∆

2a
pamie֒taja֒c, że jeśli ∆ = 0 , to x1 = x2 .

Wyjaśnimy teraz, kiedy można wielomian ax2 +bx+c przed-
stawić w postaci iloczynu dwóch wielomianów stopnia pierwszego.
Ponieważ pierwiastek każdego czynnika jest też pierwiastkiem ilo-

czynu wielomianów, wie֒c jeśli ∆ < 0 , to wielomianu ax2 + bx + c

nie można przedstawić w postaci iloczynu wielomianów pierwszego
stopnia. Za lóżmy, że ∆ > 0 . Możemy napisać równości:

x1 + x2 = − b
a

oraz x1x2 = c
a

.

Te wzory nazywane sa֒ wzorami Viète’a. Mamy wie֒c

a(x − x1)(x − x2) = ax2 − a(x1 + x2)x + ax1x2 = ax2 + bx + c .

Udowodnilísmy zatem

Twierdzenie 11.7 (o postaci iloczynowej i wzorach Viète’a)

Jeśli wyróżnik wielomianu ax2 + bx + c jest liczba֒ nieujemna֒, to

dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi wzór:

ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2) ,

gdzie x1, x2 sa֒ pierwiastkami wielomianu ax2 + bx + c .

Liczby x1, x2 sa֒ pierwiastkami wielomianu ax2 + bx + c wtedy

i tylko wtedy, gdy x1 + x2 = − b
a

i x1x2 = c
a

.

Z twierdzenia tego wynika  latwo, że w przedziale, którego

końcami sa֒ liczby x1 i x2 wartości funkcji ax2 +bx+c maja֒ znak
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przeciwny do znaku liczby a , zaś poza przedzia lem domknie֒tym

o końcach x1 , x2 — taki sam jak liczba a .

Na tym kończymy przegla֒d podstawowych w lasności wielo-

mianów kwadratowych.

Zadania

1. Naszkicować wykres funkcji x2−7x+12 . Rozwia֒zać nierów-

ności x2 − 7x + 12 < 0 i x2 − 7x + 12 > 0 .

2. Znaleźć liczby b i c wiedza֒c, że każda z nich jest pierwiast-

kiem równania x2 + bx + c = 0 .

3. Dla jakich liczb rzeczywistych m suma pierwiastków równa-

nia x2−mx+m(m+3) = 0 jest mniejsza o 3 od ich iloczynu?

4. Dla jakich liczb ca lkowitych k oba pierwiastki równania

kx2 − (1 − 2k)x + k − 2 = 0 sa֒ wymierne?

5. Dla jakich liczb rzeczywistych m jeden z pierwiastków rów-

nania 2x2 − (2m + 1)x + m2 − 9m + 39 = 0 jest dwa razy

wie֒kszy od drugiego?

6. Dla jakiego m ∈ R suma kwadratów pierwiatków równania

x2 + (m − 2)x − (m − 3) = 0 ma najmniejsza֒ wartość?

7. Dowieść, że jeśli równania x2 +mx+n = 0 i x2 +px+q = 0

maja֒ wspólny pierwiastek, to (n−q)2−(m−p)(np−mq) = 0 .

8. Dowieść, że równanie (x − a)(x − c) + 2(x − b)(x − d) = 0 ,

w którym a < b < c < d , ma dwa pierwiastki rzeczywiste.

9. Dowieść, że jeśli a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R , to

(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n) >

> (a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)2 .

10. Rozwia֒zać równanie x2 + 5x + 4 − 5
√

x2 + 5x + 28 = 0 .

11! Udowodnić, że jeśli równość ax2 + bx + c = Ax2 + Bx + C

zachodzi dla wszystkich x ∈ R , to a = A , b = B i c = C .

12! Dowieść, że prosta może mieć z parabola֒ 0 , 1 lub 2 punkty

wspólne i nie może mieć ich wie֒cej.

13. Napisać wzór funkcji, której wykres jest symetryczny do

wykresu funkcji y = x2 − 4 wzgle֒dem:

a) osi x , b) osi y , c) punktu (0, 0) , d) prostej y = −2 .
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14. Naszkicować wykresy funkcji:

a) y = |x2 − 4x + 3| , b) y = x3 + | − 5x + 6| ,
c) y = |x| + |1 − x2| , d) y = 2x2 + |x| − 1 ,

e) y = |x2 − x| + 1 − x , f) y = |x2| + |x| ,
g) y = |x2 − 4| − 4 , h) y = −|x2 − 2| ,
i) y = |x2 + 1| + |x| .

15. Siatka֒ druciana֒ o d lugości 60 m należy ogrodzić prostoka֒tny

plac przylegaja֒cy jednym bokiem do muru. Jakie wymiary

winien mieć plac, aby jego pole by lo najwie֒ksze?

16. Prostoka֒t ma boki d lugości a cm i b cm. Bok a powie֒k-

szamy o x cm, zaś bok b zmniejszamy o x cm. Dla jakiej
wartości x pole nowego prostoka֒ta be֒dzie najwie֒ksze?

17. Przekrój osiowy walca ma obwód 20 cm. Jak dobrać wymiary
walca, aby pole jego powierzchni bocznej by lo najwie֒ksze?

18. Przekrój osiowy stożka ma obwód 30 cm. Czy można do-
brać tak wymiary stożka, aby pole jego powierzchni by lo naj-
wie֒ksze?

19. Okno ma kszta lt prostoka֒ta zakończonego na górze trójka֒-

tem równobocznym. Obwód okna wynosi p . Jaka powinna
być podstawa prostoka֒ta, aby powierzchnia okna by la naj-

wie֒ksza?

20. Okno ma kszta lt prostoka֒ta zakończonego na górze pó lkolem.

Jaka powinna być podstawa prostoka֒ta, aby przy obwodzie

okna wynosza֒cym 2 m powierzchnia okna by la najwie֒ksza?

21. Roz lożyć (w pamie֒ci) na czynniki liniowe podane trójmiany:

a) y = x2 − 2x − 24 , b) y = x2 − 2x − 15 ,

c) y = x2 − 13x − 48 , d) y = 12x2 − 20x + 3 ,

e) y = x2 − mx − 2m2 , f) y = x2 + (4m − n)x − 4mn ,

g) y = x2 − (2m − 3n)x − 6mn .

22. Znaleźć równanie kwadratowe o ca lkowitych wspó lczynni-

kach, którego pierwiastkiem jest liczba 4 −
√

3 .

23. Nie rozwia֒zuja֒c równania x2 −
√

85

4
x + 21

16
= 0 znaleźć sume֒

i różnice֒ sześcianów jego pierwiastków.

24. Nie rozwia֒zuja֒c równania 3x2+17x−14 = 0 znaleźć wartość
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u lamka
3x2

1
+5x1x2+3x2

2

4x1x2

2
+4x2

1
x2

, gdzie x1, x2 oznaczaja֒ pierwiastki

danego równania.
25. Dla jakich wartości parametru m ∈ R jeden z pierwiastków

równania 4x2 − 15x + 4m2 = 0 jest kwadratem drugiego?
26. Dla jakich wartości parametru k ∈ R rzeczywiste pierwiastki

równania x4−(3k+2)x2 +k2 = 0 tworza֒ cia֒g arytmetyczny?

Liczby rzeczywiste a1, a2, . . . , an tworza֒ cia֒g arytmetyczny,

jeżeli a2 − a1 = a3 − a2 = . . . = an − an−1 .

27. Dowieść, że środki wszystkich tych odcinków równoleg lych
do prostej y = 2x − 5 , których oba końce leża֒ na paraboli

o równaniu y = 2x2 − 13x+ 7 , znajduja֒ sie֒ na jednej prostej.

Czy każdy punkt tej prostej jest środkiem jednego z opisanych
odcinków?

28. Wykazać, że jeśli suma odleg lości punktu (x, y) od punktów

(0,
√

5) i (0,−
√

5) jest równa 6 , to x2

4
+ y2

9
= 1 . Czy z tego,

że x2

4
+ y2

9
= 1 wynika, że suma odleg lości punktu (x, y) od

punktów F1 = (0,
√

5) i F2 = (0,−
√

5) jest równa 6 ?

Definicja 11.8 (elipsy) Elipsa֒ o ogniskach F1 6= F2 nazywamy

zbiór z lożony ze wszystkich punktów P p laszczyzny, których suma
odleg lości od punktów F1 i F2 jest równa d , gdzie d jest ustalona֒

liczba֒ wie֒ksza֒ od odleg lości ognisk F1 i F2 .

29. Wykazać, że jeśli x2

4
+ y2

9
= 1 , to stosunek odleg lości punktu

(x, y) od punktu F1 = (0,
√

5) do odleg lości punktu (x, y)

od prostej y = 9√
5

jest równy
√

5

3
.

30. Wykazać, że jeśli −x2

4
+ y2

9
= 1 , to stosunek odleg lości

punktu (x, y) od punktu F1 = (0,
√

13) do odleg lości punktu

(x, y) od prostej y = 9√
13

jest równy
√

13

3
.

31. Wykazać, że −x2

4
+ y2

9
= 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wartość

bezwzgle֒dna różnicy odleg lości punktu (x, y) od punktów

F1 = (0,
√

13) i F2 = (0,−
√

13) jest równa 2
√

13 .

Definicja 11.9 (hiperboli) Hiperbola֒ o ogniskach F1 6= F2

nazywamy zbiór z lożony ze wszystkich punktów P p laszczyzny,
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dla których modu l różnicy odleg lości od punktów F1 i F2 jest
równy d , gdzie d jest ustalona֒ liczba֒ mniejsza֒ od odleg lości og-

nisk F1 i F2 .

32. Dowieść, że środki wszystkich tych odcinków równoleg lych
do prostej y = 2x − 5 , których oba końce leża֒ na elipsie

o równaniu x2

4
+ y2

9
= 1 , znajduja֒ sie֒ na jednej prostej. Czy

każdy punkt tej prostej jest środkiem jednego z opisanych
odcinków?
Znaleźć wszystkie proste równoleg le do prostej y = 2x − 5 ,
które maja֒ dok ladnie jeden punkt wspólny z elipsa֒ o równaniu

x2

4
+ y2

9
= 1 .

33. Niech F1 = (0,
√

5) , F2 = (0,−
√

5) i A =
(

6

5
, 12

5

)

. Znaleźć

prosta֒ ℓ przechodza֒ca֒ przez punkt A , której jedynym punk-

tem wspólnym z elipsa֒ o równaniu x2

4
+ y2

9
= 1 jest punkt A .

Wykazać, że ka֒t mie֒dzy odcinkiem F1A i prosta֒ ℓ równy jest

ka֒towi mie֒dzy odcinkiem F2A i prosta֒ ℓ .

34. Wykazać, że parabole y = x2 i y = 9x2 sa֒ podobne.

Dwa zbiory C i D na p laszczyźnie nazywamy podobnymi,

jeśli istnieje takie przekszta lcenie P : R2 → R
2 i liczba k > 0 ,

że stosunek odleg lości punktów P (x1) i P (x2) do odleg lości

punktów x1 ∈ R
2 i x2 ∈ R

2 jest równy k dla dowolnych

różnych punktów x1 , x2 oraz P (C) = D .

35. Ile punktów wspólnych z okre֒giem może mieć wykres funkcji

kwadratowej?

36. Ile punktów wspólnych moga֒ mieć dwie parabole?

37. Ile punktów wspólnych moga֒ mieć: elipsa o równaniu

x2

16
+ y2

4
= 1 i okra֒g o równaniu (x − a)2 + (y − b)2 = r2 ?

38. Równanie kwadratowe ax2 +bx+c = 0 ma 2 pierwiastki x1 ,
x2 . Znaleźć równanie kwadratowe, którego pierwiastkami sa֒

(a) liczby x2
1 i x2

2 , (b) liczby −x1 i −x2 ,

(c) liczby 1

x1

i 1

x2

, (d) liczby 2x1 i 2x2 .

39. Dla jakich liczb λ równanie (λ−1)x2−2(λ+1)x+λ−2 = 0

ma dok ladnie jeden pierwiastek.

40. Znaleźć odleg lość punktu (1, 2) od prostej, której o równa-
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niem jest: x − 3y + 2 = 0 .

41. Wykazać, że jeśli równanie kwadratowe ax2 + bx + c = 0
ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1, x2 , to zachodzi równość

(x1 − x2)2 = b2−4ac
a2 = ∆

a2 .

42. Jaki warunek musza֒ spe lniać liczby a 6= 0, b, c , aby rów-

nanie kwadratowe ax2 + bx + c = 0 mia lo dwa pierwiastki
rzeczywiste różnych znaków?

43. Jaki warunek musza֒ spe lniać liczby a 6= 0, b, c , aby równanie

ax2 + bx + c = 0 mia lo dwa pierwiastki rzeczywiste, mie֒dzy

którymi znajduje sie֒ liczba 1 ?

44. Jaki warunek musza֒ spe lniać liczby a 6= 0, b, c , aby równanie

ax2 + bx + c = 0 mia lo dwa pierwiastki rzeczywiste, których
suma jest równa ich iloczynowi?

45. Ile pierwiastków ma równanie x4 + 2(m − 4)x2 + 4 = 0

w zależności od parametru m ?
46. Ustalić w zależności od parametru m liczbe֒ pierwiastków

równania x4 + (2m − 4)x2 − m2 + 4m − 2 = 0 .

47. Wykazać, że jeśli x3 + 2px + q = 0 , to xq 6 p2 .
48. Wykazać, że jeśli x > 0 , y > 0 i x + y = 1 , to zachodzi

nierówność:
(

1 + 1

x

)(

1 + 1

y

)

> 9 .

49. Wyrażenie
√

x − 1+
√

x + 24 − 10
√

x − 1 jest sta le na pew-

nym przedziale. Znaleźć ten przedzia l.
50. Dodatnie liczby wymierne a i b spe lniaja֒ naste֒puja֒ca֒ rów-

ność a3 + 4a2b = 4a2 + b4 . Udowodnić, że liczba
√

a− 1 jest

kwadratem liczby wymiernej.
51. Niech m,n be֒da֒ liczbami naturalnymi. Wykazać, że liczba

√
2 leży mie֒dzy liczbami m

n
i m+2n

m+n
.

52. Rozwia֒zać uk lad równań

{

x − |y + 1| = 1,

x2 + y = 10.

53. Znaleźć wszystkie takie liczby rzeczywiste x , dla których
zachodzi nierówność

1

x+
√

2−x2
+ 1

x−
√

2−x2
>

2

3
.

54. Niech a > 0 be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒. Udowodnić, że zbiór

punktów leża֒cych nad parabola֒ y = ax2 jest wypuk ly, tzn.

jeśli y1 > ax2
1 i y2 > ax2

2 i 0 < t < 1 , to
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ty1 + (1 − t)y2 > a
(

tx1 + (1 − t)x2

)2
.

55. Udowodnić, że parabola y = ax2 + bx + c jest zbiorem
z lożonym z punktów równoodleg lych od pewnego ustalonego
punktu i pewnej ustalonej prostej.
Jest to geometryczna definicja paraboli, ustalony punkt nazy-

wany jest ogniskiem, a prosta — kierownica֒.

56. Udowodnić, że przez każdy punkt paraboli przechodza֒ dwie

proste maja֒ce z parabola֒ jeden punkt wspólny.

Ta która nie jest równoleg la do osi symetrii paraboli nazywana

jest styczna֒.

57. Jeśli F jest ogniskiem paraboli y = ax2 , d — jej kierowni-
ca֒, P punktem paraboli, to prosta t — styczna do paraboli

w punkcie P jest dwusieczna֒ ka֒ta mie֒dzy prosta֒ PF i pros-

ta֒ pionowa֒ przechodza֒ca przez punkt P .

Oznacza to, że jeśli umieścimy ,,punktowe” źród lo świat la w

ognisku F zwierciad la parabolicznego, tj. otrzymanego w

wyniku obrotu paraboli wokó l jej osi symetrii, to po odbi-

ciu od zwierciad la otrzymamy wia֒zke֒ promieni równoleg lych.

Ta w lasność paraboli decyduje o tym, że np. anteny radiote-

leskopów maja֒ kszta lt paraboliczny.

F

P

P’

t

d

α α

α

FP = PP ′

93
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Przypominamy, że wielomianem k –tego stopnia nazywamy

funkcje֒ f postaci f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + akxk , gdzie

wspó lczynnik ak jest liczba֒ różna֒ od 0 . Piszemy st (f) = k lub

deg(f) = k . Przyjmujemy, że stopień wielomianu zerowego jest

równy −∞ .

W tym rozdziale zajmiemy sie֒ przedstawianiem wielomianu

w postaci iloczynu wielomianów stopnia niższego. Zdefiniujemy
dzielenie z reszta֒, pokażemy, że w zbiorze wszystkich wielomia-

nów można szukać najwie֒kszego wspólnego dzielnika za pomoca֒

algorytmu Euklidesa. Sta֒d wywnioskujemy twierdzenie o jednoz-

naczności rozk ladu na czynniki nierozk ladalne (odpowiednik liczb

pierwszych). Ustalimy też zwia֒zek mie֒dzy znajdowaniem pier-

wiastków wielomianu i rozk ladaniem go na czynniki stopnia niż-
szego.

Niestety w przypadku wielomianów stopnia wyższego znaj-
dowanie pierwiastków jest na ogó l trudne. Dlatego podamy przepis
na znajdowanie wymiernych pierwiastków wielomianów o ca lkowi-
tych wspó lczynnikach.

Udowodnimy najpierw, że ,,dla dostatecznie dużych” |x| licz-

by akxk i a0 + a1x + · · · + akxk maja֒ ten sam znak.

Lemat 12.1
Jeśli k jest liczba֒ naturalna֒, a0, a1, . . . , ak ∈ R i ak 6= 0 , to

istnieje taka liczba rzeczywista M > 0 , że jeśli |x| > M , to

|a0 + a1x + a2x
2 + · · · + ak−1x

k−1| < |akxk| .
Dowód. Niech M = 2 +

|a0|+|a1|+···+|ak−1|
|ak| . Zachodza֒ oczywís-

cie nierówności M > 2> 1 i M >
|a0|+|a1|+···+|ak−1|

|ak| . Za lóżmy, że

|x| > M . Wtedy 1 < |x|k−1, |x| < |x|k−1, . . . , |x|k−2 < |x|k−1

oraz |x| >
|a0|+|a1|+···+|ak−1|

|ak| , zatem

|a0 + a1x + · · · + ak−1x
k−1| 6 |a0| + |a1x| + · · · + |ak−1x

k−1| 6

6
(
|a0| + |a1| + · · · + |ak−1||x|k−1 < |akxk| .

Czytelnik zechce zastanowić sie֒, w jaki sposób w dowodzie

skorzystalísmy z nierówności k > 1 .
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Twierdzenie 12.2
Jeśli dla pewnych liczb rzeczywistych a0 , a1 , . . . , ak równość

a0+a1x+· · ·+akxk = 0 zachodzi dla każdej liczby rzeczywistej x ,
to 0 = a0 = a1 = . . . = ak .

Dowód. Jeśli k > 1 i ak 6= 0 , to z lematu 12.1 wynika, że dla
pewnej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność

|a0 + a1x + · · · + ak−1x
k−1| < |akxk| .

wynika sta֒d, że

|a0 +a1x+ · · ·+akxk| > |akxk|− |a0 +a1x+ · · ·+ak−1x
k−1| > 0 ,

wbrew za lożeniu. Oznacza to, że musza֒ być spe lnione równości

0 = ak = ak−1 = . . . = a1 , wie֒c również a0 = 0 .

Twierdzenie 12.3 (o jednoznaczności wspó lczynników)

Niech a0, a1, . . . , ak, b0, b1, . . . , bn be֒da֒ takimi liczbami rzeczywis-

tymi, że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość:

a0+a1x+· · ·+ak−1x
k−1+akxk = b0+b1x+· · ·+bn−1x

n−1+bnxn

Wtedy k = n i a0 = b0 , a1 = b1 , . . . , ak−1 = bk−1 , ak = bk .

Dowód. Przenosimy wszystkie sk ladniki na jedna֒ strone֒ i ko-

rzystamy z poprzedniego twierdzenia.

Uwaga 12.4
Prawdziwe jest twierdzenie mocniejsze — wystarczy za lożyć, że
wartości wielomianów pokrywaja֒ sie֒ w skończonej liczbie punk-

tów, wie֒kszej zarówno od k + 1 i od n + 1 , zob. zad 12.1.

Uwaga 12.5
Dzie֒ki twierdzeniu o jednoznaczności wspó lczynników wiemy, że

stopień wielomianu jest zdefiniowany poprawnie.

Czytelnik bez trudu stwierdzi, że naste֒puja֒ce wzory:

st(f + g) 6 max(st(f), st(g)) , st(f · g) 6 st(f) + st(g)

sa֒ prawdziwe dla dowolnych wielomianów f i g .

Warto zwrócić uwage֒ na to, że dzie֒ki umowie o stopniu wielo-

mianu zerowego nie trzeba nic zak ladać o f , o g , o f + g lub
o fg . W szczególności z drugiego z tych wzorów wynika, że
jeśli iloczyn dwóch wielomianów jest wielomianem zerowym, czyli
stopień iloczynu jest równy −∞ , to stopień co najmniej jednego
z wielomianów f, g też musi równy −∞ , co oznacza, że co naj-
mniej jeden z nich jest wielomianem zerowym.
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Twierdzenie 12.6 (o dzieleniu z reszta֒)

Niech f i g be֒da֒ dowolnymi wielomianami, przy czym st(g) > 0,

to istnieje wtedy dok ladnie jedna para takich wielomianów q , r ,

że f = qg + r i jednocześnie st(r) < st(g) .

Wielomian q nazywamy ilorazem z dzielenia wielomianu f

przez wielomian g , a wielomian r — reszta֒.

Dowód. Jeśli st(f) < st(g) , to przyjmujemy q = 0 i r = f .

Dalej zak ladamy, że k = st(f) > st(g) = n . Twierdzenie udowod-

nimy przez indukcje֒. Za lóżmy, że teza jest prawdziwa dla wszyst-

kich wielomianów f stopnia mniejszego niż k . W dalszym cia֒gu

f(x) = a0 + a1x + · · · + akxk , g(x) = b0 + b1x + · · · + bnxn , przy

czym ak 6= 0 6= bn .

Stopień wielomianu f(x) − ak

bn
xk−ng(x) jest mniejszy niż k ,

zatem na mocy za lożenia indukcyjnego istnieja֒ takie wielomiany

q1 i r , że f(x) − ak

bn
xk−ng(x) = q1(x)g(x) + r(x) , przy czym

st(r) < st(g) . Niech q(x) = q1(x) + ak

bn
xk−n . Wtedy f = qg + r

i st(r) < st(g) . Wykazalísmy istnienie wielomianów q i r .

Za lóżmy, że f = qg + r = q1g + r1 i st(r) < st(g) oraz

st(r1) < st(g) . Wtedy zachodzi równość (q − q1)r = r1 − r , za-

tem st(q − q1) + st(g) = st(r1 − r) < st(g) . Wynika sta֒d, że

st(q− q1) < 0 , a to oznacza, że st(q− q1) = −∞ , wie֒c q− q1 jest

wielomianem zerowym. Sta֒d wynika, że również r1−r jest wielo-

mianem zerowym, czyli r1 = r . Udowodnilísmy jednoznaczność
wielomianów q i r .

Uwaga 12.7
Czytelnik zauważy, że podany dowód różni sie֒ od dowodu analo-

gicznego twierdzenia dla liczb ca lkowitych tym jedynie, że porów-
nywanie liczb zasta֒pilísmy porównywaniem stopni wielomianów.

Uwaga 12.8

Jeśli st(g) = 0 , tzn. gdy wielomian jest niezerowa֒ funkcja֒ sta la֒,

to dla każdego wielomianu f istnieje taki wielomian q , że f = qg.

Można to zdanie wywniskować z twierdzenia o dzieleniu z reszta֒:

istnieja֒ takie wielomiany q, r, że f = qg + r i st(r)< st(g) = 0 ,

wie֒c st(r)=−∞ , zatem wielomian r jest zerowy.
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Pokażemy teraz jak można znajdować wielomiany q i r .

Przyk lad 12.1 Niech f(x) = 3x4 − 8x3 + 7x2 + 2 oraz g(x) =

=x2 + x + 1 . Mamy f(x) − 3x2g(x) = −11x3 + 4x2 + 2 . Teraz

−11x3 + 4x2 + 2− (−11x)(x2 + x + 1) = 15x2 + 11x + 2 i wreszcie

15x2 + 11x + 2 − 15(x2 + x + 1) = −4x − 13 . Wynika sta֒d, że

3x4 − 8x3 + 7x2 + 2 = (3x2 − 11x + 15)(x2 + x + 1) − 4x − 13 .

Widać, że powtórzylísmy dowód twierdzenia o dzieleniu z reszta֒

w tej sytuacji. Zwykle zapisujemy to tak jak dzielenie liczb:

3x2 − 11x + 15

(3x4 − 8x3 + 7x2 + 0x + 2) : (x2 + x + 1)

3x4 + 3x3 + 3x2

− 11x3 + 4x2 + 0x

− 11x3 − 11x2 − 11x

15x2 + 11x + 2
15x2 + 15x + 15

− 4x − 13
Przekonamy sie֒ niebawem, że szczególnie ważnym przypad-

kiem jest dzielenie wielomianów przez wielomiany postaci x − c .

Horner zaproponowa l takie poste֒powanie (algorytm Hornera).

Niech f(x) = akxk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x + a0 . Za lóżmy, że

f(x) = (x− c)q(x)+r , gdzie r jest liczba֒, jako wielomian stopnia

mniejszego niż 1 . Za lóżmy, że

q(x) = bk−1x
k−1 + bk−2x

k−2 + · · · + b1x + b0 .

Mamy wtedy (x − c)q(x) + r =

= bk−1x
k + (bk−2 − cbk−1)xk−1 + · · · + (b0 − cb1)x + r − cb0 .

Ponieważ równe wielomiany maja֒ równe wspó lczynniki, wie֒c

ak = bk−1 , ak−1 = bk−2−cbk−1 , . . . , a1 = b0−cb1 , a0 = r−cb0 .

Szukamy liczb bk−1 , bk−2 , . . . , b0 , r . Otrzymujemy wzory:

bk−1 = ak , bk−2 = cbk−1 + ak−1 , bk−3 = cbk−2 + ak−2 , . . . ,

b0 = cb1 + a1 , r = cb0 + a0 .

Przyk lad 12.2 Podzielimy wielomian −7x3 + 2x2 − 13x + 6
przez wielomian x + 2 . Wypisujemy wspó lczynniki wielomianu,
który dzielimy:
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−7 2 −13 6

−7 (−2)(−7)+2=
=16

(−2)16+(−13)=
=−45

(−2)(−45)+6=
=96

W drugim wierszu wypisalísmy wspó lczynniki ilorazu oraz
reszte֒ pokazuja֒c dzia lania prowadza֒ce do ich obliczenia. W wyni-

ku otrzymalísmy równość:

−7x3 + 2x2 − 13x + 6 = (x + 2)(−7x2 + 16x − 45) + 96 .

Definicja 12.9 (wielomianu unormowanego)

Wielomian, którego wspó lczynnik kieruja֒cy jest równy 1 nazy-

wamy unormowanym.

Czytelnik stwierdzi bez trudu, że jeśli wielomian unormowa-

ny w dzieli wielomian unormowany v i st(w) = st(v) , to w = v .

Jesteśmy gotowi do zdefiniowania najwie֒kszego wspólnego dziel-

nika dwóch wielomianów.

Definicja 12.10 (najwie֒kszego wspólnego dzielnika)

Najwie֒kszym wspólnym dzielnikiem wielomianów f i g nazy-

wamy unormowany wielomian d , który dzieli jednocześnie wie-
lomiany f i g i którego stopień jest najwie֒kszy spośród stopni

wszystkich wspólnych dzielników tych wielomianów.
Jeśli stopień najwie֒kszego wspólnego dzielnika wielomianów f , g

jest równy 0 , to mówimy, że sa֒ one wzgle֒dnie pierwsze.

Podobnie jak w przypadku liczb ca lkowitych, można znaj-
dować najwie֒kszy wspólny dzielnik wielomianów f , g za pomoca֒

algorytmu Euklidesa. Mamy bowiem:

f = q0g + r0 i st(r0) < st(g)

g = q1r0 + r1 i st(r1) < st(r0)

r0 = q2r1 + r2 i st(r2) < st(r1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = qnrn−1 + rn i st(rn) < st(rn−1)
rn−1 = qn+1rn

Proces dzielenia z reszta֒ musi sie֒ zakończyć, bo stopień nieze-

rowego wielomianu jest nieujemna֒ liczba֒ ca lkowita֒. Wielomian rn

jest ta֒ niezerowa֒ reszta֒, która ma najmniejszy stopień. Naste֒pna

reszta musi wie֒c być wielomianem zerowym.

Bardzo proste rozumowanie indukcyjne przekonuje nas o tym,
że rn jest wspólnym dzielnikiem f i g oraz że każdy wspólny

98



Wielomiany stopnia wyższego niż dwa

dzielnik tych wielomianów jest dzielnikiem rn . Wynika sta֒d, że

wielomian rn ma najwie֒kszy stopień wśród wszystkich wspólnych

dzielników f i g . Dziela֒c rn przez jego wspó lczynnik kieruja֒-

cy otrzymujemy wielomian unormowany d . Jest on najwie֒kszym

wspólnym dzielnikiem wielomianów f i g , bo jest wspólnym dziel-
nikiem maksymalnego stopnia i jest unormowany.

Uwaga 12.11
Najwie֒kszy wspólny dzielnik wielomianów f i g jest wyznaczony

jednoznacznie. Za lóżmy bowiem, że wielomian d1 jest najwie֒k-

szym wspólnym dzielnikiem f i g . Wynika sta֒d, że d1 jest

dzielnikiem rn , wie֒c również dzielnikiem d . Ponieważ d i d1

sa֒ unormowanymi wielomianami tego samego stopnia i d1 jest

dzielnikiem d , to d = d1 .

Wracaja֒c do przedostatniego przyk ladu otrzymujemy:

3x4 − 8x3 + 7x2 + 2 = (3x2 − 11x + 15) · (x2 + x + 1) − 4x − 13

x2 + x + 1 =
(
− 1

4
x + 9

16

)
·
(
− 4x − 13

)
+ 133

16

−4x − 13 =
(
− 64

133x − 208
133

)
· 133

16 .

Wobec tego w tym przypadku n = 1 , r1 = 133
16 , d = 1 .

Podobnie jak w przypadku liczb ca lkowitych wykażemy, że
najwie֒kszy wspólny dzielnik dwóch wielomianów f i g można

zapisać w postaci sf + tg , gdzie s, t sa֒ pewnymi wielomianami

o wspó lczynnikach rzeczywistych. Z poprzednich rozważań wyni-
ka, że można w tej postaci zapisać rn , tzn. istnieja֒ takie wielomia-

ny s1 i t1 , że rn = s1f + t1g . Dziela֒c wielomiany s1 i t1 przez

wspó lczynnik kieruja֒cy a wielomianu rn otrzymujemy równość

d = 1
a
rn = sf + tg , gdzie s = 1

a
s1 i t = 1

a
t1 .

Otrzymane rezultaty można zebrać w jedno

Twierdzenie 12.12 (o najwie֒kszym wspólnym dzielniku)

Najwie֒kszym wspólny dzielnik wielomianów f i g jest podzielny

przez każdy ich wspólny dzielnik. Jest to jedyny wielomian unor-
mowany o tej w lasności.

Istnieja֒ takie wielomiany s i t , że nwd(f, g) = sf + tg .

Odpowiednikiem liczb pierwszych sa֒ wielomiany nierozk ladal-

ne, a liczb z lożonych — wielomiany rozk ladalne.
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Definicja 12.13 (wielomianu nierozk ladalnego)

Wielomianem nierozk ladalnym nazywamy taki wielomian, który

ma dok ladnie dwa (różne) dzielniki unormowane. Wielomian, któ-

ry ma co najmniej trzy (różne) dzielniki unormowane nazywamy

rozk ladalnym.

Wszystkie wielomiany pierwszego stopnia sa֒ nierozk ladalne.

Wielomiany stopnia drugiego sa֒ nierozk ladalne wtedy i tylko wte-

dy, gdy ich wyróżnik jest ujemny. Można udowodnić (w rozdziale

poświe֒conym liczbom zespolonym), że innych wielomianów nie-

rozk ladalnych (w zbiorze wielomianów o wspó lczynnikach rzeczy-

wistych) nie ma. Z tego twierdzenia nie be֒dziemy korzystać, do-

póki go nie udowodnimy.

Lemat 12.14
Wielomian jest rozk ladalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest iloczy-
nem wielomianów stopnia niższego.

Dowód. Jeśli wielomian f jest rozk ladalny, to ma co najmniej
trzy różne dzielniki unormowane. Jedynym unormowanym dziel-

nikiem stopnia 0 jest jest 1 , jedynym dzielnikiem stopnia st(f)

jest iloraz wielomianu f przez jego wspó lczynnik kieruja֒cy. Ist-

nieje wie֒c taki unormowany wielomian g , który jest dzielnikiem

wielomianu f , że 0 < st(g) < st(f) . Wobec tego f = gh

dla pewnego wielomianu h . Ponieważ st(f) = st(g) + st(h) ,

wie֒c st(h) < st(f) , zatem f jest iloczynem wielomianów stopnia

niższego. Jeśli f jest iloczynem wielomianów stopnia niższego,

to ma co najmniej jeden taki dzielnik g , że 0 < st(g) < st(f) .

Iloraz wielomianu g przez jego wspó lczynnik kieruja֒cy jest unor-

mowanym dzielnikiem wielomianu f i jest to trzeci unormowany
dzielnik.

Twierdzenie 12.15 (o istnieniu rozk ladu)

Każdy wielomian stopnia wie֒kszego od 0 może być przedstawiony

w postaci iloczynu wielomianów nierozk ladalnych.

Dowód. Dla wielomianów stopnia pierwszego twierdzenie jest
prawdziwe, bo one nie sa֒ rozk ladalne. Za lóżmy, że twierdzenie

jest prawdziwe dla wielomianów stopnia stopnia 6 n . Niech f

be֒dzie wielomianem stopnia n + 1 . Jeśli f jest nierozk ladalny,

to jest iloczynem wielomianów nierozk ladalnych (z lożonym z jed-
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nego czynnika). Jeśli wielomian f jest rozk ladalny, to istnieja֒

wielomiany takie g i h dodatniego stopnia, że f = gh . Z rów-

ności st(f) = st(g) + st(h) wynika, że st(g) 6 n i st(h) 6 n ,

wie֒c na mocy za lożenia indukcyjnego każdy z wielomianów g, h

jest iloczynem wielomianów nierozk ladalnych, a sta֒d wynika, że

również f jest iloczynem wielomianów nierozk ladalnych.

Twierdzenie 12.16
Jeśli wielomian nierozk ladalny p dzieli iloczyn fg , to p jest dziel-
nikiem jednego lub obu wielomianów f, g .

Dowód. Za lóżmy, że p nie dzieli f . Wtedy nwd(f, p) = 1 .

Wobec tego istnieja֒ takie wielomiany s i t , że 1 = sf + tp , zatem

g = sfg + tpg . Prawa strona tej równości jest podzielna przez p

jako suma sk ladników podzielnych przez p , wie֒c strona lewa, czyli

wielomian g , też jest podzielna przez p .

Uwaga 12.17
W dowodzie korzystalísmy jedynie z tego, że wielomiany p i f sa֒

wzgle֒dnie pierwsze.

Twierdzenie 12.18 (o jednoznaczności rozk ladu)

Każdy wielomian jest iloczynem skończenie wielu unormowanych
wielomianów nierozk ladalnych i liczby rzeczywistej różnej od 0 .
Przedstawienie w postaci takiego iloczynu jest jednoznaczne z dok-
 ladnościa֒ do kolejności czynników.

Dowód. Istnienie rozk ladu jest treścia֒ poprzedniego twierdze-

nia. Udowodnimy jednoznaczność. Za lóżmy, że
a · f1 · f2 · . . . · fk = b · g1 · g2 · . . . · gm ,

gdzie f1 , f2 , . . . , fk i g1 , g2 , . . . , gm sa֒ nierozk ladalnymi

wielomianami unormowanymi oraz a, b ∈ R \ {0} . Ponieważ

iloczyn wielomianów unormowanych jest wielomianem unormo-
wanym, wie֒c wspó lczynnikami kieruja֒cymi lewej i prawej strony

równości sa֒ liczby a i b , a ponieważ wielomian wyznacza swe

wspó lczynniki jednoznacznie, wie֒c a = b . Sta֒d wynika, że

f1 · f2 · . . . · fk = g1 · g2 · . . . · gm .
Ponieważ iloczyn g1 · g2 · . . . · gm, dzieli sie֒ przez nierozk ladalny

wielomian f1 , wie֒c jeden z jego czynników dzieli sie֒ przez f1 . Bez

straty ogólności rozważań przyjmujemy, że f1 dzieli wielomian g1 .
Ponieważ oba te wielomiany sa֒ nierozk ladalne i unormowane, wie֒c
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f1 = g1 , zatem f2 · . . . · fk = g2 · . . . · gm . Prosta indukcja kończy
dowód.

Cze֒sto znajomość czynników wielomianu u latwia poznawanie

jego w lasności. Np. znajdowanie pierwiastków sprowadza sie֒ do

znajdowania pierwiastków czynników, czyli wielomianów niższego
stopnia. Niestety nie ma ogólnych metod rozk ladania wielomianów
na czynniki niższego stopnia. Okazuje sie֒ też, że rozk ladanie na

czynniki i znajdowanie pierwiastków wielomianu to w zasadzie ten
sam problem. Wzory na pierwiastki wielomianów stopnia trzeciego
i czwartego sa֒ skomplikowane i dlatego ma lo przydatne, zaś dla

równań wyższego stopnia w ogóle nie istnieja֒, co udowodniono na

prze lomie XVIII w XIX w.

Twierdzenie 12.19 (Bézout)

Reszta֒ z dzielenia wielomianu f przez wielomian x− c jest f(c) .

Dowód. Reszta z dzielenia wielomianu f przez wielomian x − c

jest wielomianem stopnia mniejszego od 1 , czyli sta la֒. Możemy

napisać f(x) = q(x)(x − c) + r , gdzie q oznacza iloraz z dzielenia

wielomianu f przez wielomian x − c , a r — reszte֒. Dla x = c

mamy f(c) = q(c)(c− c)+ r = r , co kończy dowód twierdzenia.

Wniosek 12.20
Liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest podzielny przez dwumian x − c .

Uwaga 12.21
Zazwyczaj  latwiej i szybciej można sprawdzić podzielność wielo-
mianu przez x − c stosuja֒c np. algorytm Hornera niż obliczać

f(c) korzystaja֒c z definicji funkcji f .

Definicja 12.22 (krotności pierwiastka)

Liczba c jest k –krotnym pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy (x − c)k jest dzielnikiem wielomianu f .

Twierdzenie 12.23 (o sumie krotności pierwiastków)

Suma krotności wszystkich pierwiastków wielomianu nie jest wie֒k-

sza od jego stopnia.
Dowód. Niech c1, c2, . . . , cn be֒da֒ różnymi liczbami rzeczywisty-

mi, a m1 , m2 , . . . , mk — liczbami naturalnymi. Wielomiany

(x − c1)m1 , (x − c2)m2 , . . . , (x − cn)mn sa֒ parami wzgle֒dnie
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pierwsze. Jeśli wielomian f jest podzielny przez każdy z nich, to
jest on podzielny przez ich iloczyn. Sta֒d natychmiast wynika, że

m1 + m2 + · · · + mn 6 st(f) .

Jeśli wielomian f jest iloczynem wielomianów stopnia pierw-

szego, to można  latwo rozwia֒zać nierówność f(x) > 0 . Wte-

dy istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a, c1, c2, . . . , ck i naturalne

m1,m2, . . . ,mk , że f(x) = a(x − c1)m1(x − c2)m2 . . . (x − ck)mk .

Ponieważ kwadraty liczb rzeczywistych sa֒ nieujemne, wie֒c można

za lożyć, że m1 =m2 = . . .=mk =1 12.1 i c1 < c2 < . . . < ck . Wte-

dy f(x) = a(x − c1)(x − c2) . . . (x − ck). Dla każdej liczby x ∈ R

zachodza֒ nierówności x − c1 > x − c2 > . . . > x − ck. . Wynika

sta֒d, że jeśli x > ck , to liczby f(x) i a maja֒ taki sam znak.

Na przedziale (ck−1, ck) ich znaki sa֒ przeciwne (lub f(x) = 0 ),

itd.
Teraz zajmiemy sie֒ wymiernymi pierwiastkami wielomianów

o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Twierdzenie 12.24 (o pierwiastkach wymiernych)

Jeśli f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn jest wielomianem o wspó lczyn-

nikach ca lkowitych, liczby p ∈ Z i q ∈ N sa֒ wzgle֒dnie pierwsze

a liczba p
q

jest pierwiastkiem wielomianu f , to liczba p jest dziel-

nikiem a0 a liczba q — dzielnikiem an .
Dowód. Po pomnożeniu równości

0 = f
(

p
q

)
= a0 + a1

p
q

+ · · · an

(
p
q

)n

przez liczbe֒ qn otrzymujemy

0 = a0q
n + a1pqn−1 + a2p

2qn−1 + · · · + an−1p
n−1q + an−1p

n .

Ponieważ wszystkie sk ladniki z wyja֒tkiem pierwszego sa֒ podzielne

przez p , wie֒c również liczba a0q
n jest podzielna przez p . Liczby

p i qn sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, wie֒c liczba p jest dzielnikiem liczby

a0 . W taki sam sposób dowodzimy, że liczba q jest dzielnikiem
liczby an . Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 12.25
Wymierne pierwiastki wielomianu unormowanego o wspó lczyn-
nikach ca lkowitych sa֒ liczbami ca lkowitymi.

12.1
Np. nierównowności (x−

√
2 )7>0 i x−

√
2>0 sa֒ równoważne.
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Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych nie daje żadnych in-
formacji o niewymiernych pierwiastkach wielomianu.

Uwaga 12.26 (o uogólnieniach teorii)

Z wyja֒tkiem twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wszystkie

twierdzenia dotyczy ly wielomianów, których wspó lczynniki by ly
rzeczywiste. Czytelnik jednak zauważy, że w dowodach korzys-
talísmy jedynie z twierdzeń, które już udowodnilísmy. Nigdzie nie
korzystalísmy np. z tego, że istnieja֒ rzeczywiste pierwiastki dowol-

nego stopnia z liczb nieujemnych. Oznacza to, że te twierdzenia sa֒

prawdziwe np. w zbiorze wielomianów o wspó lczynnikach wymier-

nych, albo o wspó lczynnikach z Q(
√

2 ) = {x + y
√

2: x, y ∈ Q}
— chodzi o to, by można by lo wspó lczynniki dodawać, odejmować,
mnożyć i dzielić. Jeśli be֒dziemy rozważać np. tylko wielomiany

o wspó lczynnikach wymiernych, to okaże sie֒, że wielomian x4 + 1

jest nierozk ladalny. Jednak w zbiorze wielomianów o wspó lczyn-
nikach rzeczywistych jest on rozk ladalny:

x4 + 1 =
(
x2 + 1

)2 − 2x2 = (x2 − x
√

2 + 1)(x2 + x
√

2 + 1) .

Jest on też rozk ladalny w zbiorze wielomianów o wspó lczynnikach

z Q(
√

2 ) , ale w zbiorze wielomianów o wspó lczynnikach z Q(
√

3 )

jest nierozk ladalny. Widać korzyść p lyna֒ca֒ z wnioskowania z pew-

ników — można teorie֒ stosować wsze֒dzie tam, gdzie sa֒ one spe l-

nione bez konieczności dowodzenia twierdzeń w nowej sytuacji.

Na zakończenie podamy jeszcze jedno twierdzenie, które poz-
wala cze֒sto badać wielomiany o wspó lczynnikach ca lkowitych za

pomoca֒ twierdzeń, które sa֒ prawdziwe w przypadku wielomianów

o wspó lczynnikach wymiernych.

Twierdzenie 12.27 (lemat Gaussa)

Jeśli wielomian w(x) = a0 + a1x + · · · + anxn ma wspó lczynniki

ca lkowite i jest iloczynem wielomianów u(x)=b0+b1x+· · ·+bkxk

oraz v(x) = c0 +c1x+ · · ·+cmxm o wspó lczynnikach wymiernych,

to istnieja֒ takie liczby wymierne β i γ , że β · γ = 1 i wielomiany

β · u oraz γ · v maja֒ ca lkowite wspó lczynniki.

Dowód. Niech liczba q be֒dzie najmniejszym wspólnym mia-

nownikiem u lamków b0, b1, . . . , bk , tzn. istnieja֒ takie liczby ca l-

kowite β0 , β1 , . . . , βk , że bj =
βj

q
dla j = 0, 1, . . ., k , przy
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czym nwd(q, β0, β1, . . . , βk) = 1 , analogicznie niech cj =
γj

r
dla

j = 0, 1, . . . ,m , przy czym nwd(r, γ0, γ1, . . . , γk) = 1 .

Aby nie komplikować oznaczeń definiujemy dodatkowe wspó l-
czynniki w trzech wielomianach: 0 = βk+1 = βk+2 = . . . ,
0 = γm+1 = γm+2 = . . . , 0 = an+1 = an+2 = . . . .

Jeśli liczba pierwsza p jest wspólnym dzielnikiem liczby q

i wszystkich liczb γ0, γ1, . . . , to możemy zasta֒pić wielomiany u, v

wielomianami pu i v
p

. Analogicznie poste֒pujemy ze wspólnymi

dzielnikami liczb r i β0, β1, . . .

W dalszym cia֒gu zak ladamy, że nwd(q, γ0, γ1, . . .) = 1 oraz

nwd(r, β0, β1, . . .) = 1 . Z równości w = u · v wynika, że:

β0γ0 = a0qr ,
β1γ0 + β0γ1 = a1qr ,
β2γ0 + β1γ1 + β0γ2 = a2qr ,
β3γ0 + β2γ1 + β1γ2 + β0γ3 = a3qr ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Jeśli p jest liczba֒ pierwsza֒ i p|q , to p|β0 lub p|γ0 — wynika

to z pierwszej równości. Za lóżmy, że p | β0 . Niech i be֒dzie

najmniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której p ∤ βi . Ponieważ p | β0 ,

p | β1 , p | β2 , . . . , p | βi−1 oraz p | q , wie֒c z równości

βiγ0 + βi−1γ1 + βi−2γ2 + · · · + β1γi−1 + β0γi = aiqr

wynika, że p | γ0 . Sta֒d i z równości

βi+1γ0 + βiγ1 + βi−1γ2 + βi−2γ3 + · · · + β1γi + β0γi+1 = ai+1qr

wynika, że p | γ1 . Kontynuuja֒c to rozumowanie (indukcja) prze-

konujemy sie֒, że p | γj dla każdej nieujemnej liczby ca lkowitej j ,

wbrew za lożeniu, które uczynilísmy.

Wykazalísmy, że liczba pierwsza nie może jednocześnie dzielić

liczb q i β0. Takie samo rozumowanie wyklucza możliwość p | q

i p | γ0 . Oznacza to, że liczba q nie ma dzielników pierwszych,

zatem q = 1 . W taki sam sposób dowodzimy, że r = 1 . W ten

sposób wykazalísmy, że po wste֒pnych przeróbkach (wielu) pole-

gaja֒cych na dzieleniu jednego czynnika przez liczbe֒ pierwsza֒ i jed-

noczesnym mnożeniu drugiego przez te֒ sama֒ liczbe֒ pierwsza֒ otrzy-

mujemy wielomiany o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Na zakończenie tego rozdzia lu kilka s lów o tzw. funkcjach
wymiernych.
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Definicja 12.28 (funkcji wymiernej)

Funkcja֒ wymierna֒ nazywamy iloraz dwóch wielomianów. Przyj-

mujemy, że jej dziedzina֒ jest zbiór tych liczb rzeczywistych, dla

których mianownik (w postaci nieskracalnej) jest różny od 0 .

Natychmiast z definicji i z w lasności wielomianów wynika, że

1◦ Suma funkcji wymiernych jest funkcja֒ wymierna֒.

2◦ Iloczyn funkcji wymiernych jest funkcja֒ wymierna֒.

3◦ Wielomiany sa֒ funkcjami wymiernymi.

4◦ Niezerowa funkcja wymierna ma skończenie wiele pierwiast-

ków — sa֒ to pierwiastki jej licznika (zak ladamy, że funkcja

jest zapisana w nieskracalnej postaci).

Zadania
1. Dowieść, że jeśli x0 < x1 < . . . < xn i w0, w1, . . . , wn ∈ R ,

to istnieje dok ladnie jeden taki wielomian f stopnia 6 n , że

f(xj) = wj dla każdego j ∈ {0, 1, . . . , n} .

2. Dowieść, że funkcja x
1+x2 nie jest wielomianem.

3! Dowieść, że funkcje ⌊x⌋ i 3
√

x nie sa֒ wielomianami ani nawet

funkcjami wymiernymi.

4. Niech f oznacza wielomian o wspó lczynnikach ca lkowitych,
a, b, c — takimi liczbami ca lkowitymi, że a 6= b 6= c 6= a

i b = f(a) , c = f(b) . Dowieść, że a 6= f(c) .

5. Niech P (x) be֒dzie wielomianem stopnia n > 1 o wspó l-

czynnikach ca lkowitych. Dowieść, że jeżeli x, y ∈ Z oraz

P (x) 6= P (y) , to |P (x) − P (y)| > |x − y| .

Definicja 12.29 (punktu okresowego)

Jeśli f : A −→ A jest funkcja֒ i f(f . . . f(f
︸ ︷︷ ︸

k liter f

(x)) . . .)) = x , to mó-

wimy, że x jest punktem okresowym funkcji f , k jest okresem,
najmniejszy okres danego punktu nazywamy podstawowym.

6. Niech P (x) be֒dzie wielomianem stopnia n > 1 o wspó lczyn-

nikach ca lkowitych Wykazać, że wielomian P ma co najwyżej
n ca lkowitych punktów okresowych.

7. Wykazać, że wielomian 4x(1−x) ma dok ladnie 2n punktów

okresowych o okresie n .

8. Udowodnić, że wielomian x3k +x3m+1 +x3n+2 jest podzielny
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przez wielomian x2 + x + 1 dla dowolnych k,m, n ∈ N .
9! Wielomian a0 +a1x+ · · ·+anxn ma n różnych pierwiastków.

Wyrazić ich sume֒ i iloczyn za pomoca֒ liczb a0, a1, . . . , an .

10. Dowieść, że jeśli wielomian o wspó lczynnikach ca lkowitych
przyjmuje wartości nieparzyste dla dwóch kolejnych liczb ca l-
kowitych, to nie ma ca lkowitych pierwiastków.

11. Podać przyk lad wielomianu o wspó lczynnikach nieca lkowi-
tych, którego wartości we wszystkich punktach ca lkowitych
sa֒ ca lkowite.

12. Dowieść, że wielomian (x + 1)(x + 2)(x + 3) + 17 nie jest

iloczynem dwóch wielomianów stopnia > 1 , o wspó lczynni-
kach wymiernych.

13. Dowieść, że jeśli nxn − xn−1 − . . . − x − 1 = 0 , to |x| 6 1 .

14. Znaleźć a ∈ Z , dla którego (x−a)(x−10)+1 jest iloczynem

wielomianów stopnia 1 , o wspó lczynnikach ca lkowitych.
15. Znaleźć sume֒ wspó lczynników wielomianu otrzymanego po

otwarciu nawiasów i uporza֒dkowaniu wyrazów naste֒puja֒cego

wyrażenia (1 − 3x + x2)745(3 + 2x − 4x2)746 .

16. Dla jakich a, b ∈ R wielomian x4 + ax3 + bx2 − 8x + 1 jest
kwadratem jakiegoś wielomianu.

17. Rozwia֒zać nierówność x5 − 3x4 + x3 + 5x2 − 6x + 2 6 0 .

18. Dowieść, że jeśli wielomian o wspó lczynnikach ca lkowitych

jest podzielny przez x−
√

2 , to jest też podzielny przez x2−2 .
19. Wielomian w daje z dzielenia przez x − a reszte֒ A , z dzie-

lenia przez x − b — reszte֒ B . Znaleźć reszte֒ z dzielenia w

przez (x − a)(x − b) przy za lożeniu, że a 6= b .

20. Dowieść, że wielomian nxn+2 − (n + 2)xn+1 + (n + 2)x − n

jest podzielny przez (x − 1)3 dla dowolnego n ∈ N .

21. Dowieść, że x5−3x4 +6x3−3x3 +9x−6 jest nierozk ladalny
jako wielomian o wspó lczynnikach wymiernych.

22. Rozwia֒zać nierówność
∣
∣x2+3x+1
x2+4x+1

∣
∣ > 1 .

23. Dowieść, że jeśli wielomian x4 + ax + b ma dwukrotny pier-

wiastek, to 27a4 = 256b3 .
24. Liczby a1, a2, . . . , an sa֒ parami różne i ca lkowite. Dowieść,

że wielomian (x + a1)2(x + a2)2 · . . . · (x + an)2 + 1 jest nie-

rozk ladalny jako wielomian o wspó lczynnikach wymiernych.
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25. Obliczyć
(
n
0

)2
+

(
n
1

)2
+

(
n
2

)2
+ · · · +

(
n

n−1

)2
+

(
n
n

)2
.

26. Dowieść, że 20x5 +10x4 +15x3−9x2 +3x−3 jest nierozk la-
dalny jako wielomian o wspó lczynnikach wymiernych.

27. Dowieść, że jeśli w jest takim wielomianem, że w(1) = 0

i v(x) = w(xn) dla x ∈ R , to wielomian v jest podzielny

przez 1 + x + · · · + xn−1 .
28. Czy każdy wielomian o wspó lczynnikach ca lkowitych jest

suma֒ kilku sześcianów wielomianów o wspó lczynnikach ca l-

kowitych?

29. Czy wielomian x44 + x33 + x22 + x11 + 1 dzieli sie֒: przez

wielomian x5 − 1 , a przez — x4 + x3 + x2 + x + 1 ?

30. Roz lożyć na czynniki x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x − y) .

31. Roz lożyć na czynniki x4(y2−z2)+y4(z2−x2)+z4(x2−y2) .

32. Roz lożyć na czynniki x(y − z)3 + y(z − x)3 + z(x − y)3 .

33. Dowieść, że istnieje taki wielomian w o wspó lczynnikach ca l-

kowitych, że , to 0 < |w(x)| < 1
2010 dla 0 < x < 1 .

34. Dla jakich x ∈ Z wartości funkcji 2x−3
5x+4 sa֒ ca lkowite?

35. Wykazać, że jeśli mianownik funkcji wymiernej jest iloczy-
nem dwóch wielomianów wzgle֒dnie pierwszych, to te֒ funkcje֒

można przedstawić jako sume֒ dwu funkcji wymiernych, któ-

rych mianowniki to wzgle֒dnie pierwsze czynniki mianownika.

36. Udowodnić, że funkcja postaci ax+b
cx+d

jest albo sta la, albo

różnowartościowa. Dowieść, że jest ścísle monotoniczna wte-
dy i tylko wtedy, gdy jest wielomianem stopnia pierwszego.

37. Zdefiniujemy nierówność w zbiorze funkcji wymiernych. Mó-
wimy, że wielomian jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wspó lczynnik kieruja֒cy jest dodatni. Funkcja wymierna

jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy można przedstawić ja֒

jako iloraz dodatnich wielomianów. Funkcja f jest wie֒ksza

od funkcji g wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f − g jest
dodatnia. Dowieść, że w zbiorze funkcji wymiernych z ta֒

nierównościa֒ sa֒ spe lnione wszystkie do tej pory sformu lowane

aksjomaty teorii liczb rzeczywistych. Czytelnik zechce zauwa-
żyć, że w tym przypadku nie dzia la zasada Archimedesa:
wielomian x jest wie֒kszy od każdej liczby naturalnej.
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NAJPROSTSZE UK LADY RÓWNAŃ

Najprostszy uk lad równań to uk lad dwóch równań pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi

{

a1x + b1y = c1,

a2x + b2y = c2,
(1)

gdzie a1,a2, b1, b2, c1, c2 sa֒ liczbami rzeczywistymi. Chodzi o zna-

lezienie takiej pary liczb rzeczywistych x, y , dla równości (1) sa֒

spe lnione jednocześnie. Tych par może być wiele.
Za lóżmy od razu, że co najmniej jedna z liczb a1, a2, b1, b2 ,

np. b1 jest różna od 0 .
Spróbujemy ten uk lad równań rozwia֒zać. Mnoża֒c pierwsze

równanie przez b2 , a drugie — przez b1 , a potem odejmuja֒c je

stronami, otrzymujemy (a1b2−a2b1)x = c1b2−c2b1 . Z pierwszego

równania możemy wyznaczyć y = −a1

b1
x + c1

b1
. Wykazalísmy, że

jeśli jakaś para liczb spe lnia uk lad (1), to spe lnia też uk lad

{

(a1b2 − a2b1)x = c1b2 − c2b1,
y = −a1

b1
x + c1

b1
.

(1′)

W taki sam sposób wykazujemy, że każda para, która spe lnia uk lad

(1′) , spe lnia też uk lad (1) . Te uk lady sa֒ równoważne.

Jeśli a1b2 − a2b1 6= 0 , to para x = c1b2−c2b1
a1b2−a2b1

, y = c2a1−c1a2

a1b2−a2b1

jest jedynym rozwia֒zaniem uk ladu (1) . W tym przypadku mó-

wimy, że uk lad jest oznaczony (ma skończenie wiele rozwia֒zań).

Jeśli a1b2 − a2b1 = 0 , to aby uk lad mia l (1′) rozwia֒zanie,

musi być spe lniony warunek c1b2 − c2b1 = 0 . Wtedy każda liczba

x ∈ R spe lnia pierwsze równanie uk ladu (1′) . Wobec tego dla

każdego x ∈ R para (x,−a1

b1
x+ c1

b1
) jest rozwia֒zaniem uk ladu (1′) .

W tym przypadku mówimy, że uk lad jest nieoznaczony (ma

nieskończenie wiele rozwia֒zań).

Jeśli uk lad nie ma rozwia֒zań, to mówimy, że jest sprzeczny.

Uwaga 13.1 Jeśli b1 6= 0 i a1b2 − a2b1 = 0 = c1b2 − c2b1 ,

to 0 = c1(a1b2 − a2b1) − a1(c1b2 − c2b1) = b1(a1c2 − a2c1) , wie֒c

również a1c2 − a2c1 = 0 .
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Najprostsze uk lady równań

Otrzymane rezultaty maja֒ interpretacje֒ geometryczna֒. Jeśli

b1 6= 0 , to równanie a1x + b1y = c1 opisuje prosta֒ L1 . Drugie

równanie przedstawia p laszczyzne֒ (gdy a2 = b2 = c2 = 0 ), prosta֒

L2 (gdy co najmniej jedna z liczb a2, b2 jest różna od 0 ) lub

zbiór pusty (gdy a2 = b2 = 0 6= c2 ). Gdy drugie równanie opisuje

p laszczyzne֒, to zbiór rozwia֒zań uk ladu jest prosta֒ opisana֒ przez

pierwsze równanie.
Za lóżmy, że drugie równanie opisuje prosta֒. Jeśli prosta L2

nie jest ona równoleg la do prostej L1 , to rozwia֒zaniem uk ladu jest

punkt wspólny L1 i L2 . Jeśli prosta L2 jest równoleg la do L1 i
L1 6= L2 , to uk lad nie ma rozwia֒zań. Jeśli L1 = L2 , to zbiorem

rozwia֒zań uk ladu jest L1 .

Wreszcie, gdy L2 = ∅ , to ca ly uk lad rozwia֒zań nie ma.

Zanim opowiemy coś o bardziej skomplikowanych uk ladach
równań, wprowadzimy przydatne definicje. Rozpatrujemy funkcje

fi: X −→ R , gdzie X ⊆ R
k , i = 1, 2, . . . , n a R

k jest zbiorem

z lożonym z k –tek z liczb rzeczywistych, tzn. elementami R
1 sa֒

liczby rzeczywiste, elementami R
2 — pary liczb rzeczywistych,

elementami R
3 — trójki liczb rzeczywistych itd. Zbiór R

k nazy-
wamy k –wymiarowa֒ przestrzenia֒ rzeczywista֒, a jego elementy

punktami.
Rozwia֒zaniem uk ladu n równań z k niewiadomymi

(2)











f1(x1, x2, . . . , xk) = 0
f2(x1, x2, . . . , xk) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x1, x2, . . . , xk) = 0

nazywamy zbiór takich punktów p = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k , że

f1(p) = 0 , f2(p) = 0 , . . . , fn(p) = 0 . Be֒dziemy też mówić, że

k –tka spe lnia uk lad równań. Podobnie można zdefiniować rozwia֒-

zanie uk ladu nierówności. Czasem rozwia֒zaniem uk ladu nazywane

sa֒ te punkty p przestrzeni R
k , dla których zachodza֒ równości

f1(p) = 0 , f2(p) = 0 , . . . , fn(p) = 0 . Sa֒, jak widać, dwie

terminologie troche֒ różnia֒ce sie֒, jednak odrobina uwagi przy ich

stosowaniu zabezpiecza nas przed nieporozumieniem.
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Najprostsze uk lady równań

Niech n 6 m be֒da֒ liczbami ca lkowitymi, an ,an+1 , . . . , am

— liczbami rzeczywistymi. Definiujemy nowy symbol
∑m

j=n aj := an + an+1 + · · · + am .

Podobnie
∏m

j=n := an · an+1 · . . . · am .

Przyk lad 13.1 Niech a0, a1, . . . , an ∈ R . Wtedy
n

∑

i=0

(

n
∑

j=0

aiaj

)

=

n
∑

i=0

ai

(

n
∑

j=0

aj

)

=
(

n
∑

i=0

ai

)(

n
∑

j=0

aj

)

=
(

n
∑

i=0

ai

)2

.

Pokazalísmy za pomoca֒ nowego symbolu, że suma wszystkich ilo-

czynów postaci aiaj to kwadrat sumy liczb a0, a1, . . . , an .

Przyk lad 13.2 Funkcja

n
∑

j=0

ajx
j to wielomian, jeśli an 6= 0 ,

to wielomian n –tego stopnia o wspó lczynnikach a0, a1, . . . , an .

Uwaga 13.2
Jeśli ai,j sa֒ liczbami rzeczywistymi dla 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 n , to

zamiast pisać

n
∑

i=0

(

n
∑

j=0

ai,j

)

piszemy cze֒sto

n
∑

i,j=0

ai,j .

Definicja 13.3 (wielomianu wielu zmiennych)

Funkcje֒ f : Rk −→ R nazywamy wielomianem zmiennych x1 , x2 ,

x3 , . . . , xk , jeśli istnieja֒ takie liczby rzeczywiste aj1,j2,...,jk
, gdzie

0 6 j1 6 n , 0 6 j2 6 n ,. . . , 0 6 jk 6 n , że dla każdego punktu

x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

(3) f(x) =
n

∑

j1,j2,...,jk=0

aj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k .

Stopniem wielomianu f zmiennych x1 , x2 , . . . , xk nazywamy

liczbe֒ max{j1 + j2 + · · · + jk : aj1,j2,...,jk
6= 0} .

Twierdzenie 13.4 (o jednoznaczności wspó lczynników)

Jeśli dla każdego x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

f(x) =
∑n

j1,j2,...,jk=0 aj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k =

=
∑n

j1,j2,...,jk=0 bj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k = g(x) ,
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Najprostsze uk lady równań

to dla każdego (j1, j2, . . . , lk) zachodzi równość

aj1,j2,...,jk
= bj1,j2,...,jk

.13.1

Dowód. Stosujemy indukcje֒ wzgle֒dem k . Dla k = 1 twierdze-

nie jest prawdziwe, co udowodnilísmy w poprzednim rozdziale.
Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomia-
nów k − 1 zmiennych. Lewa֒ strone֒ można zapisać w postaci

n
∑

j=0

fj(x1, x2, . . . , xk−1)xj

k , gdzie

fj(x1, x2, . . . , xk−1)=
n

∑

j1,j2,...,jk−1=0

aj1,j2,...,jk−1,j ·xj1
1 ·xj2

2 ·. . .·xjk−1

k−1 .

Analogicznie można posta֒pić z prawa֒ strona֒ otrzymuja֒c sume֒
n

∑

j=0

gj(x1, x2, . . . , xk−1)xj

k .

Dla każdego (x1, x2, . . . , xk−1) ∈ R
k−1 mamy wie֒c dwa wielomia-

ny jednej zmiennej xk , których wartości sa֒ równe we wszyst-

kich punktach prostej. Wobec tego odpowiednie wspó lczynniki sa֒

równe, czyli fj(x1, x2, . . . , xk−1) = gj(x1, x2, . . . , xk−1) dla każde-

go (x1, x2, . . . , xk−1) ∈ R
k−1 . Z za lożenia indukcyjnego wynika,

że odpowiednie wspó lczynniki wielomianów fj i gj sa֒ równe, a

to oznacza, że odpowiednie wspó lczynniki wielomianów f i g sa֒

równe. Dowód zosta l zakończony.

Stopniem wielomianu x2 + y3 + x3y zmiennych x, y jest licz-
ba 4 . Podobnie jak w przypadku wielomianów jednej zmiennej
przyjmujemy, że stopniem wielomianu zerowego jest −∞ . Można
też udowodnić twierdzenie o jednoznaczności rozk ladu na czyn-
niki nierozk ladalne, ale jest ono nieco trudniejsze niż dla jednej
zmiennej, bo nie dzia la algorytm Euklidesa. Wielomian zmiennych
x1, x2, . . . , xk można potraktować jako wielomian zmiennej xk ,
którego wspó lczynnikami sa֒ wielomiany pozosta lych zmiennych.

W omówionym przyk ladzie mielísmy k = n = 2 , X = R
2 ,

f1(x, y) = a1x + b1y − c1 i f2(x, y) = a2x + b2y − c2 . Funkcje f1

13.1
Po obu stronach równości wyste֒puja֒ te same indeksy, ale to nie zmniejsza

ogólności twierdzenia, bo wiele wspó lczynników może być zerami — nie
zak ladamy np., że stopień którejkolwiek strony jest równy n , zawsze można
dopisać odpowiednia֒ liczbe֒ zer
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i f2 by ly wielomianami stopnia 6 1 zmiennych x, y . W dyskusji

uk ladu (1) za lożylísmy od razu, że stopień wielomianu f1 jest

równy 1 ( b1 6= 0 ).

Rozwia֒zywanie uk ladów równań jest na ogó l trudnym proble-

mem i niestety nie ma ogólnych metod ich rozwia֒zywania. Czasem

problem można uprościć.

Przyk lad 13.3 Rozwia֒żemy uk lad

{

x2 + y2 = 13,
xy = 6.

Ten uk lad można uprościć przyjmuja֒c u = x+y i v = xy . Wtedy

x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy = u2 − 2v . Uk lad przybiera postać
{

u2 − 2v =13,
v =6.

Sta֒d od razu mamy v = 6 i u2 = 25 , wie֒c v = 6 i u = 5 lub

v = 6 i u = −5 . Pierwotny uk lad jest równoważny temu, że
{

x + y = 5,

xy = 6
lub

{

x + y = −5,

xy = 6.

Jego rozwia֒zaniami sa֒ cztery pary liczb: x = 2 , y = 3 ; x = 3 ,

y = 2 ; x = −2 , y = −3 i x = −3 , y = −2 .
Przypomnijmy, że jeśli x + y = b i xy = c , to liczby x i y

sa֒ pierwiastkami równania t2 − bt + c = 0 .

Można zapytać, w jakich przypadkach można stosować pod-
stawienie u = x+y , v = xy . Odpowiedź na to pytanie jest prosta,
ale musimy poprzedzić ja֒ definicja֒.

Definicja 13.5 (funkcji symetrycznej)

Funkcja f : Rk −→ R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

dla każdej permutacji σ: {1, 2, . . . , k} −→ {1, 2, . . . , k} i każdego

(x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

f(x1, x2, . . . , xk) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)) .

Wielomiany x2 +y2 , xy , x4−x2y3−x3y2 +y4 sa֒ symetrycz-

ne. Wielomiany x2−y2 , x+2y , x3 +x2y+y3 nie sa֒ symetryczne.

Twierdzenie 13.6 (o wielomianach symetrycznych)

Jeśli jest wielomianem symetrycznym zmiennych x i y , to istnieje

taki wielomian g: R2 → R , że równość g(x + y, xy)=f(x, y) ma

miejsce dla dowolnego punktu (x, y) ∈ R
2 .
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Dowód. Udowodnimy to twierdzenie przez indukcje֒ wzgle֒dem

stopnia wielomianu f . Jeśli stopień jest równy 1 , to f(x, y) =

=ax + by + c . Ponieważ a + c = f(1, 0) = f(0, 1) = b + c , wie֒c

a = b . Wobec tego f(x, y) = a(x+ y) + c , wie֒c wystarczy przyja֒ć

g(u, v) = u + c , by przekonać sie֒, że twierdzenie jest prawdziwe

dla wielomianów stopnia pierwszego.
Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielo-

mianów stopnia nie wie֒kszego niż k i że f jest wielomianem

stopnia k + 1 . Z twierdzenia o jednoznaczności wspó lczynników
wynika, że jeśli w zapisie wielomianu f wyste֒puje sk ladnik axrys,

to wyste֒puje też sk ladnik axsyr . Wystarczy wie֒c teze֒ indukcyjna֒

wykazać jedynie dla wielomianów postaci axrys + axsyr . Jeśli

0 < r < s , to axrys + axsyr = a(xy)r(ys−r + xs−r) , zatem

wystarczy w ża֒danej postaci przedstawić wielomian ys−r + xs−r ,

co jest możliwe dzie֒ki za lożeniu indukcyjnemu. Pozostaje jedynie

rozpatrzeć, że wielomian xk+1 + yk+1 . Mamy teraz

xk+1 + yk+1 = xk+1 + xky + xyk + yk+1 − xy(xk−1 + yk−1) =

= (x + y)(xk + yk) − xy(xk−1 + yk−1) ,

a ten wielomian można przedstawić w ża֒danej postaci na mocy

za lożenia indukcyjnego.
Twierdzenie to pozostaje w mocy dla wielomianów symet-

rycznych dowolnej liczby zmiennych, ale wtedy trzeba zamiast
u = x + y i v = xy mówić o zmiennych:

u1 = x1 + x2 + · · · + xk ,
u2 = x1x2 + x1x3 + · · · + x1xk + x2x3 + x2x4 + · · · + xk−1xk

u3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · · + xk−2xk−1xk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

uk = x1 · x2 · . . . · xk ,
zwanych elementarnymi wielomianami symetrycznymi.

Czytelnik zauważy, że

(t + x1)(t + x2) . . . (t + xk) = uk + tuk−1 + · · · + tk−1u1 + tk .
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Zadania

Rozwia֒zać uk lad równań

1.

{

x + xy + y = 11,

x2y + xy2 = 30.

3.







x2 − yz = 3,

y2 − zx = 4,

z2 − xy = 5.

5.







x2 + y2 + xy = 37,

x2 + z2 + xz = 28,

y2 + z2 + yz = 19.

7.

{

3
√

x + 3
√

y = 4,

xy = 27.

2.

{

x2 − xy + y2 = −11,

(x2 − y2)xy = 180.

4.

{

x + y + z = 9,
1
x

+ 1
y

+ 1
z

= 1,

xy + yz + zx = 27.

6.

{

x + y + z = 9,

xy + yz + zx = 26,

xyz = 24.

8.

{

x5 − y5 = 992,

x − y = 2.

9.

{

x + y = 1,√
x +

√
y = 1.

10.

{

x2 + y2 = uv,

u2 + v2 = xy.

11. Rozwia֒zać w liczbach naturalnych uk lad
{

x + y = uv,

u + v = xy.

12. Rozwia֒zać uk lad równań

{

x+y

1+xy
= 2a

1+a2 ,
x−y

1−xy
= 2b

1+b2
,

gdzie a, b sa֒ da-

nymi liczbami rzeczywistymi.

13. Rozwia֒zać uk lad równań



























x1(x6 + x2) = x3 + x5,

x2(x1 + x3) = x4 + x6,

x3(x2 + x4) = x5 + x1,

x4(x3 + x5) = x6 + x2,

x5(x4 + x6) = x1 + x3,

x6(x5 + x1) = x2 + x4.

14. Rozwia֒zać uk lad równań



























x1x2 = 1,

x2x3 = 2,

x3x4 = 3,

. . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1xn = n − 1,

xnx1 = n.

15. Dla jakich a ∈ R uk lad

{

x + y + z = 2,

xy + yz + zx = 1,

xyz = a

ma rozwia֒zania

rzeczywiste?
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16. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = 0 , to

a2 + b2 = 1 = c2 + d2 i ac + bd = 0 .

17. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = −1
2 , to

a2 + ab + b2 = c2 + cd + d2 .

18. Dowieść, że jeśli







a2+ k2 + p2 = 1,

b2+ m2 + q2 = 1,

c2+ n2 + r2 = 1,

i

{

ab + km + pq = 0,

bc + mn + qr = 0,

ca + nk + rp = 0,

to







a2 + b2 + c2 = 1,

k2 + m2 + n2 = 1,

p2 + q2 + r2 = 1,

i

{

ak + bm + cn = 0,

kp + mq + nr = 0,

pa + qb + rc = 0.
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PEWNIK DEDEKINDA
i jego najprostsze konsekwencje

W rozdziale ósmym stwierdzilísmy, że z podanych tam pew-
ników nie wynika istnienie pierwiastków z liczb rzeczywistych.
Uzupe lnimy teraz liste֒ pewników jeszcze jednym i wtedy be֒dziemy

w stanie wykazać istnienie pierwiastków oraz zasade֒ Archimedesa,

z której korzystalísmy i jeszcze wiele razy skorzystamy.

Przypomnijmy, że zbiór A jest ograniczony z góry liczba֒ M

wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego a ∈ A zachodzi nierówność
a 6 M . Mówimy wtedy, że M jest ograniczeniem górnym zbio-
ru A . Zmieniaja֒c kierunki nierówności w tej definicji otrzymu-

jemy definicje֒ zbioru ograniczonego z do lu i ograniczenia dolnego.

Definicja 13.1 (kresów)

Najmniejsze (najwie֒ksze) ograniczenie górne (dolne) zbioru A na-

zywamy jego kresem górnym (dolnym). Oznaczamy je symbolem

sup A ( inf A ).

Jeśli zbiór A nie jest ograniczony z góry (z do lu), to piszemy

sup A = ∞ ( inf A = −∞ ).

Najwie֒kszy element zbioru A , jeśli taki istnieje, oznaczamy sym-

bolem max A , a najmniejszy — min A .

Przyk lad 13.1 sup R = +∞ , inf R = −∞ ,

inf N = 1 = min N , sup{x ∈ R: x < 0} = 0 ,

max{x ∈ R: x < 0} = 0 nie istnieje,

sup(a, b) = b , inf(a, b) = a , sup[a, b] = b , max[a, b] = b ,

inf[a, b] = a , min[a, b] = a , min(a, b] — nie istnieje.

Aby wykazać, że liczba c jest kresem górnym zbioru A należy
dowieść, że
1◦ jest ona ograniczeniem górnym tego zbioru,
2◦ jeśli M też jest ograniczeniem górnym zbioru A , to c 6 M .

Udowodnimy teraz bardzo proste, ale i bardzo przydatne

Twierdzenie 13.2
Ograniczenie górne c niepustego zbioru A jest jego kresem gór-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy
1◦ dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba a ∈ A wie֒ksza niż c−ε :

∀ε>0∃a∈A a > c − ε .
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Warunek 1◦ jest równoważny temu, że:
jeśli b < c , to w zbiorze A znajdzie sie֒ liczba a ∈ A wie֒ksza

od b , symbolami ∀b<c∃a∈A a > b .

Dowód. Niech c = sup A i ε > 0 . Ponieważ c − ε < sup A ,
wie֒c c − ε nie jest ograniczeniem górnym zbioru A . Wobec tego

można znaleźć w zbiorze A liczbe֒ a > c − ε .

Za lóżmy teraz, że dla ograniczenia górnego zbioru A jest
spe lniony warunek 1◦ . Jeśli c 6= sup A , to istnieje mniejsze
ograniczenie górne zbioru A , np. d . Niech ε = c−d . Oczywíscie
ε > 0 . Ponieważ d jest ograniczeniem górnym A , wie֒c w A nie

ma liczby wie֒kszej niż d = c − ε , wbrew warunkowi 1◦ .

Pewnik cia֒g lości Dedekinda

Każdy niepusty i ograniczony z góry zbiór z lożony z liczb rzeczy-
wistych ma kres górny.

Dedekind ten pewnik formu lowa l nieco inaczej.

Twierdzenie 13.3
Każdy niepusty i ograniczony z do lu zbiór z lożony z liczb rzeczy-
wistych ma kres dolny.

Dowód. Niech A ⊆ R be֒dzie niepustym zbiorem ograniczonym

z do lu liczba֒ m . Wtedy zbiór B = {b ∈ R: −b ∈ A} jest

ograniczony z góry liczba֒ M = −m . Wykażemy najpierw, że

liczba − sup B jest kresem dolnym zbioru A .
Jeśli a ∈ A , to −a ∈ B , wie֒c −a 6 sup B . Wobec tego

a > − sup B , wie֒c liczba− sup B jest dolnym zbioru A .

Jeśli m jest ograniczeniem dolnym zbioru A , to −m jest ogra-
niczeniem górnym B, wie֒c −m>sup B,tzn. m6− sup B.

Kolej na twierdzenie, które zdaje sie֒ być oczywiste.

Twierdzenie 13.4 (zasada Archimedesa)

Dla każdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturalna n > a ,
czyli zbiór liczb naturalnych nie jest ograniczony z góry, a to za-
pisujemy symbolami tak: sup N = +∞ .

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy
zbiór A z lożony z tych liczb rzeczywistych, które sa֒ wie֒ksze od

każdej liczby naturalnej, jest niepusty. Jest ograniczony z do lu

liczba֒ 1 (a nawet dowolna֒ liczba֒ naturalna֒). Ma wie֒c kres dolny.

Niech c = inf A . Liczba c − 1 nie jest elementem zbioru A , wie֒c

118



Pewnik Dedekinda

istnieje liczba n ∈ N wie֒ksza niż c − 1 . Wobec tego liczba nat-

uralna n + 1 jest wie֒ksza niż c = (c − 1) + 1 , zatem c /∈ A .

Ponieważ n + 1 > c i c = inf A , wie֒c istnieje taka liczba a ∈ A ,

że c < a < n + 1 . To jednak jest niemożliwe, bo w zbiorze A sa֒

tylko liczby wie֒ksze od wszystkich naturalnych.

Archimedes zauważy l konieczność stosowania tego twierdze-
nia. W jego sformu lowaniu by l to pewnik:
jeśli na prostej dane sa֒ dwa odcinki A i B , to można A pow-

tórzyć jako sk ladnik tyle razy, że otrzymana suma be֒dzie wie֒ksza

niż B : A + A + A + · · · + A > B .

Wniosek 13.5 inf{ 1
n

: n ∈ N} = 0 , tzn. dla każdej liczby

ε > 0 istnieje taka liczba naturalna n , że ε > 1
n

.

Dowód. ε > 1
n
⇔ n > 1

ε
i korzystamy z zasady Archimedesa.

Twierdzenie 13.6 (o istnieniu pierwiastków rzeczywistych)

Jeśli a > 0 i k ∈ N , to istnieje dok ladnie jedna liczba rzeczy-

wista b > 0 taka, że a = bk . Jeśli k > 1 jest liczba֒ ca lkowita֒

nieparzysta֒, a jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieje dok lad-

nie jedna liczba rzeczywista b taka, że bk = a .

Dowód. Jeśli a = 0 , to oczywíscie b = 0 .

Niech a > 0 i A = {x ∈ R: xk 6 a} . A 6= ∅ , bowiem

a

1+a
∈ A , gdyż 0 < a

1+a
< 1 , zatem

(

a

1+a

)k
6

a

1+a
< a . Jeśli

x ∈ A , to x < 1 + a , bo

jeśli x > 1 + a , to xk > (1 + a)k > 1 + ka > 1 + a > a .

Niech b = sup A . Ponieważ a

1+a
∈ A , wie֒c b >

a

1+a
> 0 .

Udowodnimy, że bk = a . Za lóżmy, że tak nie jest. Musi wie֒c

być albo bk < a albo bk > a .

Niech bk < a , 0 < ε < a−b
k

k(b+1)k−1 i ε < 1 . Wtedy

(b + ε)k − bk = ε
[

(b + ε)k−1 + (b + ε)k−2b + · · · + bk−1
]

<

< εk(b + 1)k−1 < a − bk.

Wobec tego (b + ε)k < a , zatem b + ε ∈ A wbrew temu, że

b + ε > b = sup A . Nierówność bk < a nie zachodzi.

Niech bk > a , 0 < ε < b i ε < b
k
−a

kbk−1 . Wtedy
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bk − (b − ε)k = ε
[

bk−1 + bk−2(b − ε) + · · · + (b − ε)k−1
]

<

< εkbk−1 < bk − a .

Sta֒d wniosek, że a < (b − ε)k . Jeśli wie֒c x > b − ε > 0 , to

xk > (b − ε)k > a , zatem x /∈ A . Liczba b − ε < b = sup A jest

wobec tego ograniczeniem górnym zbioru A mniejszym od jego

kresu górnego. Wykluczylísmy teraz nierówność bk > a .

Wykluczylísmy obie nierówności, wie֒c musi zachodzić rów-

ność bk = a Jest tylko jedna taka liczba b bowiem z nierówności

0 6 b1 < b2 wynika, że bk
1 < bk

2 .

Jeśli a < 0 i k jest nieparzysta֒ liczba֒ naturalna֒, to z udo-

wodnionej już cze֒́sci twierdzenia wynika, że istnieje dok ladnie jed-

no takie c > 0 , że ck = −a , czyli a = (−c)k . Przyjmujemy

b = −c , co kończy dowód istnienia liczby b . Jednoznaczność
wynika z jednoznaczności dla liczby −a > 0 i tego, że pote֒ga

liczby dodatniej jest dodatnia, a ujemnej — ujemna, bo wyk ladnik
jest nieparzysty.

Zadania
1! Udowodnić, że w każdym przedziale znajduje sie֒ co najmniej

jedna liczba wymierna.

2! Udowodnić, że w każdym przedziale znajduje sie֒ co najmniej

jedna liczba niewymierna.

3. Znaleźć kresy górny i dolny zbioru A , jeśli A = :

(a) { 1
k

+ 1
m

+ 1
n

: k,m, n ∈ N} ;

(b)
{ (m+n)2

2mn : m,n ∈ N
}

;

(c)
{

x

x2+1 : x ∈ R
}

;

(d)
{

1
x4+1 : x ∈ R

}

;

(e)
{

x
2+x+1
3x2+8 : x ∈ R

}

;

(f)
{

x2 + (xy − 1)2 : x, y ∈ R
}

.

4. Niech f(x) = x3 − 3x2 + 1 . Udowodnić, że

(a) f(x) > 0 dla x > 3 ;

(b) f(x) < 0 dla x 6 −1 ;

(c) |f(x) − f(y)| 6 45|x − y| dla x, y ∈ [−1, 3] ;

(d) istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a < 0 < b < 2 < c , że
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f(a) = f(b) = f(c) = 0 .

(e) Znaleźć maksymalne przedzia ly (pó lproste), na których

funkcja f jest monotoniczna.
5. Udowodnić, że jeśli A,B ⊆ R sa֒ niepustymi zbiorami, to

(a) sup{a + b: a ∈ A, b ∈ B} = sup A + sup B ;

(b) inf{a + b: a ∈ A, b ∈ B} = inf A + inf B ;

(c) sup{a − b: a ∈ A, b ∈ B} = sup A − inf B ;

(d) inf{a − b: a ∈ A, b ∈ B} = inf A − sup B ;

(d) inf{a − b: a ∈ A, b ∈ B} = inf A − sup B ;

(e) sup(A ∪ B) = max{sup A, sup B} ;

(f) sup{a · b: a ∈ A, b ∈ B} =

=max(sup A sup B, supA infB, infA supB, infA infB).

6. Znaleźć sup
{

x · y : x + y = 4, x ∈ [0, 4], y ∈ [0, 4]
}

.

7. Znaleźć sup
{

xyz : x + y + z = 6, x, y, z ∈ [0, 6]
}

.
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Definicja 15.1 (cia֒gu)

Cia֒giem nazywamy dowolna֒ funkcje֒ określona֒ na zbiorze z lożo-

nym ze wszystkich tych liczb ca lkowitych, które sa֒ wie֒ksze lub

równe pewnej liczbie ca lkowitej n0 . Wartość tej funkcji punkcie
n nazywamy n -tym wyrazem cia֒gu.

Zwykle oznaczamy wyrazy cia֒gu przez an0
, an0+1 , an0+2 ,

a sam cia֒g symbolem an0
, an0+1, an0+2, . . . albo

(
an

)∞
n=n0

lub

krótko
(
an

)
, jeśli nie ma wa֒tpliwości od jakiego numeru zaczy-

namy, lub gdy jest to nieistotne.

Przyk lad 15.1 Liczby naturalne, wypisane w zwyk lej kolejnoś-
ci, tworza֒ cia֒g: an = n .

Przyk lad 15.2 Pote֒gi dwójki tworza֒ cia֒g. Wystarczy przyja֒ć

an = 2n . Kolejne wyrazy tego cia֒gu wygla֒daja֒ tak:

1, 2, 4, 8, . . . , 2n, . . . .
Można napisać: an = 2n dla n = 0, 1, 2, . . . .

Przyk lad 15.3 Odwrotności kolejnych dodatnich liczb natural-

nych tworza֒ cia֒g: a1 = 1 , a2 = 1
2

, a3 = 1
3

, . . . , ogólnie an = 1
n

dla n = 1, 2, 3 . . .

Przyk lad 15.4 Liczby

a1 = 1 , a2 = 1− 1
2 , a3 = 1− 1

2 + 1
3 , a3 = 1− 1

2 + 1
3 − 1

4 ,. . . tworza֒

cia֒g. Możemy napisać wzór an = 1− 1
2 + 1

3− 1
4 +· · ·+(−1)n−1 1

n , . . .

dla n = 1, 2, 3, . . . .

Przyk lad 15.5 Cia֒g o wyrazach c, c, c . . . nazywamy sta lym.

Przyk lad 15.6 Jeśli np. chcemy zdefiniować pole ko la, to mo-
żemy rozważać np. wieloka֒ty foremne wpisane w to ko lo o coraz

wie֒kszej liczbie boków i mówić, że pole ko la jest liczba֒, która֒

można przybliżać polami tych wieloka֒tów, przy czym przybliże-

nie jest tym dok ladniejsze im wie֒ksza jest liczba boków wieloka֒-

ta. Mamy tu wie֒c do czynienia z cia֒giem pól wieloka֒tów wpisa-

nych w dane ko lo, co oznacza, że liczbom naturalnym pocza֒wszy

od 3 przypisane zosta ly pewne liczby rzeczywiste. Te ostatnie
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nazywamy wyrazami cia֒gu i oznaczamy zwykle symbolem an.

Przyk lad 15.7 Inny przyk lad rozważa l Zenon z Elei, filozof

(490-430 p.n.e). Twierdzi l on mianowicie, że znany w starożytnoś-

ci biegacz Achilles nie jest w stanie dogonić żó lwia. Rozważania te
przedstawimy oczywíscie używaja֒c wspó lczesnego je֒zyka i stosuja֒c

wspó lczesne oznaczenia.

Za lóżmy na przyk lad, że pocza֒tkowa odleg lość mie֒dzy Achil-

lesem i żó lwiem równa jest 100 m. Dla prostoty przyjmiemy,
że pre֒dkość Achillesa jest dziesie֒ciokrotnie wie֒ksza niż pre֒dkość

uciekaja֒cego żó lwia. W jakimś czasie Achilles przebiegnie 100 m.

W tym samym czasie żó lw przesunie sie֒ o 10 m, wie֒c przyna-

jmniej na razie nie zostanie z lapany. Po 1
10 tego czasu Achilles

przebiegnie 10 m, jednak znów nie dogoni żó lwia, który oddali sie֒

o naste֒pny metr. Achilles przebiegnie metr, a żó lw oddali sie֒ o 10

cm itd. Proces ten można kontynuować. Prowadzi to do rozpatry-
wania coraz d luższych odcinków przebytych przez Achillesa, czyli
liczb: 100 , 110 , 111 , 111,1 , 111,11 , . . . — czyli cia֒gu, którego

wyraz o numerze n jest dany za pomoca֒ wzoru

an = 100 + 10 + 1 + . . . + 100
10n−1 = 111,1 . . . 1

— przy czym w zapisie dziesie֒tnym tej liczby wyste֒puje n jedy-

nek. Zenon po prostu nie potrafi l zsumować nieskończenie wielu
sk ladników. Nie operowa l poje֒ciem sumy nieskończonej, nie

umiano wtedy takiego poje֒cia zdefiniować. Tego rodzaju prob-

lemy analizowano już wtedy, ale ścis le definicje matematyczne po-

jawi ly sie֒ dopiero w pierwszej po lowie XIX w. (Gauss, Cauchy,

Bolzano). Możemy  latwo odpowiedzieć na pytanie, jaka֒ odleg lość

przebiegnie Achilles, zanim z lapie żó lwia: 111, 1 . . . = 1000
9 .

Na wszelki wypadek podamy formalne rozumowanie, które
można by lo zastosować również w starożytności, jednak bez jaw-
nego użycia poje֒cia sumy nieskończonej, a wie֒c omijaja֒c istotny

problem matematyczno-filozoficzny. Oznaczmy odleg lość przeby-
ta֒ przez żó lwia do momentu zakończenia pogoni przez x . Achil-

les w tym samym czasie przebieg l odleg lość 10x . Różnica tych

wielkości to 9x = 100 . Sta֒d natychmiast wynika, że x = 100
9

, za-

tem 10x = 1000
9 . Oczywíscie problemem istotnym by lo tu oblicze-
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nie tzw. granicy cia֒gu, czym zajmiemy sie֒ niebawem. 15.1

Przyk lad 15.8 Za lóżmy, że wp lacilísmy do banku pewna֒ kwote֒

k z l. na rachunek p latny na każde ża֒danie, oprocentowany w sto-

sunku 100x w skali rocznej. Za lóżmy przy tym, że jeśli bank
wyp laca nam pienia֒dze nie po roku lecz po jego cze֒́sci, np. dwóch

miesia֒cach, to wyp laca nam odpowiednia֒ cze֒́sć oprocentowania.

Be֒dziemy rozważać sytuacje֒ abstrakcyjna֒ nie zwracaja֒c uwagi na

to, że operacje bankowe nie sa֒ wykonywalne momentalnie i że

cze֒sto okres oprocentowania liczy sie֒ od dnia naste֒pnego po wp la-

cie. Zastanówmy sie֒ jaka֒ kwote֒ be֒dziemy mogli uzyskać po up ly-

wie roku. Banalna odpowiedź to k+x·k = k(1+x) . Ta odpowiedź

nie jest jednak w pe lni satysfakcjonuja֒ca, bowiem moglísmy wyja֒ć

pienia֒dze z rachunku po pó l roku i natychmiast wp lacić je z powro-

tem. Wtedy po po lowie roku otrzymalibyśmy po lowe֒ oprocen-

towania tj. kwote֒ k + 1
2x · k = k(1 + x

2 ) , a po naste֒pnych sześciu

miesia֒cach — kwote֒ k(1 + x
2 ) + x

2 · k(1 + x
2 ) = k(1 + x

2 )2 , a wie֒c

wie֒ksza֒ od k(1 + x) o k · x2

4 .

Jeżeli na przyk lad k = 1000 oraz x = 0,1 , co odpowiada

oprocentowaniu 10% w skali rocznej, to k · x2

4
= 2,5 , a wie֒c po-

wsta la różnica, która co prawda duża nie jest, ale istnieje i przy
wie֒kszych kwotach zaczyna mieć istotne znaczenie. Ważniejsze

jest jednak to, że stwierdzenie, że oprocentowanie w skali rocznej
jest równe 100x zinterpretowalísmy na dwa różne sposoby i widać
wyraźnie, że możemy podać jeszcze inny wynik. Odwiedzajmy

np. nasz bank nie co pó l roku, lecz co miesia֒c (dla prostoty

przyjmujemy, że miesia֒c to 1
12 cze֒́sć roku). Rozumuja֒c tak jak

poprzednio stwierdzamy, że po miesia֒cu otrzymamy k(1 + x
12

) z l,

zaś po 2 miesia֒cach k(1+ x
12)2 z l. Oczywíscie po trzech miesia֒cach

otrzymujemy kwote֒ k(1 + x
12)3 , po czterech — k(1 + x

12 )4 itd.

15.1
By ly inne paradoksy zwia֒zane z problemem dzielenia w nieskończoność

na cze֒́sci, np. punkt nie ma d lugości, odcinek sk lada sie֒ z punktów i ma

d lugość, poruszaja֒cy sie֒ obiekt w nieskończenie krótkim czasie nie przebywa

żadnej odleg lości, a jednak sie֒ porusza. Przekonamy sie֒, że dzie֒ki poje֒ciu

granicy daje sie֒ w sensowny sposób mówić o tego rodzaju kwestiach nie

dochodza֒c do pozornych sprzeczności.
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Po 12 miesia֒cach wyp lacić należa loby k(1 + x
12 )12 z l. Gdybyśmy

podzielili rok na n równych cze֒́sci, gdzie n oznaczać może do-

wolna֒ z liczb 1, 2, 3, . . . , to wyp lata po up lywie m cze֒́sci roku

by laby równa k(1 + x
n)m z l, zaś po roku k(1 + x

n )n z l. Powsta-

je wie֒c problem, jak należy liczyć oprocentowanie w tym przy-

padku, czy rozdrabnianie roku powoduje wzrost wyp lat istotny
przynajmniej w przypadku dużych kwot, czy też od pewnego mo-
mentu zwie֒kszanie cze֒stotliwości operacji już nie powoduje istot-

nych zmian. Prowadzi to do badania cia֒gu o wyrazie k·
(
1+ x

n

)n
.

Przyk lad 15.9 Innym rodzajem cia֒gu jest tzw. cia֒g geome-

tryczny: an = a0q
n , gdzie a0 i q sa֒ dowolnymi liczbami rzeczy-

wistymi. Liczbe֒ q nazywamy ilorazem cia֒gu geometrycznego,

bo gdy q 6= 0 jest równa ilorazowi dwóch kolejnych wyrazów cia֒gu.

Liczba ludzi w kraju o sta lym przyroście naturalnym zachowuje
sie֒ jak cia֒g geometryczny o ilorazie dosyć bliskim jedności — do-

datni przyrost naturalny oznacza, że iloraz jest wie֒kszy niż 1 , zaś

ujemny przyrost naturalny — że iloraz jest mniejszy niż 1 .

Przyk lad 15.10 Jeszcze innym rodzajem cia֒gu jest cia֒g aryt-

metyczny: an = a0 + nd , gdzie a0 oraz d oznaczaja֒ dowolne

liczby rzeczywiste. Liczba d zwana jest różnica֒ cia֒gu arytmety-

cznego, jest ona równa różnicy dwóch kolejnych wyrazów cia֒gu.

Na pocza֒tku XIX wieku zaobserwowano, że ilość zboża zachowuje

sie֒ jak wyraz cia֒gu arytmetycznego (n jest numerem roku). Oczy-

wíscie tego rodzaju obserwacje sa֒ przybliżone, bowiem co jakís

czas zdarzaja֒ sie֒ powodzie, susze i wtedy proces wzrostu ulega

zak lóceniu. Bywaja֒ też zak lócenia innego rodzaju, np. w XIX

zauważono, że stosowanie saletry chilijskiej (później nawozów azo-

towych) zwie֒ksza w istotny sposób plony. By ly też inne zak lócenia

,,naturalnego” tempa wzrostu ilości zbóż.

Przyk lad 15.11 W re֒kopisie z 1202 r Leonarda z Pizy, zwanego

Fibonaccim, znajduje sie֒ naste֒puja֒ce zadanie: Ile par królików

może być sp lodzonych przez pare֒ p lodnych królików i jej potom-

stwo w cia֒gu roku, jeśli każda para daje w cia֒gu miesia֒ca żywot

jednej parze, para staje sie֒ p lodna po miesia֒cu, króliki nie zdy-
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chaja֒ w cia֒gu tego roku. Jasne jest, że po miesia֒cu mamy już

dwie pary przy czym jedna z nich jest p lodna, a druga jeszcze nie.
Wobec tego po dwóch miesia֒cach żyja֒ już trzy pary królików: dwie

p lodne, jedna jeszcze nie. Po trzech miesia֒cach żyje już pie֒ć par

królików: trzy p lodne, dwie jeszcze nie. Po czterech miesia֒cach

jest już 8 = 5 + 3 par królików. Kontynuuja֒c to poste֒powanie

stwierdzamy po niezbyt d lugich obliczeniach, że po up lywie roku
żyje już 377 = 233 + 144 par królików. Naturalnym proble-
mem jest: znaleźć wzór na liczbe֒ an , jeśli a0 = 1 , a1 = 2

i an = an−1+an−2 dla n = 2, 3, 4, . . . . Wzór taki zosta l znaleziony

dopiero po kilkuset latach od napisania ksia֒żki przez Fibonacci’ego

i wygla֒da tak:

an = 1√
5
·
((

1+
√

5
2

)n+2

−
(

1−
√

5
2

)n+2
)

.

Dowód prawdziwości tego wzoru jest prosty —  latwa indukcja.
Jednak powstaje pytanie, jak można tego rodzaju hipoteze֒ sfor-

mu lować. Jest ono znacznie ważniejsze od dowodu prawdziwości
tego wzoru, jednak na razie nie be֒dziemy sie֒ tym zajmować.

Sume֒, różnice֒, iloczyn i iloraz dwóch cia֒gów określamy tak

jak dzia lania na funkcjach, tzn. suma֒ cia֒gów (an) i (bn) jest

cia֒g, którego n –ty wyraz równy jest an + bn . Różnica֒ cia֒gów

(an) i (bn) jest cia֒g an − bn , iloczynem — cia֒g (anbn) , ilorazem

— cia֒g an

bn
, jeśli dla każdego n zachodzi nierówność bn 6= 0 .

Definicja 15.2 (cia֒gów monotonicznych)

Cia֒g (an) nazywamy niemaleja֒cym (rosna֒cym) wtedy i tylko wte-

dy, gdy nierówność an 6 an+1 (an < an+1 ) zachodzi dla każdego

numeru n . Podobnie cia֒g nierosna֒cy (maleja֒cy) to taki, że dla

każdego numeru n zachodzi nierówność an > an+1 (an > an+1 ).

Cia֒gi niemaleja֒ce i nierosna֒ce maja֒ wspólna֒ nazwe֒: cia֒gi mono-

toniczne. Cia֒gi rosna֒ce i maleja֒ce nazywamy cia֒gami ścísle mono-

tonicznymi.

W niektórych podre֒cznikach stosowana jest nieco inna termi-

nologia: cia֒gi niemaleja֒ce zwane sa֒ tam rosna֒cymi, a rosna֒ce —

ścísle rosna֒cymi. Jest oboje֒tne, która z dwu koncepcji stosujemy,

jeśli tylko robimy to konsekwentnie. Można też, dla uniknie֒cia
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nieporozumień, mówić o cia֒gach niemaleja֒cych i ścísle rosna֒cych.

Cia֒g geometryczny zaczynaja֒cy sie֒ od wyrazu a1 = q jest

monotoniczny w przypadku q > 0 : dla q = 0 i dla q = 1 cia֒g geo-

metryczny jest sta ly, wie֒c niemaleja֒cy i jednocześnie nierosna֒cy.

Jest maleja֒cy, gdy 0 < q < 1 , dla q > 1 jest rosna֒cy. Cia֒g

arytmetyczny jest rosna֒cy, gdy d > 0 , maleja֒cy — gdy d < 0 ,

sta ly (wie֒c jednocześnie niemaleja֒cy i nierosna֒cy), gdy d = 0 .

Definicja 15.3 (cia֒gów ograniczonych)

Cia֒g (an) jest ograniczony z góry wtedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje liczba rzeczywista M , taka że dla każdej liczby naturalnej

n zachodzi nierówność: an 6 M . Analogicznie (an) jest ograni-

czony z do lu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista
m taka, że dla każdego n zachodzi nierówność an > m . Cia֒g

ograniczony z góry i z do lu nazywamy ograniczonym. Cia֒giem

nieograniczonym nazywamy cia֒g, który nie jest ograniczony.

Cia֒g (n) jest ograniczony z do lu np. przez −13 lub 0 , ale

nie jest ograniczony z góry, wie֒c jest nieograniczony. Cia֒g
(
(−1)n

)

jest ograniczony z góry np. przez 1 lub przez
√

1000 oraz z do lu,
np. przez −1 , ale również przez −13 .

Stwierdzenie 15.4 Cia֒g (an) jest ograniczony wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje liczba nieujemna M , taka że |an| 6 M dla

każdego n .
To oczywisty wniosek z definicji cia֒gu ograniczonego: M mu-

si być tak duże, by liczba −M by la ograniczeniem dolnym cia֒gu

(an) i jednocześnie liczba M — jego ograniczeniem, górnym.

Cia֒gi z pierwszych dwóch przyk ladów sa֒ rosna֒ce, cia֒g z trze-

ciego przyk ladu jest maleja֒cy, a cia֒g z czwartego przyk ladu w ogóle

nie jest monotoniczny, bowiem:

1 > 1 − 1
2 < 1 − 1

2 + 1
3 > 1 − 1

2 + 1
3 − 1

4 .

Cia֒g sta ly jest jednocześnie nierosna֒cy i niemaleja֒cy. Cia֒g pól

wieloka֒tów foremnych wpisanych w dane ko lo jest rosna֒cy, co wy-

maga dowodu, który pozostawiamy Czytelnikowi. Cia֒g rozpatry-

wany przez Zenona z Elei jest rosna֒cy. Podobnie cia֒gu opisuja֒cy

stan konta bankowego przy sta lym oprocentowaniu (dodatnim).
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Cia֒g geometryczny zaczynaja֒cy sie֒ od wyrazu dodatniego rośnie,

gdy jego iloraz jest wie֒kszy niż 1 , maleje — gdy iloraz jest dodatni,

ale mniejszy od 1 . Jeśli a1 6= 0 i q < 0 , to cia֒g geometryczny

o ilorazie q , zaczynaja֒cy sie֒ od a1 nie jest monotoniczny.

Cia֒gi (n) i (2n) sa֒ ograniczone z do lu, a z góry nie. Cia֒g 1
n

jest ograniczony z góry przez 1 a z do lu przez 0 .

Cia֒g o wyrazie an = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · + (−1)n−1 1

n jest

ograniczony z góry przez liczbe֒ 1 , a z do lu przez liczbe֒ 1
2 , co  latwo

wynika z tego, że po odje֒ciu pewnej liczby dodajemy naste֒pna֒,

ale mniejsza֒ od odje֒tej.  Latwo wie֒c widać, że w tym przypadku

spe lnione sa֒ nierówności: a1 > a3 > a4 > . . . , a2 < a4 < a6 < . . .
oraz a1 > a2 < a3 > a4 < a5 > . . .

Zdefiniujemy granice֒ cia֒gu — poje֒cie wspomniane przy oma-

wianiu paradoksu Zenona. Pojawia֒ sie֒ od razu trzy przypadki.

Definicja 15.5 (granicy cia֒gu)

a. Liczba g nazywana jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnej liczby dodatniej ε > 0 istnieje liczba

ca lkowita nε , taka że jeśli n > nε , to |an − g| < ε .

b. +∞ (czytaj: plus nieskończoność) jest granica֒ cia֒gu (an)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M ist-
nieje liczba ca lkowita nm taka, że jeżeli n > nM , to spe lniona
jest nierówność an > M.

c. −∞ (czytaj: minus nieskończoność) jest granica֒ cia֒gu (an)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M ist-
nieje liczba ca lkowita nm taka, że jeśli n > nM , to spe lniona
jest nierówność an < M.

Jeśli g jest granica֒ cia֒gu (an) , skończona֒ lub nie, to piszemy

g = lim
n→∞

an lub an−−−−−→
n→∞

g . Można też pisać an → g , gdy

n → ∞ lub krótko an → g . Mówimy, że cia֒g jest zbieżny, jeśli

jego granica jest skończona.

g−ε am g+ εna
(

g
)

granica cia֒gu i jego wyrazy, gdy m,n sa֒ „duże”

Symbole ±∞ nie oznaczaja֒ liczb. Wprowadzamy je, by

uprościć sposób mówienia o cia֒gach. Zak ladamy oczywíscie, że dla
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każdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność −∞ < x < ∞ ,
ale to zdanie ja֒ definiuje, bo ona z niczego nie wynika, gdyż sym-

bole ±∞ dopiero wprowadzilísmy.

Umowa 15.6
Jeżeli jakaś w lasność przys luguje wszystkim wyrazom cia֒gu z wy-

ja֒tkiem skończenie wielu, to mówimy, że przys luguje ona prawie

wszystkim wyrazom cia֒gu lub, że zachodzi dla dostatecznie dużych

numerów n .

Przyja֒wszy te֒ umowe֒ możemy wypowiedzieć definicje֒ granicy

cia֒gu tak: liczba g jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko wtedy,

gdy dla każdej liczby ε > 0 , dla prawie wszystkich liczb natu-

ralnych n zachodzi nierówność |an − g| < ε . Podobnie można

wypowiedzieć definicje֒ granicy w pozosta lych przypadkach, co

Czytelnik powinien zrobić samodzielnie.

O granicy skończonej cia֒gu można myśleć, że jest to liczba,

która֒ każdy dostatecznie daleki wyraz cia֒gu (an) przybliża z do-

puszczalnym (czyli mniejszym niż ε ) b le֒dem. Nie to jest ca lkiem

precyzyjne, ale za to dosyć obrazowe sformu lowanie.

Przyk lad 15.12 Cia֒g sta ly jest zbieżny, dok ladniej: jeśli

an = c dla wszystkich liczb naturalnych n , to lim
n→∞

an = c .

Przyk lad 15.13 lim
n→∞

1
n = 0 . Udowodnimy te֒ równość. Niech

ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Z zasady Archimedesa

wynika, że istnieje liczba naturalna nε > 1
ε

. Jeśli n > nε , to
1
n < 1

nε
< ε , wie֒c

∣
∣ 1
n − 0

∣
∣ = 1

n < ε .

Przyk lad 15.14 lim
n→∞

n
n+1 = 1 . Mamy

∣
∣ n
n+1 −1

∣
∣ = 1

n+1 . Jeśli

wie֒c ε > 0 , to dla nε > 1
ε i n > nε mamy

∣
∣ n
n+1 − 1

∣
∣ < ε .

Przyk lad 15.15 Jeśli d > 0 , to +∞ = lim
n→∞

(a0 +nd) . Wyka-

żemy te֒ równość. Jeśli M ∈ R , nε > M−a0

d oraz n > nε , to

n > M−a0

d
, zatem an = a0 + nd > M , co uzasadnia prawdziwość

równości, która֒ dowodzimy.
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Twierdzenie 15.7 (o granicy cia֒gu geometrycznego)

lim
n→∞

qn =







0 jeśli |q| < 1;
1 jeśli q = 1;
+∞ jeśli q > 1.

Jeśli q 6 −1 , to cia֒g (qn) granicy nie ma.

Dowód. Wykażemy to twierdzenie. W przypadku q = 0 oraz

q = 1 teza jest oczywista, bo cia֒g jest sta ly (jego wyrazy nie zależa֒

od numeru).

Za lóżmy teraz, że 0 < |q| < 1 . Niech ε > 0 be֒dzie liczba֒

rzeczywista֒. Jeśli nε >
1
ε − 1
1
|q| − 1

jest liczba֒ ca lkowita֒ i n > nε , to

z nierówności Bernoulli’ego wynika, że
1

|q|n =
(

1 +
(

1
|q| − 1

))n

> 1 + n( 1
|q| − 1) > 1 + 1

ε − 1 = 1
ε .

Wobec tego dla n > nε zachodzi nierówność 1
|q|n > 1

ε
, czyli

|qn − 0| = |qn| < ε , a to oznacza, że lim
n→∞

qn = 0 .

Kolejny przypadek to q > 1 . Mamy teraz

qn = (1 + (q − 1))
n

> 1 + n(q − 1) .

Jeśli wie֒c n > nM i nM > M−1
q−1 , to qn > 1 + (M − 1) = M .

Jasne jest wie֒c, że lim
n→∞

qn = +∞ .

Pozosta l przypadek ostatni: q 6 −1 . Teraz mamy qn 6 −1
dla każdej liczby ca lkowitej nieparzystej n oraz qn > 1 dla każdej
liczby ca lkowitej parzystej n . Gdyby cia֒g mia l skończona֒ granice֒

g , to jego wyrazy o dostatecznie dużych numerach leża lyby w od-
leg lości mniejszej niż 1 od granicy g — to natychmiastowa kon-
sekwencja istnienia granicy skończonej. Jeśli jednak odleg lości qn

i qn+1 od granicy g sa֒ mniejsze od 1 , to odleg lość mie֒dzy nimi

jest mniejsza niż 1+1 = 2 , co oznacza, że |qn−qn+1| < 2 . To nie

jest możliwe, bo jedna z liczb qn , qn+1 jest mniejsza lub równa
−1 , a druga — wie֒ksza lub równa 1 . Sta֒d zaś wynika, że odleg lość

mie֒dzy qn i qn+1 to co najmniej 1−(−1) = 2 . 15.2 Otrzymalísmy

sprzeczność, wie֒c cia֒g granicy skończonej nie ma.

15.2
Można to rozumowanie zapisać wzorami: 26|qn−qn+1|6|qn−g|+|g−qn+1|
<1+1=2 dla dostatecznie dużych n .
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+∞ granica֒ tego cia֒gu też nie jest, bowiem wtedy wyrazy

cia֒gu o dostatecznie dużych numerach by lyby wie֒ksze od 0 (przyj-

mujemy M = 0 ), a tak nie jest, bo te, których numery sa֒ niepa-

rzyste, sa֒ ujemne.

−∞ nie jest granica֒ tego cia֒gu, bo wyrazy o numerach pa-

rzystych sa֒ dodatnie, wie֒c wyrazy o dostatecznie dużych nume-

rach nie sa֒ ujemne (i w tym przypadku przyjmujemy M = 0 ).

Cia֒g nie ma wie֒c ani granicy skończonej, ani nieskończonej,

co kończy badanie granicy cia֒gu geometrycznego.

Twierdzenie 15.8
Dla każdej liczby a ∈ (0,∞) , zachodzi równość lim

n→∞
n
√

a = 1 .

Dowód. Za lóżmy na razie, że a > 1 . Niech ε be֒dzie dowolna֒

liczba֒ rzeczywista֒ dodatnia֒. Chcemy wykazać, że dla dostatecznie

dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność | n
√

a − 1| < ε ,

czyli że 1 − ε < n
√

a < 1 + ε . Ponieważ a > 1 , wie֒c nierówność

podwójna sprowadza sie֒ do nierówności n
√

a < 1 + ε , czyli do

nierówności a < (1 + ε)n , a ta wynika z nierówności a < 1 + nε ,

bo 1 + nε < (1 + ε)n — nierówność Bernoulli’ego. Wystarczy

wie֒c, by spe lniona by la nierówność nε > a−1
ε . To kończy dowód

w przypadku a > 1 .
Za lóżmy teraz, że 0 < a < 1 i 0 < ε < 1 . Mamy wykazać, że dla
dostatecznie dużych liczb naturalnych n spe lniona jest nierówność
∣
∣ n
√

a− 1
∣
∣ < ε , czyli że 1− ε < n

√
a < 1 + ε . Ponieważ a < 1 , wie֒c

wystarczy dowieść, że nierówność 1 − ε < n
√

a , czyli (1 − ε)n < a

dla prawie wszystkich n . To jednak wynika od razu z twierdzenia

o granicy cia֒gu geometrycznego, bowiem lim
n→∞

(1 − ε)n = 0 .

Przyk lad 15.16 (Obliczanie pierwiastka kwadratowego)

Niech a i b oznaczaja֒ dowolne liczby rzeczywiste dodatnie. Zdefi-

niujemy cia֒g (an) wzorami: a1 = b , an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Wyka-

żemy, że dla każdej liczby b > 0 zachodzi wzór lim
n→∞

an =
√

a.

Dowód. Dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

an > 0 —  latwiutka indukcja. Mamy również an+1 >
√

a ,

bowiem an+1 −
√

a = 1
2

(
an + a

an

)
−√

a = 1
2an

(a2
n − 2an

√
a + a) =
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= 1
2an

(an − √
a)2 > 0 . Wobec tego dla każdego n > 2 zachodzi

nierówność a
an

6
√

a i wobec tego

0 6 an+1 −
√

a = 1
2

(
an + a

an

)
−√

a 6

6
1
2

(
an +

√
a
)
−√

a = 1
2
(an −√

a) .

Z otrzymanej nierówności wynika, że dla każdej liczby naturalnej

n > 2 zachodzi nierówność 0 6 an−
√

a 6
1

2n−2

(
a2−

√
a
)

. Dowod-

zona teza wynika od razu z tego, że lim
n→∞

1
2n = 0 — twierdzenie o

granicy cia֒gu geometrycznego.

Uwaga 15.9

Cia֒g z poprzedniego przyk ladu jest ,,szybko” zbieżny do liczby
√

a

i dobrze nadaje sie֒ do obliczania pierwiastków kwadratowych.

Po przyk ladach kolej na kilka  latwych, ale bardzo ważnych
stwierdzeń, cze֒sto u latwiaja֒cych obliczanie granic.

Wprowadzilísmy wcześniej symbole +∞ oraz ∞ . Zdefiniu-

jemy dzia lania z ich użyciem (przypominamy, że ±∞ /∈ R ).

Definicja 15.10 (dzia lań z użyciem symboli ±∞ )

15.10.1 −(+∞) = −∞ , +(+∞) = +∞ , −(−∞) = +∞ ,

+(−∞) = −∞ .

15.10.2 +∞± a = ±a + (+∞) = +∞ dla każdej liczby rzeczy-

wistej a.

15.10.3 −∞± a = ±a + (−∞) = −∞ dla każdej liczby rzeczy-

wistej a.

15.10.4 +∞ + (+∞) = +∞ , −∞ + (−∞) = −∞ .

15.10.5 +∞− (−∞) = +∞ , −∞− (+∞) = −∞ .

15.10.6 +∞ · a = +∞ i −∞ · a = −∞ dla każdego a > 0 .

15.10.7 (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞ .

15.10.9 +∞ · a = −∞ i −∞ · a = +∞ dla każdego a < 0 .

15.10.9 a
±∞ = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a.

15.10.10 ±∞
a = ±∞ · 1

a dla dowolnej liczby a 6= 0 .

15.10.11 a+∞ = +∞ , a−∞ = 0 dla dowolnej liczby a > 1 .

15.10.12 a+∞ = 0 i a−∞ = +∞ dla dowolnej liczby 0 < a < 1 .

15.10.13 −∞ < a < +∞ dla dowolnej liczby rzeczywistej a .

15.10.14 −∞ < +∞ .
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Nie definiujemy symboli, których na tej líscie nie ma, np.
±∞
±∞ , 0 · (±∞) , 1±∞ i innych. Przyczyny, dla których nie wpro-

wadzamy szerszej definicji, stana֒ sie֒ jasne niebawem — okaże sie֒,

że nie ma sensownej drogi zdefiniowania tych symboli nieoznaczo-

nych. Definiujemy je po to, by można by lo prosto sformu lować
twierdzenia o obliczaniu granic, które wkrótce udowodnimy.

Podamy teraz kilka twierdzeń, które u latwiaja֒ obliczanie gra-

nic, ich szacowanie lub stwierdzanie ich istnienia. Potem pokażemy
jak można je stosować.

Uwaga 15.11 ( o zbieżności cia֒gu przeciwnego)

Cia֒g (cn) ma granice֒ wtedy i tylko wtedy, gdy cia֒g (−cn) ma

granice֒. Zachodzi wtedy równość lim
n→∞

(−cn) = − lim
n→∞

cn . Zda-

nie to jest prawdziwe niezależnie od tego, czy granica jest skoń-
czona, czy nieskończona. Wynika to wprost z definicji granicy
cia֒gu.

Twierdzenie 15.12 (o szacowaniu)

15.12.1 Jeśli C < lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów

n spe lniona jest nierówność C < an .

15.12.2 Jeśli C > lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów

n spe lniona jest nierówność C > an .

15.12.3 Jeśli lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an , to bn < an dla dostatecznie

dużych n .

15.12.4 Jeśli bn 6 an dla dostatecznie dużych n , to zachodzi
nierówność lim

n→∞
bn 6 lim

n→∞
an .

Dowód. Zaczniemy od 15.12.1. Liczba C jest mniejsza od grani-

cy cia֒gu (an) . Wykażemy, że dla dostatecznie dużych n zachodzi

nierówność C < an . Za lóżmy najpierw, że lim
n→∞

an = ±∞ .

Ponieważ −∞ < C i lim
n→∞

an > C , wie֒c lim
n→∞

an = +∞ . Z defi-

nicji od razu wynika, że dla każdej liczby rzeczywistej M , w tym
M = C i dostatecznie dużych n , zachodzi nierówność an > M .

Przejdźmy do naste֒pnego przypadku: granica lim
n→∞

an jest

skończona. Niech ε = lim
n→∞

an − C . Z definicji od razu wynika, że

dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność |an − lim
n→∞

an|<ε,
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wie֒c an > lim
n→∞

an − ε = C .

W taki sam sposób dowodzimy 15.12.2 — zmieniamy jedynie
kierunki cze֒́sci nierówności i zaste֒pujemy symbol +∞ przez −∞ .

Teraz za lóżmy, że lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an . Niezależnie od tego,

czy granice sa֒ skończone, czy nieskończone, istnieje taka liczba C ,

że lim
n→∞

bn < C < lim
n→∞

an . Na mocy już udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia dla dostatecznie dużych numerów n zachodza֒ nie-

równości bn < C oraz C < an . Z nich wynika od razu, że
dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n mamy bn < an , co
kończy dowód w lasności 15.12.3.

Za lóżmy, że dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi
nierówność bn 6 an . Wykażemy, że lim

n→∞
bn 6 lim

n→∞
an . Jeśli ta

nierówność nie jest spe lniona, to lim
n→∞

bn > lim
n→∞

an . Sta֒d jednak

wynika, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi
nierówność bn > an , która przeczy za lożeniu. Zakończylísmy
dowód twierdzenia o szacowaniu.

Wniosek 15.13 (o jednoznaczności granicy)

Cia֒g ma co najwyżej jedna֒ granice֒.

Dowód. Gdyby mia l dwie np. g1 < g2 , to wybrać moglibyśmy
liczbe֒ C leża֒ca֒ mie֒dzy g1 i g2 : g1 < C < g2 . Wtedy dla

dostatecznie dużych n by loby jednocześnie an < C (zob. 15.12.2)

oraz an > C (zob. 15.12.1), co oczywíscie nie jest możliwe.

Wniosek 15.14 (o ograniczoności cia֒gu zbieżnego)

Jeśli granica lim
n→∞

an jest skończona, to istnieja֒ takie liczby rze-

czywiste C , D , że nierówność C < an < D zachodzi dla wszyst-

kich n : liczba C ogranicza cia֒g (an) z do lu, liczba D — z góry.

Dowód. Wykażemy, że cia֒g zbieżny do granicy skończonej jest

ograniczony z góry i z do lu. Niech c, d be֒da֒ takimi liczbami rze-

czywistymi, że c < lim
n→∞

an < d . Z twierdzenia o szacowaniu

wynika, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n , powiedz-
my wie֒kszych od odpowiednio dobranej liczby m , zachodzi nie-

równość c < an < d . Wystarczy przyja֒ć, że C jest najmniejsza֒

z liczb a0 , a1 , . . . , am , c , by dla wszystkich liczb naturalnych
n by lo C 6 an . Podobnie przyjmujemy, że D jest najwie֒ksza֒ z
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liczb a0 , a1 , . . . , am , d — wtedy an 6 D dla wszystkich liczb
naturalnych n . Dowód wniosku zosta l zakończony.

Uwaga. 15.15 (o k lopotach z nieskończonościa֒)

Ten dowód jest bardzo prosty. Prosze֒ jednak zwrócić uwage֒ na to,

że spośród skończenie wielu liczb można zawsze wybrać
najmniejsza֒ a spośród nieskończenie wielu już niekoniecznie, np.

wśród liczb 1, 1
2
, 1

3
, . . . najmniejszej nie ma!

Twierdzenie 15.16 (o arytmetycznych w lasnościach granicy)

15.16.1 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest

ich suma, to istnieje granica lim
n→∞

(an + bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn .

15.16.2 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest

ich różnica, to istnieje granica lim
n→∞

(an − bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn .

15.16.3 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest

ich iloczyn, to istnieje granica lim
n→∞

(an · bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn .

15.16.4 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest

ich iloraz, to istnieje granica lim
n→∞

an

bn
i zachodzi wzór

lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Dowód. Udowodnimy, że suma granic dwóch cia֒gów jest grani-

ca֒ sumy tych cia֒gów. Za lóżmy, że ga = lim
n→∞

an i gb = lim
n→∞

bn .

Należy rozważyć trzy przypadki: ga, gb sa֒ liczbami rzeczywistymi,

ga jest liczba֒ rzeczywista֒ zaś gb jest symbolem nieskończonym,

ga, gb sa֒ symbolami nieskończonymi tego samego znaku.

Rozpoczniemy od granic skończonych. Niech ε be֒dzie dodat-

nia֒ liczba֒ rzeczywista֒ i niech n′
ε be֒dzie taka֒ liczba֒ naturalna֒, że

dla n > n′
ε zachodzi nierówność |an − ga| < ε

2 . Niech n′′
ε be֒dzie

taka֒ liczba֒ naturalna֒, że nierówność |bn − gb| < ε
2 zachodzi dla
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n > n′′
ε i niech nε oznacza wie֒ksza֒ z liczb n′

ε, n′′
ε . Wtedy dla

n > nε zachodza֒ obydwie nierówności, zatem

|an + bn − (ga + gb)| 6 |an − ga| + |bn − gb| < ε
2 + ε

2 = ε.

Znaczy to, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n

(czyli n > nε ) różnica (an +bn)−(ga +gb) ma wartość bezwzgle֒d-

na֒ mniejsza֒ niż ε . Oznacza to, że lim
n→∞

(an + bn) = ga + gb. Do-

wód twierdzenia o granicy sumy cia֒gów w tym przypadku zosta l

zakończony.
Zajmiemy sie֒ teraz naste֒pnym przypadkiem: niech liczba g

be֒dzie granica֒ cia֒gu (an) i niech +∞ = = lim
n→∞

bn . Wykażemy,

że lim
n→∞

(an + bn) = +∞ . Niech M be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczy-

wista֒. Można znaleźć taka֒ liczbe֒ naturalna֒ n′′
M−g+1 , że dla

n > n′′
M−g+1 zachodzi nierówność bn > M − g + 1 . Istnieje

też taka liczba naturalna n′
1 , że dla n > n′

1 zachodzi nierówność

|an −g| < 1 . Niech nM be֒dzie wie֒ksza֒ z liczb n′′
M−g+1 i n′

1 . Dla

n > nM zachodza֒ obie nierówności, wie֒c

an + bn = bn + g + (an − g) > bn + g − |an − g| >

> (M − g + 1) + g − 1 = M .

Wykazalísmy, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n za-

chodzi nierówność an + bn > M , wie֒c lim
n→∞

(an + bn) = +∞ .

Dowód zosta l zakończony.

Jeśli wie֒c cia֒g (an) ma granice֒ skończona֒ i lim
n→∞

bn = −∞ , to

na mocy poprzednio wykazanej cze֒́sci twierdzenia o granicy sumy

cia֒g
(
− an + (−bn)

)
ma granice֒ i zachodzi równość

lim
n→∞

(−an − bn) = − lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−bn) = +∞ .

Z uwagi o granicy cia֒gu przeciwnego wynika, że istnieje granica

lim
n→∞

(an + bn) i lim
n→∞

(an + bn) −∞ . Dowód zosta l zakończony.

Zosta l jeszcze jeden przypadek: obie granice sa֒ równe +∞
lub obie sa֒ równe −∞ . Z uwagi o zbieżności cia֒gu przeciwnego

wynika, że udowodnić teze֒, gdy lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli

M jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieja֒ liczby natural-

ne n′
M/2 oraz n′′

M/2 takie, że jeśli n > n′
M/2 , to an > M

2 ,
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zaś jeśli n > n′′
M/2 , to bn > M

2 . Przyjmijmy, że nM jest

wie֒ksza֒ z liczb n′
M/2 , n′′

M/2 i n > nM . Wtedy zachodza֒ obie

nierówności i wobec tego an + bn > M
2 + M

2 = M . Oznacza to, że

lim
n→∞

(an + bn) = +∞. Dowód zosta l zakończony.

Z uwagi o zbieżności cia֒gu przeciwnego i twierdzenia o granicy

sumy (15.16.1) wynika twierdzenie o granicy różnicy (15.16.2).

Zajmiemy sie֒ teraz iloczynem. Podobnie jak poprzednio jest

wiele przypadków, których liczbe֒ można zredukować stosuja֒c uwa-

ge֒ o zbieżności cia֒gu przeciwnego do naste֒puja֒cych: obie granice

sa֒ skończone, obie granice sa֒ równe +∞ , jedna granica jest do-

datnia֒ liczba֒ rzeczywista֒ a druga jest nieskończona, np. +∞ .

Rozpoczniemy od rozpatrzenia granicy iloczynu dwóch cia֒-

gów maja֒cych skończone granice. Z twierdzenia o szacowaniu

wynika, że każdy z tych cia֒gów jest ograniczony, wie֒c istnieje taka

liczba K ′ > 0 , że |an| 6 K ′ i istnieje też taka liczba K ′′ > 0 , że

|bn| < K ′′ dla każdej liczby naturalnej n . Przyjmuja֒c, że K to

wie֒ksza z liczb K ′, K ′′ znajdujemy liczbe֒, której nie przekracza

wartość bezwzgle֒dna żadnego wyrazu któregokolwiek z dwóch roz-

patrywanych cia֒gów: |an|, |bn| 6 K . Oznaczmy ga = lim
n→∞

an ,

gb = lim
n→∞

bn . Z twierdzenia o szacowaniu wnioskujemy, że rów-

nież |ga|, |gb| 6 K . Niech ε oznacza dowolna֒ liczbe֒ dodatnia֒.

Istnieje wtedy taka liczba naturalna nε , że jeżeli n > nε , to

|an − ga| < ε
2K i jednocześnie |bn − gb| < ε

2K . Wtedy

|anbn − gagb| = |(an − ga)bn + ga(bn − gb)| 6

6 |an − ga| · |bn| + |ga| · |bn − gb| < ε
2K

· K + K · ε
2K

= ε.

Udowodnilísmy wie֒c, że dla dostatecznie dużych n odleg lość

liczby anbn od liczby gagb jest mniejsza niż ε , co oznacza, że

gagb = lim
n→∞

(
an · bn

)
, a to w laśnie by lo naszym celem.

Teraz zajmiemy sie֒ granica֒ iloczynu cia֒gów, z których jeden

ma granice֒ skończona֒ i dodatnia֒, a drugi — granice֒ +∞ . Niech

ga = lim
n→∞

an be֒dzie liczba֒ dodatnia֒ i niech +∞ = lim
n→∞

bn .

Niech M be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Z definicji granicy

wynika, że istnieje taka liczba naturalna nM , że jeżeli n > nM ,
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to an > 1
2ga > 0 i bn > 2|M |

ga
> 0 . Wtedy

anbn > 1
2ga

2|M |
ga

= |M | > M .

Dowód w tym przypadku zosta l zakończony.

Rozpatrzymy teraz iloczyn dwóch cia֒gów (an) i (bn) zak la-

daja֒c, że spe lniona jest równość lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli

M jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieje liczba naturalna

nM , taka że dla n > nM zachodza֒ nierówności an > 1 + |M |
i bM > 1 + |M | . Wtedy dla n > nM mamy

anbn > (1 + |M |)2 > 2 · |M | > |M | > M ,

co dowodzi równości +∞ = lim
n→∞

anbn . Twierdzenie o granicy

iloczynu cia֒gów zosta lo w ten sposób udowodnione.

Kolej na twierdzenie o granicy ilorazu. Znów zaczniemy od
granic skończonych. Niech ga = lim

n→∞
an i 0 6= gb = lim

n→∞
bn .

Wykażemy, że lim
n→∞

an

bn
= ga

gb
. Niech ε be֒dzie dowolna֒ liczba֒ do-

datnia֒. Z poczynionych za lożeń wynika, że istnieje taka liczba

naturalna nε , że jeśli n > nε , to

|bn| > |gb|
2 , |an − ga| < ε·|gb|

4 , |bn − gb| < ε·|gb|2
4(|ga|+1) . 15.3

Dla n > nε mamy wie֒c
∣
∣
∣
an

bn
− ga

gb

∣
∣
∣ = |angb−gabn|

|gbbn| 6
|angb−gagb|+|gagb−gabn|

|gb|2/2 =

= 2
|gb| |an − ga| + 2|ga|

|gb|2 |gb − bn| < ε.

Udowodnilísmy teze֒ w przypadku granic skończonych. Jeżeli cia֒g

(bn) ma granice֒ skończona֒ i różna֒ od 0 oraz lim
n→∞

an = +∞ , to

cia֒g
(

1
bn

)
ma granice֒ skończona֒ i różna֒ od 0 – wynika to z już

udowodnionej cze֒́sci twierdzenia o granicy ilorazu. W tym przy-

padku można zastosować twierdzenie o granicy iloczynu cia֒gów:

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(

an · 1
bn

)

= lim
n→∞

an · lim
n→∞

1
bn

= +∞ · lim
n→∞

1
bn

.

Ten ostatni iloczyn jest oczywíscie dobrze określony.

Zosta l jeszcze jeden przypadek: granica cia֒gu (an) jest skoń-

czona, a granica cia֒gu (bn) jest nieskończona. W tym przypadku

15.3
Nie za lożylísmy, że ga 6=0 , wie֒c w mianowniku umieścilísmy |ga|+1 .
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cia֒g (an) jest ograniczony, tzn. istnieje taka liczba K > 0 , że dla

każdego n zachodzi nierówność |an| < K . Jeśli ε > 0 , to istnieje

taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to |bn| > K
ε . Wtedy

∣
∣
∣
an

bn

∣
∣
∣ < K · ε

K = ε . Wykazalísmy wie֒c, że dla dostatecznie dużych

n iloraz an

bn
ma wartość bezwzgle֒dna֒ mniejsza֒ niż ε . Oznacza to,

że lim
n→∞

an

bn
= 0 . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 15.17 (o trzech cia֒gach)

Jeśli an 6 bn 6 cn dla dostatecznie dużych n , cia֒gi (an) i (cn)

maja֒ równe granice, to cia֒g (bn) też ma granice֒ i zachodzi wzór

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn .

Dowód. Wiemy, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n
zachodzi nierówność podwójna an 6 bn 6 cn oraz że cia֒gi an i cn

maja֒ wspólna֒ granice֒ g . Mamy dowieść, że ta wspólna granice

jest również granica֒ cia֒gu (bn) . Za lóżmy najpierw, że granica

g jest skończona. Niech ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒. Istnieje

taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to |an − g| < ε oraz

|cn − g| < ε . Wynika sta֒d, że g − ε < an 6 bn 6 cn < g + ε ,

zatem |bn − g| < ε . Udowodnilísmy wie֒c, że g = lim
n→∞

bn . Teraz

możemy sie֒ zaja֒ć przypadkiem granicy nieskończonej. Jak zwykle

wystarczy zaja֒ć sie֒ jedna֒ z dwu nieskończoności, tym razem dla

odmiany g = −∞ . Niech M be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒. Ponieważ

lim
n→∞

cn = −∞ , wie֒c istnieje taka liczba naturalna nM , że dla

n > nM zachodzi nierówność bn 6 cn < M , wie֒c w szczególności

bn < M . Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 15.18 (o twierdzeniu o trzech cia֒gach)

Z dowodu wynika, że w przypadku granicy nieskończonej, np.
równej −∞ , użycie jednego z dwóch zewne֒trznych cia֒gów, w tym

przypadku cia֒gu (an) , jest zbe֒dne. Prawdziwe jest twierdzenie:

jeśli dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność bn 6 cn

i cia֒g (cn) ma granice֒ −∞ , to również cia֒g (bn) ma granice֒ −∞
i analogicznie: jeśli dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność
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an 6bn i lim
n→∞

an =+∞ , to również +∞= lim
n→∞

bn.

Uwaga 15.19 Jeśli lim
n→∞

an istnieje, to istnieje też lim
n→∞

an+1

i zachodzi równość lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an . To stwierdzenie wynika

od razu z definicji granicy, można użyć tej samej liczby nε lub
nM , jeśli granica jest nieskończona.

Definicja 15.20 (podcia֒gu)

Jeśli (an) jest dowolnym cia֒giem i n1 < n2 < n3 < . . . , to cia֒g

an1
, an2

, an3
, . . . , czyli cia֒g (anm

)∞m=1 nazywamy podcia֒giem

cia֒gu (an) .

Zachodzi bardzo przydatne i  latwe twierdzenie wia֒ża֒ce zbież-

ność cia֒gu ze zbieżnościa֒ jego podcia֒gów.

Twierdzenie 15.21 (o podcia֒gach)

g ∈ R ∪ {+∞} ∪ {−∞} jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy jest granica֒ każdego jego podcia֒gu.

Dowód. Ponieważ cia֒g jest swoim podcia֒giem, wie֒c ze zbieżnoś-

ci wszystkich podcia֒gów cia֒gu (an) wynika natychmiast zbieżność

cia֒gu (an) .

Za lóżmy teraz, że g = lim
n→∞

an ∈ R i że numeracja wyrazów

naszego cia֒gu zaczyna sie֒ od liczby 1 . Wtedy spe lnione sa֒ nie-

równości n1 > 1 , n2 > n1 + 1 > 2 , n3 > n2 + 1 > 3 itd. Ogólnie
nm > m . Jeśli ε > 0 , to istnieje taka liczba naturalna nε , że

jeśli n > nε , to |an − g| < ε . W szczególności |anm
− g| < ε dla

m > nε , a sta֒d bez trudu wnioskujemy, że lim
m→∞

anm
= g . Dowód

zosta l zakończony.

Przyk lad 15.17 Cia֒g
(
(−1)n + 1

n

)
nie ma granicy, bowiem

lim
n→∞

(
(−1)2n + 1

2n

)
= lim

n→∞

(
1 + 1

2n

)
= 1 6=

6= −1 = lim
n→∞

(
− 1 + 1

2n+1

)
= lim

n→∞

(
(−1)2n+1 + 1

2n+1

)

— wskazalísmy dwa podcia֒gi zbieżne do różnych granic.

Twierdzenie 15.22 (o granicy cia֒gu monotonicznego)

Każdy cia֒g monotoniczny ma granice֒; jeśli jest ograniczony, to
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granica jest skończona.

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że cia֒g (an) jest niemale-

ja֒cy: a1 6 a2 6 a3 6 . . . . Jeśli ten cia֒g jest ograniczony

z góry, to kres górny zbioru jego wyrazów jest skończony. Niech

g = sup{an : n ∈ N}. Jeśli ε > 0 , to istnieje taka liczba natu-

ralna nε , że g − ε < anε
6 g . Wtedy dla każdej liczby naturalnej

n > nε zachodzi nierówność g − ε < anε
6 an 6 g . Wykazalísmy,

że wszystkie wyrazy cia֒gu o dostatecznie dużych numerach leża֒

w odleg lości mniejszej niż ε od g . Sta֒d i z definicji granicy cia֒gu

wynika od razu, że g = lim
n→∞

an.

Jeśli cia֒g (an) nie jest ograniczony z góry, to dla każdej liczby

rzeczywistej M istnieje taki numer nM , że anM
> M . Wtedy

dla n > nM zachodzi nierówność an > anm
> M , a to oznacza,

że lim
n→∞

an = +∞ .

Dowód dla cia֒gu nierosna֒cego Czytelnik przeprowadzi sam

lub skorzysta z tego, co już udowodnilísmy dla cia֒gu (−an) .

Przyk lad 15.18 lim
n→∞

n2+7n−13
5n2−17n+1 = lim

n→∞
1+7/n−13/n2

5−17/n+1/n2 =

tw. o granicy
=========

ilorazu

lim(1+7/n−13/n2)
lim(5−17/n+1/n2)

tw. o granicy sumy,
==============

różnicy i iloczynu

= 1+7·lim(1/n)−13·lim(1/n)2

5−17·lim(1/n)+lim(1/n)2 = 1+7·0−13·02

5−17·0+)1 = 1
5 .

Przyk lad 15.19 Niech an = 1+ 1
22 + 1

32 + · · ·+ 1
n2 . Oczywíscie

spe lniona jest nierówność an < an+1 , czyli cia֒g (an) jest ścísle

rosna֒cy. Ma wie֒c granice֒. Wykażemy, że jest ona skończona. Dla

n > 2 mamy an = 1 + 1
22 + 1

32 + · · · + 1
n2 < 1 + 1

1·2 + 1
2·3 + · · · +

+ 1
(n−1)·n = 1+1− 1

2
+ 1

2
− 1

3
+· · ·+ 1

n−1
− 1

n
= 1− 1

n
< 2 . Wobec tego

granica ta jest skończona i nie przekracza liczby 2 . Znalezienie
tej granicy to jednak problem zupe lnie innej natury i na razie zaj-
mować sie֒ nim nie be֒dziemy. Czytelnik zechce wykazać, że granica

jest mniejsza od liczby 7
4 i zechce wskazać jeszcze mniejsza֒ liczbe֒

M dla której nierówność an < M jest spe lniona dla wszystkich
liczb naturalnych n .

Przyk lad 15.20 Wykażemy jeszcze raz, że jeśli a > 1 , to
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lim
n→∞

n
√

a = 1 . Zauważmy najpierw, że n
√

a > n+1
√

a i n
√

a > 1

dla każdej liczby naturalnej n , wie֒c badany cia֒g jest nierosna֒cy

i ograniczony z do lu przez 1 , zatem ma granice֒ g i g > 1 . Każdy

jego podcia֒g jest zbieżny do liczby g , m.in. lim
n→∞

2n
√

a = g . Wobec

tego g = lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

(
2n
√

a
)2

=
(

lim
n→∞

2n
√

a
)2

= g2 . Jeśli

g = g2 , to g = 0 lub g = 1 , co w po la֒czeniu z nierównościa֒

g > 1 prowadzi do wniosku, że g = 1 .

W ostatnim przyk ladzie pokazalísmy, jak można omina֒ć kon-

kretne szacowania. Zasta֒pilísmy je twierdzeniem, które gwaran-

tuje istnienie granicy cia֒gu. Potem pojawi lo sie֒ równanie, którego

pierwiastkiem by la granica. Tak poste֒pujemy dosyć cze֒sto.

Przyk lad 15.21 Niech a > 0 i b > 0 oznaczaja֒ liczby rzeczy-

wiste. Niech a1 = b , an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Z nierówności o średniej

arytmetycznej i geometrycznej wnioskujemy, że dla każdego nu-

meru n zachodzi an+1 = 1
2

(
an+ a

an

)
>

√

an · a
an

=
√

a. Wobec tego

dla każdego n > 2 zachodzi nierówność an >
√

a , wie֒c również

an >
a
an

. Sta֒d wynika, że an+1 ∈
[

a
an

, an

]
— średnia dwu liczb

leży mie֒dzy nimi. Sta֒d w szczególności wynika, że an+1 6 an dla

n = 2, 3, . . . Cia֒g (an) ma wie֒c granice֒ i to nie mniejsza֒ niż
√

a .

Niech lim
n→∞

an = g . Wtedy

g = lim
n→∞

an+1 = = lim
n→∞

1
2

(
an + a

an

)
= 1

2

(
an + a

an

)
= 1

2 (g + 1
g ) ,

zatem g = 1
2 (g + a

g ) , wie֒c 1
2g = a

2g , czyli g2 = a . Sta֒d i z nie-

równości g >
√

a > 0 , wynika, że g =
√

a .

Przyk lad 15.22 Zajmowalísmy sie֒ już cia֒giem, którego wyraz

jest równy en =
(
1 + x

n

)n
. Wykażemy teraz, że dla każdej liczby

rzeczywistej x cia֒g ten jest niemaleja֒cy od pewnego momentu,

mianowicie jeśli n > −x , to
(
1 + x

n

)n
6

(
1 + x

n+1

)n+1
. Potem

wykażemy, że jest on ograniczony. Nierówność n > −x równoważ-
na jest nierówności n+x > 0 , z tej z kolei wynika, że n+1+x > 0 .

Wobec tego 1 + x
n = n+x

n > 0 i analogicznie 1 + x
n+1 > 0 . Wobec
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tego jeśli n > −x , to liczby
(
1+ x

n

)n
i

(
1+ x

n+1

)n+1
sa֒ dodatnie,

a wobec tego nierówność en =
(
1 + x

n

)n
6

(
1 + x

n+1

)n+1
= en+1

jest równoważna nierówności

1

1 + x
n

6
(1 + x

n+1 )n+1

(1 + x
n

)n+1
=

(

1 +
x

n+1 − x
n

1 + x
n

)n+1

=

=

(

1 +
−x

(n + 1)(n + x)

)n+1

.

Teraz skorzystamy z nierówności Bernoulli’ego:
(

1 + −x
(n+1)(n+x)

)n+1

> 1 + (n + 1) −x
(n+1)(n+x) = n

n+x =
1

1 + x
n

.

Skorzystać wolno, bo jeśli n > −x , to −x
(n+1)(n+x)

> −1 — ta

nierówność jest prawdziwa dla x < 0 , bo wtedy licznik i mianow-
nik sa֒ dodatnie, a gdy x > 0 , to 0 6

x
n+x < 1 . Wobec tego

udowodnilísmy monotoniczność cia֒gu (en) od pewnego miejsca.

Wynika sta֒d, że ma on granice֒, choć być może nieskończona֒. Jeśli

x 6 0 , to dla n > −x zachodzi nierówność 0 6 1 + x
n 6 1 ,

wie֒c 0 6
(
1 + x

n

)n
6 1 . W tym przypadku cia֒g jest ograniczo-

ny z góry przez liczbe֒ 1 , zatem lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
6 1 , a ponieważ

ten cia֒g od pewnego miejsca rośnie i ma dodatnie wyrazy, wie֒c

0 < lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
6 1 . Za lóżmy teraz, że x > 0 . Mamy wie֒c

(
1 + x

n

)n
=

(1 − x2

n2 )n

(1 − x
n )n

.

Wykażemy, że istnieje skończona granica lim
n→∞

(
1 − x2

n2

)n
.

Ponieważ 0 < lim
n→∞

(1 − x
n)n 6 1 , wie֒c z twierdzenia o granicy

ilorazu wyniknie, że granica lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
jest skończona.

Jeśli n > x > 0 , to − x2

n2 > −1 , wie֒c

1 >
(
1 − x2

n2

)n
> 1 + n

(
− x2

n2 ) = 1 − x2

n −−−−→
n→∞

1 .

Z twierdzenia o trzech cia֒gach wynika, że lim
n→∞

(
1 − x2

n2

)n
= 1 ,

zatem lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
=

1

lim
n→∞

(1 − x
n )n

.
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Podamy teraz bardzo ważna֒ definicje֒.

Definicja 15.23 (liczby e)

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Uwaga 15.24 Cia֒g o wyrazie
(
1 + 1

n

)n
jest niemaleja֒cy 15.4 ,

wie֒c dla każdego naturalnego n zachodzi nierówność e>
(
1+ 1

n

)n
,

np. e >
(
1 + 1

4

)4
= 625

256 = 2113
256 > 22

5 = 2,4 . Z dwu

równości lim
n→∞

(
1 − 1

n2 )n = 1 i e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
wynika, że

e =
1

(1 − 1
n )n

, przy czym z tego, że cia֒g o wyrazie (1 − 1
n )n jest

niemaleja֒cy wynika, że cia֒g o wyrazie
1

(1 − 1
n)n

jest nierosna֒cy,

zatem dla każdej liczby n > 2 zachodzi nierówność e 6
1

(1 − 1
n

)n
,

np. e 6
1

(1 − 1
6 )6

=
(

6
5

)6
=

(
1 + 1

5

)6
= 1 + 6

5
+ 6·5

1·2·52 + 6·5·4
1·2·3·53 +

+ 6·5·4·3
1·2·3·4·54 + 6·5·4·3·2

1·2·3·4·5·55 + 1
56 = 1 + 6

5 + 6
10 + 4

52 + + 3
53 + 6

55 + 1
56 =

=1 + 1,2 + 0,6 + 0,16 + 0,024 + 0,00192 + 0,000064 = 2,985984 ,
wie֒c wykazalísmy, że 2, 4 < e < 3 . Ten rezultat jest niedok ladny.

Można przekonać sie֒, że e ≈ 2,718281828 , ale nie be֒dziemy teraz

przybliżać dok ladniej, bo później osia֒gniemy lepsze wyniki znacz-

nie mniejszym nak ladem pracy. Dodajmy, że e nie jest liczba֒

wymierna֒ (to wiedzia l już L.Euler, 1707-1783), o czym be֒dziemy

w stanie przekonać sie֒ wkrótce. Można też wykazać, że e to

liczba przeste֒pna, wie֒c taka, która nie jest pierwiastkiem żadnego

niezerowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych. Ostatnie

stwierdzenie jest trudniejsze (C.Hermite, 1822 -1901). Liczba e

jest jedna֒ z najważniejszych w matematyce, wyste֒puje w wielu

sytuacjach i nie sposób wyobrazić sobie matematyki bez niej.

Przyk lad 15.23 lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)n
= 1 . Dla każdej liczby natu-

ralnej n zachodzi nierówność 1 6
(
1 + 1

n2

)n
. Oszacujemy wyraz

15.4
tyle udowodnilísmy, ale później okaże sie֒, że jest ścísle rosna֒cy.
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cia֒gu z góry. Zastosujemy nierówność Bernoulliego. Mamy

1 <
(
1 + 1

n2

)n
=

1

(1 − 1
n2+1 )n

6
1

1 − n
n2+1

=
1

1 − 1
n+ 1

n

−−−−→
n→∞

1 .

Obiecana teza wynika z twierdzenia o trzech cia֒gach.

Przyk lad 15.24 lim
n→∞

(
1 + x+y

n

)n
= lim

n→∞

(
1+ x

n

)n
lim

n→∞

(
1+ y

n

)n

dla dowolnych liczb x, y ∈ R . Udowodnimy ten wzór. Niech

n > 2|x| + 2|y| . Wtedy liczby 1 + x
n , 1 + y

n i 1 + x+y
n , sa֒ do-

datnie. Wystarczy udowodnić, że 1 = lim
n→∞

(1 + x
n )n(1 + y

n)n

(1 + x+y
n )n

=

= lim
n→∞

(

1 +
xy
n2

1 + x+y
n

)n

. Z nierówności n > 2|x| + 2|y| wynika,

że 1 + x+y
n > 1

2 i
∣
∣xy
n2

∣
∣ < 1

4 , zatem
∣
∣
∣

xy
n2

1 + x+y
n

∣
∣
∣ <

1

2
. Z nierówności

Bernoulli’ego wynika, że
(

1 +
xy
n2

1 + x+y
n

)n

> 1 + n
xy
n2

1 + x+y
n

= 1 +
xy
n

1 + x+y
n

−−−−→
n→∞

1 .

Mamy też
∣
∣
∣

xy
n2

(1 + x
n

)(1 + y
n

)

∣
∣
∣ <

1
22

(1 − 1
2 )(1 − 1

2 )
= 1 , zatem

(1 + x+y
n

)n

(1 + x
n )n(1 + y

n)n
=

(

1 −
xy
n2

(1 + x
n)(1 + y

n)

)n

>

> 1 −
xy
n

(1 + x
n)(1 + y

n)
−−−−→
n→∞

1 .

Wobec tego zachodzi nierówność:

1 +
xy
n

1 + x+y
n

6
(1 + x

n
)n(1 + y

n
)n

(1 + x+y
n )n

6
1

1 −
xy
n

(1 + x
n )(1 + y

n)

.

Z niej i twierdzenia o trzech cia֒gach wynika, że zachodzi równość

1 = lim
n→∞

(1 + x
n

)n(1 + y
n

)n

(1 + x+y
n

)n
, a z niej — dowodzona teza.

Lemat 15.25
Jeśli a

b < c
d i mianowniki b, d maja֒ ten sam znak, to zachodzi

nierówność a
b < a+c

b+d < c
d .
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Dowód. Mnoża֒c nierówność a
b < c

d przez liczbe֒ bd > 0 otrzy-

mujemy nierówność równoważna֒ wyj́sciowej: ad < bc . Mnoża֒c

nierówność a
b < a+c

b+d przez liczbe֒ b(b + d) > 0 otrzymujemy:

a(b + d) < b(a + c) , a po redukcji ad < bc , co kończy dowód lewej

nierówności. Tak samo dowodzimy, że prawa jest prawdziwa.

Uwaga 15.26 a+c
b+d = b

b+d · a
b + d

b+d · c
d , wie֒c liczba a+c

b+d jest

średnia֒ ważona֒ liczb a
b i c

d z wagami b
b+d i d

b+d . Wagi to nie-

ujemne liczby o sumie 1 . W tym przypadku pojawi ly sie֒ dwie, ale

ogólnie może być ich wie֒cej.

Niech p1 > 0, p2 > 0, . . . , pn > 0 , p1 + p2 + · · · + pn = 1
i n > 2 . Czytelnik udowodni, że jeśli wśród liczb rzeczywistych
x1, x2, . . . , xn sa֒ co najmniej dwie różne, to

min(x1,x2, . . . , xn)<p1x1 +p2x2 + · · ·+pnxn <max(x1,x2, . . . , xn).

Oznacza to, że średnia ważona n liczb leży mie֒dzy najmniejsza֒

i najwie֒ksza֒ z nich.

Teraz zajmiemy sie֒ twierdzeniem, które dosyć rzadko jest

formu lowane w pocza֒tkowej fazie nauki o cia֒gach.

Twierdzenie 15.27 (Stolza)

Za lóżmy, że wszystkie wyrazy cia֒gu (bn) sa֒ różne od 0 , że jest

on ścísle monotoniczny oraz że istnieje granica g = lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
.

Jeśli spe lniony jest jeden z warunków:

15.27.1 cia֒g (bn) ma granice֒ nieskończona֒,

15.27.2 cia֒gi (an) i (bn) sa֒ zbieżne do 0 ,

to cia֒g
(

an

bn

)

ma granice֒ i zachodzi równość:

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
an+1 − an

bn+1 − bn
= g .

Dowód. Bez straty ogólności rozważań można przyja֒ć, że cia֒g

(bn) jest ścísle rosna֒cy, bo można go zasta֒pić cia֒giem (−bn) .

Niech m i M be֒da֒ takimi liczbami rzeczywistymi, że m< g < M ;

jeśli g = −∞ , to rozważamy tylko M , gdy g = +∞ — tylko m .
Dla dowodu tezy wystarczy wykazać, że dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n zachodzi nierówność m < an

bn
< M.
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Niech m′ i M ′ be֒da֒ takimi liczbami rzeczywistymi, że

m < m′ < g < M ′ < M .

Ponieważ granica֒ cia֒gu
(

an+1−an

bn+1−bn

)

jest g , wie֒c istnieje taka licz-

ba naturalna n0 , że dla każdej liczby naturalnej n > n0 i dowolnej
liczby naturalnej k zachodza֒ nierówności:

m′ < an+1−an

bn+1−bn
< M ′

m′ < an+2−an+1

bn+2−bn+1
< M ′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

m′ <
an+k−an+k−1

bn+k−bn+k−1
< M ′

Cia֒g (bn) jest ścísle rosna֒cy, wie֒c bj+1 − bj > 0 dla dowol-

nego numeru j . Z lematu 15.26 i pierwszych dwu nierówności

wynika, że liczba an+2−an

bn+2−bn
= (an+2−an+1)+(an+1−an)

(bn+2−bn+1)+(bn+1−bn) leży mie֒dzy

liczbami an+1−an

bn+1−bn
i an+2−an+1

bn+2−bn+1
, a ponieważ te leża֒ mie֒dzy liczba-

mi m′ i M ′ , wie֒c spe lniona jest nierówność

m′ < an+2−an

bn+2−bn
< M ′ .

W ten sam sposób wynika nierówność

m′ < an+3−an+2

bn+3−bn+2
< M ′ .

Z otrzymanych nierówności wynika naste֒pna:

m′ < an+3−an

bn+3−bn
< M ′ .

Prosta indukcja kończy dowód nierówności

m′ <
an+k−an

bn+k−bn
< M ′ .

Skorzystawszy z za lożenia (15.27.2) i twierdzenia o arytmetycz-

nych w lasnościach granicy cia֒gu stwierdzamy, że dla każdego nu-

meru n zachodzi równość

lim
k→∞

an+k−an

bn+k−bn
= −an

−bn
= an

bn
.

Z niej i z twierdzenia o szacowaniu wynika, że dla każdego n > n0

zachodzi nierówność
m < m′ 6

an

bn
6 M ′ < M ,

a to oznacza, że zakończylísmy dowód twierdzenia przy za lożeniu

(15.27.2).

Skorzystamy teraz z za lożenia (15.27.1). Nierówność
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m′ <
an+k−an

bn+k−bn
< M ′

możemy przepisać w postaci

m′ <

an+k

bn+k
− an

bn+k

1 − bn

bn+k

< M ′ .

Ta nierówność jest równoważna naste֒puja֒cej (przyp. bn+k > bn )

m′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
<

an+k

bn+k
< M ′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
.

Niech n = n0 + 1 . Ponieważ limk→∞m′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
= m′

i m < m′ , wie֒c istnieje taka liczba k0 , że dla k > k0 zachodzi

nierówność m′(1− bn

bn+k

)
+ an

bn+k
> m . Podobnie istnieje taka liczba

k1 , że dla k > k1 mamy M ′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
< M . Wobec tego

jeśli k > max(k0, k1) , to zachodzi nierówność podwójna

m <
an+k

bn+k
< M .

Ta obserwacja kończy dowód twierdzenia.

Przyk lad 15.25 Znajdziemy granice֒ lim
n→∞

17+2+···+n7

n8 . Oczy-

wíscie lim
n→∞

n8 = ∞ . Cia֒g (n8) jest ścísle rosna֒cy. Można wie֒c

spróbować użyć twierdzenie Stolza. Niech an = 17 + 2+ · · · + n7 ,

bn = n8 . Mamy an+1−an = (n+1)7 i bn+1−bn = (n+1)8−n8 =

=8n7 + 28n6 + 56n5 + 70n4 + 56n3 + 28n2 + 8n + 1 . Wobec tego

mamy an+1−an

bn+1−bn
= (n+1)7

8n7+28n6+56n5+70n4+56n3+28n2+8n+1 , zatem

lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
=

(1 + 1
n

)7

8 + 28
n + 56

n2 + 70
n3 + 56

n4 + 28
n5 + 8

n6 + 1
n7

.

Z tej równości i twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach gra-

nicy wynika natychmiast, że lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
= 1

8 i wobec tego

z twierdzenia Stolza wynika, że

lim
n→∞

17+2+···+n7

n8 = lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
an+1−an

bn+1−bn
= lim

n→∞
1
8 .

W ostatnim przyk ladzie pokazalísmy, jak można wykorzys-
tać twierdzenie Stolza w typowy sposób. To ważne i skuteczne
twierdzenie. Z jego si la֒ zapoznać sie֒ można stosuja֒c je w różnych

zadaniach. Podamy jeszcze jeden przyk lad, w zasadzie bezsen-
sowny.
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Przyk lad 15.26 Na maturze rozszerzonej w 2005 r pojawi lo sie֒

zadanie: znaleźć granice֒ lim
n→∞

1+4+7+···+3n−2
5+7+9+···+2n+3 . Można je rozwia֒-

zać stwierdzaja֒c, że 1 + 4 + 7 + · · · + 3n − 2 = n(3n−1)
2 oraz

5+7+9+ · · ·+2n+3 = n(n+4) , a naste֒pnie stosuja֒c twierdzenie

o arytmetycznych w lasnościach granicy cia֒gu. Wynik to 3
2

.

Jednak co najmniej jeden z maturzystów napisa l coś takiego:

lim
n→∞

1+4+7+···+3n−2
5+7+9+···+2n+3

∞

∞==== lim
n→∞

3n−2
2n+3

= lim
n→∞

3−2/n
2+3/n

= 3−0
2+0

= 3
2

.

Symbol ∞
∞ ludziom obeznanym z twierdzeniem Stolza i z regu la֒ de

l’Hospitala, o której be֒dziemy jeszcze mówić, sugeruje, że autor ma

na myśli jedno z tych twierdzeń, w tym przypadku może to być
tylko twierdzenie Stolza. Niestety to tylko hipoteza i w rzeczy-
wistości nie wiadomo, co uczeń mia l na myśli, może napisa l te֒

równość nie myśla֒c w ogóle o uzasadnieniu. U latwi lby prace֒

sprawdzaja֒cym, gdyby napisa l coś w rodzaju: z twierdzenia Stolza

wynika, że . . . Autor tej ksia֒żeczki przypuszcza, że jednak rozwia֒-

zanie zosta lo uznane, chociaż równie dobrze można by lo uznać,
że brak wyjaśnień uniemożliwia stwierdzenie, że zdaja֒cy wiedzia l,

jakim twierdzeniem (niezbyt popularnym w szko lach) sie֒ pos luży l

i uznać zadanie za nierozwia֒zane! Redaguja֒c rozwia֒zanie zadania

lub problemu należy troche֒ myśleć o tych, którym przyjdzie tekst

przeczytać i dać im szanse zrozumienia pamie֒taja֒c o tym, że każdy

myśli ,,po swojemu”.

Twierdzenie 15.28 (o podcia֒gach monotonicznych)

Z każdego cia֒gu liczbowego można wybrać podcia֒g monotoniczny.

Dowód. Niech (an) be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb rzeczywis-

tych. Możliwe sa֒ dwa przypadki:

1◦ każdy podcia֒g cia֒gu (an) zawiera najwie֒kszy wyraz, tzn. taki

wyraz an0
, że dla każdego k zachodzi nierówność ank

6 an0
;

2◦ istnieje podcia֒g, który nie zawiera najwie֒kszego wyrazu.

Pokażemy, że w pierwszym przypadku można z cia֒gu wybrać

podcia֒g nierosna֒cy, a w drugim — ścísle rosna֒cy.

Rozpatrujemy pierwsza֒ możliwość. Niech n1 be֒dzie naj-

mniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której an1
jest najwie֒kszym
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wyrazem cia֒gu (an) . Za lóżmy, że zdefiniowalísmy już liczby

n1 < n2 < . . . < nk i to tak, że jeśli m > nj , to am 6 anj

Niech ank+1
be֒dzie najwie֒kszym spośród wyrazów naste֒puja֒cego

podcia֒gu cia֒gu (an) : ank+1 , ank+2 , ank+3 , . . . Jasne jest, że

ank+1
6 ank

oraz że am 6 ank+1
dla m > nk+1 . Zdefiniowalísmy

wie֒c podcia֒g nierosna֒cy cia֒gu (an) .

Kolej na drugi przypadek. Aby nie komplikować oznaczeń za-

 lożymy, że w cia֒gu (an) nie ma najwie֒kszego wyrazu — z cia֒gu

(an) można wybrać podcia֒g o tej w lasności i oznaczyć go przez

(an) . Niech n1 = 1 . an1
nie jest najwie֒kszym wyrazem cia֒gu

(an) , wie֒c istnieje wyraz od niego wie֒kszy. Niech n2 be֒dzie

najmniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której zachodzi nierówność

an1
< an2

. Za lóżmy, że zdefiniowalísmy już w taki sposób numery

n1 <n2 <. . .<nk , że zachodza֒ nierówności an1
<an2

< . . . <ank
.

ank
nie jest najwie֒kszym wyrazem cia֒gu ank

, ank+1, ank+2, . . . ,

bo wtedy liczba max(a1, a2, . . . , ank
) by laby najwie֒kszym wy-

razem cia֒gu (an) . Niech nk+1 be֒dzie najmniejsza֒ taka֒ liczba֒

naturalna֒, dla której spe lnione sa֒ obie nierówności nk+1 > nk

i ank+1
> ank

. Jasne jest, że zdefiniowalísmy indukcyjnie ścísle

rosna֒cy podcia֒g cia֒gu (an) .

Czytelnik zauważy, że w tym rozumowaniu korzystalísmy wy-
 la֒cznie w w lasności nierówności, innych w lasności liczb rzeczy-

wistych nie wykorzystalísmy wcale. Można wie֒c rozpatrywać za-

miast cia֒gów liczb rzeczywistych cia֒gi elementów pewnego zbioru,

które umiemy porównywać, przy czym nierówność jest przechod-
nia itd. Moga֒ to być np. cia֒gi zbiorów, jeśli przyjmiemy, że

nierównościa֒ jest zawieranie: A ⊆ B zamiast a 6 b dla liczb

rzeczywistych. Prawdziwe jest wobec tego stwierdzenie: z każ-

dego cia֒gu zbiorów (An) można wybrać taki podcia֒g (Ank
) , że

An1
⊆An2

⊆An3
⊆x . . . albo (Ank

) , że An1
⊇ An2

⊇ An3
⊇ . . .

Teraz udowodnimy bardzo ważne twierdzenie, z którego póź-
niej przyjdzie nam wielokrotnie korzystać.

Twierdzenie 15.29 (Bolzano–Weiestrassa)

Z każdego cia֒gu liczb rzeczywistych można wybrać podcia֒g, który
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ma granice֒; z cia֒gu ograniczonego można wybrać podcia֒g zbieżny

do granicy skończonej.

Dowód. Z cia֒gu (an) wybieramy podcia֒g monotoniczny (po-

przednie twierdzenie). Ma on granice֒, co jest treścia֒ twierdzenia

o granicy cia֒gu monotonicznego.

Jak widać ca la praca zosta la wykonana wcześniej. Dodajmy,
że na ogó l podawany jest nieco inny dowód tego twierdzenia. Na-
szkicujemy go teraz w przypadku cia֒gu ograniczonego. Za lóżmy,

że wszystkie wyrazy cia֒gu (an) leża֒ w przedziale P = [−m,m] .

Co najmniej jedna z jego po lówek (dalej oznaczona przez P1 ), za-

wiera nieskończenie wiele wyrazów cia֒gu, tj. istnieje nieskończenie

wiele takich numerów n , że an ∈ P1 . Przyjmujemy P1 = [b1, c1].

Niech P2 = [b2, c2] oznacza te֒ po lówke֒ przedzia lu P1 , która zawie-

ra nieskończenie wiele wyrazów cia֒gu. Kontynuujemy definiowa-

nie kolejnych po lówek. W wyniku otrzymujemy cia֒g przedzia lów

P1 = [b1, c1] ⊇ P2 = [b2, c2] ⊇ P3 = [b3, c3] ⊇ . . .

Wynika sta֒d, że cia֒g (bn) jest niemaleja֒cy, a cia֒g (cn) — nie-

rosna֒cy. Maja֒ wie֒c one granice, przy czym lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

cn.

W rzeczywistości granice te sa֒ równe, bo cn − bn = m
2n+1 oraz

lim
n→∞

m
2n+1 = 0 . Wybieramy teraz podcia֒g (ank

) tak, by anj
∈ Pj

oraz n1 < n2 < n3 < . . . Ten podcia֒g jest zbieżny na mocy

twierdzenia o trzech cia֒gach: bk 6 ank
6 ck .

W przypadku cia֒gu nieograniczonego teza jest oczywista.

Możemy teraz zaja֒ć sie֒ tak zwanym warunkiem Cauchy’ego.

Definicja 15.30 (cia֒gu Cauchy’ego)

(an) jest cia֒giem Cauchy’ego (lub: spe lnia warunek Cauchy’ego)

wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdej liczby ε > 0 istnieje taka liczba naturalna nε , że jeśli

m, k > nε , to |am − ak| < ε .

Mówia֒c niedok ladnie cia֒g spe lnia warunek Cauchy’ego jeśli

odleg lości mie֒dzy wyrazami o dużych numerach sa֒ bardzo ma le.

W istocie rzeczy dowód tego, że cia֒g geometryczny o ilorazie

q 6 −1 nie ma granicy skończonej polega l na wykazaniu, że nie
spe lnia on warunku Cauchy’ego.
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Twierdzenie 15.31 (Cauchy’ego)

Cia֒g jest zbieżny (czyli ma skończona֒ granice֒) wtedy i tylko wtedy,

gdy spe lnia warunek Cauchy’ego.

Dowód. Za lóżmy najpierw, że cia֒g ma skończona֒ granice֒ g .

Niech ε > 0 . Wtedy istnieje taka liczba nε , że jeśli k,m > nε ,

to |am − g| < ε
2 i |ak − g| < ε

2 . Spe lnione sa֒ wtedy nierówności

|am − ak| = |am − g + g − ak| 6 |am − g| + |g − ak| < ε
2 + ε

2 = ε .

Za lóżmy, że cia֒g a1, a2, a3, . . . spe lnia warunek Cauchy’ego.

Istnieje wtedy n1 takie, że dla k,m > n1 mamy |ak − am| < 1 .

Niech m = n1 + 1 . Wtedy |ak| − |am| 6 |ak − am| < 1, zatem

|ak| 6 1 + |am| dla wszystkich dostatecznie dużych k . Ozna-

cza to, że cia֒g (an) jest ograniczony. Wybierzmy z cia֒gu (an)

podcia֒g zbieżny
(
anj

)
. Niech g oznacza jego granice֒. Wykażemy,

że g jest granica֒ ca lego cia֒gu. Jeśli ε > 0 , to dla dostatecznie

dużych k,m zachodza֒ nierówności |ak −am| < ε
2 i |anj

−g| < ε
2 .

Ponieważ m, k, j sa֒ wybierane dowolnie, byle by ly dostatecznie

duże, i nm > m , wie֒c można wybrać je tak, by m = nj . Wtedy

dla dostatecznie dużego k mamy

|ak −g| 6 |ak −am|+ |am−g| = |ak −am|+ |anj
−g| < ε

2 + ε
2 = ε ,

co oznacza, że g = lim
n→∞

an .

Uwaga 15.32 Czytelnik może nieco zdziwić sie֒, bo z twierdzenia

Cauchy’ego wynika, że cia֒gi Cauchy’ego to cia֒gi zbieżne. Nada-

lísmy wie֒c tym cia֒gom dwie nazwy. Obie sa֒ używane, bo w nieco

ogólniejszej sytuacji, gdy zamiast liczb rzeczywistych rozważana
jest dowolna przestrzeń metryczna, równoważności na ogó l nie ma
— poje֒cie cia֒gu Cauchy’ego jest nieco ogólniejsze niż poje֒cie cia֒gu

zbieżnego: zdarzaja֒ sie֒ przestrzenie metryczne, w których niektóre

cia֒gi Cauchy’ego nie maja֒ granicy.

Twierdzenie 15.33
Cia֒g ma granice֒ wtedy i tylko wtedy, gdy każdy jego podcia֒g ma

granice֒.

Dowód. Jeśli cia֒g ma granice֒, to jest ona granica֒ wszystkich jego

podcia֒gów bez wzgle֒du na to, czy jest skończona, czy nie. Drugie

wynikanie jest jeszcze prostsze: cia֒g jest swoim podcia֒giem.
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Twierdzenie 15.34
Z cia֒gu, który nie ma granicy, można wybrać dwa podcia֒gi, które

maja֒ różne granice.

Dowód. Niech g be֒dzie granica֒ jednego z podcia֒gów. Ponieważ

g 6= lim
n→∞

an , wie֒c istnieje taka liczba M > g , że dla nieskończenie

wielu numerów n zachodzi nierówność an > M albo taka liczba
m < g , że dla nieskończenie wielu numerów n spe lniona jest
nierówność an < m . W pierwszym przypadku możemy wybrać

z cia֒gu (an) podcia֒g (ank
) o wyrazach wie֒kszych niż M , który

ma granice֒ g1 . Zachodzi wie֒c nierówność g1 = lim
k→∞

ank
> M > g.

W drugim przypadku możemy wybrać podcia֒g (anl
) o wyrazach

mniejszych niż m , który ma granice֒ g2 , wie֒c o g2 6 m < g .

Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 15.27 Niech an =1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · + (−1)n−1 · 1

n .

Wykażemy, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒. Niech m > k .

Wówczas |am − ak| =
∣
∣ 1
k+1 − 1

k+2 + · · · + (−1)m−k+1 · 1
m

∣
∣ =

= 1
k+1 − 1

k+2 + · · · + (−1)m−k+1 · 1
m 6

1
k+1 — wynika to od razu

z nierówności: − 1
k+2 + 1

k+3 < 0 , − 1
k+4 + 1

k+5 < 0 itd. oraz

nierówności 1
k+1 − 1

k+2 > 0 , 1
k+3 − 1

k+4 > 0 , itd. Wynika sta֒d,

że jeśli k >
⌊

1
ε

⌋
i m > k , to |am − ak| < ε , a to oznacza, że cia֒g

(an) spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c jest zbieżny.

Przyk lad 15.28 Niech an = 1+ 1
2 + 1

3 + 1
4 +· · ·+ 1

n . Oczywíscie

dla każdego numeru n zachodzi nierówność an < an+1 , a to ozna-

cza, że cia֒g (An) jest ścísle rosna֒cy. Jako ścísle monotoniczny ma

granice֒. Wykażemy, że lim
n→∞

an = ∞ . Gdyby tak nie by lo to cia֒g

spe lnia lby warunek Cauchy’ego. Dla n > 1 mamy jednak

a2n − an = 1
n+1 + 1

n+2 + · · · + 1
2n > n · 1

2n = 1
2 .

Wobec tego warunek Cauchy’ego spe lniony nie jest, np. jeżeli

ε = 1
2

, to nie można znaleźć takiej liczby nε , że jeśli m, k > nε ,

to |am − ak| < 1
2

= ε . .

Przyk lad 15.29 Przyjmijmy, że dla n > 1 zachodzi równość

an = −1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 − 1

5 − 1
6 − 1

7 − 1
8 − 1

9 + 1
10 + · · ·+ (−1)⌈

√
n⌉ 1

n .
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Wykażemy, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒. Mamy:
a1 < a2 < a3 < a4 > a5 > . . . > a9 < a10 < . . . < a16 > a17 >
> a18 > . . . > a25 < a26 < . . . Wynika sta֒d, że aby wykazać,

że cia֒g (an) jest cia֒giem Cauchy’ego, wystarczy wykazać, że cia֒g

(an2) spe lnia warunek Cauchy’ego.

Niech k > 1 be֒dzie liczba֒ naturalna֒. Mamy wtedy:
2
k = k−1

k2−k + k
k2 < 1

(k−1)2+1 + · · · + 1
k2−k

︸ ︷︷ ︸

k−1 sk ladników

+ 1
k2−k+1 + · · · + 1

k2

︸ ︷︷ ︸

k sk ladników

<

< k−1
(k−1)2+1

+ k
k2−k+1

< k−1
(k−1)2

+ k
k2−k

= 2
k−1

.

Niech sk = 1
(k−1)2+1

+ · · ·+ 1
k2−k

+ 1
k2−k+1

+ · · ·+ 1
k2 . Wiemy już,

że 2
k

< sk < 2
k−1

dla każdej liczby naturalnej k > 1 . Mamy wie֒c

0 = 2
k
− 2

k
< sk − sk+1 < 2

k−1
− 2

k+1
,

2
k+2

= 0 + 2
k+2

< sk − sk+1 + sk+2 < 2
k−1

− 2
k+1

+ 2
k+1

= 2
k−1

,

0 = 2
k+2

− 2
k+2

< sk − sk+1 + sk+2 − sk+3 < 2
k−1

− 2
k+3

.

Te oszacowania można kontynuować (indukcja). W wyniku dla do-

wolnej liczby naturalnej ℓ otrzymujemy naste֒puja֒ce nierówności:

0 < sk − sk+1 + sk+2 − sk+3 + · · · + (−1)ℓsk+ℓ < 2
k−1 .

Zauważmy, że an2 = −s1 + s2 − s3 + · · · + (−1)nsn . Niech m

i n > m be֒da֒ liczbami naturalnymi. Wtedy

an2 − am2 = sm+1 − sm+2 + sm+3 − sm+4 + · · · + (−1)n−m+1sn ,

zatem |an2 − am2 | = sm+1 − sm+2 + · · · + (−1)n−m+1sn < 2
m .

Za lóżmy, że ε > 0 i m > 2
ε . Wtedy spe lniona jest nierówność

|an2 − am2 | < ε , a to oznacza, że cia֒g (an2) spe lnia warunek

Cauchy’ego, zatem jest zbieżny.

Twierdzenie 15.35 (o cia֒g lości funkcji k
√

)

Jeśli an > 0 dla każdej liczby naturalnej n i lim
n→∞

an = g , to

dla każdej liczby naturalnej k zachodzi równość lim
n→∞

k
√

an = k
√

g.

Jeśli k jest liczba֒ nieparzysta֒, to teza jest prawdziwa bez za loże-

nia nieujemności wyrazów cia֒gu (an) .

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy

z cia֒gu ( k
√

an) można wybrać podcia֒g (anm
) , który ma granice֒

a 6= k
√

g > 0 . Z twierdzenia o granicy iloczynu cia֒gów wynika,
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że wtedy ak =
(

lim
m→∞

k
√

anm

)k
= lim

m→∞

(
k
√

anm

)k
= lim

m→∞
anm

= g , co

przeczy nierówności a 6= k
√

g . Jeśli g < 0 i k jest nieparzyste, to

dowód przebiega identycznie.

Uwaga 15.36 (o przestrzeniach metrycznych)

W matematyce używa sie֒ cze֒sto terminu przestrzeń metryczna.

Chodzi o zbiór, w którym zdefiniowano odleg lość mie֒dzy punk-

tami. Przestrzenia֒mi metrycznymi sa֒: prosta, p laszczyzna, zwyk-

 la przestrzeń trójwymiarowa, odcinek, trójka֒t. Można też definio-

wać odleg lość mie֒dzy funkcjami. Podamy ścis le określenie.

Przestrzenia֒ metryczna֒ nazywamy taki zbiór X , którego każ-

dym dwóm elementom x , y przypisana zosta la liczba ̺(x, y)

w taki sposób, że

M1 ̺(x, y) > 0 dla dowolnych x, y ∈ X ;

M2 ̺(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y ;

M3 ̺(x, y) = ̺(y, x) dla dowolnych x, y ∈ X ;

M4 ̺(x, y) + ̺(y, z) > ̺(x, z) dla dowolnych x, y, z ∈ X .

W przestrzeni metrycznej można zdefiniować kule otwarte:
jeśli p ∈ X oraz r > 0 , to kula֒ otwarta֒ o środku p i promieniu

r nazywamy zbiór B(p, r) = {x ∈ X : ̺(p, x) < r}.
Na p laszczyźnie można zdefiniować odleg lość np. za po-

moca֒ wzoru ̺
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=

√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ,

co odpowiada zwyk lemu sposobowi mierzenia odleg lości mie֒dzy

punktami p laszczyzny (twierdzenie Pitagorasa).

Teraz nie be֒dziemy zajmować sie֒ przestrzeniami metryczny-

mi, ale pokażemy, jak można w zbiorze R = R ∪ {−∞,∞} zdefi-

niować sensowna֒ metryke֒.

Niech f(x) = x√
1+x2

i dodatkowo f(∞) = 1 , f(−∞) = −1.

Funkcja f przekszta lca domknie֒ta֒ prosta֒ R na odcinek [−1, 1] .

Jest ona różnowartościowa. Przyjmujemy ̺
R

(x, y)= |f(x)−f(y)|
dla dowolnych punktów x, y ∈ R . Czytelnik zechce sprawdzić, że

̺
R

jest metryka֒ w zbiorze R oraz, że lim
n→∞

an = g wtedy i tylko

wtedy, gdy lim
n→∞

̺
R

(an, g) = 0 dla każdego cia֒gu liczbowego (an)

niezależnie od tego, czy granica g jest skończona, czy nie.
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Zadania
1. Znaleźć lim

n→∞
an , jeśli ta granica istnieje, gdy an =

a. 1+n+3n7+n2

n2−n+13
; b. 1+n+3n+n2

n2−n+13
;

c. 1+n+3n7+n2

n2−n8+13 ; d.
√

n + 1 −√
n ;

e.
√

n +
√

n −√
n ; f.

√
1 + 2(−1)n ;

g. n
√

1k + 2k + · · · + nk , k ∈ N ; h. n
√

n ;

i. 1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ · · · + 1√
n2+n

; j. 12+22+32+···+n2

n3−n+13 ;

k. 10
1 · 11

3 · 12
5 · . . . · n+9

2n−1 ; l. (−2)n+3n

(−2)n+1+3n+1 ;

m. n
2n ; n. n13

2n ;

o. 1+q+q2+· · ·+qn−1, |q| < 1 ; p. nqn , |q| < 1 ;

r. 1 + 2q + 3q2 + · · · + nqn−1 , |q| < 1 .

2. Wykazać, że granica lim
n→∞

√

1 +

√

2 +
√

3 + · · · +
√

n istnieje

i wyjaśnić, czy jest ona skończona.

3. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1− 1

2

)
·
(
1− 1

3

)
·
(
1− 1

4

)
·. . .·

(
1− 1

n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona równa 0 .

4. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1 − 1

22

)
·
(
1 − 1

23

)
· . . . ·

(
1 − 1

2n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona równa 0 .

5. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1 + 1

22

)
·
(
1 + 1

23

)
· . . . ·

(
1 + 1

2n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona skończona.

6. Niech a1 =
√

2 , a2 =
√

2 +
√

2 , a2 =

√

2 +
√

2 +
√

2 , . . .

Wykazać, ze cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒.

7. Wykazać, że

a. lim
n→∞

(
1 − 1

n2

)n
= 1 ; b. lim

n→∞

(

1 − 1
3
√

n5

)n

= 1 ;

c. lim
n→∞

(
1 + 2

n

)n
= e2 ; d. lim

n→∞

(
1 + 2n

n2−n+1

)n
= e2.

8. Wykazać, że lim
n→∞

(
1 + k

n

)n
= ek dla każdego k ∈ N .

9. Wykazać, że jeśli lim
n→∞

nan = 0 , to lim
n→∞

(
1 + an

)n
= 1 .

10. Wykazać, że jeśli lim
n→∞

nan = k , dla k ∈ N , to zachodzi wzór:

lim
n→∞

(
1 + an

)n
= ek .
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11. Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej k > 2 zachodzi

nierówność e > 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + · · · + 1

k! > (1 + 1
k )k .

12. Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi

nierówność e −
(
1 + 1

1! + 1
2! + 1

3! + · · · + 1
n!

)
< 1

n·n! .

13. Korzystaja֒c z poprzedniego zadania wykazać, że liczba e jest

niewymierna.

14. Udowodnić, że każdy cia֒g zbieżny zawiera wyraz najmniejszy

lub najwie֒kszy.

15. Wykazać, że jeśli cia֒g (an) zawiera takie dwa podcia֒gi (an′

k
)

i (an′′

k
) zbieżne do tej samej granicy g , że każdy wyraz cia֒gu

(an) jest wyrazem co najmniej jednego z tych dwóch pod-

cia֒gów, to lim
n→∞

an = g . 15.5

16. Niech a1 > 0 i an+1 = 1
1+an

. Udowodnić, że cia֒g (an) ma

skończona֒ granice֒.

17. Niech a1 = 0 , a2 = 1 i an+2 = 1
2 (an+1 + an) dla każdego

n = 1, 2, 3, . . . . Wykazać, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒

i znaleźć ja֒.

18. Niech a0 = 9 , a1 = 27 i an+2 = 2
3
an + 1

3
an+1 dla każdego

n = 0, 1, 2, . . . . Wyjaśnić, czy cia֒g (an) jest jest zbieżny.

Jeśli ma granice֒, znaleźć ja֒.

19. Niech c be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Niech a1 =
√

c i niech

an+1 =
√

c + an . Wykazać, że cia֒g (an) ma skończona֒

granice֒ i znaleźć ja֒.

20. Wykazać, że jeśli g > 0 jest liczba֒ niewymierna֒, pn ∈ Z ,

qn ∈ N dla n = 1, 2, 3, . . . i lim
n→∞

pn

qn
= g , to zachodzi równość

lim
n→∞

pn = ∞ = lim
n→∞

qn .

21. Za lóżmy, że cia֒g (an) nie jest ograniczony z góry, ani z do lu

oraz że lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 . Dowieść, że jeśli x ∈ R , to

istnieje taki ścísle rosna֒cy cia֒g (nm) , że x = lim
m→∞

anm
, tzn:

każda liczba rzeczywista jest granica֒ podcia֒gu cia֒gu (an) .

15.5
Twierdzenie sformu lowane w tym zadaniu autor tego tekstu lubi nazywać
twierdzeniem o scalaniu.
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22. Wyrazy cia֒gu an sa֒ nieujemne. Dla dowolnych liczb natu-

ralnych m,n spe lniona jest nierówność am+n 6 am + an .

Wykazać, że cia֒g o wyrazie an

n ma skończona֒ granice֒.

23. Niech a i b be֒da֒ liczbami dodatnimi. Niech a1 = b i niech

an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Wykazać, że istnieja֒ takie liczby dodat-

nie c i q ∈ (0, 1) , że dla każdej liczby naturalnej n spe lniona

jest nierówność
∣
∣an − √

a
∣
∣ < cq2n

. Wskazać konkretna֒ pare֒

liczb c , q w przypadku a = 5 i b = 3 .
Można wywnioskować sta֒d, że cia֒g an jest bardzo szybko

zbieżny do liczby
√

a , np. że liczba dok ladnych cyfr liczby√
a przy zasta֒pieniu an przez an+1 co najmniej podwaja sie֒

(dla dostatecznie dużych n , przy czym w przypadku a = 5 ,

b = 3 jest tak nieomal od samego pocza֒tku).

24! Za lóżmy, że funkcja f jest wielomianem. Udowodnić, że dla

każdego przedzia lu domknie֒tego [a, b] ⊂ R istnieje taka liczba

L > 0 , że jeśli x, y ∈ [a, b] , to |f(x) − f(y)| 6 L|x − y| .
25! Wykazać, że jeśli istnieje taka liczba L > 0 , że nierówność

|f(x) − f(y)| 6 L|x− y| zachodzi dla dowolnych x, y ∈ R , to

stopień wielomianu f nie jest wie֒kszy niż 1 .

26. Za lóżmy, że funkcja f jest wielomianem n –tego stopnia

o wspó lczynnikach ca lkowitych oraz f(a) = 0 i a /∈ Q .

Dowieść, że istnieje taka liczba C > 0 , że dla każdej pary

liczb p ∈ Z , q ∈ N spe lniona jest nierówność
∣
∣p
q − a

∣
∣ >

C
qn .

27. Podać przyk lad liczby rzeczywistej, np. podaja֒c jej rozwi-

nie֒cie dziesie֒tne, która nie jest pierwiastkiem żadnego nieze-

rowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Takie liczby nazywane sa֒ przeste֒pnymi (termin angielski to:

transcendental number). W roku 1844 Liouville korzystaja֒c

z twierdzenia, którego dowód jest treścia֒ poprzedniego zada-

nia, wskaza l po raz pierwszy liczby przeste֒pne.

28. Dowieść, że jeśli lim
n→∞

an = g , to lim
n→∞

a1+a2+···+an

n = g .

Podać przyk lad takiego cia֒gu (bn) , który nie ma granicy, że

istnieje granica lim
n→∞

1
n(b1 + b2 + · · · + bn) .
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29. Dowieść, że jeśli zachodzi równość lim
n→∞

an = g i wszyst-

kie wyrazy cia֒gu (an) sa֒ dodatnie, to prawdziwy jest wzór

lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · · · · · an = g . Podać przyk lad takiego cia֒gu

liczb dodatnich (bn) , który nie ma granicy, że istnieje granica

lim
n→∞

n
√

b1 · b2 · · · · · bn .

30. Dowieść, że jeśli zachodzi równość lim
n→∞

an = g i wszyst-

kie wyrazy cia֒gu (an) sa֒ dodatnie, to prawdziwy jest wzór

lim
n→∞

n
1

a1
+ 1

a2
+··· 1

an

= g . Podać przyk lad takiego cia֒gu liczb

dodatnich (bn) , który nie ma granicy, że istnieje granica

lim
n→∞

n
1

b1
+ 1

b2
+··· 1

bn

.

31. Znaleźć kresy zbioru X zdefiniowanego za pomoca֒ wzoru:

X =
{

b
a+b+c + c

b+c+d + d
c+d+a + a

d+a+b : a, b, c, d > 0
}

.

32. Niech a1 = 1 i an+1 = 2an+1
an+1 , oraz b1 = 2 i bn+1 = 2bn+1

bn+1 .

Udowodnić, że sup{an : n ∈ N} = inf{bn : n ∈ N} .

33. Znaleźć lim
n→∞

n
√

2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · · + n · 2n .

34. Dla dowolnej liczby x ∈ R znaleźć lim
n→∞

⌊nx⌋
n .

35. Znaleźć lim
n→∞

n
√

n! .

36. Niech x ∈ R . Znaleźć lim
n→∞

1
n2

(
⌊x⌋ + ⌊2x⌋ + · · · + ⌊nx⌋

)
.

37. Udowodnić, że dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dla dowol-
nej liczby naturalnej n istnieja֒ takie ca lkowite liczby k, l , że

|kx + l| < 1
n .

38. Dla jakich liczb dodatnich x cia֒g
(
n( n

√
x − 1)

)
jest zbieżny?

39. Dowieść, że lim
n→∞

1k+2k+···+nk

nk+1 = 1
k+1 dla dowolnego k ∈ N .

40. Dowieść, że lim
n→∞

(k+1)(1k+2k+···+nk)−nk+1

(k+1)nk = 1
2 dla dowolnego

k ∈ N .
41! Niech a > 1 be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒, a ℓ – naturalna֒.

Wykazać, że lim
n→∞

nℓ

an = 0 .

42. Podać przyk lad takiego cia֒gu (an) o granicy +∞ , że równość

lim
n→∞

(an+k − an) = 0 jest spe lniona dla każdego k ∈ N .
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43. Niech a > b > 0 be֒da֒ liczbami rzeczywistymi. Definiujemy

a1 = 1
2
(a + b) , b1 =

√
ab , an+1 = 1

2
(an + bn) , bn+1 =

√
anbn

dla n + 1, 2, 3, . . . Udowodnić, że cia֒gi (an) i (bn) sa֒ zbieżne

i to do wspólnej granicy.

44. Dowieść, że każda liczba z przedzia lu [0, 1] jest granica֒ pew-

nego podcia֒gu cia֒gu
(
n
√

2 −
⌊
n
√

2
⌋)

.

45. Dla dowolnego k ∈ N obliczyć lim
n→∞

n
(

k

√

1 + 1
n − 1

)
.

46. Dla dowolnych liczb a, b > 0 obliczyć lim
n→∞

(
n
√

a+
n
√

b
2

)n

.

47. Dany jest taki cia֒g (an) , że z każdego jego podcia֒gu (anm
)

można wybrać podcia֒g, którego granica֒ jest g . Udowodnić,

że lim
n→∞

an = g .

48. Niech a i a1 be֒da֒ liczbami dodatnimi. Zdefiniujmy cia֒g (an)

indukcyjnie: an+1 = 1
3 (2an + a

a2
n

) dla n = 1, 2, . . . . Znaleźć

lim
n→∞

an w zależności od a .

49. Niech x be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. W zależności od x znaleźć

lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · . . . · (1 + x2n

) .

50. Obliczyć lim
n→∞

(
23−1
23+1 · 33−1

33+1 · . . . · n3−1
n3+1

)

.

51! Dowieść, że jeśli istnieje lim
n→∞

(an+1−an) , to istnieje lim
n→∞

an

n

i obie granice sa֒ równe. Czy z istnienia granicy lim
n→∞

an

n

wynika istnienie granicy lim
n→∞

(an+1 − an) ?

52! Dowieść, że jeśli istnieje lim
n→∞

|an+1|
|an| , to istnieje lim

n→∞
n
√

|an|
i obie granice sa֒ równe.

53. Niech (a1,n) , (a2,n) , (a3,n) , . . . be֒da֒ dowolnymi ograniczony-

mi cia֒gami liczb rzeczywistych. Udowodnić, że istnieje wtedy

taki ścísle rosna֒cy cia֒g (nm) liczb naturalnych, że wszystkie

cia֒gi (a1,nm
) , (a2,nm

) , (a3,nm
) , . . . sa֒ zbieżne — jest ich

nieskończenie wiele!
54. Korzystaja֒c z poprzedniego zadania wykazać, że wśród trójka֒-

tów wpisanych w okra֒g o promieniu 1 istnieje trójka֒t o naj-

wie֒kszym obwodzie.
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55. Dane sa֒ takie ko la K1 , K2 , K3 , . . . , że dla dowolnej liczby

naturalnej n ko la K1 , K2 , K3 , . . . ,Kn można tak umieścić
w kwadracie Q , by ich wne֒trza by ly parami roz la֒czne. Do-

wieść, że w kwadracie Q można tak umieścić wszystkie ko la
K1 , K2 , K3 , . . . , by wne֒trza każdej pary by ly roz la֒czne.

56! Zbiór P z lożony z podzbiorów zbioru R nazywamy pokry-
ciem zbioru A ⊂ R wtedy i tylko wtedy, gdy każdy punkt
zbioru A jest punktem pewnego zbioru P ∈ P . Dowieść, że

z każdego pokrycia przedzia lu domknie֒tego [a, b] przedzia la-

mi otwartymi można wybrać pokrycie skończone.
57. Rozstrzygna֒ć, czy w zadaniu poprzednim można rozważać

pokrycie przedzia lu [a, b] dowolnymi przedzia lami zamiast

pokrycia przedzia lami otwartymi.

58. Dowieść, że jeśli P jest pokryciem zbioru [a, b] przedzia lami

otwartymi, to istnieje taka liczba λ > 0 , że jeśli |x − y| < λ

i x, y ∈ [a, b] , to istnieje taki przedzia l P ∈ P , że x, y ∈ P .

59. Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb dodatnich, który zawiera pod-

cia֒g zbieżny do liczby 0 . Wykazać, że istnieje nieskończe-

nie wiele wskaźników n , dla których wyraz an jest mniejszy
od wszystkich wyrazów, które go poprzedzaja֒, tzn. istnieje

nieskończenie wiele takich liczb k , że ak < aj dla wszystkich

numerów j < k .

60. Za lóżmy, że wyrazy niemaleja֒cego cia֒gu (an) sa֒ dodatnie.

Wykazać, że zbiór z lożony z granic wszystkich podcia֒gów

cia֒gu

(
an

n + an

)

jest przedzia lem domknie֒tym.

61. Niech (an) be֒dzie cia֒giem dodatnich liczb ca lkowitych. Defi-

niujemy:

rn =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 + . . .

. . . +
1

an

Wykazać, że cia֒g (rn) jest zbieżny oraz że lim
n→∞

rn /∈ Q .
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62! Dowieść, że jeśli cia֒g liczb ca lkowitych ma skończona֒ granice֒,

to prawie wszystkie wyrazy tego cia֒gu sa֒ równe.

63! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = ∞ = lim
n→∞

bn i lim
n→∞

(an − bn)

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

64! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

bn = ∞ i lim
n→∞

anbn

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

65! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

bn = 0 i lim
n→∞

an

bn

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

Definicja 15.37 (niektórych pote֒g)

Dla każdej liczby a > 0 i naturalnej n określamy a1/n = n
√

a .

Przyjmujemy, że a0 = 1 dla a 6= 0 i a−n = 1
an dla n ∈ N .

66! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 1 , lim
n→∞

bn = ∞ i lim
n→∞

abn
n

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = 1
7

,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

67! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , zbieżnych

do 0 , że ∀n(an > 0) oraz lim
n→∞

abn
n

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = 1
7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

68. Niech f(x) = x(1 − x) dla 0 6 x 6 1 . Definiujemy cia֒g

(an) wzorami a1 = a , an+1 = f(an) dla n = 1, 2, 3 . . . .

Udowodnić, że dla każdego a ∈ [0, 1] cia֒g (an) ma granice֒.

69. Niech 5 6 a0 i an+1 = a2
n − 10an + 30 dla n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Znaleźć granice֒ cia֒gu (an) w zależności od a0 .
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70. Niech an+1 = a3
n − 6a2

n + 12an − 6 dla n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Wyjaśnić, czy cia֒g (an) ma granice֒ i znaleźć ja֒, jeśli istnieje.

Wynik może zależeć od a0 .

71.∗ Niech f(x) = 1 − |1 − 2x| . Niech a1 = a , an+1 = f(an)

dla n = 1, 2, 3 . . . . Dowieść, że istnieje taka liczba a ∈ [0, 1] ,

że dla każdej liczby x ∈ [0, 1] istnieje podcia֒g cia֒gu (an) ,

którego granica֒ jest liczba x .
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SZEREGI LICZBOWE

Zanim podamy definicje sumy nieskończonej, która֒ matema-

tycy nazywaja֒ szeregiem nieskończonym, wypowiemy kilka uwag

świadcza֒cych o konieczności podania precyzyjnej definicji.

Jaka ma być wartość sumy nieskończonej
∞∑

n=1

(−1)n = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + . . . ?

Mog laby być równa 0, bo

1 − 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . = (1 − 1) + (1 − 1) + . . . = 0 + 0 + . . . .

Mog laby być równa 1, bo

1−1+1−1+1−1+. . . = 1+(−1+1)+(−1+1)+. . . = 1+0+0+. . .

A może ani 0 ani 1 , lecz 1
2 , bo obliczamy sume֒ 1+q+q2 +· · · dla

q = −1 , a w poprzednim rozdziale dowodzilísmy, że jeśli |q| < 1 ,

to lim
n→∞

(1+q+q2+· · ·+qn−1) = lim
n→∞

1−qn

1−q = 1
1−q , wie֒c gdybyśmy

do tego wzoru wstawili w miejsce q liczbe֒ −1 , to otrzymalibyśmy

wzór 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · · = 1
1−(−1) = 1

2 .

Z drugiej strony ma lo kto zakwestionowa lby równość

1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + 1

5 − 1
6 + 1

7 − 1
8 + 1

9 − 1
10 + 1

11 − 1
12 + 1

13 − 1
14 + 1

15 . . . =

=1 − 1
2 − 1

4 + 1
3 − 1

6 − 1
8 + 1

5 − 1
10 − 1

12 + 1
7 − 1

14 − 1
16 + . . .

W końcu bo obu stronach równości wyste֒puja֒ te same liczby,

co prawda zmienilísmy kolejność sk ladników, ale sa֒ to te same

sk ladniki. Jednak zachodza֒ ,,oczywiste” równości
(
1 − 1

2 + 1
3 − 1

4 + 1
5 − 1

6 + 1
7 − 1

8 + 1
9 − 1

10 + 1
11 − 1

12 + . . .
)
−

−
(
1 − 1

2
− 1

4
+ 1

3
− 1

6
− 1

8
+ 1

5
− 1

10
− 1

12
+ 1

7
− 1

14
− 1

16
+ . . .

)
=

=
(
(1− 1

2 )+(1
3 − 1

4 )+(1
5 − 1

6 )+(1
7 − 1

8 )+(1
9 − 1

10)+( 1
11 − 1

12 )+ · · ·
)
−

−
(
(1− 1

2 − 1
4 )+(1

3 − 1
6 − 1

8 )+(1
5 − 1

10 − 1
12)+(1

7 − 1
14 − 1

16)+ . . .
)

=

=(1
2 − 1

4 ) + (1
6 − 1

8 ) + ( 1
10 − 1

12) + ( 1
14 − 1

16 ) + · · · =

= 1
2

(
1 − 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ 1

7
− 1

8
+ 1

9
− 1

10
+ 1

11
− 1

12
+ . . .

)
.

Z tych równości wynika od razu, że

1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + 1

5 − 1
6 + 1

7 − 1
8 + 1

9 − 1
10 + 1

11 − 1
12 + . . . =

=2
(
1 − 1

2 − 1
4 + 1

3 − 1
6 − 1

8 + 1
5 − 1

10 − 1
12 + 1

7 − 1
14 − 1

16 + . . .
)

, co

wygla֒da źle, bo zachodzi oczywista nierówność :
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1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + 1

5 − 1
6 + 1

7 − 1
8 + 1

9 − 1
10 + 1

11 − 1
12 + . . . = (1− 1

2 ) +

+(1
3 − 1

4 )+(1
5 − 1

6 )+(1
7 − 1

8 )+(1
9 − 1

10)+( 1
11 − 1

12 )+ . . . > 1− 1
2 = 1

2 ,

bo w każdym nawiasie jest liczba dodatnia, a po pomnożeniu
liczba liczby dodatniej przez 2 otrzymujemy liczbe֒ wie֒ksza֒ od

wyj́sciowej! Jasne też jest, że (1− 1
2 )+(1

3 − 1
4 )+(1

5 − 1
6 )+(1

7 − 1
8 )+

+(1
9 − 1

10)+( 1
11 − 1

12)+ . . . < (1− 1
2 )+(1

2 − 1
3 )+(1

3 − 1
4 )+(1

4 − 1
5 )+

+(1
5 − 1

6 ) + (1
6 − 1

7 ) + (1
7 − 1

8 ) + (1
8 − 1

9 ) + (1
9 − 1

10) + ( 1
10 − 1

11 ) +

+( 1
11 − 1

12 ) + . . . = 1− 1
2 + 1

2 − 1
3 + 1

3 − 1
4 + 1

4 − 1
5 + 1

5 − 1
6 + 1

6 − 1
7 +

+1
7 − 1

8 + 1
8 − 1

9 + 1
9 − 1

10 + 1
10 − 1

11 + 1
11 − 1

12 + . . . = 1 , wie֒c suma

(1 − 1
2 ) + (1

3 − 1
4 ) + (1

5 − 1
6 ) + (1

7 − 1
8 ) + (1

9 − 1
10 ) + ( 1

11 − 1
12 ) + . . .

jest liczba֒ z przedzia lu (1
2 , 1) , wie֒c nie uratuje nas ani równość

2 · 0 = 0 , ani 2 · ∞ = ∞ .

Rozumowań prowadza֒cych do wyników sprzecznych ze zdro-

wym rozsa֒dkiem można podać dowolnie wiele. Po to, by móc

porozumiewać sie֒ i mieć szanse na poprawne rozumowania, trzeba

zdefiniować sume֒ nieskończona֒ Potem trzeba sie֒ zastanowić nad

w lasnościami dzia lań w nowej sytuacji. Tym zajmiemy sie֒ w roz-

pocze֒tym w laśnie rozdziale.

Definicja 16.1 (szeregu nieskończonego i jego sumy)

Szeregiem o wyrazach a0, a1, a2, . . . nazywamy cia֒g, którego ko-

lejnymi wyrazami sa֒ sumy pocza֒tkowych wyrazów cia֒gu (an) :

s0 = a0 , s1 = a0 + a1 , s2 = a0 + a1 + a2 , . . .
Liczby s0 , s1 , s2 , . . . nazywane sa֒ sumami cze֒́sciowymi sze-

regu o wyrazach a0 , a1 ,a2 , . . . Szereg o wyrazach a0, a1, a2, . . .

oznaczamy symbolem a0 + a1 + a2 + . . . lub symbolem

∞∑

n=0

an ,

czasem też
∑

an , jeśli nie jest istotne od jakiego wyrazu rozpoczy-

namy sumowanie. Jeśli cia֒g sum cze֒́sciowych szeregu ma granice֒,

to nazywamy ja֒ suma֒ szeregu, jeśli suma szeregu jest skończona,

to szereg nazywamy zbieżnym, jeśli suma szeregu jest nieskoń-
czona lub jeśli cia֒g sum cze֒́sciowych szeregu nie ma granicy, to

szereg nazywamy rozbieżnym. Jeśli szereg ma sume֒, skończona֒
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lub nieskończona֒, to oznaczamy ja֒ tak samo jak szereg:

a0 + a1 + a2 + . . . lub
∞∑

n=0

an .

W definicji stwierdzamy od razu, że symbol
∑∞

n=0 an ma dwa

różne znaczenia. Nie powoduje to jednak k lopotów (przez oko lo

300 lat), wie֒c nie warto wprowadzać dodatkowo oznaczenia np.

na szereg. By loby to bardziej k lopotliwe, bo należa loby wtedy
pamie֒tać, co oznacza każdy z dwóch symboli.

Jeśli f jest funkcja֒ o wartościach rzeczywistych określona֒ na

zbiorze A = {m1,m2, . . .} , który sk lada sie֒ z nieskończenie wielu

liczb ca lkowitych m1 < m2 < . . . , to przez
∑

m∈A

f(m) oznaczamy

sume֒ szeregu

∞∑

n=1

an , gdzie an = f(mn) . Jeśli A sk lada sie֒ ze

wszystkich liczb ca lkowitych wie֒kszych od n0−1 , to zamiast pisać

∑

m∈A

f(m) be֒dziemy cze֒sto pisać
∞∑

n=n0

f(n) .

Przyk lad 16.1

∞∑

n=1

1
n — ten szereg, nazywamy harmonicznym,

jest rozbieżny do ∞ , co udowodnilísmy w poprzednim rozdziale.

Przyk lad 16.2
∞∑

n=1

(−1)n 1
n

— ten szereg, nazywany anharmo-

nicznym, jest zbieżny, co wykazalísmy w poprzednim rozdziale.

Przyk lad 16.3
∞∑

n=1

1
n(n+1) . Mamy sn = 1

1·2 + 1
2·3 + · · · +

+ 1
n·(n+1) = 1− 1

2 + 1
2 − 1

3 + · · ·+ 1
n − 1

n+1 = 1− 1
n+1 . Wobec tego

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(1 − 1
n+1 ) = 1 . Wobec tego szereg

∞∑

n=1

1
n(n+1) jest

zbieżny i zachodzi równość

∞∑

n=1

1
n(n+1) = 1 .
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Przyk lad 16.4
∞∑

n=1

1
2n+1

jest szeregiem rozbieżnym, bo dla każ-

dej liczby naturalnej n > 1 spe lniona jest nierówność

s2n − sn−1 = 1
2n+1 + 1

2n+3 + · · · + 1
4n+1 > n+1

4n+1 > 1
4 ,

a to oznacza, że cia֒g (sn) nie spe lnia warunku Cauchy’ego, wie֒c

nie ma granicy skończonej. Jest to jednak cia֒g ścísle rosna֒cy, wie֒c

możemy napisać
∞∑

n=1

1
2n+1 = lim

n→∞

(
1
3 + 1

5 + · · · + 1
2n+1

)
= ∞ .

Przyk lad 16.5 Szereg
∑∞

n=0 qn nazywany jest szeregiem geo-

metrycznym. Jest on zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1

i zachodzi wtedy równość

∞∑

n=0

qn = 1
1−q . Dla q > 1 szereg geo-

metryczny jest rozbieżny i zachodzi równość
∞∑

n=0

qn = ∞ , dla

q 6 −1 szereg jest rozbieżny i cia֒g sum cze֒́sciowych tego szeregu

w ogóle nie ma granicy. Wszystkie te stwierdzenia wynikaja֒ od

razu z wzoru 1+q+q2+· · ·+qn−1 = 1−qn

1−q i z twierdzenia o granicy

cia֒gu geometrycznego udowodnionego w poprzednim rozdziale.

Z udowodnionego twierdzenia wynika od razu nieco ogólniej-

szy wzór: c + cq + cq2 + · · · =
∑∞

n=0 cqn |q|<1
===== c

1−q
.

Definicja 16.2 (rozwinie֒cia dziesie֒tnego)

Niech x > 0 oznacza liczbe֒ rzeczywista֒. Liczby ca lkowite

ck , ck−1 , ck−2, . . . sa֒ cyframi dziesie֒tnymi liczby x wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy cn ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} dla n = k , k − 1 ,

k − 2, . . . przy czym ck 6= 0 oraz

x = ck10k + ck−110k−1 + ck−210k−2 + · · · =
∞∑

n=0

ck−n10k−n .

Przyk lad 16.6 Niech k= 0 i niech cj = 3 dla j = 0,−1,−2, . . .

Mamy wtedy

x =

∞∑

n=0

c−n10−n = 3·100 +3·10−1 +3·10−2+· · · = 3
1− 1

10

= 10
3 .
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Przyk lad 16.7 Jeśli c0 = 1 , 0 = c−1 = c−2 = c−3 = . . . , to

x =

∞∑

n=0

c−n10−n = 1 · 100 + 0 · 10−1 + 0 · 10−2 + · · · = 1 , tu k = 0 .

Jeśli 9 = c−1 = c−2 = c−3 = . . . , to

x =
∞∑

n=1

c−n10−n = 9 ·10−1 +9 ·10−2 +9 ·10−3 + · · · , tu k = −1 .

Widzimy wie֒c, że w niektórych przypadkach jednej liczbie

moga֒ odpowiadać dwa różne cia֒gi cyfr. Przekonamy sie֒ zaraz,

że najwyżej dwa różne oraz że każdej liczbie dodatniej odpowiada
co najmniej jeden cia֒g cyfr.

Twierdzenie 16.3 (o przybliżeniach dziesie֒tnych)

Dla każdej liczby x > 0 istnieje liczba k ∈ Z i taki cia֒g (cyfr)

ck, ck−1, ck−2, . . . , że ck−j ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} dla j = 0, 1, 2, . . . oraz

ck 6= 0 i zachodzi równość

x = ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + ck−2 · 10k−2 + · · · =

=
∞∑

n=0

ck−j10k−j (*).

Jeśli istnieje taka liczba naturalna j , że 10j ·x ∈ N , to istnie-
ja֒ dok ladnie dwa takie cia֒gi ck, ck−1, ck−2, . . . i c̃r, c̃r−1, c̃r−2, . . .

Jeśli k 6= r , to |k − r| = 1 ; jeśli np. k = r + 1 , to ck = 1

i 0 = ck−1 = ck−2 = . . . oraz 9 = c̃r = c̃r−1 = c̃r−2 = . . . .

Jeśli k = r , to istnieje liczba ca lkowita m taka, że c̃i = ci dla

k > i > m , c̃m = 1 + cm (lub cm = 1 + c̃m ) i dla każdego i < m

zachodza֒ równości cm = 9 , c̃m = 0 (lub c̃m = 9 , cm = 0 ).

Jeśli dla każdej liczby naturalnej j zachodzi 10j · x /∈ N , to
istnieje dok ladnie jeden taki cia֒g cyfr ck, ck−1, ck−2, . . . , że ck > 0 ,

ck−j ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} dla każdego j ∈ {0, 1, 2, . . .} , dla którego

zachodzi równość (*).

Dowód. Niech k ∈ Z be֒dzie taka֒ liczba֒, że 10k 6 x < 10k+1 .

Z równości lim
n→∞

10n = +∞ i lim
n→∞

10−n = 0 , wynika, że istnieja֒

pote֒gi dziesia֒tki wie֒ksze niż x oraz mniejsze niż x . 10k+1 to naj-

mniejsza z pote֒g wie֒kszych niż x (w każdym ograniczonym z do lu
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zbiorze z lożonym z liczb ca lkowitych znaleźć można najmniejsza֒).

Niech ck ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} be֒dzie najwie֒ksza֒ taka֒ cyfra֒, że

ck · 10k 6 x . Zdefiniujemy cyfry ck−1, ck−2, . . . przez indukcje֒.

Za lóżmy, że zdefiniowalísmy już cyfry ck, ck−1, ck−2, . . . , ci w taki

sposób, że dla każdego j ∈ {0, 1, 2, . . . , i} zachodzi nierówność

0 6 x −
(
ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + · · · + ck−j · 10k−j

)
< 10k−j ,

w tym x−(ck ·10k +ck−1 ·10k−1 + · · ·+ck−i ·10k−i) < 10 ·10k−i−1 .

Definiujemy ck−i−1 jako jedyna֒ liczbe֒ ze zbioru {0, 1, . . . , 9}
(wie֒c cyfre֒) taka֒, dla której

0 6 x− (ck ·10k +ck−1 ·10k−1 + · · ·+ck−i−1 ·10k−i−1) < 10k−i−1 .

W ten sposób zdefiniowalísmy cia֒g ck, ck−1, . . . spe lniaja֒cy ża֒dane

warunki, bo oczywíscie lim
i→∞

10k−i−1 = 0 . Sta֒d i z definicji sumy

szeregu wynika, że x = ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + ck−2 · 10k−2 + · · ·

Teraz zajmiemy sie֒ jednoznacznościa֒. Za lóżmy, że
∞∑

n=0

ck−n · 10k−n = x =
∞∑

n=0

c̃r−n · 10r−n .

Za lóżmy, że k > r , przypadek k < r rozpatrzeć można w identy-
czny sposób. Wtedy

x =

∞∑

n=0

c̃r−n · 10r−n 6

∞∑

n=0

9 · 10r−n = 9·10r

1− 1
10

= 10r+1 6

6 ck · 10r+1 6 ck · 10k 6

∞∑

n=0

ck−n · 10k−n = x .

Wynika sta֒d, że powyższe nierówności sa֒ równościami czyli, że:

9 = c̃r = c̃r−1 = . . . , ck = 1 , k = r + 1 , 0 = ck−1 = ck−2 = . . .

Teraz za lóżmy, że k = r . Za lóżmy, że i jest najmniejsza֒

liczba֒ ca lkowita֒ nieujemna֒, dla której ck−i 6= c̃k−i . Przyjmijmy,

dla ustalenia uwagi, że ck−i > c̃k−i . Mamy wie֒c

x =
∞∑

n=0

c̃k−n · 10k−n =

= c̃k · 10k + c̃k−1 · 10k−1 + · · · + c̃k−i+1 · 10k−i+1 + c̃k−i · 10k−i +

+ c̃k−i−1 · 10k−i−1 + c̃k−i−2 · 10k−i−2 + · · · 6

6 c̃k · 10k + c̃k−1 · 10k−1 + · · · + c̃k−i+1 · 10k−i+1 + c̃k−i · 10k−i +
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+ 9 · 10k−i−1 + 9 · 10k−i−2 + · · · =

= c̃k ·10k + c̃k−1 ·10k−1 + · · ·+ c̃k−i+1 ·10k−i+1 +(c̃k−i +1) ·10k−i =

= ck ·10k +ck−1 ·10k−1 + · · ·+ck−i+1 ·10k−i+1 +(c̃k−i +1) ·10k−i 6

6 ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + · · · + ck−i+1 · 10k−i+1 + ck−i · 10k−i 6

6 ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + · · · + ck−i+1 · 10k−i+1 + ck−i · 10k−i +

+ ck−i−1 · 10k−i−1 + ck−i−2 · 10k−i−2 + · · · = x .

Jasne jest, że w rzeczywistości powyższe nierówności sa֒ równoś-

ciami. Z tego stwierdzenia wynika, że:
9 = c̃k−i−1 = c̃k−i−2 = . . . , ck−i = c̃r−i + 1 oraz

0 = ck−i−1 = ck−i−2 = . . . . Dowód zosta l zakończony.

Pytanko: konstrukcja rozwinie֒cia dziesie֒tnego przedstawio-

na w dowodzie daje w przypadku liczby 30 wynik: 3 ·10+0 ·100 +

+0 · 10−1 + 0 · 10−2 + · · · czy może 2 · 10 + 9 · 100 + 9 · 10−1 + +9 ·
10−2 + · · · ?

Czytelnicy bez trudu zasta֒pia֒ w tym twierdzeniu liczbe֒ 10

przez dowolna֒ liczbe֒ c ∈ N (2) i otrzymaja֒ nieco ogólniejsze twier-

dzenie o przedstawianiu liczb rzeczywistych w uk ladzie pozycyj-
nym o dowolnej podstawie c , w tym o podstawach 2 , 3 , 16 .

Przyk lad 16.8 Naste֒puja֒cy szereg

1− 1
2 + 1

3 + 1
5

︸ ︷︷ ︸

2 wyrazy

−1
4 + 1

7 + 1
9 + 1

11 + 1
13

︸ ︷︷ ︸

4 wyrazy

−1
6 + 1

15 + · · · + 1
29

︸ ︷︷ ︸

8 wyrazów

−1
8 + · · ·

jest rozbieżny, choć różni sie֒ od szeregu anharmonicznego jedynie

kolejnościa֒ wyste֒powania wyrazów! W n -tej grupie z lożonej z do-

datnich wyrazów wyste֒puja֒ naste֒puja֒ce liczby:
1

2n+1−1 , 1
2n+1+1 , 1

2n+1+3 , . . . , 1
2n+2−3 .

Mamy wie֒c 1
2n+1−1 + 1

2n+1+1 + 1
2n+1+3 + · · · + 1

2n+2−3 >

> 2n · 1
2n+2−3 > 2n · 1

2n+2 = 1
4 .

Udowodnilísmy w ten sposób, że cia֒g sum cze֒́sciowych nie spe lnia

warunku Cauchy’ego, wie֒c nie ma skończonej granicy.

Można wykazać ( to zadanie dla Czytelnika), że

1 − 1
2 + 1

3 + 1
5

︸ ︷︷ ︸

2 wyrazy

−1
4 + 1

7 + 1
9 + 1

11 + 1
13

︸ ︷︷ ︸

4 wyrazy

−1
6 + · · · = ∞ .
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Twierdzenie 16.4 (o  la֒czności sumowania nieskończonego)

Jeśli szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny a cia֒g (kn) jest ścísle rosna֒cy,

bn = akn
+ akn+1 + · · · + akn+1−1 , k0 = 0 ,

to szereg

∞∑

n=0

bn jest zbieżny i zachodzi równość

∞∑

n=0

an =

∞∑

n=0

bn .

Możemy napisać a0 + a1 + · · · =
∞∑

n=0

an =
∞∑

n=0

( kn+1−1
∑

j=kn

aj

)

=

= (a0 + a1 + · · · + ak1−1) + (ak1
+ ak1+1 + · · · + ak2−1) + · · · .

Dowód. Cia֒g sum cze֒́sciowych szeregu

∞∑

n=0

bn jest podcia֒giem

cia֒gu sum cze֒́sciowych szeregu
∞∑

n=0

an : b0 = a0 +a1 + · · ·+ak1−1 ,

b0 + b1 = a0 + a1 + · · · + ak2−1 , itd. Jeśli cia֒g jest zbieżny, to

wszystkie jego podcia֒gi sa֒ zbieżne do granicy tego cia֒gu.

Uwaga 16.5
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, np. znany nam już sze-

reg (1 − 1) + (1 − 1) + · · · jest zbieżny, wszystkie jego wyrazy

sa֒ równe 0 , wie֒c jego suma֒ jest liczba 0 . Opuszczaja֒c nawiasy

otrzymujemy szereg 1 − 1 + 1 − 1 + · · · nie jest zbieżny, bo jego
cia֒g sum cze֒́sciowych wygla֒da tak: 1, 0, 1, 0, . . .

Z twierdzenie o granicy iloczynu cia֒gów wynika od razu, że

po pomnożeniu wszystkich wyrazów szeregu zbieżnego przez liczbe֒

rzeczywista֒ otrzymujemy szereg zbieżny.

Twierdzenie 16.6 (o mnożeniu szeregu przez liczbe֒)

Jeśli szereg
∞∑

n=0

an jest zbieżny, c ∈ R , to szereg
∞∑

n=0

(c · an) też

jest zbieżny i spe lniona jest równość

∞∑

n=0

(c · an) = c ·
∞∑

n=0

an .

Szeregi zbieżne można też dodawać.
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Twierdzenie 16.7 (o dodawaniu szeregów)

Jeśli szeregi
∞∑

n=0

an i
∞∑

n=0

bn sa֒ zbieżne, to szereg
∞∑

n=0

(an +bn) też

jest zbieżny i zachodzi równość
∞∑

n=0

(an + bn) =
∞∑

n=0

an +
∞∑

n=0

bn .

Wynika to natychmiast z twierdzenia o granicy sumy cia֒gów

i tego, że suma cze֒́sciowa szeregu

∞∑

n=0

(an + bn) jest równa sumie

sum cze֒́sciowych szeregów

∞∑

n=0

an i

∞∑

n=0

bn .

Definicja 16.8

Szereg
∞∑

n=0

(an + bn) nazywamy suma֒ szeregów
∞∑

n=0

an i
∞∑

n=0

bn ,

a szereg

∞∑

n=0

(c · an) — iloczynem szeregu

∞∑

n=0

an przez liczbe֒ c .

Twierdzenie 16.9 (Cauchy’ego)

Szereg

∞∑

n=k

an jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej

liczby ε > 0 istnieje taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to

|an + an+1 + · · · + an+k| < ε dla każdej liczby naturalnej k .

Dowód. Wynika to od razu z twierdzenia, które mówi, że cia֒g

ma granice֒ skończona֒ wtedy i tylko wtedy, gdy spe lnia warunek

Cauchy’ego — wystarczy zastosować je do cia֒gu sum cze֒́sciowych

szeregu
∑

an .

Twierdzenie 16.10 (warunek konieczny zbieżności szeregu)

Jeśli szereg
∑

an jest zbieżny, to lim
n→∞

an = 0 .

Dowód. Wynika to natychmiast z równości an = sn−sn−1 oraz

z tego, że lim
n→∞

sn = lim
n→∞

sn−1 .

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, o czym świadczy

rozbieżność szeregu harmonicznego
∑

1
n

, którego wyraz oczywís-

cie da֒ży do zera.
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 Latwym wnioskiem z twierdzenia o szacowaniu z poprzedniego
rozdzia lu jest naste֒puja֒ce

Twierdzenie 16.11 (o porównywaniu sum szeregów)

Jeśli szeregi

∞∑

n=0

an oraz

∞∑

n=0

bn maja֒ sumy i dla każdej liczby n

zachodzi nierówność an 6 bn , to
∞∑

n=0

an 6

∞∑

n=0

bn , przy czym jeśli

choćby dla jednej liczby n zachodzi nierówność (ostra!) an < bn

i szereg

∞∑

n=0

an jest zbieżny, to

∞∑

n=0

an <

∞∑

n=0

bn .

Przyk lad 16.9 Zbadamy teraz zbieżność szeregu

∞∑

n=1

1
n2 . Sze-

reg ma szanse֒ być zbieżny, bowiem lim
n→∞

1
n2 = 0 . Wykażemy, że

jest zbieżny i że

∞∑

n=1

1
n2 < 2 .

Mamy 1
n2 < 1

n(n−1) = 1
n−1 − 1

n dla n > 1 , zatem

1 + 1
22 + 1

32 + · · · + 1
n2 <

< 1 + 1
1
− 1

2
+ 1

2
− 1

3
+ 1

3
− 1

4
+ · · · + 1

n−1
− 1

n
= 2 − 1

n
< 2 .

Sta֒d wynika, że

∞∑

n=1

1
n2 = lim

n→∞

(
1 + 1

22 + 1
32 + · · · + 1

n2

)
6 2 .

Wykazalísmy wie֒c zbieżność szeregu (cia֒g sum cze֒́sciowych jest

ograniczony z góry i rosna֒cy). Otrzymana֒ nierówność można ,,za-

ostrzyć”, bo dla n > 3 mamy 1+ 1
22 + 1

32 +· · ·+ 1
n2 < 1+ 1

4
+ 1

2
− 1

n
=

=7
4
− 1

n
, zatem 1 + 1

22 + 1
32 + · · · + 1

n2 6
7
4

< 2 .

Kolej na bardzo ważna֒ definicje֒. Zanim ja֒ podamy zauważmy,

że szereg o wyrazach nieujemnych ma zawsze sume֒: skończona֒,

gdy jest zbieżny i równa֒ ∞ , gdy jest rozbieżny.

Definicja 16.12 (bezwzgle֒dnej i warunkowej zbieżności)

Szereg
∑

an nazywany jest bezwzgle֒dnie zbieżnym wtedy i tylko

wtedy, gdy szereg
∑ |an| jest zbieżny, tzn. gdy

∑ |an| < +∞ .
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Jeśli szereg
∑

an jest zbieżny, ale nie jest zbieżny bezwzgle֒dnie,

to mówimy, że jest zbieżny warunkowo.

Najprostszymi szeregami bezwzgle֒dnie zbieżnymi sa֒ oczywís-

cie szeregi o wyrazach dodatnich, ale jest też wiele innych. Szereg
∑

(−1)n−1 1
n

jest zbieżny warunkowo. Szereg
∑

(−1)n−1 1
n2 jest

zbieżny bezwzgle֒dnie.

Twierdzenie 16.13 (o zbieżności szeregu bezwzgle֒dnie zbieżnego)

Szereg bezwzgle֒dnie zbieżny jest zbieżny. Zachodzi nierówność

∣
∣

∞∑

n=1

an

∣
∣ 6

∞∑

n=1

|an| .

Dowód. Wykażemy, że szereg
∑

an spe lnia warunek Cauchy’e-

go wiedza֒c, że szereg
∑ |an| spe lnia ten warunek. Wynika to od

razu z nierówności trójka֒ta:

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+m| 6 |an+1|+ |an+2|+ · · ·+ |an+m| < ε .

Oszacowanie sumy uzyskujemy w taki sam sposób.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, bo istnieja֒ szeregi

zbieżne warunkowo, np.
∑

(−1)n 1
n .

Definicja 16.14 (permutacji)

Permutacja֒ zbioru wszystkich liczb naturalnych nazywamy każda֒

funkcje֒ przekszta lcaja֒ca֒ go różnowartościowo na siebie.

Przyk lad 16.10 Funkcja różnowartościowa p: N −→ N zdefi-

niowana za pomoca֒ wzoru p(n) = n + 1 nie jest permutacja֒, bo

nie przekszta lca N na siebie.

Funkcja p : N −→ N zdefiniowana wzorem p(n) = n + (−1)n−1

jest permutacja֒ zbioru N = {1, 2, 3, . . .} . Przesuwa ona liczby

nieparzyste o 1 w prawo, a parzyste o 1 w lewo.

Twierdzenie 16.15 (o przemienności sum nieskończonych)

Niech p be֒dzie dowolna֒ permutacja֒ zbioru wszystkich liczb natu-

ralnych, tzn. w cia֒gu
(
p(n)

)
, czyli w cia֒gu p(0) , p(1) , . . .

wyste֒puja֒ wszystkie liczby naturalne, każda dok ladnie jeden raz.

Niech
∑

an be֒dzie szeregiem bezwzgle֒dnie zbieżnym. Wtedy sze-

reg
∑

ap(n) jest zbieżny i zachodzi równość
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∞∑

n=0

an =
∞∑

n=0

ap(n) .

Dowód. Niech sn = a0 + a1 + · · · + an , s
(p)
n = ap(0) + ap(1) +

+ · · · + ap(n) i niech ε be֒dzie dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒. Istnieje

taka liczba m , że

|am+1| + |am+2| + |am+3| + . . . < ε
2

.

Istnieje taka liczba nε > m , że wśród liczb p(0) , p(1) , . . . ,p(nε)

znajduja֒ sie֒ wszystkie liczby 0, 1, 2, . . . ,m . Za lóżmy, że k > nε .

Wykażemy, że

|sk − s
(p)
k | 6 |am+1| + |am+2| + |am+3| + . . . .

Zarówno sk jak i s
(p)
k sa֒ sumami pewnych liczb aj , jeśli jakís

wyraz jest sk ladnikiem obu sum, to nie ma go w różnicy sk −s
(p)
k .

Wyrazy a0 , a1 , . . . , am wyste֒puja֒ zarówno w sk jak i w s
(p)
k ,

wie֒c nie wyste֒puja֒ one w sk − s
(p)
k , wobec tego |sk − s

(p)
k | =

=|σm+1am+1 + σm+2am+2 + · · · | 6 |am+1| + |am+2| + · · · < ε
2 ,

gdzie σm+j = −1 lub σm+j = 0 lub σm+j = 1 w zależności

od tego, czy wyraz am+j wysta֒pi l tylko w s
(p)
k , wysta֒pi l w obu

sumach sk i s
(p)
k , czy też tylko w sk . Takie same rozważania

dotycza֒ różnicy
∞∑

n=0

an − sk , wie֒c również
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an − sk

∣
∣
∣ <

ε

2
.

Wobec tego dla każdej liczby k > nε mamy
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an − s
(p)
k

∣
∣
∣
∣
6

∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an − sk

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
sk − s

(p)
k

∣
∣
∣
∣
<

ε

2
+

ε

2
= ε .

Z definicji granicy cia֒gu wynika wie֒c, że lim
n→∞

s
(p)
n =

∞∑

n=0

an , a to

w laśnie oznacza, że
∞∑

n=0

ap(n) =

∞∑

n=0

an .

Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 16.16
Jeśli szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieżny i p jest permu-
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tacja֒ zbioru liczb naturalnych, to
∑

ap(n) =
∑

an .

Uwaga 16.17

Jeśli szereg
∑

an jest zbieżny, niekoniecznie bezwzgle֒dnie, a p

jest taka֒ permutacja֒ zbioru liczb naturalnych, że p(n) = n dla

prawie wszystkich n , to szereg
∑

ap(n) jest zbieżny i zachodzi

równość
∑

ap(n) =
∑

an .

Stwierdzenie to wynika natychmiast z tego, że od pewnego miejsca
cia֒gi sum obu szeregów cze֒́sciowych pokrywaja֒ sie֒. Uwaga ta

oznacza, że zmiana porza֒dku skończenie wielu wyrazów szeregu

nie ma wp lywu na jego zbieżność ani na jego sume֒.

Udowodnimy ważne i zaskakuja֒ce twierdzenie pokazuja֒ce, jak

bardzo zmiana kolejności wyrazów może zmienić sume֒ szeregu.

Twierdzenie 16.18 (Riemanna)

Jeśli szereg
∞∑

n=1

an jest zbieżny warunkowo, to dla każdej liczby

rzeczywistej s istnieje taka permutacja p zbioru liczb naturalnych,

że s =
∞∑

n=1

ap(n) .

Dowód. Niech dn = 1
2 (an+|an|) , un = 1

2 (an−|an|) . Jest jasne,

że an = dn + un i |an| = dn −un oraz że dn > 0 > un . Ponieważ
∞∑

n=1

|an| = ∞ , wie֒c co najmniej jeden z szeregów
∞∑

n=1

dn ,
∞∑

n=1

un

jest rozbieżny, a ponieważ ich suma֒ jest szereg zbieżny, wie֒c oba sa֒

rozbieżne (szereg rozbieżny nie jest różnica֒ szeregów zbieżnych).

Wykazalísmy wie֒c, że

∞∑

n=1

dn = ∞ i

∞∑

n=1

un = −∞ .

Niech bn oznacza n –ty spośród nieujemnych wyrazów sze-
regu an , zaś cn — n –ty spośród wyrazów ujemnych. Definicje

sa֒ poprawne, bo zgodnie z tym, że
∞∑

n=1

dn = ∞ i
∞∑

n=1

un = −∞

w szeregu

∞∑

n=1

an wyste֒puje nieskończenie wiele wyrazów nieujem-
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nych (a nawet dodatnich) i nieskończenie wiele ujemnych.

Zdefiniujemy teraz permutacje֒ p . Niech k1 be֒dzie najmniej-

sza֒ taka֒ liczba֒ naturalna֒, że b1 + b2 + · · · + bk1
> s , a ℓ1 —

najmniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której spe lniona jest nierówność

b1 + b2 + · · · + bk1
+ c1 + c2 + · · · + cℓ1 6 s . Niech k2 be֒dzie

najmniejsza֒ taka֒ liczba֒ naturalna֒, że b1 + b2 + · · · + bk1
+ c1 +

+c2 + · · · + cℓ1 + bk1+1 + bk1+2 + · · · + bk2
> s itd. Dalsze wyrazy

cia֒gów (kn) , (ℓn) definiujemy indukcyjnie korzystaja֒c z tego, że
∞∑

n=1

bn = ∞ i
∞∑

n=1

cn = −∞ . Dowiedziemy, że prawdziwy jest wzór

s = b1 + b2 + · · · + bk1
+ c1 + · · · + cℓ1 + bk1+1 + · · · + bk2

+ · · · .
Z określenia liczb k1, k2, . . . i liczb ℓ1, ℓ2, . . . wynika od razu, że
dla każdej liczby naturalnej n spe lnione sa֒ nierówności

0 6 b1 + b2 + · · · + bk1
+ c1 + · · · + cℓ1 + · · · + bkn

− s < bkn
oraz

0 6 s − (b1 + b2 + ·s + bk1
+ c1 + · · · + cℓ1 + · · · + cℓn

) < cℓn
.

Z otrzymanych nierówności wynika, że szereg, którego kolej-

nymi wyrazami sa֒ liczby (b1 + b2 + · · ·+ bk1
) , (c1 + c2 + · · ·+ cℓ1) ,

(bk1+1 + bk1+2 + · · ·+ bk2
) , (cℓ1+1 + cℓ1+2 + · · ·+ cℓ2) jest zbieżny

a jego suma֒ jest liczba s . Jest tak, bo lim
n→∞

bn = 0 = lim
n→∞

cn , a te

dwie równości wynikaja֒ z tego, że lim
n→∞

an = 0 — wyraz szeregu

zbieżnego da֒ży do 0 . Ponieważ w każdym nawiasie znajduja֒ sie֒

wyrazy jednego znaku i szereg z nawiasami jest zbieżny, wie֒c na-

wiasy można opuścić — ,,nowe” sumy cze֒́sciowe znajda֒ sie֒ mie֒dzy

,,starymi”. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 16.19
Modyfikuja֒c nieznacznie podany dowód możemy znaleźć taka֒ per-

mutacje֒ wyrazów szeregu warunkowo zbieżnego, że cia֒g sum cze֒́s-

ciowych ,,nowego szeregu” be֒dzie zawierać podcia֒g o granicy ∞
i również podcia֒g o granicy −∞ .

Z tej uwagi i twierdzenia Riemanna wynika

Twierdzenie 16.20
Szereg

∑
an jest zbieżny bezwzgle֒dnie wtedy i tylko wtedy, gdy

zmiana kolejności wyrazów nie zmienia sumy szeregu.

Z uwagi po twierdzeniu Riemanna wynika również
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Twierdzenie 16.21
Szereg

∑
an jest zbieżny bezwzgle֒dnie wtedy i tylko wtedy, gdy

dla dowolnej permutacji p zbioru liczb naturalnych szereg
∑

ap(n)

jest zbieżny.

Badanie zbieżności szeregów bywa trudne. Jednak jest wiele
twierdzeń, które w niektórych przypadkach pozwalaja֒ w miare֒

szybko sprawdzić, czy szereg jest zbieżny. Zwane sa֒ one kryte-

riami zbieżności lub rozbieżności szeregów. Ich stosowanie polega
na ogó l na porównywaniu badanego szeregu z szeregiem, o którym
już coś wiemy.

Twierdzenie 16.22 (kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n za-
chodzi nierówność 0 6 an 6 bn . Wtedy

(16.22.1) jeśli szereg
∞∑

n=0

bn jest zbieżny, to również szereg
∞∑

n=0

an

jest zbieżny;

(16.22.2) jeśli szereg
∞∑

n=0

an jest rozbieżny, to również rozbieżny

jest szereg

∞∑

n=0

bn .

Dowód. Za lóżmy, że nierówność 0 6 an 6 bn ma miejsce
dla n > k . Wtedy dla każdego m > k zachodzi nierówność
m∑

n=k

an 6

m∑

n=k

bn . Cia֒gi sum cze֒́sciowych sa֒ niemaleja֒ce, wie֒c

granice istnieja֒, czyli szeregi maja֒ sumy. Przechodza֒c do granicy

przy m −→ ∞ otrzymujemy nierówność
∞∑

n=k

an 6

∞∑

n=k

bn . Z niej

obie cze֒́sci tezy wynikaja֒ od razu – to, że sumujemy od k zamiast

od 0 , nie ma znaczenia, bo zmiana skończenie wielu wyrazów

szeregów (np. zasta֒pienie w obu szeregach wyrazów o numerach

mniejszych niż k zerami) nie ma wp lywu na ich zbieżność, choć

na ogó l wp lywa na wartości ich sum. Dowód zosta l zakończony.

Komentarz nieformalny: szeregowi o mniejszych wyrazach
jest  latwiej być zbieżnym niż szeregowi o wie֒kszych wyrazach.
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Wniosek 16.23
Jeśli dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi nierówność

|bn| 6 an i szereg

∞∑

n=0

an jest zbieżny, to szereg

∞∑

n=0

bn jest zbieżny

bezwzgle֒dnie.

Twierdzenie 16.24 (asymptotyczne kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n za-
chodza֒ nierówności 0 < an i 0 < bn oraz że istnieje skończona,

dodatnia granica lim
n→∞

an

bn
. Przy tych za lożeniach szereg

∞∑

n=0

an

jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
∞∑

n=0

bn jest zbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że lim
n→∞

an

bn
= g oraz że 0 < g < +∞ .

Niech c, d be֒da֒ takimi liczbami rzeczywistymi, że 0 < c < g < d.

Wtedy dla dostatecznie dużych n zachodza֒ nierówności 0 < bn

i c < an

bn
< d . Wobec tego dla dostatecznie dużych n mamy

c · bn < an < d · bn . Jeśli szereg
∑

an jest zbieżny, to szereg
∑

c · bn jest zbieżny i wobec tego szereg
∑

bn jest zbieżny. Jeśli

szereg
∑

bn jest zbieżny, to szereg
∑

d · bn jest zbieżny i wobec

tego szereg
∑

an jest zbieżny. Dowód zosta l zakończony.

Za lożenie istnienia granicy skończonej, dodatniej można inter-
pretować tak: wyrazy szeregów da֒ża֒ do 0 w tym samym tempie

(o ile do 0 da֒ża֒), z tego za lożenia wynika, iż albo oba sa֒ zbieżne

albo oba — rozbieżne. Podamy jeszcze jedna֒ wersje֒ twierdzenia

pozwalaja֒cego porównywać szeregi o wyrazach dodatnich.

Twierdzenie 16.25 (drugie kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że od pewnego miejsca wyrazy szeregów
∑

an i
∑

bn

sa֒ dodatnie oraz an+1

an
6

bn+1

bn
. W tej sytuacji

(16.25.1) ze zbieżności szeregu
∑

bn wynika, że szereg
∑

an jest zbieżny;

(16.25.2) z rozbieżności szeregu
∑

bn wynika, że szereg
∑

an jest rozbieżny;
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Dowód. Nierówność an+1

an
6

bn+1

bn
można przepisać w po-

staci an+1

bn+1
6

an

bn
. Znaczy to, że cia֒g

(
an

bn

)

jest nierosna֒cy i ma

wyrazy dodatnie, wie֒c jest też ograniczony z góry przez pewna֒

liczbe֒ rzeczywista֒ M > 0 (jeśli ,,od pewnego miejsca” znaczy

,,od pocza֒tku”, to można przyja֒ć, że M = a0

b0
). Wobec tego ma

miejsce nierówność 0 6 an 6 M ·bn . Z tej nierówności oraz z kry-
terium porównawczego wynika teza. Dowód zosta l zakończony.

Na ostatnia֒ wersje֒ kryterium porównawczego spojrzeć można

tak: wyrazy szeregu
∑

an da֒ża֒ do 0 szybciej niż wyrazy szeregu
∑

bn , wie֒c jeśli szereg
∑

bn jest zbieżny, to również szereg
∑

an

jest zbieżny, jeśli natomiast szereg
∑

an jest rozbieżny, to również

szereg
∑

bn jest rozbieżny – oczywíscie myślimy tylko o szeregach,

których wyrazy da֒ża֒ do 0 , bo inne sa֒ rozbieżne.

Najprostsze kryteria umożliwiaja֒ porównywać, niekoniecznie

jawnie, badany szereg z szeregiem geometrycznym.

Twierdzenie 16.26 (kryterium ilorazowe d’Alemberta)

Jeśli wyrazy szeregu
∑

an sa֒ dodatnie i granica lim
n→∞

an+1

an
= q

istnieje , to jeśli

16.26.1 q > 1 , to szereg jest rozbieżny;

16.26.2 q < 1 , to szereg jest zbieżny.

Dowód. Jeśli q > 1 , to od pewnego momentu zachodzi nierów-

ność an+1

an
> 1 , to znaczy an+1 > an . Wobec tego od pewnego

momentu cia֒g liczb dodatnich (an) jest rosna֒cy, wie֒c jeśli jest

zbieżny, to z pewnościa֒ nie do 0 — nie jest wie֒c spe lniony warunek

konieczny zbieżności szeregu. Za lóżmy teraz, że q < 1 . Niech
r oznacza dowolna֒ liczbe֒ wie֒ksza֒ niż q i jednocześnie mniejsza֒

niż 1 , powiedzmy r = 1+q
2

. Wtedy dla dostatecznie dużych n za-

chodzi nierówność an+1

an
< r = rn+1

rn . Szereg geometryczny
∑

rn

jest zbieżny, wie֒c również szereg
∑

an jest zbieżny — stosujemy

drugie kryterium porównawcze. Dowód zosta l zakończony.

Obliczanie granicy lim
n→∞

an+1

an
= q ma na celu ustalenie z ja-

kim szeregiem geometrycznym mamy porównać szereg
∑

an : dla

ustalenia zbieżności wybieramy szereg o ilorazie r nieco wie֒kszym
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niż q , dla ustalenia rozbieżności — o ilorazie r nieco mniejszym

niż q (nieco oznacza, że liczby r i q znajduja֒ sie֒ po tej samej

stronie liczby 1 ).

W przypadku q = 1 szereg może być rozbieżny, np.
∞∑

n=1

1
n

lub zbieżny, np.
∞∑

n=1

1
n2 . Niestety, w wielu przypadkach granica

lim
n→∞

an+1

an
= q nie istnieje.

A.Cauchy poda l inne kryterium zbieżności szeregów zwia֒zane

z szeregami geometrycznymi.

Twierdzenie 16.27 (Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego)

Jeśli szereg
∑

an ma wyrazy nieujemne i granica lim
n→∞

n
√

an = q

istnieje, to

16.27.1 jeśli q > 1 , to szereg
∑

an jest rozbieżny;

16.27.2 jeśli q < 1 , to szereg
∑

an jest zbieżny.

Dowód. Jeśli q > 1 to dla dostatecznie dużych n zachodzi nie-

równość n
√

an > 1 i wobec tego an > 1 . Wobec tego cia֒g (an) nie

jest zbieżny do 0 . Jeśli q < 1 i r jest liczba֒ mniejsza֒ niż 1 i jed-

nocześnie wie֒ksza֒ niż q , np. r = 1+q
2 , to dla dostatecznie dużych

n zachodzi nierówność n
√

an < r , czyli an < rn . Stosujemy kry-

terium porównawcze: szereg
∑

an jest zbieżny, bo zbieżny jest

szereg geometryczny
∑

rn . Dowód zosta l zakończony.

Podobnie jak w przypadku kryterium ilorazowego, jeśli gra-

nica lim
n→∞

n
√

an = q jest równa 1 , to na temat zbieżności szere-

gu
∑

an powiedzieć nic nie można o czym świadcza֒ przyk lady

przywo lane po poprzednim twierdzeniu.
Wyjaśnijmy jeszcze, dlaczego obliczać należy te֒ akurat grani-

ce֒. Chodzi o porównanie z szeregiem geometrycznym, wie֒c stara-

my sie֒ obliczyć w przybliżeniu jego iloraz. Metoda d’Alemberta

jest najprostsza i najbardziej naturalna. Druga metoda znalezienia

q : jeśli dany jest cia֒g geometryczny (aqn) , a > 0 , to obliczamy

pierwiastek stopnia n z wyrazu aqn . Otrzymujemy q n
√

a . Co

prawda wynikiem nie jest q , ale lim
n→∞

q n
√

a = q .
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Uwaga 16.28 W obu kryteriach można nieco os labić za lożenia.

Zamiast zak ladać, że lim
n→∞

an+1

an
< 1 można za lożyć, że istnieje

taka liczba r ∈ (0, 1) , że dla prawie wszystkich numerów n za-

chodzi nierówność an+1

an
< r . Zamiast zak ladać, że lim

n→∞
an+1

an
> 1

można za lożyć, że dla dostatecznie dużych numerów n spe lniona

jest nierówność an+1

an
> 1 . Analogiczne uwagi w odniesieniu do

kryterium pierwiastkowego Czytelnik sformu luje samodzielnie.

Uwaga 16.29 Jeśli lim
n→∞

|an+1|
|an| > 1 , to lim

n→∞
|an| = ∞ , zatem

nie jest prawda֒, że lim
n→∞

an = 0 , (albo lim
n→∞

an = +∞ , albo

lim
n→∞

an = −∞ , albo ta granica nie istnieje) a to oznacza, że sze-

reg
∑

an jest rozbieżny. Podobnie, jeśli lim
n→∞

n
√

|an| > 1 , to na

pewno nie jest prawda֒, że lim
n→∞

an = 0 , zatem szereg
∑

an jest

rozbieżny.

Uwaga 16.30
Nadmienić wypada, że kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego jest
nieco ogólniejsze niż kryterium ilorazowe d’Alemberta. Prawdzi-

we jest mianowicie naste֒puja֒ce twierdzenie: Jeśli (an) jest cia֒giem

liczb dodatnich, takim że istnieje granica lim
n→∞

an+1

an
= q , to rów-

nież cia֒g
(

n
√

an

)
ma granice֒ i jest nia֒ q .

Bez trudu można skonstruować cia֒g (an) liczb dodatnich,

dla którego granica lim
n→∞

n
√

an , a granica lim
n→∞

an+1

an
nie istnieje:

1 , 1 , 1
2

, 2 , 1
3

, 3 , 1
4

, 4 , . . . Szczegó lami zechce Czytelnik zaja֒ć

sie֒ sam.

Twierdzenie 16.31 (Kryterium Cauchy’ego o zage֒szczaniu)

Za lóżmy, że cia֒g (an) jest nierosna֒cy oraz że jego wyrazy sa֒ do-

datnie. W tej sytuacji szereg

∞∑

n=0

an jest zbieżny wtedy i tylko

wtedy, gdy szereg
∞∑

n=0

2na2n jest zbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że szereg a0 + a1 + a2 + . . . jest zbieżny.
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Trzeba wykazać zbieżność szeregu a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . .

Mamy 2a4 6 a3 + a4 (bo a4 6 a3 ),

4a8 6 a5+a6+a7+a8 (bo a8 to najmniejsza z liczb a5, a6, a7, a8 ),

8a16 6 a9 + a10 + · · · + a15 + a16 itd. Sta֒d wynika, że

a2 +2a4 +4a8 +8a16 + . . . 6 a2 +a3 +a4 +a5 +a6 +a7 +a8 + . . . <
< + ∞ , czyli szereg a2 + 2a4 + 4a8 + 8a16 + . . . ma skończona֒

sume֒. Po pomnożeniu go przez 2 otrzymamy szereg zbieżny, a jest

nim szereg 2a2 + 4a4 + 8a8 + 16a16 + . . . , czyli szereg

∞∑

n=1

2na2n

jest zbieżny, a wobec tego również szereg

∞∑

n=0

2na2n jest zbieżny

— zmiana skończenie wielu wyrazów na zbieżność wp lywu nie

ma (choć może zmienić sume֒ szeregu zbieżnego).

Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone֒. Zak ladamy, że

szereg a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . jest zbieżny. Mamy
2a2 > a2 + a3 , 4a4 > a4 + a5 + a6 + a7 , 8a8 > a8 + a9 + a10 +
+a11 + a12 + a13+a14 + a15 , itd. Sta֒d wynika, że

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + · · · + a14 + a15 + . . . 6

6 a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . < +∞ ,

co oznacza, że szereg
∞∑

n=1

an jest zbieżny, czyli również szereg

∞∑

n=0

an jest zbieżny. Dowód zosta l zakończony.

W dowodzie kryterium Cauchy’ego o zage֒szczaniu szacowalís-

my sume֒ jednego szeregu przez sume֒ drugiego, o którym wiedzie-

lísmy, że jest zbieżny. Podamy kilka przyk ladów pokazuja֒cych, jak

można szacować szeregi o wyrazach dodatnich.

Przyk lad 16.11 Niech k > ℓ > 1 be֒da֒ liczbami naturalnymi.

Szereg
∞∑

n=1

ℓ

√
1

nk jest zbieżny.

Wyrazy szeregu da֒ża֒ do 0 i tworza֒ cia֒g maleja֒cy, wie֒c możemy

użyć kryterium Cauchy’ego o zage֒szczaniu: szereg
∑

ℓ

√
1

nk za-
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sta֒pimy szeregiem
∑

2n ℓ

√
1

(2n)k =
∑

ℓ

√
1

(2n)k−ℓ =
∑
(

1
ℓ
√

2k−ℓ

)n

.

Otrzymalísmy zatem szereg geometryczny o ilorazie 1
ℓ
√

2k−ℓ
. Ten

iloraz jest dodatni i mniejszy niż 1 , bo k > ℓ , zatem szereg geo-
metryczny, a wraz z nim wyj́sciowy, jest zbieżny.

Przyk lad 16.12 Niech 1 6 k 6 ℓ be֒da֒ liczbami naturalnymi.

Szereg
∞∑

n=1

ℓ

√
1

nk jest rozbieżny.

Poste֒puja֒c tak, jak w poprzednim przyk ladzie sprowadzamy prob-

lem do zbieżności szeregu geometrycznego o ilorazie
ℓ
√

2ℓ−k > 1 ,
wie֒c rozbieżnego.

Przyk lad 16.13 Dla dowolnej liczby rzeczywistej x naste֒puja֒-

cy szereg

∞∑

n=0

xn

n! = 1+ x
1! + x2

2! + x3

3! + · · · jest bezwzgle֒dnie zbieżny.

Dla x = 0 wszystkie wyrazy z wyja֒tkiem pierwszego sa֒ zerami,

wie֒c zbieżność jest oczywista. Za lóżmy, że x 6= 0 . Mamy

|x|n+1

(n+1)!

|x|n
(n)!

=
|x|

n + 1
−−−−→
n→∞

0 < 1 ,

wie֒c zapowiedziana teza wynika z kryterium ilorazowego.

Przyk lad 16.14 Dla dowolnej liczby rzeczywistej x ∈ (−1, 1)

naste֒puja֒cy szereg
∞∑

n=1

xn

n
jest bezwzgle֒dnie zbieżny. Znów sko-

rzystamy z kryterium, d’Alemberta (ilorazowego). Iloraz dwóch

kolejnych wyrazów jest równy x· n
n+1 . Mamy lim

n→∞

∣
∣
∣x· n

n+1

∣
∣
∣ = |x| .

Sta֒d zbieżność w przypadku |x| < 1 i rozbieżność w przypadku

|x| > 1 . Dla −1 otrzymujemy szereg anharmoniczny, który jest

zbieżny, a dla x = 1 — harmoniczny, który jest rozbieżny.

Przyk lad 16.15 Niech
(
a
0

)
= 1 dla każdej liczby a ∈ R , niech

(
a
n

)
= a(a−1)·...·(a−n+1)

n! dla każdej liczby rzeczywistej a i każdej

liczby naturalnej n > 1 . Dla dowolnej liczby x ∈ (−1, 1) szereg

184



Szeregi liczbowe

∞∑

n=1

(
a
n

)
xn jest bezwzgle֒dnie zbieżny. Znów skorzystamy z kry-

terium ilorazowego d’Alemberta. Mamy
∣
∣
∣
∣
∣

(
a

n+1

)
xn+1

(
a
n

)
xn

∣
∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
(a − n)x

n + 1

∣
∣
∣−−−−→

n→∞
|x| ,

co dowodzi zapowiedzianej tezy. Przy okazji: jeśli |x| > 1 , to

szereg jest rozbieżny. Trzeba troche֒ uważać, bo jeśli a jest liczba֒

naturalna֒ i n > a , to
(

a
n

)
= 0 , wie֒c nie można stosować kryterium

ilorazowego. Jednak wtedy prawie wszystkie wyrazy szeregu sa֒

równe 0 , zatem jest on zbieżny dla wszystkich liczb rzeczywistych

x ∈ (−1, 1) .

Przyk lad 16.16 Jeśli (an)∞n=0 jest takim cia֒giem liczb rzeczy-

wistych, że szereg
∞∑

n=0

anxn
0 jest zbieżny i spe lniona jest nierówność

|x| < |x0| , to szereg
∞∑

n=0

anxn jest bezwzgle֒dnie zbieżny. Ponieważ

szereg

∞∑

n=0

anxn
0 jest zbieżny, wie֒c lim

n→∞
anxn

0 = 0 , zatem istnieje

taka liczba M > 0 , że
∣
∣anxn

0

∣
∣ 6 M . Mamy zatem

∞∑

n=0

∣
∣an xn

∣
∣ =

∞∑

n=0

∣
∣anxn

0

∣
∣ ·
∣
∣
∣

x

x0

∣
∣
∣

n

6 M

∞∑

n=0

∣
∣
∣

x

x0

∣
∣
∣

n

< +∞ .

Ostatnia nierówność wynika z tego, że jeśli 0 < q < 1 , to szereg
∞∑

n=1

qn jest zbieżny (kryterium ilorazowe d’Alemberta), przyjmu-

jemy q =
∣
∣ x
x0

∣
∣ . Stwierdzenie zosta lo udowodnione.

Szeregi postaci
∞∑

n=0

anxn nazywamy pote֒gowymi o środku w zerze.

Z tego, co udowodnilísmy w tym przyk ladzie wynika, że zbiór
punktów zbieżności szeregu pote֒gowego o środku w punkcie 0

jest przedzia lem o środku w punkcie 0 . Później przekonamy sie֒,

że nic wie֒cej ogólnie na temat tego przedzia lu powiedzieć sie֒ nie

da. Przedzia l może sie֒ nawet zdegenerować do punktu 0 , np.
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jedyna֒ liczba֒ x , dla której zbieżny jest szereg
∞∑

n=1

nnxn jest 0 .

Dodajmy jeszcze, że suma i iloczyn dwóch szeregów pote֒gowych

sa֒ szeregami pote֒gowymi. Do tego tematu powrócimy w dalszej

cze֒́sci tej ksia֒żki jeszcze kilka razy. Przekonamy sie֒ o tym, że

ważne funkcje można zapisywać w postaci sumy szeregów tego
typu i u latwia to poznawanie ich w lasności.

Przyk lad 16.17 Korzystaja֒c z twierdzenia z poprzedniego przy-

k ladu można zbadać zbieżność szeregu
∞∑

n=1

xn

n
, którym już zaj-

mowalísmy sie֒ (por. przyk lad 16.13), nieco inaczej. Dla x=−1

ten szereg jest zbieżny, wie֒c jest zbieżny dla każdego takiego x ,

że |x| < | − 1| = 1 . Dla x = 1 szereg jest rozbieżny, zatem jest

też rozbieżny dla każdego takiego x , że |x| > |1| = 1 .

Podamy jeszcze trzy kryteria zbieżności szeregów, ale tym
razem o wyrazach zmiennych znaków.

Twierdzenie 16.32 (Kryterium Abela – Dirichleta)

Niech (an) be֒dzie maleja֒cym cia֒giem liczb dodatnich.

16.32.1 (Dirichlet) Jeśli lim
n→∞

an = 0 i cia֒g sum cze֒́sciowych

szeregu
∑

bn jest ograniczony, to szereg
∑

anbn jest

zbieżny.

16.32.1 (Abel) Jeśli szereg
∑

bn jest zbieżny, to szereg
∑

anbn

też jest zbieżny.

Dowód. Niech sn = b0 + b1 + b2 + · · · + bn i Sj
n = sn+j − sn =

=bn+1 + bn+2 + · · · + bn+j . Zachodzi równość

an+1bn+1+an+2bn+2+· · ·+an+kbn+k = S1
nan+1+(S2

n−S1
n)an+2+

+(S3
n − S2

n)an+3 + · · · + (Sk
n − Sk−1

n )an+k = S1
n(an+1 − an+2) +

+S2
n(an+2 − an+3) + · · · + Sk−1

n (an+k−1 − an+k) + Sk
nan+k . Jeśli

|sm| 6 M dla każdego m , to |Sj
n| = |sn+j − sn| 6 2M , wie֒c

|an+1bn+1 + an+2bn+2 + · · · + an+kbn+k| 6 2M
(
|an+1 − an+2| +

+ |an+2 − an+3| + · · · + |an+k−1 − an+k| + an+k

)
= 2Man+1 .

Jeśli lim
n→∞

an = 0 , to spe lniony jest warunek Cauchy’ego zbież-

ności szeregu
∑

anbn , co kończy dowód twierdzenia w przypadku
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Dirichleta.
Jeśli szereg

∑
bn jest zbieżny a ε jest liczba֒ dodatnia֒, to spe lnio-

ny jest warunek Cauchy’ego, czyli dla dostatecznie dużych liczb

naturalnych n nierówność |Sj
n| = |sn+j − sn| < ε zachodzi dla

j = 1, 2, . . . . Wobec tego

|an+1bn+1 + an+2bn+2 + · · · + an+kbn+k| 6 ε
(
|an+1 − an+2| +

+ |an+2 − an+3| + · · · + |an+k−1 − an+k|
)

+ εan+k = εan+1 .

Wynika sta֒d i z ograniczoności cia֒gu (an) wynika od razu, że

szereg
∑

anbn spe lnia warunek Cauchy’ego, jest wie֒c zbieżny.

Uwaga 16.33 Można wywnioskować kryterium Abela z kryte-
rium Dirichleta i autor ma nadzieje֒, że Czytelnik zechce to zrobić.

Twierdzenie 16.34 (Leibniza)

Jeśli cia֒g (an) jest monotoniczny i zbieżny do 0 , to szereg

a0 − a1 + a2 − a3 + · · · =
∞∑

n=0

(−1)nan

jest zbieżny.

Dowód. Wynika to natychmiast z kryterium Dirichleta: cia֒g

zbieżny do 0 to
(

1
n

)
, a szereg o ograniczonych sumach cze֒́scio-

wych to
∑

(−1)n .

Uwaga 16.35

Jeśli cia֒g nierosna֒cy (an)∞n=0 ma dodatnie wyrazy i lim
n→∞

an = 0 ,

to dla każdej liczby naturalnej m > 1 zachodza֒ nierówności:

a0 − a1 + · · · + a2m−2 − a2m−1 <

∞∑

n=0

an oraz

∞∑

n=0

an < a0 − a1 + · · · + a2m−2 − a2m−1 + a2m .

To sa֒  latwe do bezpośredniego udowodnienia nierówności i w do-

datku cze֒sto stosowane. Czytelnik powinien je udowodnić.

Zajmiemy sie֒ teraz twierdzeniem o mnożeniu szeregów. Mno-

ża֒c dwie skończone sumy liczb

(a0 + a1 + · · · + an)(b0 + b1 + · · · + bn)

otrzymujemy sume֒ wszystkich iloczynów postaci aibj , np. dla
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n = 2 mamy:

(a0 + a1 + a2)(b0 + b1 + b2) =

= a0b0 + a0b1 + a0b2 + a1b0 + a1b1 + a1b2 + a2b0 + a2b1 + a2b2 .
Oczywíscie otrzymana֒ sume֒ dziewie֒ciu sk ladników można porza֒d-

kować na wiele sposobów (9!=362880). W przypadku skończonej

liczby sk ladników kolejność dodawania nie ma żadnego wp lywu na
ich sume֒. To samo dotyczy nieskończenie wielu sk ladników pod

warunkiem rozważania wyrazów szeregu bezwzgle֒dnie zbieżnego.

W przypadku szeregu, który nie jest bezwzgle֒dnie zbieżny należy

jednak być ostrożnym. Jest jasne, że mnoża֒c dwa szeregi
∑

an

i
∑

bn powinnísmy otrzymać szereg, wśród wyrazów którego sa֒

wszystkie iloczyny postaci aibj uporza֒dkowane w jakís sensowny

sposób. Sugerowany rezultat wygodnie jest sformu lować tak:

Twierdzenie 16.36 (Mertensa o mnożeniu szeregów)

Za lóżmy, że szeregi
∑

an i
∑

bn sa֒ zbieżne, przy czym co naj-

mniej jeden z nich jest zbieżny bezwzgle֒dnie. Niech

cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · · + an−1b1 + anb0 =

n∑

i=0

aibn−i .

Wtedy szereg
∑

cn jest zbieżny i zachodzi równość:
∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn =
∞∑

n=0

cn .

jeśli oba szeregi
∑

an i
∑

bn sa֒ zbieżne bezwzgle֒dnie, to również

szereg
∑

cn jest bezwzgle֒dnie zbieżny.

Dowód. Oznaczmy sumy cze֒́sciowe: sa
n = a0 + a1 + · · · + an ,

sb
n = b0 + b1 + · · · + bn , sc

n = c0 + c1 + · · · + cn =
∑

i+j6n aibj .

Istnieja֒ skończone granice lim
n→∞

sa
n = A oraz lim

n→∞
sb

n = B . Mamy

wykazać, że lim
n→∞

sc
n = AB = lim

n→∞
sa

n · lim
n→∞

sb
n . Nie ma znaczenia,

o którym szeregu za lożymy, że jest bezwzgle֒dnie zbieżny. Za lóżmy,

że
∑ |an| < +∞ . Zauważmy, że:

sc
n =

∑

i+j6n

aibj = a0(b0 + b1 + · · ·+ bn) + a1(b0 + b1 + · · ·+ bn−1) +

+a2(b0 + b1 + · · · + bn−2) + · · · + anbn =

= a0s
b
n + a1s

b
n−1 + a2s

b
n−2 + · · · + ansb

0 . Wobec tego
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sa
nsb

n − sc
n = a0s

b
n + a1s

b
n + a2s

b
n + · · · + ansb

n − sc
n =

= a1

(
sb

n − sb
n−1

)
+ a2

(
sb

n − sb
n−2

)
+ + · · · + an

(
sb

n − sb
0

)
.

Ponieważ szeregi
∑ |an| oraz

∑
bn sa֒ zbieżne, wie֒c ich cia֒gi sum

cze֒́sciowych sa֒ ograniczone. Oznacza to, że istnieje taka liczba

M > 0 , że dla każdego m prawdziwe sa֒ nierówności:

|a0| + |a1| + · · · + |am| 6 M , |b0 + b1 + · · · + bm| 6 M .

Niech ε be֒dzie dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒. Ze zbieżności szeregu

wynika, że spe lnia on warunek Cauchy’ego, wie֒c istnieje taka liczba

naturalna nε , że jeśli k > m > nε , to |sb
k − sb

m| < ε
4M oraz

|anε+1| + |anε+2| + . . . < ε
8M

,

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn − sa
m · sb

m

∣
∣
∣
∣
∣

< ε
2

.

Wobec tego dla m > 2nε mamy

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn − sc
m

∣
∣
∣
∣
∣
6

6

∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn − sa
m · sb

m

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
sa

msb
m − sc

m

∣
∣
∣
∣
< ε

2 +

+|a1| · |sb
m − sb

m−1|+ |a2| · |sb
m − sb

m−2|+ · · ·+ |anε
| · |sb

m − sb
m−nε

|+
+|anε+1| · |sm − sm−nε−1| + |anε+2| · |sm − sm−nε−2| + · · · +

+|am| · |sm − s0| 6
ε
2 + (|a1| + |a2| + · · · + |anε

|) · ε
4M + (|anε+1| +

+|anε+2| + · · · + |am|) · 2M 6
ε
2 + M · ε

4M + ε
8M · 2M = ε .

Z definicji granicy cia֒gu wynika, że lim
m→∞

sc
m =

∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn .

Pozostaje jeszcze zauważyć, że jeśli oba szeregi
∑

an i
∑

bn

sa֒ bezwzgle֒dnie zbieżne, to również szereg
∑

cn jest bezwzgle֒d-

nie zbieżny. Wynika to natychmiast z już udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia i warunku Cauchy’ego. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 16.37

Czytelnik może sie֒ przekonać, że istnieja֒ szeregi zbieżne
∑

an

i
∑

bn , dla których szereg
∑

cn jest rozbieżny. Wystarczy przy-

ja֒ć an = bn = (−1)n−1 1√
n

i przekonać sie֒, że w tym przy-

padku cia֒g (cn) nie jest zbieżny do 0, wie֒c szereg
∑

cn jest roz-

bieżny. Z drugiej strony, jeśli szeregi
∑

an ,
∑

bn i
∑

cn sa֒

zbieżne, to
∑∞

n=0 cn =
∑∞

n=0 an ·
∑∞

n=0 bn — nie podamy dowodu
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tego twierdzenia, bo nie be֒dziemy z niego korzystać. Opisane

twierdzenia wskazuja֒ na to, że zaproponowana przez Cauchy’ego

kolejność sumowania iloczynów aibj , jest w laściwa.

Definicja 16.38 (iloczynu szeregów)

Niech cm =

m∑

i=0

aibm−i dla każdego naturalnego m . Szereg

∞∑

n=0

cn

nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregów
∞∑

n=0

an i
∞∑

n=0

bn .

Prawdziwe jest

Twierdzenie 16.39 (Cesàro)

Jeśli szeregi

∞∑

n=0

an i

∞∑

n=0

bn sa֒ zbieżne i dla każdego n zachodza֒

wzory cn =
n∑

i=0

aibn−i , sn = c0 + c1 + · · · + cn , to

lim
n→∞

1
n

(
s0 + s1 + · · · + sn−1

)
=

∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn .

Twierdzenie Cesàro podalísmy bez dowodu, ale wypada na-
pisać, że jego dowód nie jest trudny — można go samodzielnie
przeprowadzić, do czego zache֒camy Czytelników. W laśnie z tego

twierdzenia wynika zdanie wypowiedziane w uwadze poprzedzaja֒-

cej twierdzenie o mnożeniu szeregów.

Przyk lad 16.18 Jak już wiemy szereg

∞∑

n=0

xn

n! jest zbieżny bez-

wzgle֒dnie dla każdej liczby x ∈ R . Udowodnimy, że dla dowolnych

liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość
∞∑

n=0

xn

n! ·
∞∑

n=0

yn

n! =
∞∑

n=0

(x+y)n

n! .

Skorzystamy oczywíscie z twierdzenia o mnożeniu szeregów. Wy-
raz iloczynu szeregów to

1
0! ·

yn

n! + x
1! ·

yn−1

(n−1)! + x2

2! · yn−2

(n−2)! + · · · + xn−1

(n−1)! ·
y
1! + xn

n! · 1
0! =

= 1
n!

(
n!

0!·n! · yn + n!
1!·(n−1)! · x · yn−1 + n!

2!·(n−2)! · x2 · yn−2 + · · · +
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+ n!
(n−1)!·1! · xn−1 · y + n!

n!·0! · xn
)

= 1
n!

(x + y)n — ostatnia równość

wynika natychmiast z dwumianu Newtona. Dowodzona równość
to teraz prosty wniosek z twierdzenia o mnożeniu szeregów.

Przyk lad 16.19 Korzystaja֒c na przyk lad z kryterium ilorazo-

wego d’Alemberta dowodzimy, że dla każdej liczby rzeczywistej x

oba szeregi

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! i

∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)! sa֒ zbieżne. 16.1 Su-

me֒ pierwszego z nich oznaczmy przez s(x) , a drugiego — przez

c(x) . Wtedy prawdziwe sa֒ równości:

a. c(x)2 + s(x)2 = 1 dla każdej liczby x ∈ R ;

b. c(x)c(y) − s(x)s(y) = c(x + y) dla dowolnych x, y ∈ R ;

c. c(x)s(y) + s(x)c(y) = s(x + y) dla dowolnych x, y ∈ R .

Skorzystamy znów z twierdzenia o mnożeniu szeregów. Definiu-

jemy: an = (−1)n x2n

(2n)!
, bn = (−1)n x2n+1

(2n+1)!
. Mamy wie֒c

An = a0an + a1an−1 + a2an−2 + · · · + ana0 =

= (−1)n x2n

(2n)!

(
(2n)!

0!·(2n)! + (2n)!
2!·(2n−2)! + (2n)!

4!·(2n−4)! + · · · + (2n)!
(2n)!·0!

)

oraz

Bn = b0bn + b1bn−1 + b2bn−2 + · · · + bnb0 =

= (−1)n x2n+2

(2n+2)!

(
(2n+2)!

1!·(2n+1)! +
(2n+2)!

3!·(2n−1)! +
(2n+2)!

5!·(2n−3)! +· · ·+ (2n+2)!
(2n+1)!·1!

)

.

Z podanych wzorów wynika, że A0 = 1 oraz, że dla każdej liczby
naturalnej n > 1 prawdziwy jest wzór: An + Bn−1 =

= (−1)n x2n

(2n)!

(
(2n)!

0!·(2n)! −
(2n)!

1!·(2n−1)! + (2n)!
2!·(2n−2)! −

(2n)!
3!·(2n−3)! +

+ (2n)!
4!·(2n−4)! −

(2n)!
5!·(2n−5)! + · · ·+ (2n)!

(2n)!·0!

)

= (−1)n x2n

(2n)! (1− 1)n = 0 .

Sta֒d równość a. wynika natychmiast. Naste֒pne dwie można udo-

wodnić w taki sam sposób. Czytelnik powinien co najmniej jedna֒

z nich wykazać, by sprawdzić, czy wszystko dobrze rozumie.

Przyk lad 16.20 Przyjmijmy, że
(
a
0

)
= 1 dla każdej liczby

rzeczywistej a oraz
(

a
n

)
= a(a−1)·...·(a−n+1)

n! dla każdej liczby rze-

czywistej a i każdej liczby naturalnej n > 1 . Te definicje roz-
szerzaja֒ definicje֒ symbolu Newtona znana֒ z poprzedniej nauki.

Zauważmy, że zachodza֒ naste֒puja֒ce równości:
(

a
n

)
= a

n
·
(

a−1
n−1

)

16.1
Tu przyjmujemy, że x0=1 .
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oraz
(

a
n

)
+
(

a
n+1

)
=
(

a+1
n+1

)
. Można te równości udowodnić ko-

rzystaja֒c z umieje֒tności dodawania u lamków, ale można też po-

wiedzieć, że obie strony każdej z nich sa֒ wielomianami zmien-

nej a . Wartości tych wielomianów pokrywaja֒ sie֒ dla każdej liczby

ca lkowitej a > n + 1 . Dwa wielomiany, które przyjmuja֒ te same

wartości w nieskończenie wielu punktach, sa֒ równe, bo ich różnica

ma nieskończenie wiele pierwiastków, a jedynym wielomianem,
który ma ich aż tyle jest wielomian zerowy.
Przypomnijmy jeszcze, że jeśli a jest dodatnia֒ liczba֒ ca lkowita֒,

to (1 + x)a =
a∑

n=0

(
a
n

)
xn =

∞∑

n=0

(
a
n

)
xn — to znany wzór New-

tona. Dopisane nieco sztucznie sk ladniki sa֒ równe 0 , wie֒c nie

zmieniaja֒ sumy.

Teraz zajmiemy sie֒ szeregiem

∞∑

n=0

(
a
n

)
xn nie zak ladaja֒c, że

liczba a jest naturalna. W dalszym cia֒gu a oznacza dowolna֒ licz-

be֒ rzeczywista֒. Wiemy już, że w tej sytuacji szereg jest bezwzgle֒d-

nie zbieżny, gdy |x| < 1 , wykazalísmy to w jednym z przyk ladów

poprzedzaja֒cych twierdzenie o mnożeniu szeregów.

Teraz udowodnimy, że
∞∑

n=0

(
a
n

)
xn ·

∞∑

n=0

(
b
n

)
xn =

∞∑

n=0

(
a+b
n

)
xn .

Ta równość zachodzi oczywíscie dla dowolnych liczb naturalnych

a, b , bowiem (1 + x)a · (1 + x)b = (1 + x)a+b .

Ponieważ oba szeregi sa֒ bezwzgle֒dnie zbieżne, wie֒c możemy

skorzystać z twierdzenia o mnożeniu szeregów. n –ty wyraz ilo-
czynu tych szeregów wygla֒da tak:

xn
((

a
0

)(
b
n

)
+
(
a
1

)(
b

n−1

)
+
(
a
2

)(
b

n−2

)
+ · · · +

(
a
n

)(
b
0

))

.

Wystarczy wykazać, że prawdziwa jest równość
(
a
0

)(
b
n

)
+
(
a
1

)(
b

n−1

)
+
(
a
2

)(
b

n−2

)
+ · · · +

(
a
n

)(
b
0

)
−
(
a+b
n

)
= 0 .

Znów możemy zauważyć, że przy ustalonym b , np. b > n i b ∈ N

lewa strona równości jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż

n zmiennej a . Każda liczba ca lkowita a > n jest pierwiastkiem
tego wielomianu, bo równość zachodzi dla a, b > n , jeśli a, b ∈ N .
Wielomian ma wie֒c nieskończenie wiele pierwiastków, wie֒c jest to
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wielomian zerowy. Udowodnilísmy już, że równość
(
a
0

)(
b
n

)
+
(
a
1

)(
b

n−1

)
+
(
a
2

)(
b

n−2

)
+ · · · +

(
a
n

)(
b
0

)
−
(
a+b
n

)
= 0

jest spe lniona gdy b jest liczba֒ ca lkowita֒ wie֒ksza֒ niż n a a jest

dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒.

Teraz potraktujemy to wyrażenie jako wielomian zmiennej b
przy ustalonym a ∈ R . Znów mamy do czynienia z wielomia-
nem stopnia nie wie֒kszego niż n , który ma nieskończenie wiele

pierwiastków. Jest wie֒c wielomianem zerowym, a to oznacza, że

równość
(
a
0

)(
b
n

)
+
(
a
1

)(
b

n−1

)
+
(
a
2

)(
b

n−2

)
+ · · · +

(
a
n

)(
b
0

)
−
(
a+b
n

)
= 0

jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych a i b oraz dowolnej
liczby naturalnej n .

Na przyk lad prawdziwy jest wzór;
∞∑

n=0

(
1/2
n

)
xn ·

∞∑

n=0

(
1/2
n

)
xn =

∞∑

n=0

(
1/2+1/2

n

)
xn =

∞∑

n=0

(
1
n

)
= 1 + x .

Ta równość sugeruje, że
√

1 + x =
∞∑

n=0

(
1/2
n

)
xn . Do dowodu brak

nam tylko tego, że

∞∑

n=0

(
1/2
n

)
xn > 0 dla x ∈ (−1, 1) . To wynika

np. z równości
∞∑

n=0

(
1/2
n

)
xn =

∞∑

n=0

(
1/4
n

)
xn ·

∞∑

n=0

(
1/4
n

)
xn =

( ∞∑

n=0

(
1/4
n

)
xn
)2

,

bo kwadraty liczb rzeczywistych sa֒ nieujemne. Podobnie można

udowodnić, że k
√

1 + x =
∞∑

n=0

(
1/k
n

)
xn dla dowolnej liczby rzeczy-

wistej x ∈ (−1, 1) i dowolnej liczby naturalnej k . Zache֒camy

Czytelnika, by przekona l sie֒, że 1
(1+x)k =

∞∑

n=0

(−k
n

)
xn dla każdej

liczby rzeczywistej x ∈ (−1, 1) i dowolnej liczby naturalnej k .

Szeregiem rozpatrywanym w tym przyk ladzie zajmowa l sie֒

I.Newton. a by lo wtedy dowolna֒ liczba֒ i dlatego w laśnie pojawi la

sie֒ nazwa dwumian Newtona, ,,szkolny” dwumian Newtona by l

znany na d lugo przed pocze֒ciem Isaaca Newtona.
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Zadania

1. Zbadać zbieżność i zbieżność bezwzgle֒dna֒ szeregu
∞∑

n=1

an,

jeśli an =

a. (n!)2

(2n)!
; a֒. (−1)n n+1

(n+2)
√

n
;

c.
√

n + 1 −√
n ; ć. 2n·n!

nn ;

d. (−1)n(n+1)/2
(√

n + 1 −√
n
)
; e. 3n·n!

nn

e֒. 1
(3n−2)(3n+1) ; f. 1

n
√

n+1
;

g. 1
1000n+1 ; h. 1√

(2n−1)(2n+1)
;

i. (n!)2

2n ; j. 4·7·10·...·(4+3n)
2·6·10·...·(2+4n) ;

k. n2

(2+ 1
n

)n ; l. n5

2n+3n ;

 l.
(

n−1
n+1

)n(n−1)

; m. n3(
√

2+(−1)n)n

3n ;

n.
√

n+a − 4
√

n2+n+b , a, b ∈R; ń. ((n+1)!)n

2!·4!·6!·...·(2n)! ;

o.
(

1·3·5·...·(2n−1)
2·4·6·...·(2n)

)k

, k ∈ N ; ó. (−1)n

√
n+(−1)n ;

p. (−1)n

n
√

n
; r. (−1)n

n+(−1)n ;

s. n
√

a − 1 , a > 0 ; ś. n
√

n − 1 ;

t.
(

n
√

n − 1
)2

; u.
(

n
√

n − 1
)n

;

w. xn

(1+x)(1+x2)(1+x3)...(1+xn) , x 6=−1; x. e−(1+1/n)n ;

y. nkxn , x ∈ R , k ∈ N ; z. n!·en

nn+p , p ∈ N ;

ż∗ (−1)⌊n
√

2⌋ 1
n .

2. Obliczyć sume֒ szeregu
∑∞

n=1 an , jeśli an =

a.
2nx2n

1 + x2n ; b.
x2n−1

1 − x2n , x 6= ±1 ;

c. nqn , |q| < 1 d. n2qn , |q| < 1 ;

e. 1
n(n+1)(n+2) ; f. 1

n(n+3)(n+6) ;

g. 1
n(n+1)(n+2)(n+3) ; h. 1

n(n+1)(n+3)(n+4) ;

i. 1√
n(n+1) ·(√n+

√
n+1)

; j. n
n4+n2+1 ;

k. (−1)n (2n+1)3

(2n+1)4+4 = 13

14+4 − 33

34+4 + 53

54+4 − 73

74+4 + · · · .
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3. Obliczyć sume֒ szeregu
∞∑

n=4

n − 1

n!
.

4. Obliczyć sume֒ szeregu

∞∑

n=2

( ∞∑

k=2

1

kn

)

.

5.
∑

p,q>2

1

p q − 1
, tu każda liczba p q wyste֒puje jeden raz nawet

wtedy, gdy 42 = 24 .

6. Wykazać, że dla dowolnego szeregu zbieżnego
∞∑

n=0

an o wyra-

zach dodatnich istnieje taki cia֒g liczb dodatnich (bn) , którego

granica֒ jest ∞ , że
∞∑

n=0

anbn jest szeregiem zbieżnym. Nie ma

wie֒c najwolniej zbieżnego szeregu.

7. Wykazać, że dla dowolnego szeregu rozbieżnego
∞∑

n=0

an o wy-

razach dodatnich istnieje cia֒g taki liczb dodatnich (bn) , któ-

rego granica֒ jest 0 , że
∞∑

n=0

anbn jest szeregiem rozbieżnym.

Nie ma wie֒c najwolniej rozbieżnego szeregu.

8. Dowieść, że szereg
∑

an jest bezwzgle֒dnie zbieżny wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnego cia֒gu (bn) zbieżnego do 0

szereg
∑

anbn jest zbieżny.

9. Dowieść, że jeśli (an) jest dowolnym cia֒giem liczb dodat-

nich rzeczywistych, to szereg
∞∑

n=1

an

(1+a1)(1+a2) . . . (1+an)

jest zbieżny. Niech P = lim
n→∞

(
(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an)

)
.

Wyrazić sume֒ szeregu za pomoca֒ P ∈ [1,∞] .

10. Dowieść, że szereg
∞∑

n=0

(
a
n

)
jest zbieżny wtedy i tylko wtedy,

gdy a > −1 .
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11. Dowieść, że szereg
∞∑

n=0

(
a
n

)
jest zbieżny bezwzgle֒dnie wtedy

i tylko wtedy, gdy a > 0 .

12. Dowieść, że jeśli szereg

∞∑

n=1

|an+1 − an| jest zbieżny, to cia֒g

(an) ma skończona֒ granice֒. Podać przyk lad świadcza֒cy o nie-

prawdziwości twierdzenia odwrotnego.

13. Dowieść, że jeśli (an) jest ścísle rosna֒cym cia֒giem liczb do-

datnich, to szereg
∞∑

n=1

(
1 − an

an+1

)
jest zbieżny wtedy i tylko

wtedy, gdy cia֒g (an) jest ograniczony.

14. Dowieść, szereg

∞∑

n=1

an jest bezwzgle֒dnie zbieżny wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy dla każdego cia֒gu (bn) zbieżnego do 0 szereg
∞∑

n=1

anbn jest zbieżny.

15. Dowieść, że jeśli
∞∑

n=1

|an+1 − an| < ∞ , lim
n→∞

an = 0 i cia֒g

sum cze֒́sciowych szeregu

∞∑

n=1

bn jest ograniczony, to szereg

∞∑

n=1

anbn jest zbieżny.

16. Dowieść, że szereg

∞∑

n=1

anbn jest zbieżny dla każdego szeregu

zbieżnego

∞∑

n=1

bn wtedy i tylko wtedy, gdy

∞∑

n=1

|an+1−an|<∞.

17. Dowieść, że szereg
∞∑

n=1

anbn jest zbieżny dla każdego szeregu

∞∑

n=1

bn , którego cia֒g sum cze֒́sciowych jest ograniczony, wtedy
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i tylko wtedy, gdy
∞∑

n=1

|an+1 − an|< ∞ oraz lim
n→∞

an = 0 .

18! Niech an = (−1)n−1

√
n

= bn . Wykazać, że iloczyn szeregów
∑

an i
∑

bn jest rozbieżny.

19. Udowodnić twierdzenie Cesàro.

20. Udowodnić, że jeśli oba szeregi
∑∞

n=0 an ,
∑∞

n=0 bn i ich ilo-

czyn sa֒ zbieżne, to zachodzi równość
∞∑

n=0

an ·
∞∑

n=0

bn =
∞∑

n=0

(a0bn + a1bn−1 + · · · + anb0) .

21! Udowodnić punkty b. i c. z przyk ladu 16.19.

22. Dowieść, że jeśli cia֒g (an) sk lada sie֒ z liczb dodatnich oraz

1 < lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= g , to szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny.

Wsk.: porównać szereg
∑

an z szeregiem
∑

1
ℓ
√

nk
, 1< k

ℓ
<g.

23. Dowieść, że jeśli cia֒g (an) sk lada sie֒ z liczb dodatnich oraz

1 > lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

, to szereg

∞∑

n=0

an jest rozbieżny.

24. Podać przyk lad takiego cia֒gu (an) o wyrazach dodatnich

dodatnich, dla którego lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= 1 i szereg
∞∑

n=0

an

jest rozbieżny.

25. Podać przyk lad takiego cia֒gu (an) o wyrazach dodatnich

dodatnich, dla którego lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= 1 i szereg

∞∑

n=0

an

jest zbieżny.

26. Dowieść, że jeśli nierosna֒cy cia֒g (an) sk lada sie֒ z liczb do-

datnich a szereg

∞∑

n=0

an jest zbieżny, to lim
n→∞

nan = 0 . Czy

twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

27. Dowieść, że jeśli szereg
∑∞

n=0 an jest bezwzgle֒dnie zbieżny,

bn = a0+2a1+···+2nan

2n+1 , to
∑∞

n=0 an =
∑∞

n=0 bn .
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28. Za lóżmy, że wyrazy szeregu rozbieżnego
∞∑

n=1

an sa֒ dodatnie

i sn = a1 + a2 + · · · + an dla n = 1, 2, . . . Dowieść, że szereg

a.
∞∑

n=1

an

1+an
jest rozbieżny; b.

∞∑

n=1

an

sn
jest rozbieżny;

c.
∞∑

n=1

an

s2
n

jest zbieżny; d.
∞∑

n=1

an

1+n2·an
jest zbieżny;

e.
∞∑

n=1

an

1+n·an
może być zbieżny lub rozbieżny.

29. Niech wyrazy szeregu zbieżnego
∑∞

n=1 an be֒da֒ dodatnie.

Udowodnić, że dla każdego k ∈ N zbieżne sa֒ również szeregi
∞∑

n=1

1
n

√
an i

∞∑

n=1

k
√

an · an+1 · . . . · an+k−1 .

30. Dowieść, że |x| 6
1
2 =⇒

∣
∣
√

1 + x− 1− x
2 + x2

8 − x3

16

∣
∣ < 0,005 .

31. Dowieść, że dla każdej liczby rzeczywistej x istnieje dok lad-

nie jeden taki cia֒g liczb ca lkowitych nieujemnych (an)∞n=1 ,

że: dla każdego n > 2 zachodzi nierówność an 6 n − 1 ,
przy czym jest ona jest ostra dla nieskończenie wielu liczb

naturalnych n , oraz x = a1 + 1
2!

a2 + 1
3!

a3 + · · · .
Dowieść, że x ∈ Q wtedy i tylko wtedy, gdy dla prawie
wszystkich n zachodzi równość an = 0 .

32. Dowieść, że jeśli 0 < x 6 1 , to istnieje dok ladnie jeden
taki cia֒g liczb naturalnych, że 1 < k1 6 k2 6 k3 6 . . . oraz

x = 1
k1

+ 1
k1k2

+ 1
k1k2k3

+· · · , przy czym liczba x jest wymierna

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna n0 , że
dla n > n0 zachodzi równość kn = kn0

.

33. Czy zbieżność szeregu
∑

an wynika z tego , że dla każdego

p ∈ N zachodzi wzór lim
n→∞

(an+1 + an+2 + · · · + an+p) = 0 ?

34. Szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny. Czy wynika sta֒d zbieżność
szeregu:

(a) a1 + a2 + a4 + a3 + a8 + a7 + a6 + a5 + a16 + a15 + a14 +
a13 + a12 + a11 + a10 + a9 + a32 + · · · + a17 + a64 + · · · ;
(b) a1 +a2 +a3 +a4 +a5 +a7 +a6 +a8 +a9 +a11 +a13 +a15 +

a10 + a12 + a14 + a16 + a17 + · · ·+ a31 + a18 + · · ·+ a32 + · · · ?
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35. W trzech rze֒dach u lożono zapa lki: w pierwszym rze֒dzie a

zapa lek, w drugim — b zapa lek, w trzecim — c zapa lek.
Graja֒ dwie osoby. W każdym ruchu gracz bierze pewna֒ licz-

be֒ zapa lek z jednego tylko rze֒du. Wygrywa ten, kto weźmie

ostatnia֒ zapa lke֒. Dowieść, że jeśli po zapisaniu liczb a, b, c

w uk ladzie dwójkowym okaże sie֒, że suma cyfr wyste֒puja֒cych

w tych liczbach na pewnej pozycji jest nieparzysta, to zaczy-
naja֒cy gracz może wygrać niezależnie od poczynań przeci-

wnika.
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FUNKCJE

Zaczniemy od dwu definicji dosyć ważnego poje֒cia. Pierwsza֒

wprowadzamy po to, by  latwiej można by lo formu lować definicje
i twierdzenia nie czynia֒c różnicy mie֒dzy liczbami rzeczywistymi

i symbolami nieskończonymi.

Definicja 17.1 (otoczenia punktu)

1.1 Jeśli a ∈ R , to otoczeniem punktu a nazywany jest
dowolny zbiór, który zawiera pewien przedzia l otwarty
zawieraja֒cy punkt a .

1.2 Jeśli a = ∞ , to otoczeniem punktu a = ∞ nazywany
jest dowolny zbiór, który zawiera pewna֒ pó lprosta֒ posta-

ci (M,∞) .

1.3 Jeśli a = −∞ , to otoczeniem punktu a = −∞ nazy-
wany jest dowolny zbiór, który zawiera pewna֒ pó lprosta֒

postaci (−∞,M) .

Definicja 17.2 (punktu skupienia zbioru)

Niech A ⊆ R i niech a ∈ R ∪ {∞} ∪ {−∞} =: R . Mówimy,

że a jest punktem skupienia zbioru A , jeśli w każdym otoczeniu

punktu a znajduje sie֒ punkt zbioru A \ {a} .

Uwaga 17.3
Ponieważ otoczenia moga֒ być wybierane dowolnie, np. δ może

być dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒, wie֒c w każdym otoczeniu znajduje

sie֒ nieskończenie wiele różnych punktów zbioru A .

Przyk lad 17.1 Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb rzeczywistych

o granicy g. Każde otoczenie punktu g zawiera prawie wszyst-

kie wyrazy cia֒gu (an) . Wynika sta֒d, że jeśli dla nieskończenie

wielu n zachodzi g 6= an, to g jest punktem skupienia zbioru

{an : n ∈ N} .

Przyk lad 17.2 Zbiór skończony nie ma punktów skupienia.

Przyk lad 17.3 Zbiór nieskończony A ma punkt skupienia.
Wynika to z twierdzenia Bolzano–Weiestrassa, bo istnieje wtedy

taki cia֒g (an) , że an ∈ A dla każdego n i jeśli n 6= m , to

an 6= am . Z cia֒gu (an) można wybrać podcia֒g, który ma granice֒.
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Ta granica jest punktem skupienia zbioru A .

Twierdzenie 17.4
Punkt a ∈ R ∪ {∞} ∪ {−∞} jest punktem skupienia zbioru A

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki cia֒g (an) , że an ∈ A \ {a}
i a = lim

n→∞
an .

Dowód. Jeśli a ∈ R jest punktem skupienia zbioru A , to dla
dowolnej liczby naturalnej n istnieje taka liczba an ∈ A , że

0 < |an − a| < 1
n

. Z twierdzenia o trzech cia֒gach wnioskujemy,

że lim
n→∞

|an − a| = 0 , czyli lim
n→∞

an = a . Jeśli a = ∞ , to dla

każdej liczby naturalnej n istnieje taki punkt an ∈ A , że an > n .
Wobec tego lim

n→∞
an = ∞ . Przypadek a = −∞ pozostawiam

Czytelnikowi. Zakończylísmy dowód ,,w jedna֒ strone֒”. Wynikanie

w przeciwna֒ strone֒ jest jeszcze prostsze.

Przyk lad 17.4 Zbiór N z lożony ze wszystkich liczb natural-
nych ma dok ladnie jeden punkt skupienia. Jest nim ∞ .

Przyk lad 17.5 Punktami skupienia zbioru Z sk ladaja֒cego sie֒

ze wszystkich liczb ca lkowitych sa֒ ∞ oraz −∞ .

Przyk lad 17.6 Punktami skupienia zbioru z lożonego ze wszyst-
kich liczb wymiernych sa֒ wszystkie liczby rzeczywiste, ∞ i −∞ .

Przyk lad 17.7 Punktami skupienia zbioru R \ Q sa֒ wszystkie

liczby rzeczywiste, ∞ oraz −∞ .

Przyk lad 17.8 Niech A = {1 + (−1)n + 1
n

: n = 1, 2, . . .} ,

Punktami skupienia zbioru sa֒ liczby 0 i 2 . Wynika to z równości

0 = lim
n→∞

1
2n−1 = lim

n→∞

(
1 + (−1)2n−1 + 1

2n−1

)
,

2 = lim
n→∞

(
2 + 1

2n

)
= lim

n→∞

(
1 + (−1)2n + 1

2n

)
. Innych punktów

skupienia ten zbiór nie ma, bo granicami różnowartościowych cia֒-

gów utworzonych z liczb ze zbioru A moga֒ być jedynie 0 i 2 .

Definicja 17.5 (otoczeniowa granicy funkcji)

Niech f : A −→ R be֒dzie dowolna֒ funkcja֒ i niech a be֒dzie punk-

tem skupienia zbioru A . Punkt g ∈ R ∪ {∞} ∪ {−∞} nazywany

jest granica֒ funkcji f w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy dla
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każdego otoczenia V punktu g istnieje takie otoczenie U punktu

a , że jeśli x ∈ U i x 6= a , to f(x) ∈ V . Jeśli g jest granica֒

funkcji f w punkcie a , to piszemy lim
x→a

f(x) .

Uwaga 17.6 Niech g = lim
n→∞

an . Przypomnijmy, że cia֒g jest

funkcja֒: a1 to jej wartość w punkcie 1 , a2 — w punkcie 2 , itd.

Jest to funkcja określona na zbiorze liczb naturalnych, którego je-
dynym punktem skupienia jest ∞ . Widać wie֒c, że poje֒cie granicy

funkcji obejmuje też poje֒cie granicy cia֒gu.

Twierdzenie 17.7 (o jednoznaczności granicy)

Granica funkcji, jeśli istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie.

Dowód. Za lóżmy, że g1 = lim
x→a

f(x) i g2 = lim
x→a

f(x) . Dla

ustalenia uwagi za lóżmy , że g1 < g2 . Istnieja֒ wtedy roz la֒czne

otoczenia V1 punktu g1 i V2 punktu g2 , np. V1 = (−∞, c)

i V2 = (c,∞) , gdzie c ∈ (g1, g2) . Istnieja֒ wie֒c takie otoczenia

U1 i U2 punktu a , że jeśli x ∈ U1 \ {a} , to f(x) ∈ V1 a jeśli

x ∈ U2\{a} , to f(x) ∈ V2 . Ponieważ U1 i U2 sa֒ otoczeniami tego

samego punktu a , wie֒c U1 ∩U2 zawiera pewien przedzia l otwarty

I , który nie zawiera punktu a . jeśli x ∈ I , to f(x) ∈ V1∩V2 = ∅ ,

co jest niemożliwe.

Definicje֒ granicy można wypowiedzieć w nieco inny sposób.

Definicja 17.8 (Cauchy’ego granicy funkcji)

Niech p be֒dzie punktem skupienia zbioru A , na którym określona

jest funkcja f o wartościach rzeczywistych. Wzór g = lim
x→p

f(x)

ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z naste֒puja֒-

cych dziewie֒ciu możliwości:

8.1 g, p ∈ R . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, że jeśli

0 < |x − p| < δ , to |f(x) − g| < ε .

8.2 g ∈ IR , p = +∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba rzeczy-

wista M taka, że jeśli x > M , to |f(x) − g| < ε .
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8.3 g ∈ IR , p = −∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba rzeczy-

wista M taka, że jeśli x < M , to |f(x) − g| < ε .

8.4 g = +∞ , p ∈ IR . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje licz-

ba rzeczywista δ > 0 taka, że jeśli 0 < |x − p| < δ , to

f(x) > M .

8.5 g = +∞ , p = +∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje liczba rzeczy-

wista K taka, że jeśli x > K , to f(x) > M .

8.6 g = +∞ , p = −∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje liczba rzeczy-

wista K taka, że jeśli x < K , to f(x) > M .

8.7 g = −∞ , p ∈ IR . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje licz-

ba rzeczywista δ > 0 taka, że jeśli 0 < |x − p| < δ , to

f(x) < M .

8.8 g = −∞ , p = +∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje liczba rzeczy-

wista K taka, że jeśli x > K , to f(x) < M .

8.9 g = −∞ , p = −∞ . Wtedy g = lim
x→p

f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje liczba rzeczy-

wista K taka, że jeśli x < K , to f(x) < M .

Dowód. Za lóżmy najpierw, że p, g ∈ R . Jeśli g jest granica֒

funkcji f w punkcie p i ε jest liczba֒ dodatnia֒ , to przedzia l

V = (g− ε, g + ε) jest otoczeniem g . Istnieje wie֒c takie otoczenie

U punktu p , że jeśli x ∈ U i x 6= p , to f(x) ∈ V . Otoczenie

U zawiera przedzia l otwarty, którego elementem jest p . Zmniej-
szaja֒c w razie potrzeby ten przedzia l możemy stwierdzić, że U

zawiera przedzia l otwarty o środku p . Jeśli 2δ jest d lugościa֒ tego

przedzia lu, to jest on równy (p−δ, p+δ) . Zdanie x ∈ (p−δ, p+δ)

i x 6= p jest równoważne temu, że 0 < |x − p| < δ . Wykazalísmy,

że spe lniony jest warunek 8.1.
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Za lóżmy, że spe lniony jest warunek 8.1. Udowodnimy, że

g = lim
x→p

f(x) . Niech V be֒dzie dowolnym otoczeniem liczby g .

Zbiór V zawiera pewien przedzia l otwarty zawieraja֒cy liczbe֒ g .

Zmniejszaja֒c ten przedzia l możemy stwierdzić, że zbiór V zawie-

ra przedzia l o środku p , wie֒c przedzia l postaci (−ε, ε) . Istnieje

zatem taka liczba δ > 0 , że jeśli 0 < |x−p| < δ , to |f(x)−g| < ε ,

wie֒c f(x) ∈ V . Przyjmuja֒c, że U = (p−δ, p+δ) kończymy dowód

tego, że jeśli spe lniony jest warunek 8.1, to g = lim
x→p

f(x) .

Uzasadnienie prawdziwości twierdzenia w pozosta lych przy-
padkach pozostawiamy Czytelnikowi.

Przyk lad 17.9 Niech f(x) = ⌊−x2⌋ dla x ∈ R . Niech ε > 0

be֒dzie dowolna֒ liczba֒ i niech δ = 1 . Jeśli 0 < |x| < δ = 1 , to

−1 < −x2 < 0 , wie֒c f(x) = −1 , czyli
∣
∣f(x) − (−1)

∣
∣ = 0 < ε.

W ten sposób wykazalísmy, że −1 = lim
x→0

f(x) . W tym przyk la-

dzie mamy f(0) = 0 6= lim
x→0

f(x) .

Przyk lad 17.10 Udowodnimy, że lim
x→0

xn = 0 dla każdej liczby

naturalnej n . Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Niech δ be֒dzie

liczba֒ dodatnia֒ mniejsza֒ od min(1, ε) . Jeżeli 0 < |x| < δ , to

|xn| = |x|n < δn < δ < ε . Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 17.11 Niech f(x) = x2−1
x−1 dla x ∈ R \ {1} . Liczba

1 jest oczywíscie punktem skupienia dziedziny funkcji f , chociaż
nie jest punktem tej dziedziny. Wykażemy, że lim

x→1
= 2 . Niech

ε > 0 i niech δ = ε . Jeśli 0 < |x − 1| < δ , to spe lniona jest

nierówność |f(x)−2| =
∣
∣x2−1

x−1 −2
∣
∣ = |x+ 1−2| = |x−1| < δ = ε ,

co kończy dowód zapowiedzianej równości.

Przyk lad 17.12 Funkcja f określona na zbiorze wszystkich

liczb rzeczywistych wzorem f(x) =

{
0 jeśli x 6 0,
2 jeśli x > 0,

nie ma

granicy w punkcie 0 . Ponieważ przedzia ly (−∞, 0) i (2,∞)

nie zawieraja֒ wartości funkcji f , wie֒c z równości g = lim
x→0

f(x)
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wynika, że 0 6 g 6 2 . Niech ε = 1 . Jeśli lim
x→0

= g , to istnieje

taka liczba δ > 0 , że jeśli 0 < |x| < δ , to |f(x) − g| < 1 . Wobec

tego |0 − g| = |f(− δ
2 ) − g| < 1 i |2 − g| = |f( δ

2 ) − g| < 1 . Sta֒d

wynika, że 2 6 |2 − g| + |g − 0| = |2 − g| + |0 − g| < 1 + 1 = 2

— sprzeczność, wie֒c granica w punkcie 0 nie istnieje.

Uwaga 17.9 Jeśli funkcje f i g pokrywaja֒ sie֒ we wszystkich

punktach pewnego otoczenia punktu a , być może z wyja֒tkiem

samego punktu a i istnieje granica lim
x→a

f(x) , to istnieje też grani-

ca lim
x→a

g(x) i obie granice sa֒ równe. Sta֒d wynika, że zmiana

wartości funkcji w skończenie wielu punktach jej dziedziny nie
wp lywa na istnienie granicy, ani na jej wartość.

Równość ∞ = lim
x→a

f(x) można zinterpretować ,,geometrycz-

nie”. Dla każdej prostej o równaniu y = M istnieje taka liczba

δ > 0 , że punkty
(
x, f(x)

)
wykresu funkcji f odpowiadaja֒ce

argumentom x ∈ (a− δ, 0)∪ (0, a + δ) znajduja֒ sie֒ nad ta֒ prosta֒.

aa − δ a + δ

y = M

x

y

Przyk lad 17.13 Funkcja f(x) = 1
x2 określona dla x 6= 0 ma

granice֒ ∞ w punkcie 0 . Niech M oznacza liczbe֒ dodatnia֒ i niech

δ = 1√
M

. Z nierówności 0 < |x| < δ wynika, że 0 < x2 < δ2 = 1
M

,

wie֒c f(x) = 1
x2 > M , co kończy dowód.
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Przyk lad 17.14 Nie istnieje

granica lim
x→0

1
x

. Za lóżmy, że ist-

nieje i g = lim
x→0

1
x

. Z nierów-

ności 0 <δ< 1 wynika, że

f(x) = 1
x

> 1
δ

> 1 , wie֒c g > 1 .

Z nierówności −δ < x < 0 wy-

nika, że f(x) = 1
x

< −1
δ

< −1 ,

zatem g 6 −1 , wbrew wykaza-
nej wyżej nierówności g > 1 .

x

y

(0, 0)

y = 1
x

Równość lim
x→∞

f(x) = g ∈ R można  latwo zinterpretować

geometrycznie. Jeśli ε > 0 , to istnieje taka liczba M ∈ R , że

punkty
(
x, f(x)

)
wykresu funkcji f odpowiadaja֒ce argumentom

x > M leża֒ w pasie ograniczonym prostymi y = g−ε i y = g+ε .

y = g

y = a − ǫ

y = a + ǫ

x = M x

y

Definicje֒ granicy można też wypowiedzieć opieraja֒c sie֒ na po-

je֒ciu granicy cia֒gu.

Definicja 17.10 (granicy funkcji w punkcie.) 17.1

Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f .

Mówimy, że g ∈ R jest granica֒ funkcji f w punkcie p wtedy

i tylko wtedy, gdy gdy dla każdego cia֒gu (xn) zbieżnego do p ,

o wyrazach różnych od p , zachodzi równość lim
n→∞

f(xn) = g .

Zwrócić należy uwage֒ na to, że wśród wyrazów cia֒gu zbież-

nego do p , wyste֒puja֒cego w definicji granicy, nie ma p . Ozna-

cza to w szczególności, że nawet wtedy, gdy p jest argumentem
funkcji f , to wartość w tym punkcie nie ma wp lywu na istnienie
granicy w punkcie p , ani na jej wartość – zmiana wartości funkcji
w punkcie p nie powoduje zmiany granicy w tym punkcie.

17.1
Ta definicja granicy jest nazywana cia֒gowa֒ lub Heinego
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Twierdzenie 17.11
Definicja granicy wed lug Cauchy’ego jest równoważna definicji
wed lug Heinego.

Dowód. Dowód podamy w dwóch wybranych przypadkach: p
i g sa֒ liczbami oraz p = ∞ i g = −∞ . Reszte֒ Czytelnik powinien

uzupe lnić samodzielnie, być może nie wszystko — tyle tylko, by
w miare֒ swobodnie przeprowadzić dowód w którymś przypadku.

Za lożymy najpierw, że g, p sa֒ liczbami rzeczywistymi oraz

że g = lim
x→p

f(x) w sensie definicji cia֒gowej. Rozumujemy nie

wprost. Istnieje taka liczba ε > 0 , że dla każdej liczby δ > 0

istnieje takie x , że 0 < |x − p| < δ i jednocześnie |f(x) − g| > ε .

Niech xn oznacza liczbe֒ dobrana֒ do 1
n

, tzn. 0 < |xn − p| < 1
n

i |f(xn)−g| > ε . Mamy lim
n→∞

xn = p i xn 6= p dla wszystkich nu-

merów n . Cia֒g
(
f(xn)

)
wartości funkcji nie jest zbieżny do liczby

g , bowiem wszystkie wyrazy tego cia֒gu wartości pozostaja֒ w od-

leg lości nie mniejszej niż ε od g . Twierdzenie zosta lo udowod-
nione w jedna strone֒.

Teraz za lożymy, że g = lim
x→p

f(x) w sensie definicji otocze-

niowej. Niech (xn) be֒dzie dowolnym cia֒giem argumentów funkcji

f zbieżnym do p , o wyrazach różnych od p i niech ε oznacza
dowolna֒ liczbe֒ dodatnia֒. Z definicji otoczeniowej granicy funkcji

wynika, że istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli 0 < |x − p| < δ ,

to |f(x) − g| < ε . Z definicji granicy cia֒gu wnioskujemy, że

dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność |xn − p| < δ

i oczywíscie xn 6= p , zatem 0 < |xn − p| < δ , a sta֒d wynika,

że |f(xn) − g| < ε . Sta֒d i z definicji granicy cia֒gu wynika, że

lim
n→∞

f(xn) = g , a wobec tego, że (xn) jest dowolnym cia֒giem,

możemy stwierdzić, że g jest granica֒ w sensie definicji cia֒gowej.

Teraz, zgodnie z obietnica֒ za lożymy, że g = −∞ i p = +∞ .

Zak ladamy, że dla każdego cia֒gu (xn) argumentów funkcji f ,

którego granica֒ jest +∞ zachodzi równość lim
n→∞

f(xn) = −∞ .

Mamy wykazać, że dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje taka

liczba rzeczywista K , że jeśli x > K , to f(x) < M . Za lóżmy, że

tak nie jest. Istnieje wie֒c taka liczba M , że dla każdej liczby K
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istnieje taki argument x funkcji f wie֒kszy od K , że f(x) > M .

Przyjmuja֒c K = n otrzymujemy argument xn , taki że xn > n

i f(xn) > M . Sta֒d jednak wynika, że −∞ nie jest granica֒

cia֒gu (f(xn)) , wbrew za lożeniu, co kończy dowód w jedna֒ strone֒.

Teraz za lożymy, że dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje taka

liczba rzeczywista K , że jeśli x > K , to f(x) < M . Jeśli

lim
n→∞

xn =+∞, to dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność

xn > K i wobec tego f(xn) < M . Ponieważ M oznacza dowolna֒

liczbe֒, wie֒c lim
n→∞

f(xn) = −∞ . Dowód zosta l zakończony.

Definicja Cauchy’ego zazwyczaj pozwala dowodzić istnienie
granicy, trzeba jednak zgadna֒ć wartość granicy. Definicja Heinego

jest użyteczna cze֒sto w dowodach nieistnienia granicy: wskazu-

jemy dwa cia֒gi (x′
n) i (x′′

n) o wyrazach różnych od p , których

granica֒ jest p tak, by lim
x→p

f(x′
n) 6= lim

x→p
f(x′′

n) .

Przyk lad 17.14 Niech sgn(x) =

{
1 dla x > 0,
0 dla x = 0,

−1 dla x < 0.
W punkcie 0 granicy nie ma, bo spe lnione sa֒ naste֒puja֒ce zależ-

ności lim
n→∞

sgn
(
− 1

n

)
= −1 6= 1 = lim

n→∞
sgn

(
1
n

)
.

Przyk lad 17.15 Funkcja Dirichleta, która֒ określamy wzorem

f(x) =

{

0 gdy x /∈ Q,
1 gdy x ∈ Q.

nie ma granicy w żadnym punkcie.

Przyk lad 17.16 Granica֒ funkcji Riemanna zdefiniowanej wzo-

rami
{

0 gdy x /∈ Q,
1
q

gdy x = p
q
, gdzie q ∈ N, p ∈ Z, nwd(p,q)=1

jest liczba 0 w każdym punkcie p ∈ R . Udowodnimy to stwier-
dzenie. Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒, a n — naturalna֒ i niech

n > 1
ε

. Niech k be֒dzie najmniejsza֒ taka֒ liczba֒ ca lkowita֒, że

p < k
n! , a ℓ — najwie֒ksza֒ taka֒ liczba֒ ca lkowita֒, że ℓ

n! < p .

Ponieważ każda liczba naturalna ν 6 n jest dzielnikiem liczby n! ,

wie֒c w przedzia lach ( ℓ
n! , p) i (p, k

n! ) nie ma liczb wymiernych
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o mianownikach ν . Jeśli x ∈ ( ℓ
n! ,

k
n! ) ∩ Q jest liczba֒ wymierna֒

różna֒ od p , to mianownik liczby x zapisanej w postaci nieskra-

calnej jest wie֒kszy niż n , wie֒c 0 < f(x) < 1
n

.

lim
n→∞

f(n
√

2) =0 6= 1= lim
n→∞

f(n) , wie֒c nie istnieje lim
x→∞

f(x).

Podobnie dowodzimy nieistnienie granicy lim
x→−∞

f(x) .

Korzystaja֒c z definicji cia֒gowej granicy funkcji i twierdzenia

o arytmetycznych w lasnościach granicy cia֒gu otrzymujemy

Twierdzenie 17.12 (o arytmetycznych w lasnościach granicy)

17.6.1 Jeśli istnieja֒ granice lim
x→p

f(x) , lim
x→p

g(x) i określona jest

ich suma, to istnieje granica lim
x→p

(f(x) + g(x)) i zachodzi

wzór: lim
x→p

(f(x) + g(x)) = lim
x→p

f(x) + lim
x→p

g(x) .

17.6.2 Jeśli istnieja֒ granice lim
x→p

f(x) , lim
x→p

g(x) i określona jest

ich różnica, to istnieje granica lim
x→p

(f(x) − g(x)) i za-

chodzi wzór: lim
x→p

(f(x)−g(x)) = lim
x→p

f(x)− lim
x→p

g(x) .

17.6.3 Jeśli istnieja֒ granice lim
x→p

f(x) , lim
x→p

g(x) i określony jest

ich iloczyn, to istnieje granica lim
x→p

(f(x)·g(x)) i zachodzi

wzór: lim
x→p

(f(x) · g(x)) = lim
x→p

f(x) · lim
x→p

g(x) .

17.6.4 Jeśli istnieja֒ granice lim
x→p

f(x) , lim
x→p

g(x) i określony jest

ich iloraz, to istnieje granica lim
x→p

f(x)
g(x)

i zachodzi wzór

lim
x→p

f(x)

g(x)
=

lim
x→p

f(x)

lim
x→p

g(x)
.

Przed podaniem naste֒pnego twierdzenia przypomnijmy, że

operujemy terminem dla dostatecznie dużych n . Oznacza
to, że interesuja֒ nas liczby naturalne wie֒ksze od pewnej liczby.

W laściwie chodzi o to, by by ly one ,,bliskie +∞ ”. W przypadku

funkcji argument (którym w przypadku cia֒gu jest numer wyrazu,

czyli n ) ma być bliski punktowi p , który może być równy +∞ , ale

też może być liczba֒, może być też równy −∞ . Sposób mówienia
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wymaga wie֒c zmiany. Mówia֒c x jest dostatecznie bliski p

be֒dziemy mieć na myśli, że:

x > M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = +∞ ,
x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = −∞ ,

|x − p| < δ dla pewnej dodatniej liczby δ , gdy p ∈ R .

Z twierdzenia o trzech cia֒gach wynika analogiczne twierdzenie

dla granic funkcji.

Twierdzenie 17.13 (o trzech funkcjach)

Jeśli dla wszystkich argumentów x dostatecznie bliskich punk-

towi p zachodzi nierówność podwójna f(x) 6 g(x) 6 h(x) , ist-

nieja֒ granice lim
x→p

f(x) , lim
x→p

h(x) oraz lim
x→p

f(x) = lim
x→p

h(x) , to

również funkcja g ma granice֒ w punkcie p i zachodzi równość

lim
x→p

f(x) = lim
x→p

g(x) = lim
x→p

h(x) .

Twierdzenie, które znajduje sie֒ poniżej ma bardzo prosty do-

wód, ale jest bardzo cze֒sto stosowane.

Twierdzenie 17.14 (o granicy z lożenia dwu funkcji)

Za lóżmy, że
dziedzina funkcji f zawiera zbiór wartości funkcji g ,

funkcja g ma granice֒ q w punkcie p , tzn. q = lim
x→p

g(x) ,

punkt q jest punktem skupienia dziedziny funkcji f ,

funkcja f ma granice֒ L w punkcie q , tzn. L = lim
y→q

f(y) ,

g(x) 6= q dla każdego x dostatecznie bliskiego p .

Wtedy funkcja f ◦ g określona wzorem (f ◦ g)(x) = f(g(x)) ma

w punkcie p granice֒ i zachodzi równość lim
x→p

f
(
g(x)

)
= L .

Dowód. Za lożenia tego twierdzenia sa֒ tak dobrane, że dowód

wynika od razu z definicji cia֒gowej granicy funkcji w punkcie.

Z naste֒pnego twierdzenia be֒dziemy korzystać rzadko. Poda-

jemy je po to, by pokazać pe lna֒ analogie֒ poje֒cia granicy cia֒gu

i granicy funkcji. Czytelnik zwróci uwage֒ na to, że pozwala ono

udowodnić istnienie skończonej granicy bez jej wskazywania.

Twierdzenie 17.15 (o warunku Cauchy’ego)

Za lóżmy, że p jest punktem skupienia zbioru A ⊆ R . Funkcja
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f : A −→ R ma granice֒ skończona֒ w punkcie p wtedy i tylko

wtedy, gdy spe lniony jest naste֒puja֒cy warunek Cauchy’ego:

(w.C.) dla każdego ε > 0 dla wszystkich x, y 6= p dostatecznie

bliskich p zachodzi nierówność |f(x) − f(y)| < ε .

Dowód. Za lóżmy, że lim
x→p

f(x) = g ∈ R . Niech ε be֒dzie liczba֒

dodatnia֒. Istnieje wtedy takie otoczenie U punktu p , że jeśli

xy ∈ U , to |f(x)−g| < ε
2 i |f(y)−g| < ε

2 . Z nierówności trójka֒ta

wynika wtedy, że |f(x)−f(y)| 6 |f(x)−g|+|g−f(y)| < ε
2 + ε

2 = ε .

Teraz udowodnimy, że z warunku Cauchy’ego wynika istnie-

nie skończonej granicy. Niech (xn) be֒dzie cia֒giem o granicy p

i wyrazach różnych od p . Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Ist-

nieje wtedy takie otoczenie U punktu p , że jeśli x, y ∈ U , to

|f(x) − f(y)| < ε . Istnieje też taki numer nε , że jeśli n > nε , to

xn ∈ U . Jeśli k,m > nε , to xk, xm ∈ U , a sta֒d wynika, że

|f(xk) − f(xm)| < ε . Oznacza to, że cia֒g
(
f(xn)

)
spe lnia waru-

nek Cauchy’ego, wie֒c ma skończona֒ granice֒. Jeśli (x′
n) i (x′′

n, )

sa֒ cia֒gami zbieżnymi do p o wyrazach różnych od p , to istnieja֒

granice lim
n→∞

f(x′
n) i lim

n→∞
f(x′′

n) . Sa֒ one równe, bo te cia֒gi sa֒

podcia֒gami cia֒gu
(
f(xn)

)
, gdzie x2n−1 = x′

n i x2n = x′′
n dla

n = 1, 2, . . . , a ten cia֒g też jest zbieżny, wie֒c wszystkie jego podcia֒-

gi maja֒ te same granice. Teza wynika teraz z definicji Heinego.

Oprócz granicy funkcji cze֒sto rozpatrywane sa֒ granice jed-

nostronne funkcji w punkcie. Zdefiniujemy granice֒ lewostronna֒,

definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.

Definicja 17.16 (granicy lewostronnej)

g jest granica֒ lewostronna funkcji f w punkcie p wtedy i tylko

wtedy, gdy można znaleźć w dziedzinie cia֒g (xn) o wyrazach

mniejszych (ścísle!) niż p , zbieżny do p i gdy dla każdego takiego

cia֒gu odpowiadaja֒cy mu cia֒g wartości (f(xn)) ma granice֒ g . Sto-

sujemy oznaczenie lim
x→p−

f(x) .

Przyk lad 17.17 Funkcja 1
x

ma jednostronne granice w punk-

cie 0 : prawostronna jest równa +∞ , zaś lewostronna֒ jest −∞ .
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Przyk lad 17.18 Funkcja ⌊x⌋ ma w punkcie 0 obie granice

jednostronne: lim
x→0−

⌊x⌋ = −1 i lim
x→0+

⌊x⌋ = 0 .

Przyk lad 17.19 Niech f(x) = 1
x+⌊x⌋ dla x 6= 0 . Zachodza֒

równości: lim
x→0−

f(x) = −1 i lim
x→0+

f(x) = ∞ .

Przyk lad 17.20 Funkcja Dirichleta, która֒ określamy wzorem

f(x) =

{

0 gdy x /∈ Q,
1 gdy x ∈ Q.

nie ma granicy lewostronnej ani pra-

wostronnej w żadnym punkcie.

Bez trudu można udowodnić ,,funkcyjna֒” wersje֒ twierdzenia

o scalaniu (por. zad. 15.34).

Twierdzenie 17.17 (o scalaniu)

Funkcja f określona na zbiorze zawieraja֒cym cia֒g liczb mniej-

szych niż p , zbieżny do p oraz cia֒g liczb wie֒kszych niż p , zbieżny

do p , ma granice֒ w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma obie

granice jednostronne i sa֒ one równe.

Dowód. Jest jasne, że z istnienia granicy wynika istnienie granic
jednostronnych – zamiast wszystkich cia֒gów zbieżnych do p , któ-

rych wyrazy sa֒ różne od p , rozpatrujemy jedynie ich cze֒́sć. Jeśli

natomiast wiemy, że istnieja֒ granice jednostronne, to cia֒g o wyra-

zach różnych od p możemy rozbić na podcia֒g o wyrazach mniej-

szych niż p i na podcia֒g o wyrazach wie֒kszych niż p . Odpowia-

daja֒ce im cia֒gi wartości maja֒ te֒ sama֒ granice֒, wie֒c cia֒g wartości

odpowiadaja֒cy naszemu cia֒gowi ma granice֒ i to równa֒ wspólnej

wartości obu granic jednostronnych. Oczywíscie jeśli cia֒g argu-

mentów zawiera jedynie skończenie wiele wyrazów wie֒kszych od p ,

to nie możemy rozpatrywać granicy prawostronnej, ale to niczemu
nie przeszkadza, bo w tym przypadku wystarczy skorzystać z ist-
nienia granicy lewostronnej.

Twierdzenie 17.18 (o granicach funkcji monotonicznej)

Niech p be֒dzie punktem skupienia zbioru A ∩ (−∞, p) i niech

f : A −→ R be֒dzie funkcja monotoniczna֒. Istnieje wtedy granica

jednostronna lim
x→p−

f(x) . Jeśli p jest punktem skupienia zbioru
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A ∩ (p,∞) , to istnieje prawostronna granica lim
x→p+

f(x) .

Dowód. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że f jest funkcja֒ nie-

maleja֒ca֒. Niech g = sup{f(x): x ∈ A ∩ (−∞, p)} . Jeśli b < g

jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieje takie x0 ∈ A∩(−∞, p) ,

że b < f(x0) i oczywíscie f(x0) 6 g . Jeżeli x0 < x < p ,

to b < f(x0) 6 f(x) 6 g . Ponieważ b oznacza tu dowolna֒ liczbe֒

mniejsza֒ niż g , wie֒c z tego, co napisalísmy wyżej wynika, że

g = lim
x→p−

f(x) . Podobnie rozpatrujemy pozosta le przypadki.

Przyk lad 17.21 W rozdziale poświe֒conym szeregom wykaza-

lísmy, że dla każdej liczby x ∈ [−1, 1) szereg

∞∑

n=1

xn

n
jest zbieżny.

Niech L(x) =
∑∞

n=1
xn

n
. Wykażemy, że lim

h→0

L(x+h)−L(h)
h

= 1
1−x

dla każdej liczby x ∈ (−1, 1) . Niech r ∈ (|x|, 1) . Z kryterium

ilorazowego d’Alemberta wynika zbieżność szeregu

∞∑

n=1

(n−1)rn−2 .

Oznaczmy C =
∞∑

n=1

(n − 1)rn−2 . Oczywíscie C > 0 . Za lóżmy, że

|h| < r − |x| , tzn. |x| + |h| < r . Niech n > 2 , i k 6 n be֒da֒

liczbami naturalnymi. Mamy

|x|k−1
∣
∣(x + h)n−k − xn−k

∣
∣ =

= |x|k−1
∣
∣h[(x + h)n−k−1 + (x + h)n−k−2x + · · · + xn−k−1]

∣
∣ 6

6 |h| · |x|k−1 · (n − k) · rn−k−1 6 (n − k) · |h| · rn−2 .

Mamy też 1
1−x

=
∞∑

n=1

xn−1 . Wynika sta֒d, że

∣
∣
∣
L(x+h)−L(h)

h
− 1

1−x

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∞∑

n=1

( (x+h)n−xn

nh
− xn−1

)
∣
∣
∣ 6

6

∞∑

n=1

1
n

∣
∣(x + h)n−1 + (x + h)n−2x + · · · + xn−1 − nxn−1

∣
∣ 6

6

∞∑

n=2

1
n

(
|(x + h)n−1 − xn−1| + |x| · |(x + h)n−2 − xn−2| +
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+ |x|2 · |(x + h)n−3 − xn−3| + · · · + |x|n−2 · |x + h − x|
)

6

6

∞∑

n=2

|h|
n

(
(n− 1)rn−2 + (n− 2)rn−2 + (n− 3)rn−2 + · · ·+ rn−2

)
=

=
∞∑

n=2

|h|
2

(n − 1)rn−2 = C|h|
2

.

Z otrzymanej nierówności teza wynika natychmiast.

Przyk lad 17.22 W rozdziale poświe֒conym szeregom wykaza-

lísmy, że dla każdego x ∈ R oba szeregi 17.2
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)!

i
∑∞

n=0(−1)n x2n

(2n)!
sa֒ bezwzgle֒dnie zbieżne. Definiujemy funkcje

c(x) =

∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)! oraz s(x) =

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! .

Wykażemy, że lim
h→0

c(h)−c(0)
h

= 0 i lim
h→0

s(h)−s(0)
h

= 1 . Jeśli h 6= 0 ,

to c(h)−c(0)
h

=
∞∑

n=1

(−1)n h2n−1

(2n)! i s(h)−s(0)
h

= 1+
∞∑

n=1

(−1)n h2n

(2n+1)! .

Z pierwszej z tych równości wynika, że jeśli 0 < |h| < 1 , to

∣
∣ c(h)−c(0)

h

∣
∣ 6 |h| ·

∞∑

n=1

|h|2n−2

(2n)! < |h| ·
∞∑

n=1

1
(2n)! −−−→h→0

0 ·
∞∑

n=1

1
(2n)! = 0 ,

co uzasadnia pierwszy z dowodzonych wzorów.

Z drugiej równości wynika, że jeśli 0 < |h| < 1 , to
∣
∣ s(h)−s(0)

h
− 1

∣
∣ 6 |h| · ∑∞

n=1
h2n

(2n+1)! 6 |h| · ∑∞
n=1

1
(2n+1)! −−−→h→0

0 ,

co uzasadnia drugi z dowodzonych wzorów.
Mówia֒c o granicy funkcji w punkcie p zak ladalísmy, że p jest

punktem skupienia dziedziny funkcji f , ale nie zak ladalísmy, że
jest punktem tej dziedziny. Nie by lo dla nas istotne, czy funkcja
jest w tym punkcie określona, a jeśli jest, to jaka jest jej wartość
w tym punkcie. Wśród funkcji, które maja֒ granice֒ w punkcie p

ważna֒ klase֒ stanowia֒ te, których wartość w punkcie p jest równa

granicy funkcji w tym punkcie.

Definicja 17.19 (funkcji cia֒g lej)

Niech f : A −→ R be֒dzie dowolna֒ funkcja֒ i niech p ∈ A . Mówimy

17.2
Aby nie komplikować oznaczeń przyjmujemy tu, że x0=1 również dla x=0 .
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wtedy, że funkcja f jest cia֒g la w punkcie p (lub że p jest punktem

cia֒g losci funkcji f ), jeśli zachodzi jedna z dwu możliwości:

19.1 p nie jest punktem skupienia zbioru A ;

19.2 p jest punktem skupienia zbioru A i f(p) = lim
x→p

f(x) .

Jeśli p nie jest punktem cia֒g lości funkcji f , to mówimy, że funkcja

f jest niecia֒g la w punkcie p , który to punkt nazywamy punktem

niecia֒g lości funkcji f . O funkcjach, które sa֒ cia֒g le we wszystkich

punktach pewnego zbioru B ⊆ A mówimy, że sa֒ cia֒g le w zbio-

rze B .

Oczywíscie niejawnie wypowiedzielísmy w drugim warunku

za lożenie o istnieniu granicy lim
x→p

f(x) .

Przyk lad 17.23 Granica֒ funkcji ⌊−x2⌋ w punkcie 0 jest −1 ,

wartościa֒ jest 0 , wie֒c funkcja ta jest niecia֒g la w punkcie 0 .

Przyk lad 17.24 Funkcja ⌊x⌋ nie ma granicy w żadnym punk-

cie ca lkowitym (granice jednostronne istnieja֒, ale sa֒ różne), wie֒c

jest niecia֒g la w tych punktach. Jest ona cia֒g la w każdym punkcie

nieca lkowitym.

Przyk lad 17.25 Funkcja Riemanna ma w każdym punkcie gra-
nice֒ 0 , wie֒c jest cia֒g la we wszystkich punktach niewymiernych,

bo w nich wartość funkcji też jest równa 0 . W punktach wymier-
nych jej wartości sa֒ dodatnie, wie֒c różne od granicy, zatem każda

liczba wymierna jest punktem niecia֒g lości funkcji Riemanna.

Przyk lad 17.26 Funkcja Dirichleta nie ma granicy (nawet jed-

nostronnej) w żadnym punkcie, wie֒c nie jest cia֒g la w ani jednym

punkcie.

Można zapisać definicje֒ cia֒g lości funkcji f : A → R w punkcie

p ∈ A tak:

∀ε>0∃δ>0∀x∈A|x − p| < δ ⇒ |f(x) − f(p)| < ε .

Jeśli p nie jest punktem skupienia zbioru A , to wtedy dla dos-
tatecznie ma lej liczby δ > 0 , jedyna֒ liczba֒ x ∈ A , dla której

zachodzi nierówność |x−p| < δ jest liczba p . Gdy p jest punktem

skupienia, to równoważność wypisanej formu ly z definicja֒ cia֒g lości

wynika z definicji granicy podanej przez Cauchy’ego.
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Geometrycznie cia֒g lość oznacza, że funkcja f przekszta lca

zbiór A∩(p−δ, p+δ) w przedzia l
(
f(p)−ε, f(p)+ε

)
, wie֒c fragment

wykresu funkcji f , który odpowiada przedzia lowi (p − δ, p + δ)

znajduje sie֒ w pasie ograniczonym przez proste y = f(p) − ε

i y = f(p) + ε .

y = f(p)

y = f(p) − ǫ

y = f(p) + ǫ

pp − δ p + δ x

y

Przyk lad 17.27 Wykażemy, że dla każdego n ∈ N funkcja xn

jest cia֒g la w zbiorze R . Niech ε oznacza liczbe֒ dodatnia֒. Jeśli

0 < δ < 1 i |x − p| < δ , to |x| < 1 + |p| i wobec tego

|xn − pn| = |x − p| · |xn−1 + xn−2p + xn−3p2 + · · · + pn−1| 6

6 |x − p| · n(1 + |p|)n−1 .

Wobec tego, jeśli δ = ε
ε+n(1+|p|)n−1 i |x−p| < δ , to |xn−pn| < ε ,

co kończy dowód cia֒g lości.

Uwaga 17.20
Z definicji granicy podanej przez Heinego wynika, że funkcja f
jest cia֒g la w punkcie p ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego

cia֒gu (xn) punktów zbioru A zbieżnego do p zachodzi równość

f(p) = lim
n→∞

f(xn) . Czytelnik zechce zwrócić uwage֒, na to, że tym

razem w cia֒gu xn moga֒ pojawiać sie֒ wyrazy równe p .

Z tej uwagi wynika natychmiast

Twierdzenie 17.21 (o operacjach na funkcjach cia֒g lych)

Jeśli funkcje f i g określone na zbiorze A sa֒ cia֒g le w punkcie

p ∈ A i c ∈ R , to naste֒puja֒ce funkcje sa֒ cia֒g le w punkcie p :

cf , f + g , f − g , f · g oraz f
g

pod warunkiem g(p) 6= 0 .

Przyk lad 17.28 Każdy wielomian jest funkcja֒ cia֒g la w R .

Przyk lad 17.29 Każda funkcja wymierna (tzn. iloraz dwóch

wielomianów) jest cia֒g la w każdym punkcie swej dziedziny.

Przyk lad 17.30 Niech exp(x) =
∑∞

n=0
xn

n! . W rozdziale o sze-
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regach wykazalísmy, że szereg
∑∞

n=0
xn

n! jest zbieżny (i to bez-

wzgle֒dnie) dla każdego x ∈ R , wie֒c funkcja exp zosta la zdefi-

niowana na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych. Wykazalísmy

również, że exp(x + y) = exp(x) · exp(y) dla dowolnych liczb

rzeczywistych x , y . Jest jasne, że dla każdej liczby dodatniej

x ∈ R spe lniona jest nierówność exp(x) > 1 + x . Z udowod-

nionej równości exp(x) = exp(x
2 ) · exp(x

2 ) = (exp(x
2 ))2 wynika, że

exp(x) > 0 dla każdej liczby x ∈ R . Ponieważ exp(x) ·exp(−x) =

= exp(0) = 1 , wie֒c exp(x) 6= 0 , co w po la֒czeniu z nierównościa֒

exp(x) > 0 daje nierówność exp(x) > 0 . Wobec tego nierówność

exp(x) > 1 + x zachodzi też dla x 6 −1 . Niech x ∈ (−1, 0) .

Mamy wtedy x2n

(2n)! + x2n+1

(2n+2)! = x2n

(2n)!

(
1 + x

2n+1

)
> 0 . Sta֒d wynika,

że również dla x ∈ (−1, 0) zachodzi nierówność exp(x) > 1 + x.

Wykazalísmy, że dla każdej liczby x 6= 0 zachodzi nierówność

exp(x) > 1 + x . Za lóżmy, że s < t . Mamy wie֒c

exp(t) = exp(s) exp(t − s) > exp(s)(1 + t − s) > exp(s) ,

a to oznacza, że funkcja exp jest ścísle rosna֒ca na R . Niech teraz

s < t < p + 1 . Sta֒d wynika, że
∣
∣ exp(t) − exp(s)

∣
∣ = exp(t) − exp(s) = exp(t)

(
1 − exp(s − t)

)
<

< exp(t)
(
1 − (1 + s − t)

)
= (t − s) exp(t) < |t − s| exp(p + 1) .

Wykazalísmy, że

x1, x2 < p + 1 ⇒ | exp(x2) − exp(x1)| 6 |x2 − x1| exp(p + 1) ,

przy czym nierówność jest ostra, gdy x2 6= x1 . Niech ε > 0

be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒. Jeśli δ = ε
ε+exp(p+1) i |x1 − x2| < δ , to

δ < 1 oraz | exp(x2) − exp(x1)| < ε , wie֒c funkcja exp jest cia֒g la

w punkcie p .

Przyk lad 17.31 Udowodnimy raz jeszcze cia֒g lość funkcji exp

zdefiniowanej wzorem exp(x) =

∞∑

n=0

xn

n! . Zaczniemy od dowodu jej

cia֒g lości w punkcie p = 0 . Jeśli |x| < 1 , to

∣
∣ exp(x) − exp(0)

∣
∣ =

∣
∣ exp(x) − 1

∣
∣ =

∣
∣

∞∑

n=1

xn

n!

∣
∣ = |x| ·

∣
∣

∞∑

n=1

xn−1

n!

∣
∣ 6
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6 |x|
∞∑

n=1

|x|n−1

n!
6 |x|

∞∑

n=1

1
n!

6 |x|
(
1 +

∞∑

n=2

1
n(n−1)

)
6 2|x| . 17.3

Z otrzymanej nierówności cia֒g lość w punkcie 0 wynika od razu.

Wystarczy wie֒c zdefiniować δ = ε
ε+2

.

Zachodzi wzór | exp(x)−exp(p)| = exp(p)| exp(x−p)−exp(0)|.
Wiedza֒c, że funkcja exp jest cia֒g la w punkcie 0 , możemy przyja֒ć,

że jeśli δ̃ by la dobrana do liczby ε > 0 w dowodzie cia֒g lości funkcji

exp w punkcie 0 , to dowodza֒c cia֒g lość tej funkcji w punkcie p

można przyja֒ć, że δ = δ̃
exp(p) jest dobrana do liczby ε .

Oczywíscie korzystamy tu z tego, że exp(p) > 0 dla każde-

go p , co wykazalísmy w poprzednim przyk ladzie.

Twierdzenie 17.22 (o cia֒g lości z lożenia)

Jeśli funkcja f : A −→ B jest cia֒g la w punkcie p ∈ A a funkcja

g: B −→ R — w punkcie f(p) , to ich z lożenie g ◦ f jest cia֒g le

w punkcie p .

Dowód. Twierdzenie to wynika od razu z definicji cia֒g lości. Jeśli

ε > 0 , to z cia֒g lości funkcji g w punkcie f(p) wynika, że istnieje

taka liczba η > 0 , że

|y − f(p)| < η ⇒
∣
∣g(y) − g

(
f(p)

)∣
∣ < ε .

Z cia֒g lości funkcji f w punkcie p wynika istnienie takiej liczby

δ > 0 , że

|x − p| < δ ⇒
∣
∣f(x) − f(p)

∣
∣ < η ,

ale wtedy
∣
∣g

(
f(x)

)
− g

(
f(p)

)∣
∣ < ε , co kończy dowód cia֒g lości

z lożenia g ◦ f w punkcie p .

Wniosek 17.23
Jeśli funkcja f : A → B jest cia֒g la w zbiorze A , funkcja g: B → R

— w zbiorze B , to ich z lożenie g ◦ f jest cia֒g le w zbiorze A .

Przyk lad 17.32 Udowodnimy, że funkcja 3

√√
x+

√
x2+1

x4+1
jest

cia֒g la w zbiorze liczb nieujemnych, czyli w [0,∞) . Funkcje x ,

17.3
Końcówka to kosmetyka: liczba 2 wygla֒da nieco prościej niż tak samo

dobra liczba 1
1!

+ 1
2!

+ 1
3!

+··· , wie֒c ostatnich dwu nierówności mog loby nie

być.
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x2 + 1 i x4 + 1 sa֒ cia֒g le jako wielomiany. Funkcje
√

y i 3
√

z sa֒

cia֒g le (zob. tw. 15.35), zatem cia֒g la jest funkcja
√

x2 + 1 jako

z lożenie dwu funkcji cia֒g lych. Funkcja
√

x +
√

x2 + 1 jest cia֒g la

jako suma funkcji cia֒g lych, a funkcja
√

x+
√

x2+1
x4+1

— jako iloraz

funkcji cia֒g lych. Sta֒d i z cia֒g lości funkcji 3
√

z wynika cia֒g lość

funkcji 3

√√
x+

√
x2+1

x4+1 .

Uwaga 17.24 (nieca lkiem matematyczna)

Rozumuja֒c tak, jak w ostatnim przyk ladzie dowodzimy, że funkcja

zdefiniowana jednym wzorem za pomoca֒ funkcji cia֒g lych (ale co

to znaczy?!) jest cia֒g la.

Uwaga 17.25
Zmniejszaja֒c dziedzine֒ funkcji możemy zlikwidować niecia֒g lości.

Jeśli f oznacza funkcje֒ Dirichleta, która nie ma punktów cia֒g loś-

ci, to po zmniejszeniu dziedziny np. zbioru liczb niewymiernych

R\Q otrzymujemy funkcje sta la֒ ( = 0 ), wie֒c cia֒g la֒ we wszystkich

punktach swej dziedziny.

Jeśli B jest zbiorem punktów cia֒g lości funkcji f , to funkcja

f|B , czyli f ograniczona do dziedziny B , jest cia֒g la w zbiorze

B . Jednak nie każda֒ funkcje֒ cia֒g la֒ można przed lużyć do funkcji

cia֒g lej na wie֒kszej dziedzinie. Funkcja sgn zdefiniowana w zbiorze

liczb różnych od 0 wzorami sgn(x) =

{
−1 gdy x < 0,

1 gdy x > 0,
nie ma

granicy w punkcie 0 , wie֒c nie można jej dookreślić w punkcie 0

tak, by sta la sie֒ cia֒g la na R .

Lemat 17.26 (o przed lużaniu funkcji cia֒g lej)

Za lóżmy, że p ∈ A ⊆ R i B = A \ {p} . Jeśli funkcja g: B −→ R

cia֒g la i zachodzi jeden z dwóch warunków:

26.1 p nie jest punktem skupienia zbioru A ,

26.2 p jest punktem skupienia zbioru A i istnieje skończona

granica lim
x→p

g(x)

to funkcje֒ g można przed lużyć do funkcji cia֒g lej na zbiorze A .

Dowód. Definiujemy funkcje֒ f : A −→ R wzorami
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f(x) =







g(x) jeśli x ∈ B,
7 jeśli x = p i zachodzi warunek pierwszy,
lim
x→p

g(x) jeśli x = p i spe lniony jest warunek drugi.

Z definicji wynika cia֒g lość funkcji f w punkcie p . Cia֒g lość w in-

nych punktach wynika automatycznie z cia֒g lości funkcji g .

Uwaga 17.27
Twierdzenie odwrotne do lematu o przed lużaniu funkcji cia֒g lej jest

też prawdziwe i wynika od razu z definicji cia֒g lości. W drugim

przypadku definiowalísmy f(p) p w jedyny możliwy sposób.

Przyk lad 17.33 Funkcje֒ x2−1
x−1 określona֒ na zbiorze R \ {1}

można przed lużyć do funkcji cia֒g lej na R , bo lim
x→1

x2−1
x−1

= 2 .

Przyk lad 17.34 Funkcji 1
x

określonej na zbiorze R \ {0} nie

można przed lużyć do funkcji cia֒g lej na ca lej prostej, bo granice

jednostronne tej funkcji sa֒ różne i w dodatku nieskończone.

Omówimy ważne w lasności funkcji cia֒g lych.

Lemat 17.28
Jeśli funkcja f : A −→ R jest cia֒g la w punkcie p i f(p) 6= 0 , to

istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |x − p| < δ , to liczby f(x)

i f(p) maja֒ ten sam znak.

Dowód. Niech ε = |f(p)| . Z cia֒g lości funkcji f w punkcie p

wynika, że istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |x − p| < δ , to

|f(x) − f(p)| < ε = |f(p| , zatem |f(x) − f(p)|2 < |f(p|2 , czyli

f(x)2 − 2f(x)f(p) + f(p)2 < f(p)2 , wie֒c 0 6 f(x)2 < 2f(x)f(p) ,

a to oznacza, że liczby f(x) i f(p) maja֒ ten sam znak.

Twierdzenie 17.29 (Weiestrassa o osia֒ganiu kresów)

Niech f be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie przedzia lu domk-

nie֒tego [a, b] . Wtedy w przedziale [a,b] znajduja֒ sie֒ takie punkty

p, q , że nierówność f(p) 6 f(x) 6 f(q) zachodzi dla każdego

x ∈ [a, b] , tzn. f(p) jest najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji f na

przedziale [a,b], zaś f(q) jest najwie֒ksza֒ wartościa֒ funkcji f . 17.4

17.4
Wtedy f(p)=inf{f(x): x∈[a,b]} , f(q)=sup{f(x): x∈[a,b]} , zatem kres
dolny jest osia֒gany w punkcie p , a górny w punkcie q .
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Dowód. Niech M be֒dzie kresem górnym funkcji f w przedziale

[a, b] , tzn. M = sup{f(x): x ∈ [a, b]} . Istnieje cia֒g (xn)

punktów przedzia lu [a, b] , taki że lim
n→∞

f(xn) = M . Z twierdzenia

Bolzano – Weierstrassa wynika, że z cia֒gu (xn) można wybrać

podcia֒g zbieżny (xkn
) . Niech q = lim

n→∞
xkn

. Ponieważ dla każdej

liczby naturalnej n zachodzi nierówność a 6 xkn
6 b , wie֒c w gra-

nicy otrzymujemy a 6 q 6 b . Funkcja f jest cia֒g la w każdym

punkcie przedzia lu [a, b] , w szczególności w punkcie q . Wynika

sta֒d, że f(q) = lim
n→∞

f(xkn
) = lim

n→∞
f(xn) = M . Udowodnilísmy,

wie֒c że sup f = M = f(q) , co oznacza, że f(q) jest najwie֒ksza֒

wartościa֒ funkcji f na przedziale [a, b] . Istnienie punktu, w któ-

rym funkcja f przyjmuje swa֒ najmniejsza֒ wartość, wnioskujemy

stosuja֒c twierdzenie o wartości najwie֒kszej do funkcji −f . Dowód

zosta l zakończony.

Wniosek 17.30
Funkcja cia֒g la i nieograniczona na ograniczonym przedziale nie-

domknie֒tym nie może być przed lużona do funkcji cia֒g lej na prze-

dziale domknie֒tym o tych samych końcach.

Przyk lad 17.35 Funkcji 1
x

określonej na przedziale (0, 1] nie

można przed lużyć do funkcji cia֒g lej na przedziale [0, 1] .

Przyk lad 17.36 Funkcja x+⌊−x⌋ rozpatrywana na przedziale

domknie֒tym [0, 1] jest niecia֒g la, jedynym jej punktem niecia֒g lości

jest 0 . Nie przyjmuje ona wartości najmniejszej: jej kresem dol-

nym jest liczba −1 , ale nie jest ona wartościa֒ funkcji x+⌊−x⌋ .

Przyk lad 17.37 Niech f(x) = x6 + 6x2 + 12x dla x ∈ R .

Udowodnimy, że funkcja f ma wartość najmniejsza֒. Z twierdze-

nia Weierstrassa wynika, że istnieje taka liczba c ∈ [−2, 0] , że jeśli

x ∈ [−2, 0] , to f(c) 6 f(x) .

Jeśli x > 0 , to x6+6x2+12x > 0 = f(0) > f(c) . Jeśli x < −2 , to

x < x+2 < 0 , wie֒c x6 +6x2 +12x > 6x(x+2) > 0 = f(0) > f(c) .

Wobec tego dla każdego x ∈ R mamy f(x) > f(c) .

Można udowodnić, że liczba f(c) jest niewymierna, a nawet,
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że nie jest pierwiastkiem żadnego wielomianu stopnia 2 , 3 lub 4
o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Zajmiemy sie֒ kolejnym, intuicyjnie oczywistym twierdzeniem,

cze֒sto mylnie nazywanym twierdzeniem Darboux. Wydaje sie֒, że

pierwszymi, którzy je udowodnili, zreszta֒ niezależnie, byli Czech

Bolzano i Francuz Cauchy.

Twierdzenie 17.31 (o przyjmowaniu wartości pośrednich)

Jeśli f jest funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie pewnego przedzia-

 lu P i dla pewnych punków x, z przedzia lu P zachodzi nierów-

ność f(x) < C < f(z) , to mie֒dzy punktami x i z znajduje sie֒

punkt y , taki że C = f(y) .

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że x < z . Zdefiniujemy

pomocnicza֒ funkcje֒ g(t) = f(t)−C dla t ∈ P . Z za lożeń o funkcji

f wynika, że g(x) < 0 < g(z) . Funkcja g jest cia֒g la. Niech

y = sup{s ∈ [x, z]: g(s) < 0} . Oczywíscie x 6 y 6 z . Jeżeli

g(y) 6= 0 , to istnieje taka δ > 0 , że jeśli |t − y| < δ i t ∈ [x, z] ,

to liczby g(t) oraz g(y) maja֒ ten sam znak. Jeśli g(y)<0, to

y 6= z i wtedy w przedziale [x, z] , na prawo od y znajduja֒ sie֒

takie punkty t , że g(t) < 0 , wbrew definicji y . Jeśli g(y) > 0 ,

to x 6= y wtedy w przedziale [x, z] , na lewo od y znajduja֒ sie֒

takie punkty t , że g(t) > 0 , wbrew definicji y . Wykluczylísmy

nierówność g(y) 6= 0 , wie֒c g(y) = 0 , czyli f(y) = C.

Wniosek 17.32
Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest cia֒g la, m = inf{f(x): a 6 x 6 b} ,

M = sup{f(x): a 6 x 6 b} , to {f(x): x ∈ [a, b]} = [m,M ] ,

tzn. cia֒g ly obraz przedzia lu domknie֒tego jest przedzia lem domk-

nie֒tym lub punktem (gdy m = M ).

Uwaga 17.33
Jeśli dla każdych dwu liczb x < z z dziedziny funkcji f i dla każdej

liczby C leża֒cej mie֒dzy liczbami f(x) i f(z) istnieje taka liczba

y ∈ [x, z] , że f(y) = C , to mówimy, że funkcja f ma w lasność

Darboux. Twierdzenie Bolzano–Cauchy’ego o przyjmowaniu war-
tości pośrednich można wie֒c sformu lować tak: każda funkcja cia֒g la

określona na przedziale ma w lasność Darboux. Istnieja֒ funkcje
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niecia֒g le, które maja֒ w lasność Darboux.

Przyk lad 17.38 Niech f : [a, b] −→ [a, b] be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒.

Istnieje wtedy taki punkt x0 ∈ [a, b] , że f(x0) = x0 , punkt ten

nazywamy punktem sta lym funkcji f . Niech h(x) = f(x) − x.

Oczywíscie h(a) = f(a)−a > 0 i h(b) = f(b)−b 6 0 . Z twierdze-

nia Bolzano–Cauchy’ego wynika, że istnieje taki punkt x0 ∈ [a, b] ,

że 0 = h(x0) = f(x0) − x0 , czyli f(x0) = x0 .

Przyk lad 17.39 Niech w be֒dzie unormowanym wielomianem

nieparzystego stopnia. Istnieje wtedy taka liczba x0 ∈ R , że

w(x0) = 0 , czyli wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej

jeden pierwiastek rzeczywisty. Niech n be֒dzie stopniem wielomia-

nu w . Istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a0 , a1 , . . . , an−1 , że dla

każdego x ∈ R zachodzi równość

w(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n1 + xn .

Dla x 6= 0 mamy wie֒c w(x) = xn
(

a0

xn + a1

xn−1 + · · · + an−1

x
+ 1

)
.

Wynika sta֒d, że lim
x→∞

w(x) = ∞ · (0 + 0 + · · · + 0 + 1) = ∞
oraz lim

x→−∞
w(x) = −∞ · (0 + 0 + · · · + 0 + 1) = −∞ . Z definicji

granicy wynika istnienie takiego M > 0 , że w(M) > 0 > w(−M) .

Z twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich wynika, że ist-

nieje taki punkt x0 ∈ [−M,M ] , że w(x0) = 0 .

Twierdzenie 17.34 (o cia֒g lości funkcji monotonicznej)

Jeśli funkcja monotoniczna f określona na zbiorze A ⊂ IR prze-
kszta lca zbiór A na przedzia l, to jest cia֒g la w każdym punkcie

zbioru A .

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że funkcja f jest niema-

leja֒ca. Jeśli p ∈ A jest granica֒ cia֒gu (an) punktów zbioru A

mniejszych niż p , to istnieje granica lim
x→p−

f(x) 6 f(p) . Ponieważ

dla x > p zachodzi nierówność f(x) > f(p) , a dla x < p za-

chodzi nierówność f(x) 6 lim
x→p−

f(x) , wie֒c z tego, że obrazem

zbioru A jest przedzia l, wynika, że lim
x→p−

f(x) = f(p) : gdyby

by lo lim
x→p−

f(x) < f(p) , to punkty przedzia lu
(

lim
x→p−

f(x), f(p)
)
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by lyby poza obrazem zbioru A , wie֒c ten obraz nie by lby prze-

dzia lem. Analogicznie, jeśli istnieje cia֒g (a′
n) wie֒kszych niż p

zbieżny do p , to f(p) = lim
x→p+

f(x) . Sta֒d wynika, że f jest

cia֒g la w punkcie p . Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 17.35 (charakteryzuja֒cy monotoniczne funkcje cia֒g le)

Jeśli f jest funkcja֒ monotoniczna֒ określona֒ na przedziale P ,

to f jest cia֒g la w każdym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy f

przekszta lca przedzia l P na pewien przedzia l (zdegenerowany do

punktu w przypadku, gdy f jest funkcja֒ sta la֒).

Twierdzenie 17.36 (o różnowartościowych funkcjach cia֒g lych)

Jeżeli f jest różnowartościowa֒ funkcja֒ określona֒ na przedziale P ,

cia֒g la֒ w każdym punkcie przedzia lu P , to f jest funkcja֒ ścísle

monotoniczna֒.

Dowód. Wykażemy najpierw, że jeśli x, z sa֒ punktami prze-

dzia lu P i x < y < z , to punkt f(y) leży mie֒dzy punktami f(x)

i f(z) . Sa֒ dwie możliwości f(x) < f(z) oraz f(x) > f(z) . Druga֒

możliwość możemy sprowadzić do pierwszej zaste֒puja֒c funkcje֒ f

funkcja֒ przeciwna֒ −f . Wystarczy wie֒c zaja֒ć sie֒ pierwsza֒. Jeśli

f(y) nie leży mie֒dzy f(x) i f(z) , to albo f(y) < f(x) , albo

f(z)< f(y) . W pierwszym wypadku, na mocy twierdzenia o przyj-

mowaniu wartości pośrednich, istnieje punkt x′ leża֒cy mie֒dzy

y i z , taki że f(x) = f(x′) . Przeczy to różnowartościowości

funkcji f . W drugim przypadku mie֒dzy x i y znajduje sie֒ punkt

z′ , taki że f(z) = f(z′) , co znów przeczy różnowartościowości

funkcji f.
Teraz przejdziemy do w laściwego dowodu. Za lóżmy, że ist-

nieja֒ takie punkty r, s , że r < s oraz f(r) < f(s) . Udowodnimy,

że jeśli u < v , to również f(u) < f(v) . Z tego co już udowod-

nilísmy wynika, że jeśli u < r , to f(u) < f(r) (dla dowodu

rozważamy trójke֒ x = u , y = r , z = s ), jeśli r < u < s , to

f(r) < f(u) < f(s) (tym razem x = r , y = u , z = s ) i wreszcie

jeśli s < u , to f(s) < f(u) . To samo dotyczy oczywíscie f(v) .

Punkty r, s dziela֒ przedzia l P na trzy podprzedzia ly. Jeśli u, v
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znajduja֒ sie֒ w różnych podprzedzia lach, to teza wynika z tego, co

już stwierdzilísmy. Jeśli u < v < r , to ponieważ f(u) < f(r)

i f(v) leży mie֒dzy f(u) i f(r) , wie֒c f(u) < f(v) < f(r) . Po-

zosta le dwa przypadki rozpatrujemy w identyczny sposób.

Jeśli r < s i f(r) > f(s) , to zamiast funkcji f rozważamy funkcje֒

przeciwna֒ −f . Dowód zosta l zakończony.

Wykażemy teraz twierdzenie, które pozwala stwierdzać cia֒g-

 lość funkcji odwrotnej.

Twierdzenie 17.37 (o cia֒g lości funkcji odwrotnej)

Jeśli f jest funkcja֒ ścísle monotoniczna֒ określona֒ na pewnym

przedziale P , to funkcja odwrotna f−1: f(P ) −→ P , przekszta l-

caja֒ca obraz przedzia lu P na przedzia l P jest cia֒g la.

Dowód. Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o cia֒g lości

funkcji monotonicznej, które udowodnilísmy już wcześniej: funk-
cja monotoniczna, której obraz jest przedzia lem jest cia֒g la i tego,

że funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest monotoniczna.
Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 17.40 Funkcja n
√

x jest cia֒g la w zbiorze liczb rzeczy-

wistych nieujemnych, jako funkcja odwrotna do wielomianu xn .

Zajmiemy sie֒ teraz tzw. funkcjami jednostajnie cia֒g lymi.

Zanim podamy definicje֒, przyjrzymy sie֒ raz jeszcze funkcji 1
x

.

Przyk lad 17.41 Niech p 6= 0 i niech ε > 0 . Za lóżmy, że

znaleźlísmy taka֒ liczbe֒ δ > 0 , że |x − p| < δ ⇒
∣
∣ 1
x
− 1

p

∣
∣ < ε .

Można zadać pytanie, czy da sie֒ dobrać liczbe֒ δ do liczby ε

niezależnie od p 6= 0 . Gdyby mia lo sie֒ to udać, to w szczególności

moglibyśmy przyja֒ć p = δ
n

i x = δ
2n

dla dowolnej liczby natural-

nej n . Oczywíscie | δ
2n

− δ
n
| = δ

2n
< δ , wie֒c musia laby zachodzić

nierówność n
δ

=
∣
∣ 2n

δ
− n

δ

∣
∣ < ε , z której wynika, że n < δε , co

przeczy nieograniczoności zbioru liczb naturalnych. Nie można
wie֒c dobrać liczby δ do liczby ε niezależnie od p .

Definicja 17.38 (jednostajnej cia֒g lości)

Funkcja f jest jednostajnie cia֒g la na zbiorze A wtedy i tylko
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wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba δ > 0 , taka że

jeśli x, y ∈ A oraz |x − y| < δ , to |f(x) − f(y)| < ε . Zapiszemy

te֒ definicje֒ za pomoca֒ kwantyfikatorów:

∀ε>0∃δ>0∀x∈A∀p∈A|x − p| < δ ⇒ |f(x) − f(p)| < ε .

Ta definicja różni sie֒ od definicji cia֒g lości we wszystkich punktach

zbioru A :
∀p∈A∀ε>0∃δ>0∀x∈A|x − p| < δ ⇒ |f(x) − f(p)| < ε ,

miejscem, w którym pojawia sie֒ zdanie ,,dla każdego p ∈ A ”.

To ważna różnica. W definicji cia֒g lości we wszystkich punktach

zbioru A liczba δ zależy od p i od ε , a w definicji jednostajnej
cia֒g lości — wy la֒cznie od liczby ε .

Przyk lad 17.42 Funkcja
√

x określona na pó lprostej [0,∞)

jest jednostajnie cia֒g la. Mamy |√x −√
p | 6

√

|x − p| — te֒ nie-

równość zechce Czytelnik wykazać sam. Z niej wynika, że jeśli

|x − p| < ε2 , to |√x −√
p | < ε , wie֒c przyjmijmy np. δ = ε2 .

Przyk lad 17.43 Funkcja x2 określona na pó lprostej [0,∞)

nie jest jednostajnie cia֒g la. Za lóżmy, że jest jednostajnie cia֒g la

i że z nierówności 0 < p < x i x − p < δ wynika nierówność

|x2 − p2| < 1 , przyje֒lísmy ε = 1 . Niech p = 1
δ

, x = 1
δ

+ δ
2 .

Wtedy 1 > x2 − p2 = 1 + δ2

4 > 1 — sprzeczność.

Zachodzi bardzo ważne, przypisywane Cantorowi a czasem
Heinemu

Twierdzenie 17.39 ( o jednostajnej cia֒g lości)

Jeśli funkcja f jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu domknie֒-

tego [a, b] , to jest ona cia֒g la jednostajnie w tym przedziale.

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje
wtedy taka liczba ε > 0 , że dla każdej liczby δ > 0 istnieja֒ takie

liczby x, y ∈ [a, b] , że |x−y| < δ i jednocześnie |f(x)−f(y)| > ε .

Niech xn, yn be֒da֒ takimi dwiema liczbami z przedzia lu [a, b] , że

|xn−yn| < δ = 1
n

i jednocześnie |f(x)−f(y)| > ε . Z twierdzenia

Bolzano – Weierstrassa wynika, że z cia֒gu (xn) można wybrać

podcia֒g zbieżny (xkn
) . Oznaczmy jego granice֒ przez g . Mamy

wie֒c g = lim
n→∞

xkn
, a ponieważ |xn−yn| < 1

n
, wie֒c mamy również
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g = lim
n→∞

ykn
. Oczywíscie g ∈ [a, b] , zatem funkcja f jest cia֒g la

w punkcie g , wie֒c f(g) = lim
n→∞

f(xkn
) = lim

n→∞
f(ykn

) , wbrew

temu, że |f(xkn
) − f(ykn

)| > ε > 0 . Dowód zosta l zakończony.

Oczywíscie suma funkcji jednostajnie cia֒g lych jest jednos-

tajnie cia֒g la, iloczyn funkcji jednostajnie cia֒g lej przez liczbe֒ —

też. Zmniejszaja֒c dziedzine֒ funkcji jednostajnie cia֒g lej otrzymu-

jemy funkcje֒ jednostajnie cia֒g la֒ na mniejszej dziedzinie. Z lożenie

funkcji jednostajnie cia֒g lych jest funkcja֒ jednostajnie cia֒g la֒. Na-

tomiast iloczyn funkcji jednostajnie cia֒g lych nie musi być jedno-

stajnie cia֒g ly: x2 = x · x .

Z twierdzenia Cantora–Heinego wynika, że warunkiem ko-
niecznym istnienia cia֒g lego przed lużenia funkcji cia֒g lej na prze-

dzia l domknie֒ty jest jej jednostajna cia֒g lość. Niebawem przeko-

namy sie֒, że ten warunek jest też dostateczny.

Uwaga 17.40 (o ograniczoności funkcji jednostajnie cia֒g lej)

Funkcja f : A −→ R jednostajnie cia֒g la na zbiorze ograniczonym

A jest ograniczona. Ponieważ A jest zbiorem ograniczonym, wie֒c

istnieje przedzia l [a, b] , który zawiera zbiór A , tzn. A ⊆ [a, b] .

Z jednostajnej cia֒g lości funkcji f na zbiorze A wynika, że ist-

nieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |x− y| < δ , to |f(x) − f(y)| < 1 .

Niech a = x0 , x1 , x2 , . . . , xk−1 , xk = b be֒da֒ takimi liczbami,

że 0 < x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xk − xk−1 < δ . Niech

tj ∈ [xj−1, xj ] ∩ A dla j = 1, 2, . . . , k . Może sie֒ zdarzyć, że dla

niektórych j zbiór [xj−1, xj ] ∩ A jest pusty. Wtedy odpowied-

niego tj nie ma. Niech M = 1 + max{f(t1), f(t2), . . . , f(tk)} ,

m = −1 + min{f(t1), f(t2), . . . , f(tk)} . Jeśli x ∈ A , to istnieje

taka liczba j , że x ∈ [xj−1, xj ] ∩ A . Wtedy |f(x) − f(tj)| < 1 ,

zatem m 6 −1 + f(tj) < f(x) < 1 + f(tj) 6 M .

Bez za lożenia ograniczoności dziedziny twierdzenie przestaje
być prawdziwe: funkcja x jest jednostajnie cia֒g la na R , ale nie

jest ograniczona ani z góry, ani z do lu.

Lemat 17.41
Jeśli funkcja f : A −→ R jest jednostajnie cia֒g la, p ∈ R jest punk-
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tem skupienia zbioru A , to istnieje skończona granica lim
x→p

f(x) .

Dowód. Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Istnieje wtedy taka

liczba δ > 0 , że jeśli | , to |f(x)−f(y)| < ε . Jeśli wie֒c |x−p| < δ
2

i |y − p| < δ
2 , to |x − y| 6 |x − p| + |p − y| < δ

2 + δ
2 = δ ,

wie֒c |f(x) − f(y)| < ε . Wykazalísmy, że jest spe lniony warunek

Cauchy’ego gwarantuja֒cy istnienie skończonej granicy funkcji f

w punkcie p . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 17.42 (o przed lużaniu funkcji jednostajnie cia֒g lej)

Jeśli f : A −→ R jest jednostajnie cia֒g la, A ⊆ R , zbiór B sk la-

da sie֒ ze wszystkich punktów zbioru A i wszystkich skończonych

punktów skupienia zbioru A , to istnieje dok ladnie jedna taka
funkcja cia֒g la h: B −→ R , że dla każdego x ∈ A zachodzi wzór

h(x) = f(x) . Funkcja h jest jednostajnie cia֒g la w zbiorze B .

Dowód. Z lematu poprzedzaja֒cego dowodzone twierdzenie wy-

nika, że jeśli p ∈ B \A , to istnieje granica lim
x→p

f(x) . Definiujemy

wie֒c funkcje֒ h wzorami:

h(x) =

{
f(x) gdy x ∈ A,
lim
x→p

f(x) gdy x ∈ B \ A.

Wykażemy, że h jest funkcja֒ jednostajnie cia֒g la֒. Niech ε be֒dzie

liczba֒ dodatnia֒. Istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |x−y| < δ dla

pewnych x, y ∈ A , to |f(x)− f(y)| < ε
2 . Niech a, b ∈ B . Istnieja֒

wtedy cia֒gi (an) i (bn) punktów zbioru A zbieżne odpowiednio

do a i b . 17.5 Jeśli |a−b| < δ , to dla dostatecznie dużych numerów

n zachodzi nierówność |an − bn| < δ , wie֒c |f(an) − f(bn)| < ε
2

.

Z definicji h i jednostajnej cia֒g lości f wynika, że |h(a)− h(b)| =

= lim
n→∞

|f(an) − f(bn)| 6
ε
2

< ε , co kończy dowód jednostajnej

cia֒g lości funkcji h . Oczywíscie to jedyne możliwe przed lużenie.

Wniosek 17.43
Funkcje֒ jednostajnie cia֒g la֒ określona֒ na zbiorze liczb wymiernych

lub na zbiorze liczb dwójkowo–wymiernych (czyli takich, które

17.5
Jeśli np. a∈A , to można przyja֒ć an=a dla każdego n .
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można zapisać w postaci k
2n , k ∈ Z , n ∈ N ) można przed lużyć

do funkcji cia֒g lej na R i to w dok ladnie jeden sposób.

Uwaga 17.44
Niech f : A −→ R be֒dzie dowolna֒ funkcja֒. Definiujemy nowa֒

funkcje֒: h(δ) = sup{|f(x) − f(y)|: x ∈ A, y ∈ A, |x − y| 6 δ}
dla δ > 0 . Funkcja h jest niemaleja֒ca na (0,∞) , być może

h(t) = ∞ dla pewnego t > 0 . 17.6 Czytelnik zechce udowodnić,

że funkcja f jest jednostajnie cia֒g la na zbiorze A wtedy i tylko

wtedy, gdy lim
δ→0

h(δ) = 0 .

Omówimy jeszcze jedna֒ bardzo ważna֒ klase֒ funkcji, miano-

wicie tzw. funkcje wypuk le. Do zdefiniowania ich przydadza֒ nam

sie֒ jeszcze inne poje֒cia.

Definicja 17.45 (kombinacji wypuk lej)

Niech p1 > 0 , p2 > 0 ,. . . ,pn > 0 be֒da֒ takimi liczbami rzeczy-

wistymi, że p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 . Kombinacja֒ wypuk la֒ o wspó l-

czynnikach p1 > 0 , p2 > 0 ,. . . ,pn > 0 liczb x1 , x2 ,. . . ,xn nazy-
wamy liczbe֒ p1x1 + p2x2 + · · · + pnxn .

Zamiast terminu kombinacja wypuk la można też używać za-
miennie terminu średnia ważona. Wtedy liczby p1 , p2 ,. . . ,pn

nazywamy wagami.

Uwaga 17.46 (o środku masy)

Jeśli w punkcie x1 umieścimy mase֒ m1 , w punkcie x2 — ma-

se֒ m2 , . . . , w punkcie xm — mase֒ mn , to środek masy znaj-

duje sie֒ w punkcie m1x1+m2x2+···+mnxn

m1+m2+···+mn

. To stwierdzenie pozos-

tawiamy bez dowodu, choć nie jest on trudny, ale trzeba znać
prawo dźwigni. Stwierdzenie można stosować nie tylko do punktów
leża֒cych na prostej. W przypadku przestrzeni podany tu wzór

używamy oddzielnie do znalezienie pierwszej wspó lrze֒dnej środka

masy uk ladu n punktów materialnych, potem do znalezienia dru-
giej i trzeciej.

Definicja 17.47 (funkcji wypuk lej)

Funkcje֒ f określona֒ na zbiorze wypuk lym P nazywamy wypuk la֒,

17.6
Aby unikna֒ć nieskończonych wartości można za lożyć, że h jest ograniczona

na każdym zbiorze ograniczonym.
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jeśli dla dowolnych punktów x, y ∈ P i dowolnej liczby p ∈ (0, 1)

zachodzi nierówność
f
(
px + (1 − p)y

)
6 pf(x) + (1 − p)f(y) . 17.7

Jeżeli nierówność ta jest ostra w przypadku x 6= y , to mówimy,
że funkcja jest ścísle wypuk la.

Jeśli funkcja −f jest wypuk la, to mówimy, że funkcja f jest
wkle֒s la, jeśli funkcja −f jest ścísle wypuk la, to funkcja f nazy-

wana jest ścísle wkle֒s la֒.

Przyk lad 17.44 Jeśli f(x) = ax + b , to funkcja f jest jed-

nocześnie wypuk la i wkle֒s la, nie jest ścísle wypuk la. Stwierdzenie

to wynika natychmiast z definicji:

f
(
px + (1 − p)y

)
= a

(
px + (1 − p)y

)
+ b =

= p
(
ax + b

)
+ (1 − p)

(
ay + b

)
= pf(x) + (1 − p)f(y) ,

wie֒c w przypadku funkcji liniowej nierówność wyste֒puja֒ca w defi-

nicji funkcji wypuk lej staje sie֒ równościa֒.

Przyk lad 17.45 Jeśli f(x) = x2 , to f jest funkcja֒ ścísle wy-

puk la֒ na ca lej prostej. Uzasadnimy te֒ teze֒. Dla 0 < p < 1 mamy

pf(x) + (1 − p)f(y) − f
(
px + (1 − p)y

)
=

= px2 + (1 − p)y2 −
(
px + (1 − p)y

)2
= p(1 − p)(x − y)2 > 0 ,

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y .

Przyk lad 17.46 Funkcja f(x) =
√

x jest ścísle wkle֒s la —

wynika to ze ścis lej wypuk lości funkcji kwadratowej: nierówność
√

px + (1 − p)y > p
√

x + (1 − p)
√

y jest równoważna nierówności

pu2 + (1 − p)v2 > (pu + (1 − p)v)
2

, gdzie u =
√

x , v =
√

y .

Przed podaniem naste֒pnych przyk ladów skomentujemy defi-

nicje֒ funkcji wypuk lej i podamy kryterium pozwalaja֒ce stwierdzać

wypuk lość niektórych funkcji. Funkcja jest wypuk la, jeśli po la֒-

czywszy dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek, którego
każdy punkt leży nad wykresem funkcji lub na jej wykresie. Funk-
cja jest ścísle wypuk la, jeśli wszystkie punkty wewne֒trzne od-

cinka  la֒cza֒cego dwa punkty wykresu leża֒ nad wykresem funkcji.

17.7
Definicje֒ te֒ stosuje sie֒ w niezmienionej formie również w przypadku funkcji

wielu zmiennych, punkty dodajemy i mnożymy przez liczby dodaja֒c lub

mnoża֒c ich wspó lrze֒dne.
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Jest tak dlatego, że w przypadku 0 < t < 1 , x < y zachodzi

nierówność x < tx + (1 − t)y < y . W przyk ladzie pierwszym

pokazalísmy, że punkt
(
tx + (1− t)y, tf(x) + (1− t)f(y)

)
leży na

wykresie funkcji liniowej, której wykres przechodzi przez punkty
(
x, f(x)

)
oraz

(
y, f(y)

)
, wspó lczynnik kierunkowy tej funkcji to

a = f(y)−f(x)
y−x

, wyraz wolny to b = f(x)−ax = f(x)−xf(y)−f(x)
y−x

.

Nierówność wyste֒puja֒ca w definicji funkcji wypuk lej:

f
(
tx + (1 − t)y

)
6 tf(x) + (1 − t)f(y)

to stwierdzenie, że punkt
(
tx+(1− t)y, f (tx + (1 − t)y)

)
znajdu-

je sie֒ pod punktem
(
tx + (1 − t)y, tf(x) + (1 − t)f(y)

)
. Oznacza

to, że funkcja jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór punktów
znajduja֒cych sie֒ nad jej wykresem jest wypuk ly.

x

x

y

yty + (1 − t)yty + (1 − t)y

wykres funkcji wypuk lej wykres funkcji wklȩs lej

Przyk lad 17.47 Funkcja |x| jest wypuk la na R , ale nie jest

ścísle wypuk la. Jeśli 0 < p < 1 , to

|px + (1 − p)y| 6 |px| + |(1 − p)y| = p|x| + (1 − p)|y| .
Dowód wypuk lości zakończylísmy. Funkcja nie jest ścísle wypuk la,

bo |1| = |12 · 0 + 1
2 · 1| = 1

2 · |0| + 1
2 · |1| . Tutaj x = 0 , y = 1

i 0 < p = 1
2 < 1 .

Przyk lad 17.48 Wielomian w(x) = ax2+bx+c , drugiego stop-

nia, jest funkcja֒ ścísle wypuk la֒ wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0 ,

ścísle wkle֒s la֒ — wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0 .

Dowód. Niech a > 0 , x, y ∈ R , x 6= y i 0 < p < 1 . Wtedy

pw(x) + (1− p)w(y)−w
(
px + (1− p)y

)
= ap(1− p)(x− y)2 > 0 .

Z tego wzoru ścis la wypuk lość funkcji w wynika od razu. Jeżeli
a < 0 , to nierówność zmienia kierunek na przeciwny, zatem funk-
cja jest ścísle wkle֒s la.

Przyk lad 17.49 Funkcja x3 nie jest ani wypuk la, ani wkle֒s la
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na żadnym przedziale, którego wewne֒trznym punktem jest 0 , bo-

wiem 1
4 (−ε)3 + 3

4ε3 = 1
2ε3 > 1

8ε3 =
(

1
4 (−ε) + 3

4ε
)3

, co wyklucza

wkle֒s lość oraz 3
4 (−ε)3 + 1

4ε3 = −1
2ε3 < −1

8ε3 =
(

3
4 (−ε) + 1

4ε
)3

,

co wyklucza wypuk lość.

Uwaga 17.48 Można udowodnić, że funkcja wypuk la jest cia֒g la

w każdym wewne֒trznym punkcie swej dziedziny, w końcach prze-

dzia lu, na którym jest określona moga֒ pojawić sie֒ niecia֒g lości.

Istnieja֒ funkcje cia֒g le na ca lej prostej, które nie sa֒ ani wypuk le, ani

wkle֒s le na żadnym przedziale, ale takie przyk lady nie sa֒ proste.

Uwaga 17.49
Suma funkcji wypuk lych jest wypuk la. Iloczyn funkcji wypuk lej
przez liczbe֒ dodatnia֒ jest wypuk ly, a przez ujemna֒ — wkle֒s ly.

A teraz bardzo ważne twierdzenie.

Twierdzenie 17.50 (nierówność Jensena)

Jeśli funkcja f jest wypuk la, to dla dowolnych jej argumentów
x1, , x2, x3, . . . , xn i dowolnych wag p1, p2, p3, . . . , pn zachodzi
nierówność:
f(p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · · + pnxn) 6

6 p1f(x1) + p2f(x2) + p3f(x3) + · · · + pnf(xn) .

Nierówność ta w przypadku funkcji ścísle wypuk lej, dodatnich wag
p1, p2, . . . , pn i przynajmniej dwóch różnych argumentów spośród
x1, x2, . . . , xn jest ostra.

Dowód. Dla n = 1 musi być p1 = 1 i nierówność staje sie֒

oczywista֒ równościa֒. Dla n = 2 mamy p2 = 1−p1 i otrzymujemy

nierówność, która wyste֒puje w definicji funkcji wypuk lej.

Za lóżmy, że dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla wszel-
kich możliwych wyborów n argumentów funkcji f i n wag. Niech
x1, x2, . . . , xn, xn+1 be֒da֒ dowolnymi argumentami funkcji f ,

a p1, p2, . . . , pn, pn+1 dowolnymi wagami, tj. liczbami nieujem-

nymi, których suma równa jest 1 . Jeśli którakolwiek z wag jest
równa 0 , to nierówność z n + 1 argumentami i n + 1 wagami jest
prawdziwa na mocy uczynionego za lożenia: argument odpowiada-
ja֒cy zerowej wadze jest nieistotny, bo w nierówności faktycznie

nie wyste֒puje. Za lóżmy, że wszystkie wagi p1, p2, . . . , pn, pn+1

sa֒ dodatnie. Niech p′n = pn + pn+1 i x′
n = pnxn+pn+1xn+1

pn+pn+1
=
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=pn

p′

n

xn + pn+1

p′

n

xn+1 . Mamy p1x1 +p2x2 + . . .+pnxn +pn+1xn+1 =

=p1x1 + p2x2 + . . . + pn−1xn−1 + p′nx′
n i p1 + . . . + pn−1 + p′n = 1 .

Z za lożenia, które uczynilísmy wynika, że

f(p1x1 + p2x2 + . . . + pn−1xn−1 + p′nx′
n) 6

6 p1f(x1) + p2f(x2) + . . . + pn−1f(xn−1) + p′nf(x′
n) =

=p1f(x1)+p2f(x2)+. . .+pn−1f(xn−1)+p′nf
(

pn

p′

n

xn+ pn+1

p′

n

xn+1

)

6

6 p1f(x1) + p2f(x2) + . . . + pn−1f(xn−1) +

+ p′n

(
pn

p′

n

f(xn) + pn+1

p′

n

f(xn+1)
)

=

= p1f(x1)+p2f(x2)+ . . .+pn−1f(xn−1)+pnf(xn)+pn+1f(xn+1)

— druga z tych nierówności jest bezpośrednim wnioskiem z wy-
puk lości funkcji f . Zakończylísmy dowód nierówności Jensena.

Twierdzenie 17.51 (o wypuk lości funkcji cia֒g lej)

Funkcja f cia֒g la w każdym punkcie zbioru wypuk lego P jest

wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ P za-

chodzi nierówność f
(

x+y
2

)
6

f(x)+f(y)
2 , ścísle wypuk la, gdy ta

nierówność jest ostra w każdym przypadku, w którym x 6= y .

Dowód. Jeśli f jest wypuk la, to przyjmuja֒c w definicji wy-

puk lości p = 1
2

otrzymujemy warunek podany w tym twierdzeniu,

co kończy dowód konieczności tego warunku.

Zajmiemy sie֒ teraz dowodem w ,,druga֒” strone֒. Niech x, y

be֒da֒ dowolnymi punktami zbioru P . Mamy f
(

x+y
2

)
6

f(x)+f(y)
2 .

Ponieważ nierówność ta zachodzi dla każdych punktów x, y zbio-
ru P , wie֒c możemy zasta֒pić punkt y środkiem odcinka  la֒cza֒-

cego punkty x, y . Mamy 1
2

(
x + x+y

2

)
= 3

4x + 1
4y . Mamy wie֒c

f
(

3
4x + 1

4y
)

6
1
2

(
f(x) + f

(
x+y

2

))
6

1
2

(

f(x) + f(x)+f(y)
2

)

=

= 3
4
f(x) + 1

4
f(y) . Wykazalísmy, że nierówność definiuja֒ca wy-

puk lość ma miejsce dla p = 3
4 . Stosuja֒c to samo rozumowanie

do punktów x+y
2 , y otrzymujemy f

(
1
4x + 3

4y
)

6
1
4f(x) + 3

4f(y) ,

a wie֒c nierówność z definicji wypuk lości w przypadku p = 1
4

.

Rozważaja֒c teraz kolejno pary punktów x i 3
4
x + 1

4
y , 3

4
x + 1

4
y

i 1
2
(x + y) , 1

2
(x + y) i 1

4
x + 3

4
y oraz 1

4
x + 3

4
y i y otrzymu-

jemy nierówność kolejno dla p = 7
8 , p = 5

8 , p = 3
8 i p = 1

8 .
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Otrzymalísmy nierówność dla siedmiu wartości p : 1
8 , 2

8 , 3
8 , 4

8 ,
5
8 , 6

8 , 7
8 . W taki sam sposób możemy otrzymać nierówność dla

p = k
16 (k ∈ N ), naste֒pnie dla p = k

32 itd. Teraz skorzystamy

z cia֒g lości funkcji f . Każda liczba p ∈ (0, 1) jest granica֒ cia֒gu

(pn) liczb postaci k
2m ∈ (0, 1) (k ∈ N ). Dla tych liczb nierówność

jest już udowodniona. Mamy wie֒c

f
(
pnx + (1 − pn)y

)
6 pnf(x) + (1 − pn)f(y) .

Przechodza֒c do granicy (wolno, bo f jest cia֒g la w każdym punk-

cie, w szczególności w px + (1 − p)y ) otrzymujemy nierówność

f
(
px + (1 − p)y

)
6 pf(x) + (1 − p)f(y) ,

a to kończy dowód wypuk lości funkcji f .

Należy jeszcze dowieść, jeśli f
(

x+y
2

)
< f(x)+f(y)

2
dla x 6= y ,

to f jest ścísle wypuk la. Za lóżmy, że tak nie jest. Wobec tego

f(px + (1 − p)y) = pf(x) + (1 − p)f(y)

dla pewnych x, y ∈ P , x 6= y , p ∈ (0, 1) . Niech 0 < r < p < 1 .

Mamy wtedy pf(x) + (1 − p)f(y) = f
(
px + (1 − p)y

)
=

= f
(

p−r
1−r

x+ 1−p
1−r

(rx+(1−r)y)
)

6
p−r
1−r

f(x)+ 1−p
1−r

f(rx+(1−r)y) 6

6
p−r
1−r

f(x) + 1−p
1−r

(
rf(x) + (1 − r)f(y)

)
= pf(x) + (1 − p)f(y) .

Wobec tego, że ten cia֒g nierówności zaczyna sie֒ i kończy tym sa-

mym wyrażeniem, wszystkie nierówności sa֒ równościami, w szcze-

gólności

f(rx + (1 − r)y) = rf(x) + (1 − r)f(x) ,

a to przeczy za lożeniu, bo r może być postaci k
2m , a dla takich r

nierówność, jak to wykazalísmy wcześniej, jest ostra.

Ostatni fragment tego dowodu wygla֒da nieco sztucznie, ale

stanie sie֒ jaśniejszy po zapoznaniu sie֒ z twierdzeniem charak-

teryzuja֒cym funkcje wypuk le. W tej chwili wypada stwierdzić

jedynie, że jeśli trzy punkty wykresu funkcji wypuk lej leża֒ na

jednej prostej, to wykres tej funkcji zawiera najkrótszy odcinek
domknie֒ty, który zawiera te trzy punkty wykresu, a ostatni frag-

ment dowodu w istocie rzeczy to pokazuje. By to dobrze zrozu-

mieć, trzeba poja֒ć, że jeśli 0 < r < p < 1 , to punkt px + (1− p)y
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leży bliżej punktu x niż punkt rx + (1 − r)y 17.8 , naste֒pnie

narysować sobie to wszystko biora֒c pod uwage֒ to, że żaden punkt

wykresu funkcji wypuk lej nie może sie֒ znaleźć nad odcinkiem  la֒-

cza֒cym dwa punkty tego wykresu.

Bez za lożenia cia֒g lości powyższe twierdzenie nie jest prawdzi-

we, ale przyk lady o tym świadcza֒ce sa֒ bardzo nienaturalne i ich

omówienie wykracza znacznie poza ramy tej ksia֒żki.

Przyk lad 17.50 Jeśli k > 1 jest liczba֒ naturalna֒, to funkcja xk

jest ścísle wypuk la na pó lprostej [0,∞) . Funkcja xk jest cia֒g la,

wie֒c wystarczy udowodnić, że dla dowolnych dodatnich i różnych

liczb x, y zachodzi nierówność
(

x+y
2

)k
< 1

2

(
xk + yk

)
. Wiemy

już, z dowodu ścis lej wypuk lości funkcji kwadratowej, że jest tak
dla k = 2 . Za lóżmy, że dowodzona nierówność jest prawdziwa,
gdy wyk ladnik równy jest n . Niech x 6= y be֒da֒ liczbami nieu-

jemnymi. Mamy (x − y)(xn − yn) > 0 , wie֒c xn+1 + yn+1 >

> xny + xyn , wie֒c 2xn+1 + 2yn+1 > xn+1 + yn+1 + xny + xyn =

= (xn + yn)(x + y) > 2 ·
(

x+y
2

)n
(x + y) = 4

(
x+y

2

)n+1
. Otrzymana

nierówność jest równoważna takiej 1
2

(
xn+1 + yn+1

)
>

(
x+y

2

)n+1
.

Rozumowanie indukcyjne zosta lo zakończone, zatem udowodnilís-

my, że xk jest funkcja֒ ścísle wypuk la֒.

Przyk lad 17.51 Wykażemy nierówność Schwarza: dla dowol-
nych liczb rzeczywistych a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn zachodzi:

a1b1+a2b2+· · ·+anbn 6
√

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n·

√

b2
1 + b2

2 + · · · + b2
n .

Równość ma tu miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
nieujemna t , dla której zachodza֒ równości a1 = tb1 , a2 = tb2 ,

. . . , an = tbn lub równości b1 = ta1 , b2 = ta2 ,. . . , bn = tan .

Dowód. Skorzystamy z nierówności Jensena dla funkcji x2 ,
która, jak wiemy, jest ścísle wypuk la. Zauważmy najpierw, że jeśli
aj = 0 dla pewnego j , to można przyja֒ć, że bj = 0 , bowiem

w wyniku tej operacji otrzymujemy nierówność z ta֒ sama֒ lewa֒

strona֒ i zmniejszona֒ strona֒ prawa֒, wie֒c z niej wynika nierówność

17.8
Za lóżmy, że x<y i 1>p>r>0 . Wtedy px+(1−p)y−x=(1−p)(y−x)<
<(1−r)(y−x)=rx+(1−r)y−x .
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wyj́sciowa. Można wie֒c przyja֒ć, że wszystkie liczby a1, a2, . . . , an

sa֒ różne od 0 . To samo dotyczy liczb b1, b2, . . . , bn . Po tej reduk-

cji do przypadku prostszego z punktu widzenia wybranej metody
dowodu, udowodnimy nierówność. Mamy

(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn)
2

=

=
(

a1

b1
· b21

b2
1
+b2

2
+···+b2

n

+ a2

b2
· b22

b2
1
+b2

2
+···+b2

n

+ · · · + an

bn

· b2
n

b2
1
+b2

2
+···+b2

n

)2

·

·
(
b2
1 + b2

2 + · · · + b2
n

)2
6

6

(
b21

b2
1
+b2

2
+···+b2

n

·
(

a1

b1

)2
+

b22
b2
1
+b2

2
+···+b2

n

·
(

a2

b2

)2
+ · · · +

+
b2

n

b2
1
+b2

2
+···+b2

n

·
(

an

bn

)2
)

·
(
b2
1 + b2

2 + · · · + b2
n

)2
=

= (a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n) .

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a1

b1
= a2

b2
= . . .= an

bn

.

Wystarczy oznaczyć ten iloraz przez t , by otrzymać teze֒. Oczy-

wíscie wyj́sciowa nierówność staje sie֒ równościa֒, gdy liczba t jest

dodatnia — w przypadku przeciwnym z lewej strony nierówności
otrzymamy liczbe֒ ujemna֒, podczas gdy liczba po prawej stronie

nierówności jest dodatnia. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 17.52
Nierówność Schwarza można udowodnić na wiele różnych sposo-
bów. Podany przed chwila֒ wcale nie jest najkrótszy.

Podamy jeszcze jedno twierdzenie, które ma duże znaczenie.

Twierdzenie 17.53 (charakteryzuja֒ce funkcje wypuk le)

Niech f be֒dzie funkcja֒ określona֒ na zbiorze wypuk lym (czyli

przedziale) P . Naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne:

53.1 funkcja f jest wypuk la;

53.2 jeśli x < y < z sa֒ punktami zbioru P , to

f(y)−f(x)
y−x

6
f(z)−f(x)

z−x
;

53.3 jeśli x < y < z sa֒ punktami zbioru P , to

f(x)−f(y)
x−y

6
f(z)−f(y)

z−y
;

53.4 jeśli x < y < z sa֒ punktami zbioru P , to

f(x)−f(z)
x−z

6
f(y)−f(z)

y−z
.

W przypadku funkcji ścísle wypuk lych powyższe nierówności
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sa֒ ostre.

Dowód. Udowodnimy, że drugi warunek jest równoważny wy-

puk lości funkcji f . Mamy y = z−y
z−x

x+ y−x
z−x

z . Wypuk lość oznacza,

że dla każdej trójki x < y < z zachodzi nierówność

f(y) 6
z−y
z−x

f(x) + y−x
z−x

f(z) ,

równoważna takiej (z − y)f(x) + (x − z)f(y) + (y − x)f(z) > 0 .

Przemnażaja֒c nierówność z drugiego warunku przez iloczyn mia-

nowników (y − x)(z − x) > 0 i przenosza֒c wszystkie sk ladniki na

jedna֒ strone֒ otrzymujemy

0 6 (y − x)
(
f(z) − f(x)

)
− (z − x)

(
f(y) − f(x)

)
=

= (y − x)f(z) + (x − z)f(y) + (z − y)f(x) ,

wie֒c te֒ sama֒, co poprzednio. Tak samo dowodzimy równoważność

dwóch pozosta lych warunków.

Każda z nierówności z ostatniego twierdzenia mówi, że iloraz
f(y)−f(x)

y−x
, zwany różnicowym, jest funkcja֒ niemaleja֒ca֒: zwie֒ksze-

nie jednego z dwóch argumentów zwie֒ksza wartość ilorazu. Sta֒d

i z twierdzenia o granicy funkcji monotonicznej wynika

Twierdzenie 17.54
Niech f : P −→ R be֒dzie funkcja֒ wypuk la֒ określona֒ na przedzia-

le P. Jeśli p jest punktem wewne֒trznym przedzia lu P , to ist-

nieja֒ skończone granice lim
x→p−

f(x)−f(p)
x−p

6 lim
x→p+

f(x)−f(p)
x−p

. Jeżeli

liczba rzeczywista p jest prawym końcem przedzia lu P , to ist-

nieje lim
x→p−

f(x)−f(p)
x−p

> −∞ . Jeśli liczba rzeczywista p jest lewym

końcem przedzia lu P , to istnieje lim
x→p+

f(x)−f(p)
x−p

< ∞ .

Dowód. Za lóżmy, że liczba p jest punktem wewne֒trznym prze-

dzia lu P . Istnieja֒ wtedy takie liczby q, r ∈ P , że r < p < q .

Jeśli r < x < p < y < q , to
f(r)−f(p)

r−p
6

f(x)−f(p)
x−p

6
f(y)−f(p)

y−p
6

f(q)−f(p)
q−p

.

Funkcja f(x)−f(p)
x−p

jest niemaleja֒ca, wie֒c

f(r)−f(p)
r−p

6 lim
x→p−

f(x)−f(p)
x−p

6
f(y)−f(p)

y−p
.

Ponieważ otrzymana nierówność zachodzi dla każdego y ∈ (p, r)
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a funkcja f(y)−f(p)
y−p

zmiennej y jest niemaleja֒ca, wie֒c

f(r)−f(p)
r−p

6 lim
x→p−

f(x)−f(p)
x−p

6 lim
y→p+

f(y)−f(p)
y−p

6
f(q)−f(p)

q−p
.

Wykazalísmy pierwsza֒ cze֒́sć tezy, reszte֒ wykazujemy tak samo.

Zadania

1. Niech
∑

an be֒dzie szeregiem zbieżnym o wyrazach dodat-

nich, a (xn) cia֒giem liczb rzeczywistych. Niech In be֒dzie

przedzia lem domknie֒tym o środku xn i d lugości an. Dowieść,

że istnieje liczba rzeczywista, która nie jest elementem żadne-
go z przedzia lów In .

Uwaga: Niech x′
1 = 1

1 , x′
2 = 2

1 , x′
3 = 2

2 , x′
4 = 1

2 , x′
5 = 3

1 ,

x′
6 = 3

2 , x′
7 = 3

3 , x′
8 = 2

3 , x′
9 = 1

3 , x′
10 = 4

1 , x′
11 = 4

2 , . . .

(x′
k2+j = ⌈ j

k+2⌉k+1
j

+ ⌊ j
k+2⌋

2k+2−j
k+1 dla j = 1, 2, . . . , 2k + 1 ).

W cia֒gu (x′
n) wyste֒puja֒ wszystkie liczby wymierne dodatnie,

zatem w cia֒gu x1 = 0 , x2 = −x′
1 , x3 = x′

1, x4 = −x′
2 ,

x5 = x′
2 , . . . (x2n = −x′

n , x2n+1 = x′
n dla n = 1, 2, 3, . . . )

wyste֒puja֒ wszystkie liczby wymierne. Jeśli (In) i (an) sa֒

cia֒gami wyste֒puja֒cymi w treści zadania, to każda liczba wy-

mierna jest środkiem jednego z przedzia lów I1 , I2 , . . . wie֒c

istnieje liczba x , si la֒ rzeczy niewymierna, która nie należy do

ani jednego przedzia lu I1 , I2 , . . .

2. Znaleźć lim
x→∞

√
x + 1 −

√
x − 1 .

3. Znaleźć lim
x→0

x2−1
2x2−x−1 i lim

x→1

x2−1
2x2−x−1 .

4. Znaleźć lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x

.

5. Znaleźć lim
x→0

(1+x)5−(1+5x)
x2+2x5 .

6. Znaleźć lim
x→0

(1+mx)n−(1+nx)m

x2 , tu m,n ∈ N .

7. Znaleźć lim
x→∞

(1+x+x2)(13+x)(257+x7)
(2x+271)10 .

8. Znaleźć lim
x→∞

(1+x)(6+x)(11+x)(17+x)(24+x)
(x2+x+1)3 .

9. Znaleźć lim
x→∞

(1+x)(6+x)(11+x)(17+x)(24+x)(31+x)
(x2+x+1)3 .
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10. Znaleźć lim
x→1

x2+x−2
x3−6x2+11x−6 .

11. Znaleźć lim
x→2

x5−3x4+x3+13x2−7x−30
x5+2x4−5x3−10x2+4x+8 .

12. Znaleźć lim
x→1

x+x2+x3+···+x2009−2009
x2−1

.

13. Znaleźć lim
x→1

x257−257x+256
(x−1)2

.

14. Znaleźć lim
x→1

(
m

1−xm − n
1−xn

)
, tu m,n ∈ N .

15. Znaleźć lim
x→∞

x+
√

x+
√

x

x+1 .

16. Znaleźć lim
x→∞

√
x+ 4

√
x+ 6

√
x+ 8

√
x+ 10

√
x√

961x+1024
.

17. Znaleźć lim
x→9

√
4+5x−7
x−9

.

18. Znaleźć lim
x→−32

√
17−x−7
2+ 5

√
x

.

19. Znaleźć lim
x→0

n
√

(1+x)k−1

x
, tu k, n ∈ N .

20. Znaleźć lim
x→64

6
√

x−2√
x−8

.

21. Znaleźć lim
x→0

3
√

27+6x−14x7−3
x+x2+x3 .

22. Znaleźć lim
x→0

81
√

1+729x− 13
√

1+117x
x2+x3 .

23. Znaleźć lim
x→0

x2

5
√

1+5x−1−x
.

24. Znaleźć lim
x→0

√
x+1−

√
x−1

3
√

1+x− 3
√

1−x
.

25. Znaleźć lim
x→∞

√

x +

√

x +
√

x +
√

x +
√

x −
√

x +
√

x .

26. Znaleźć lim
x→1

(1−√
x)(1− 3

√
x)(1− 4

√
x)·...·(1− 57

√
x)

(1−x)56 .

27. Znaleźć lim
x→∞

3
√

x
(

3
√

(x + 1)2 − 3
√

(x − 1)2
)

.

28. Znaleźć lim
x→∞

(x−
√

x2−1 )n+(x+
√

x2−1 )n

xn , tu n ∈ N .

29. Znaleźć lim
x→0

x
⌊

1
x

⌋

.

30. Znaleźć lim
a→0

−b+
√

b2−4ac
2a

, lim
a→0

−b−
√

b2−4ac
2a

, 0 6= b ∈ R , c ∈ R .
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31! Wykazać, że jeśli stopień wielomianu w jest dodatni i parzys-

ty, to lim
x→∞

w(x) = ∞ = lim
x→−∞

w(x) .

32! Wykazać, że jeśli stopień wielomianu w jest nieparzysty, to

granice lim
x→∞

w(x) i lim
x→−∞

w(x) sa֒ nieskończone i zachodzi

równość lim
x→∞

w(x) = − lim
x→−∞

w(x) .

33. Dowieść, że jeśli funkcja f : R −→ R ma w każdym punkcie

granice֒ 0 , to istnieje taka liczba niewymierna a , że f(a) = 0 .

34. Dowieść, że nie istnieje taka funkcja f : R −→ R , że dla

każdego rzeczywistego a zachodzi równość lim
x→a

f(x) = ∞ .

35! Podać przyk lad takich dwu funkcji f : R −→ R i g: R −→ R ,

że lim
x→0

f(x) = ∞ i lim
x→0

g(x) = −∞ i

(a) lim
x→0

f(x) + g(x) = 0 , (b) lim
x→0

f(x) + g(x) = −13 ,

(c) lim
x→0

f(x) + g(x) = ∞ , (d) lim
x→0

f(x) + g(x) = −∞ ,

(e) lim
x→0

f(x) + g(x) nie istnieje.

36! Podać przyk lad takich dwu funkcji f : R −→ R i g: R −→ R ,

że lim
x→0

f(x) = ∞ i lim
x→0

g(x) = 0 i

(a) lim
x→0

f(x) · g(x) = 0 , (b) lim
x→0

f(x) · g(x) = −13 ,

(c) lim
x→0

f(x) · g(x) = ∞ , (d) lim
x→0

f(x) · g(x) = −∞ ,

(e) lim
x→0

f(x) · g(x) nie istnieje.

37. Niech C be֒dzie zbiorem z lożonym z tych liczb x z przedzia lu

[0, 1] , dla których istnieje taki cia֒g (cn) , że cn ∈ {0, 2} dla

każdego n i x = c1

3
+ c2

32 + c3

33 + · · · , czyli tych liczb x ∈ [0, 1] ,

które maja֒ rozwinie֒cie w uk ladzie trójkowym z lożone jedynie

z zer i dwójek. 17.9 Wykazać, że każdy punkt skupienia zbioru
C jest elementem tego zbioru.

38. Dowieść, że jeśli cn, c′n ∈ {0, 2} dla każdego naturalnego n i
∑∞

n=1
cn

3n =
∑∞

n=1
c′

n

3n , to również
∑∞

n=1
cn

2n+1 =
∑∞

n=1
c′

n

2n+1 .

Niech f
(

∑∞
n=1

cn

3n

)

=
∑∞

n=1
cn

2n+1 . Dowieść, że funkcja f jest

cia֒g la w każdym punkcie zbioru Cantora C i f(C) = [0, 1] .

17.9
Zbiór C nazywany jest zbiorem Cantora. Tej nazwy be֒dziemy używać.
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39. Dowieść, że zbiór Cantora nie zawiera żadnego przedzia lu.

40. Dowieść, że każda funkcja cia֒g la g: [0, 1] −→ C jest sta la.

41. Dowieść, że jeśli a ∈ R\Q , to każda liczba z przedzia lu [0, 1]

jest punktem skupienia zbioru {na − ⌊na⌋: n ∈ N} .

42. Niech A be֒dzie zbiorem z lożonym ze wszystkich punktów

zbioru A ⊆ R i ze wszystkich skończonych punktów sku-
pienia zbioru A .

Udowodnić, że A ∪ B = A ∪ B , A ∩ B ⊆ A ∩ B i (A) = A .

Podać przyk lad zbiorów A,B , dla których A ∩ B 6= A ∩ B .

Uwaga: Zbiór A nazywamy domknie֒ciem zbioru A . Zbiór

jest domknie֒ty wtedy i tylko wtedy, gdy jest równy swemu

domknie֒ciu. Przedzia l [7, 13] jest domknie֒ty. Podobnie zbiór

Cantora, pó lprosta [666,∞) , zbiór {1, 2, 3, 128} . Zbiory Q ,

R \ Q , (0, 1] nie sa֒ domknie֒te.

43! Zbiór wyrazów {an : n ∈ N} cia֒gu (an) jest nieskończony.

Dowieść, że cia֒g (an) ma granice֒ wtedy i tylko wtedy, gdy

zbiór {an : n ∈ N} ma dok ladnie jeden punkt skupienia.

44. Zdefiniować taka֒ funkcje֒ a: N × N −→ R , że:

(i) dla każdego k ∈ N istnieja֒ granice lim
n→∞

a(n, k) i lim
n→∞

a(k, n);

(ii) istnieja֒ granice lim
k→∞

lim
n→∞

a(n, k) i lim
n→∞

lim
k→∞

a(n, k) ;

(iii) lim
k→∞

lim
n→∞

a(n, k) 6= lim
n→∞

lim
k→∞

a(n, k) .

45. Dowieść, że każda nieujemna liczba rzeczywista jest punktem
skupienia zbioru kwadratów wszystkich liczb wymiernych.

46. Za lóżmy, że dla każdego n ∈ N zbiór Fn ⊆ R jest domknie֒ty

i R = F1∪F2∪F3∪. . . . Dowieść, że istnieje taka liczba k ∈ N ,
że zbiór Fk zawiera przedzia l.

47. Dowieść, że jeśli funkcja f : [a,∞) −→ R jest cia֒g la i zachodzi

równość lim
x→∞

f(x) = ∞ , to istnieje taka liczba x0 ∈ [a,∞) ,

że f(x) > f(x0) dla każdego x ∈ [a,∞) .

48. Podać przyk lad ograniczonej funkcji cia֒g lej określonej na pó l-

prostej [0,∞) , która nie jest jednostajnie cia֒g la.
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49! Podać przyk lad ograniczonej funkcji cia֒g lej f : (0, 1] −→ R ,

która nie jest jednostajnie cia֒g la.

50. Dowieść, że jeśli A ⊆ R jest zbiorem domknie֒tym i ograni-

czonym, to każda funkcja cia֒g la f : A −→ R jest ograniczona,

osia֒ga swe kresy i jest jednostajnie cia֒g la.

51. Dowieść, że jeśli A ⊆ R jest zbiorem, który nie zawiera
choćby jednego swego skończonego punktu skupienia, to ist-
nieje funkcja cia֒g la f : A −→ R , która nie jest ograniczona

ani z góry ani z do lu i nie jest jednostajnie cia֒g la.

52. Dowieść, że jeśli każda funkcja cia֒g la f : A −→ R ma w las-

ność przyjmowania wartości pośrednich, tzn. jeśli liczba C

znajduje sie֒ mie֒dzy liczbami f(x) i f(y) , to istnieje takie

c ∈ A ∩ (x, y) , że C = f(c) , to zbiór A jest przedzia lem.

53! Dowieść, że każda funkcja wypuk la f : (a, b) −→ R jest cia֒g la.

Podać przyk lad funkcji wypuk lej f : [0, 1) −→ R , która ma

punkt niecia֒g lości.

54. Niech f(x) = x6 + 6x2 + 12x dla x ∈ R . Niech f(c) be֒dzie

najmniejsza֒ wartościa֒ wielomianu f (zob. przyk lad 17.38 ).

Dowieść, że c5 + 2c + 2 = 0 .

Dowieść, że liczba c nie jest pierwiastkiem żadnego nieze-
rowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych, stopnia
mniejszego niż 5 .

Dowieść, że liczba f(c) nie jest pierwiastkiem żadnego wielo-

mianu o wspó lczynnikach ca lkowitych, stopnia pierwszego ani
drugiego.

55. Podać przyk lad funkcji f : R → R , która jest niecia֒g la w punk-

cie 0 i ma w lasność Darboux (przyjmuje wartości pośrednie).

56. Za lóżmy, że (an)∞n=0 i (bn)∞n=0 sa֒ takimi cia֒gami, że dla

pewnej liczby x0 6= 0 szeregi
∑∞

n=0 anxn
0 i

∑∞
n=0 bnxn

0 sa֒

zbieżne. Udowodnić, że jeśli istnieje taki cia֒g (xj) liczb

różnych od 0 zbieżny do 0 , że
∑∞

n=0 anxn
j =

∑∞
n=0 bnxn

j

dla j = 1, 2, . . . , to an = bn dla n = 0, 1, 2, . . .

57. Dowieść, że jeśli szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny, to funkcja dana

wzorem f(x) =
∑∞

n=0 anxn jest cia֒g la w każdym punkcie

przedzia lu (−1, 1] .
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58! Udowodnić, że jeśli funkcje f : A −→ R i g: A −→ R sa֒ cia֒g-

 le, to funkcje max(f, g) i min(f, g) zdefiniowane wzorami

max(f, g)(x) = max
(
f(x), g(x)

)
i analogicznie min(f, g)(x) =

= min
(
f(x), g(x)

)
też sa֒ cia֒g le.

59. Dowieść, że jeśli funkcja różnowartościowa f : R −→ R ma
w lasność Darboux, to f jest funkcja֒ cia֒g la֒.

60. Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb rzeczywistych. Udowodnić,

że istnieje funkcja niemaleja֒ca f : R −→ R , której jedynymi

punktami niecia֒g lości sa֒ liczby a1 , a2 , a3 , . . .

61. Zdefiniować taka֒ jednostajnie cia֒g la֒ funkcje֒ f : [0,∞) −→ R ,

że dla każdej liczby L > 0 istnieja֒ takie liczby x, y > 0 , że

|f(x) − f(y)| > L|x − y| .
62. Udowodnić, że jeżeli funkcja f : [a,∞) −→ R jest ograni-

czona na każdym przedziale ograniczonym i istnieje granica

lim
x→∞

(
f(x + 1) − f(x)

)
, to istnieje również granica lim

x→∞
f(x)

x

i spe lniona jest równość lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

(
f(x + 1) − f(x)

)
.

63. Udowodnić, że jeżeli funkcja f : [a,∞) −→ R jest ograni-

czona na każdym przedziale ograniczonym i istnieje granica

lim
x→∞

f(x+1)−f(x)
xn , to istnieje też granica lim

x→∞
f(x)
xn+1 i spe lnio-

na jest równość lim
x→∞

f(x)
xn+1 = lim

x→∞
f(x+1)−f(x)

xn .

64. Podać przyk lad funkcji f : R −→ R , która ma dok ladnie jeden
punkt cia֒g lości.

65. Udowodnić, że istnieje funkcja f : R −→ R , która nie jest
ograniczona na żadnym przedziale.

66! Jeśli f : B ∪ C −→ R jest taka֒ funkcja֒, że jej ograniczenia

f|B do zbioru B i f|C do zbioru C sa֒ cia֒g le w punkcie

x0 ∈ B ∩ C , to funkcja f jest cia֒g la w punkcie x0 .

67. Dowieść, że jeśli funkcja f : [0,∞) −→ R jest cia֒g la, nieogra-

niczona z góry, nieograniczona z do lu, to przyjmuje każda
wartość nieskończenie wiele razy.

68. Jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ cia֒g la֒ w co najmniej jed-

nym punkcie, że dla dowolnych x, y ∈ R zachodzi równość

f(x + y) = f(x) + f(y) , to istnieje taka liczba a ∈ R , że dla

243



Funkcje

każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość f(x) = ax .

69. Jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ monotoniczna֒, że równość

f(x+y) = f(x)+f(y) zachodzi dla dowolnych liczb x, y ∈ R ,

to istnieje taka liczba a ∈ R , że dla każdej liczby rzeczywistej

x zachodzi równość f(x) = ax .

70. Jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ ograniczona֒ na przedziale

(-1,1), że równość f(x + y) = f(x) + f(y) ma miejsce dla

dowolnych liczb x, y ∈ R , to istnieje taka liczba a ∈ R , że

dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość f(x) = ax .

71. Niech Q(
√

2) = {x + y
√

2: x, y ∈ Q} . Znaleźć wszystkie

takie funkcje f : Q(
√

2) −→ Q(
√

2) , że f(x+y) = f(x)+f(y)

dla dowolnych x, y ∈ Q(
√

2) i f(1) = 1 .

Uwaga: w zbiorze Q(
√

2) wykonalne sa֒ cztery dzia lania

arytmetyczne, mianowicie dodawanie, odejmowanie, mnoże-
nie i dzielenie przez liczby różne od 0 .

72. Q(
√

2,
√

3) := {α + β
√

2 + γ
√

3 + δ
√

6: α, β, γ, δ ∈ Q} .

Znaleźć wszystkie takie funkcje f : Q(
√

2,
√

3) → Q(
√

2,
√

3) ,

że f(x + y) = f(x) + f(y) dla dowolnych x, y ∈ Q(
√

2,
√

3)

oraz f(1) = 1 .

73! Dowieść, że jeśli wielomian v nie ma pierwiastków rzeczy-
wistych i stopień wielomianu w nie jest wie֒kszy niż stopień

wielomianu v , to iloraz w
v

jest funkcja֒ ograniczona֒ na R ,

74. Rozstrzygna֒ć czy:

(a) kwadrat funkcji niecia֒g lej musi być funkcja֒ niecia֒g la֒;

(b) sześcian funkcji niecia֒g lej musi być funkcja֒ niecia֒g la֒.

75! Dowieść, że jeśli funkcja f jest cia֒g la, to funkcja |f | też jest

cia֒g la. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

76. Udowodnić uwage֒ 17.44.

77. Dowieść, że dla każdego wieloka֒ta wypuk lego istnieje prosta,

która dzieli jednocześnie obwód i pole wieloka֒ta na po lowy.

78. Dowieść, że na brzegu każdego wieloka֒ta wypuk lego leża֒ czte-

ry punkty, które sa֒ wierzcho lkami pewnego kwadratu.
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79. Niech f : [3, 12] −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ cia֒g la֒, że zachodzi

równość f(3) = f(12) . Dowieść, że dla pewnego x ∈ [3, 12]

zachodzi równość f(x) = f(2x) .

80. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒, że istnieje taka liczba

c ∈ (0, 1) , że nierówność |f(x)− f(y)| 6 c|x− y| jest spe lnio-

na dla dowolnych x, y ∈ R . Udowodnić, że istnieje dok ladnie

jedna liczba x0 ∈ R , dla której zachodzi równość f(x0) = x0 .

81. Podać przyk lad takiej funkcji f : R −→ R , że jeśli x 6= y ,

to |f(x) − f(y)| < |x − y| dla x, y ∈ R oraz f(x) > x dla

każdego x ∈ R .

82. Niech f : R −→ R be֒dzie funkcja֒ i niech n > 2 be֒dzie liczba֒

naturalna֒. Niech fn(x) = f(f(. . . f
︸ ︷︷ ︸

n literek f

(x) . . .)) . Dowieść, że

jeśli nierówność |fn(x) − fn(y)| 6 c|x− y| jest spe lniona dla

pewnej liczby c ∈ (0, 1) i wszystkich liczb x, y ∈ R , to istnieje

dok ladnie jedna taka liczba x0 ∈ R , że f(x0) = x0 .

83. Niech f : [0, 1] −→ [0, 1] be֒dzie funkcja֒ zdefiniowana֒ wzorem

f(x) = 1 − |2x − 1| . Niech fn(x) = f(f(. . . f
︸ ︷︷ ︸

n literek f

(x) . . .)). Dla

każdego n ∈ N ustalić liczbe֒ rozwia֒zań równania fn(x) = x.

84. Znaleźć wszystkie takie funkcje f : R −→ R , że dla dowol-

nych a, b ∈ R , a < b , obraz f([a, b]) przedzia lu [a, b] jest

przedzia lem o d lugości b − a .

85. Niech C ⊂ R be֒dzie zbiorem domknie֒tym i ograniczonym

a f : C −→ C — funkcja֒ niemaleja֒ca֒. Dowieść, że f(p) = p

dla pewnego punktu p ∈ C .

86. Niech 0 < c < 1 i niech f(x) =

{
x
c

dla x ∈ [0, c]
1−x
1−c

dla x ∈ [c, 1]
.

Punkt x ma okres n wtedy i tylko wtedy, gdy n jest na-
jmniejsza֒ z liczb naturalnych k > 1 , dla których zachodzi

równość f(f(. . . f
︸ ︷︷ ︸

k literek f

(x) . . .)) = x . Udowodnić, że dla każdej

liczby naturalnej n istnieja֒ punkty, które maja֒ okres n oraz

że jest tych punktów skończenie wiele.
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87. Niech f : (0,∞) −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ cia֒g la֒, że dla

każdej liczby x > 0 zachodzi równość lim
n→∞

f
(

x
n

)
= 0 . Udo-

wodnić, że lim
x→0

f(x) = 0 .

88. Znaleźć wszystkie punkty cia֒g lości funkcji f , jeśli f(x) =

= x2−1
x2−3x+2

dla x /∈ {1, 2} , f(1) = f(2) = 0 .

89. Znaleźć wszystkie punkty cia֒g lości funkcji f , jeśli f(x) =

= ⌊x⌋
2x2−3x+1 dla x 6∈ {1, 1

2} , f(1) = f
(

1
2

)
= 0 .

90. Znaleźć wszystkie punkty cia֒g lości funkcji f , jeśli f(x) =

=x2 − ⌊x2⌋ .

91. Znaleźć wszystkie punkty cia֒g lości funkcji f , jeśli

f(x) =

{ |x|, gdy x /∈ Q,
p

q+1 , gdy x = p
q
, q > 1, p, q ∈ Z, nwd(p, q) = 1.

92. Znaleźć wszystkie punkty cia֒g lości funkcji f , jeśli g jest

funkcja֒ Riemanna i f(x) = (x3 + 6x2 + 11x + 6)g(x) , x ∈ R .

93. Z wypuk lości funkcji x2 wywnioskować, że jeśli a, b, c > 0 ,

to zachodzi nierówność (a2+b2+c2)2

a+b+c
6 a3 + b3 + c3 .

94. Dowieść, że jeśli n > 1 jest liczba֒ naturalna֒, to funkcja n
√

x

jest ścísle wkle֒s la na [0,∞) .

95. Dowieść, że jeśli n > 1 jest liczba֒ naturalna֒, to funkcja n
√

x

jest jednostajnie cia֒g la na [0,∞) .

96! Za lóżmy, że funkcja f : B ∪ C −→ R jest jednostajnie cia֒g la

na zbiorze B i na zbiorze C oraz B ∩ C = ∅ , B 6= ∅ 6= C .
Czy wynika sta֒d jednostajna cia֒g lość na zbiorze B ∪ C ?

97. Czy funkcja x
1+x2 jest jednostajnie cia֒g la na R ?

98. Czy funkcja x√
1+x2

jest jednostajnie cia֒g la na R ?

99. Czy istnieje jednostajnie cia֒g la funkcja określona na pó lpros-

tej [0,∞) , która przekszta lca te֒ pó lprosta֒ na R ?

100. Czy istnieje różnowartościowa funkcja cia֒g la określona na

pó lprostej [0,∞) , która przekszta lca te֒ pó lprosta֒ na R ?

101. Zdefiniować różnowartościowa֒ funkcje cia֒g la֒ przekszta lcaja֒-

ca֒ pó lprosta֒ (0,∞) na R .
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102. Czy istnieje różnowartościowa funkcja jednostajnie cia֒g la

przekszta lcaja֒ca֒ pó lprosta֒ (0,∞) na R ?

103. Dowieść, że jeśli funkcja f : R −→ R jest jednostajnie cia֒g la,

to dla każdej liczby d > 0 istnieje taka liczba M , że jeśli

|x1 − x2| 6 d , to
∣
∣f(x1) − f(x2)

∣
∣ 6 M .

104. Udowodnić, że jeśli funkcja f : [0,∞) −→ R jest cia֒g la oraz

lim
x→∞

f(x) = 0 , to f jest cia֒g la jednostajnie.

105. Rozstrzygna֒ć, czy z tego że funkcja f : [0,∞) −→ R jest

cia֒g la i lim
x→∞

f(x) = 0 oraz g: [0,∞) −→ R jest jednostajnie

cia֒g la, wynika, że ich iloczyn jest funkcja֒ jednostajnie cia֒g la֒.

106. Znaleźć wszystkie przedzia ly, na których funkcja sin 3
√

x jest

jednostajnie cia֒g la.

107. Znaleźć wszystkie przedzia ly, na których funkcja sin x3 jest
jednostajnie cia֒g la.

108. Wykazać, że jeśli funkcja ścísle wypuk la jest cia֒g la i nie jest

monotoniczna, to ma wartość najmniejsza֒ i ta najmniejsza

wartość jest przyjmowana w dok ladnie jednym punkcie, przy
czym jest to punkt wewne֒trzny dziedziny funkcji.

109. Wykazać, że jeśli funkcje f i g sa֒ wypuk le, funkcja g jest

niemaleja֒ca, to funkcja g ◦ f jest wypuk la, jeśli natomiast g

jest nierosna֒ca, to z lożenie g ◦ f może być funkcja֒ wkle֒s la֒,

wypuk la֒ lub być ścísle wypuk la na jednym przedziale, a na

drugim ścísle wkle֒s la.

110. Czy funkcja cia֒g la f , wypuk la na każdym z przedzia lów [a, b]

i [b, c] musi być wypuk la na przedziale [a, c] ?

111. Podać przyk lad dwu funkcji dodatnich ścísle wypuk lych, któ-
rych iloczyn jest ścísle wkle֒s ly.

112. Wykazać, że iloczyn dwu dodatnich funkcji wypuk lych, nie-
maleja֒cych jest wypuk ly. Czy iloczyn dwu funkcji wypuk lych,

nierosna֒cych musi być wypuk ly?

Sformu lować odpowiednie twierdzenie dla funkcji wkle֒s lych.
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Niech a 6= 0 be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒, n — liczba֒ ca lkowita֒.

Określilísmy pote֒ge֒ liczby a wzorami: a0 = 1 , an+1 = an ·
a dla n = 0, 1, 2 . . . oraz an = 1

a−n dla n = −1,−2,−3, . . . .

Spe lnione sa֒ równości am+n = am · an i (am)n = amn dla dowol-

nych liczb ca lkowitych m,n oraz a−n = 1
an dla dowolnej liczby

n ∈ Z . Rozszerzymy teraz definicje pote֒gi definiuja֒c najpierw

pote֒gi o wyk ladniku wymiernym, a potem o wyk ladniku rzeczy-

wistym. Oczywíscie zachowamy ważne w lasności pote֒gowania.

Z wymienionych wyżej najważniejsza jest pierwsza, bo po-

zosta le z niej wynikaja֒. Be֒dziemy wie֒c tak definiować pote֒gi, by

spe lniona by la równość ax+y = ax · ay . To natychmiast prowadzi

do pewnego ograniczenia: a = a1 = a1/2 · a1/2 =
(
a1/2

)2
> 0 , za-

tem podstawa pote֒gi, jeśli chcemy dopuścić np. wszystkie wymier-

ne wyk ladniki musi być nieujemna. Nie może ona być równa 0 ,

bo musia loby wtedy być 00 = 1 , wie֒c 1 = 01 · 0−1 = 0 · 0−1 , co

jest nie możliwe.

Definicja 18.1

dla każdej liczby rzeczywistej x > 0 przyjmujemy 0x = 0 .

Nie definiujemy 00 , ani 0x dla x < 0 , by nie mieć problemów

z w lasnościami pote֒g.

W dalszych rozważaniach zak ladamy, że a > 0 . Niech w∈ Q.

Za lóżmy, że q > 0 i p sa֒ takimi liczbami ca lkowitymi, że w = p
q .

Powinna być spe lniona równość
(
aw
)q

= aw · aw · . . . · aw
︸ ︷︷ ︸

q czynników

= aqw = ap .

Oznacza to, że powinnísmy przyja֒ć, że aw = q
√

ap . Zauważmy, że

liczby wymierne można zapisywać w postaci ilorazu liczby ca lko-

witej i naturalnej na nieskończenie wiele sposobów. Jednak z tego,

że p, q, r, s ∈ Z , q > 0 , s > 0 i p
q = r

s wynika, że q
√

ap = s
√

ar .
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Definicja 18.2 (pote֒gi o wyk ladniku wymiernym)

Jeśli a > 0 , w = p
q , p, q ∈ Z i q > 0 , to pote֒ga֒ liczby a o wy-

k ladniku w nazywamy liczbe֒ aw = q
√

ap . 18.1

Przyk lad 18.1 81/3 = 2, 21/2 =
√

2, 324/5 = 16 , 81−2/4 = 1
9 ,

1048576−7/20 = 1
128 ,

(
216

15625

)−2/3
= 625

36 , 4413/2 = 9261 .

Dla każdej rzeczywistej liczby dodatniej a definiujemy funkcje֒

f̃a: Q −→ R wzorem f̃a(w) = aw . Z w lasności pote֒g o wyk ladni-

kach ca lkowitych i w lasności pierwiastków wynika

Twierdzenie 18.3

Funkcja f̃a ma naste֒puja֒ce w lasności:

18.3.1 Dla dowolnych liczb wymiernych w , i v zachodzi wzór

f̃a(w + v) = f̃a(w) · f̃a(v) ;

18.3.2 f̃a(1) = a ;

18.3.3 jeśli a > 1 , to funkcja f̃a jest ścísle rosna֒ca, funkcja

f̃1 jest sta la, jeśli 0 < a < 1 , to funkcja f̃a jest ścísle

maleja֒ca.

18.3.4 f̃a(w) > 0 dla każdej liczby wymiernej w .

Z uwag poprzedzaja֒cych definicje֒ pote֒gi o wyk ladniku wy-

miernym wynika, że funkcja spe lniaja֒ca֒ warunki 18.3.1 i 18.3.2

jest tylko jedna. Wykażemy, że można ja֒ przed lużyć do funkcji

cia֒g lej na fa: R −→ R w dok ladnie jeden sposób.

Lemat 18.4

Funkcja f̃a jest cia֒g la w punkcie 0 .

Dowód. Funkcja f̃a jest monotoniczna, wie֒c istnieja֒ granice

jednostronne lim
x→0+

f̃a i lim
x→0−

f̃a . Wiemy też, że f̃a(0) = 1 =

= lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

a1/n = lim
n→∞

f̃a( 1
n) i f̃a(0) = 1 = lim

n→∞
1

n
√

a
=

= lim
n→∞

a−1/n = lim
n→∞

f̃a(− 1
n ) . Wynika sta֒d, że obie granice jed-

18.1
Czytamy a do pote֒gi w lub po prostu a do w .
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nostronne sa֒ równe wartości funkcji w punkcie 0 , zatem funkcja

jest cia֒g la w tym punkcie.

Lemat 18.5

Funkcja f̃a jest jednostajnie cia֒g la na każdym zbiorze postaci

(c, d) ∩ Q , gdzie c, d ∈ R i c < d .

Dowód. Niech c, d ∈ R . Ponieważ funkcja f̃a jest monotonicz-

na, wie֒c jest ograniczona na każdym zbiorze ograniczonym (jej

dziedzina jest nieograniczona!). Istnieje zatem liczba M taka, że

dla każdego w ∈ (c, d) ∩ Q zachodzi nierówność 0 < f̃a(w) < M .

Niech v, w ∈ (c, d) ∩ Q . Mamy

|f̃a(v) − f̃a(w)| = f̃a(w)|f̃a(v − w) − 1| 6 M |f̃a(v − w) − f̃a(0)| .
Z tej nierówności i z cia֒g lości funkcji f̃a w punkcie 0 wynika

jednostajna cia֒g lość na zbiorze (c, d) ∩ Q .

Lemat 18.6

Dla każdej liczby a > 0 istnieje dok ladnie jedna funkcja cia֒g la

fa: R −→ R , która jest przed lużeniem funkcji f̃a: Q −→ Q .

Dowód. Z twierdzenia o przed lużaniu funkcji jednostajnie cia֒g-

 lej z poprzedniego rozdzia lu wynika, że dla każdego n ∈ N obcie֒cie

funkcji f̃a do zbioru (−n, n) ∩ Q można przed lużyć do funkcji

cia֒g lej gn: [−n, n] −→ R . Z jednoznaczności przed lużenia wynika,

że jeśli m > n i |x| 6 n , to gm(x) = gn(x) . 18.2 Przyjmujemy

fa(x) = gn(x) dla n > |x| . Cia֒g lość funkcji fa wynika natych-

miast z tego, że każda z funkcji gn jest cia֒g la (jednostajnie).

Twierdzenie 18.7

Dla każdej dodatniej liczby rzeczywistej a istnieje dok ladnie jedna

taka funkcja cia֒g la fa: R −→ R , że

18.7.1 dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość

fa(x + y) = fa(x) · fa(y) ;

18.2
gn(x)=limj→∞ f̃a(wj) , gdzie wj∈(−n,n)∩Q ⊂ (−m,m)∩Q .
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18.7.2 fa(1) = a .

Funkcja fa jest dodatnia, jest przed lużeniem funkcji f̃a, fa(0)=1 .

Jeśli a > 1 , to funkcja fa jest ścísle rosna֒ca, f1(x) = 1 dla

każdego x ∈ R , jeśli 0 < a < 1 , to funkcja fa jest ścísle maleja֒ca.

Dowód. Niech fa oznacza cia֒g le przed lużenie funkcji f̃a , które-

go istnienie zosta lo wykazane w lemacie poprzedzaja֒cym to twier-

dzenie. Niech x, y ∈ R . Istnieja֒ cia֒gi liczb wymiernych (vn)

i (wn) zbieżne odpowiednio do x i y . Zachodzi wie֒c równość

lim
n→∞

(vn + wn) = x + y . Z cia֒g lości fa wynika, że

fa(x) · fa(y) = lim
n→∞

f̃a(vn) · lim
n→∞

f̃a(wn) =

= lim
n→∞

(
f̃a(vn) · f̃a(wn)

)
= lim

n→∞
f̃a(vn + wn) = f(x + y) .

Oczywíscie fa(1) = f̃a(1) = a . Wykazalísmy, że funkcja cia֒g la fa

ma obie w lasności.

Wykażemy, że jest tylko jedna funkcja cia֒g la spe lniaja֒ca oba

warunki. Z pierwszego warunku wynika, że g(x)=g(x
2
) · g(x

2
) > 0.

Jeśli g(x) = 0 , to a = g(1) = g(x)g(1 − x) = 0 wbrew temu, że

a > 0 . Wobec tego g(x) > 0 dla każdego x . Dla każdej liczby

naturalnej n zachodzi równość g(1) = g(n · 1
n

) = g( 1
n

)n , zatem

g( 1
n ) = n

√
a . Jeśli k, n sa֒ liczbami naturalnymi, to g( k

n) = g( 1
n )k ,

zatem g( k
n) =

n
√

ak = ak/n . g(0) = g(0 + 0) = g(0)2 , zatem

g(0) = 1 (wiemy, że g(0) > 0 ). Sta֒d 1 = g(0) = g(x)g(−x) ,

zatem g(−x) = 1
g(x)

dla każdego x . W szczególności mamy

g(− k
n ) = 1

g( k
n )

= 1
ak/n = a−k/n . Wykazalísmy wie֒c, że dla każdej

liczby wymiernej w zachodzi równość g(w) = aw = f̃a(w) . Sta֒d

i z cia֒g lości g wynika, że dla każdego x ∈ R zachodzi równość

g(x) = fa(x) , co kończy dowód jednoznaczności.

Za lóżmy teraz, że a > 1 i x < y . Istnieja֒ takie cia֒gi liczb

wymiernych (vn) i (wn) , że x = lim
n→∞

vn i y = lim
n→∞

wn . Dla

dostatecznie dużych n mamy vn < wn , wie֒c fa(vn) < fa(wn) ,
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wobec tego fa(x) = lim
n→∞

fa(vn) 6 lim
n→∞

fa(wn) = fa(y) , wie֒c

fa(x) 6 fa(y) . Istnieja֒ takie liczby wymierne v, w , że x < v <

<w <y , zatem fa(x)6 fa(v)<fa(w)6fa(y) , wie֒c f(x) < f(y).

W taki sam sposób dowodzimy, że funkcja f1 jest sta la, a dla

0 < a < 1 funkcja fa jest ścísle maleja֒ca.

Definicja 18.8 (pote֒gi i funkcji wyk ladniczej)

Funkcje֒ cia֒g la֒ fa , która spe lnia warunek fa(1) = a oraz warunek

fa(x + y) = fa(x)fa(y) dla x, y ∈ R , nazywamy funkcja֒ wyk lad-

nicza֒ o podstawie a . Jej wartość w punkcie x oznaczamy przez

ax i nazywamy pote֒ga֒ liczby a o wyk ladniku x .

Uwaga 18.9 Zamiast zak ladać cia֒g lość funkcji ax można zak la-

dać jej monotoniczność lub ograniczoność na pewnym otwartym

przedziale zawieraja֒cym 0 . Dowody wcale nie sa֒ trudniejsze od

podanego przy za lożeniu cia֒g lości.

Uwaga 18.10 Jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ cia֒g la֒ (albo monoto-

niczna֒), dla której równość f(x + y) = f(x)f(y) dla dowolnych

x, y ∈ R , to albo jest f jest funkcja֒ zerowa֒, albo istnieje taka

liczba a > 0 , że f(x) = ax dla każdego x ∈ R .

Uwaga 18.11 Można wykazać istnienie funkcji niecia֒g lych spe l-

niaja֒cych równanie f(x + y) = f(x)f(y) .

Przyk lad 18.2 Niech exp(x) =

∞∑

n=0

xn

n! . Wykazalísmy już, że

exp(x + y)= exp(x) exp(y) (przyk lad 16.18) i że funkcja exp jest

cia֒g la (przyk lad 17.31), wie֒c exp(x) =
(

exp(1)
)x

dla x ∈ R .

Przyk lad 18.3 Niech Exp(x) = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
. Udowod-

nilísmy w rozdziale pierwszym, że ta funkcja jest dobrze określona

dla każdego x ∈ R oraz, że Exp(x + y) = Exp(x)Exp(y) . Dla

każdego x i dla n > −x zachodzi nierówność
(
1 + x

n

)n
> 1 + x ,
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która wynika z nierówności Bernoulliego, wie֒c Exp(x) > 1 + x

dla każdego x ∈ R . Sta֒d Exp(x) = 1
Exp(−x) 6

1
1−x dla x < 1.

Wobec tego lim
x→0

Exp(x) = Exp(0) = 1 , zatem funkcja Exp jest

cia֒g la, o czym przekonujemy sie֒ tak, jak o cia֒g lości funkcji exp

w końcu przyk ladu 17.31. Sta֒d wynika, że dla każdego x ∈ R

zachodzi równość Exp(x) =
(
Exp(1)

)x
= ex . Przypomnijmy, że

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e = lim

n→∞

(
1 + 1

1! + 1
2! + · · · + 1

n!

)
, zad. 15.30.

Przyk lad 18.4 Z rozumowania w poprzednim przyk ladzie wy-

nika, że dla każdego x ∈ R zachodzi nierówność ex > 1 + x. Jeśli

x < 1 , to również 1 + x 6 ex = 1
e−x 6

1
1+(−x)

= 1
1−x

.

Twierdzenie 18.12

Dla dowolnych liczb dodatnich a, b i dowolnych liczb rzeczywis-

tych x, y zachodza֒ naste֒puja֒ce wzory:

a−x = 1
ax , ax−y = ax

ay ,
(
ax
)y

= axy , (ab)x = axbx ,
(

a
b

)x
= ax

bx .

Dowód. a−x · ax = a0 = 1 , wie֒c pierwszy zosta l udowodniony.

ax−y · ay = ax , co dowodzi drugi z kolei. Jeśli x ∈ R , to ax > 0 .

Ustalmy x . Niech g(y) =
(
ax
)y

i h(y) = axy . Zachodza֒ równości

g(1) =
(
ax
)1

= ax = ax·1 = h(1) . Mamy też

g(y + z) =
(
ax
)y+z

=
(
ax
)y ·

(
ax
)z

= g(y)g(z) oraz

h(y + z) =ax(y+z) = axy+xz = axyaxz = h(y)h(z) .

Funkcja g jest cia֒g la jako wyk ladnicza o podstawie ax , a funkcja

h jako z lożenie funkcji linowej i wyk ladniczej. Z twierdzenia o

jednoznaczności funkcji wyk ladniczej wynika, że dla każdej liczby

y zachodzi równość g(y) = h(y), czyli
(
ax
)y

= axy . W taki sam

sposób można udowodnić równość (ab)x = axbx . Z niej wynika,

że
(

a
b

)x
= ax

bx .

Twierdzenie 18.13

Jeśli a > 1 , to lim
x→−∞

ax = 0 i lim
x→∞

ax = ∞ .

Jeśli a < 1 , to lim
x→−∞

ax = ∞ i lim
x→∞

ax = 0 .
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Dowód. Funkcja ax jest monotoniczna, wie֒c wszystkie granice

istnieja֒. Jeśli a > 1 , to lim
n→∞

an = ∞ , zatem lim
x→∞

ax = ∞ .

W pozosta lych trzech przypadkach poste֒pujemy podobnie.

Twierdzenie 18.14 (o wypuk lości funkcji wyk ladniczej)

Funkcja wyk ladnicza ax jest wypuk la, jeśli 0 < a 6= 1 , to jest

ścísle wypuk la.

Dowód. Jeśli x 6= y i 0 < a 6= 1 , to 0 <
(
ax/2 − ay/2

)2
=

=ax + ay − 2a(x+y)/2 , zatem a(x+y)/2 < 1
2

(
ax + ay

)
, co w świetle

twierdzenia o wypuk lości funkcji cia֒g lej kończy dowód ścis lej wy-

puk lości, gdy 1 6= a > 0 .

a = 1

a > 10 < a < 1

Wykresy funkcji y = ax

(0, 1)

Twierdzenie 18.15 (o obrazie funkcji wyk ladniczej)

Jeśli 0 < a 6= 1 , to dla każdej liczby dodatniej y istnieje dok ladnie

jedna taka liczba rzeczywista x , że y = ax .

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że a > 1 . Mamy wte-

dy lim
x→∞

ax = ∞ i lim
x→−∞

ax = 0 , wie֒c istnieja֒ takie liczby x′

i x′′ , że ax′

< y < ax′′

. Funkcja wyk ladnicza jest cia֒g la, wie֒c

ma w lasność przyjmowania wartości pośrednich (Darboux), zatem

istnieje taka liczba x ∈ (x′, x′′) , że y = ax . Ze ścis lej monoto-

niczności funkcji wyk ladniczej wnioskujemy, że taka liczba x jest

co najwyżej jedna.
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Twierdzenie, które w laśnie udowodnilísmy można wypowie-

dzieć w naste֒puja֒cy sposób: obrazem funkcji wyk ladniczej o pod-

stawie a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) jest pó lprosta (0,∞) .

Definicja 18.16 (logarytmu)

Niech 0 < a 6= 1 . Logarytmem liczby y > 0 przy podstawie a

nazywamy taka֒ liczbe֒ x ∈ R taka֒, że y = ax . Piszemy wtedy

x = loga y . Funkcje֒, która liczbie y przypisuje jej logarytm przy

podstawie a nazywamy logarytmiczna֒.

Możemy wie֒c napisać równość aloga x = x . Funkcja logaryt-

miczna o podstawie a jest funkcja֒ odwrotna do funkcji wyk lad-

niczej o tej samej podstawie. Z definicji logarytmu, z w lasności

pote֒g i twierdzenia o cia֒g lości funkcji odwrotnej wynika

Twierdzenie 18.17 (o w lasnościach logarytmu)

Niech a, b > 0 i a 6= 1 6= b . Wtedy

18.17.1 loga 1 = 0 ;

18.17.2 loga(xy) = loga x + loga y dla dowolnych x, y > 0 ;

18.17.3 loga
x
y = loga x − loga y dla dowolnych x, y > 0 ;

18.17.4 loga

(
xy
)

= y loga x dla dowolnego x > 0 i y ∈ R ;

18.17.5 loga
1
x = − loga x dla dowolnego x > 0 ;

18.17.6 loga x =
logb x
logb a dla dowolnego x > 0 ;

18.17.7 funkcja logarytmiczna jest cia֒g la na (0,∞) ;

18.17.8 jeśli a > 1 , to funkcja wyk ladnicza loga x jest ścísle

rosna֒ca, a jeśli 0 < a < 1 — ścísle maleja֒ca.

Twierdzenie 18.18 (o wypuk lości logarytmu)

Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja loga jest ścísle wypuk la, jeśli a > 1 ,

to funkcja loga jest ścísle wkle֒s la.

Dowód. Niech x 6=y be֒da֒ dowolnymi liczbami dodatnimi i niech

0 < p < 1 . Ze ścis lej wypuk lości funkcji ax wynika, że

ap loga x+(1−p) loga y < paloga x + (1 − p)aloga y = px + (1 − p)y .
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Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja loga jest ścísle maleja֒ca, wie֒c

p loga x + (1 − p) loga y > loga(px + (1 − p)y) ,

a jeśli a > 1 , to funkcja loga jest ścísle rosna֒ca, wie֒c

p loga x + (1 − p) loga y < loga(px + (1 − p)y) .

Dowód zosta l zakończony.

W twierdzeniu 18.13 podane sa֒ granice funkcji wyk ladniczej

w ±∞ . Z tego twierdzenia wynika od razu

Twierdzenie 18.19

Jeśli a > 1 , to lim
x→∞

loga x = ∞ i lim
x→0

loga x = −∞ .

Jeśli 0 < a < 1 , to lim
x→∞

loga x = −∞ i lim
x→0

loga x = ∞ .

a > 1

0 < a < 1

Wykresy funkcji y = loga x

(1, 0)

Uwaga 18.20 (po co nam logarytmy)

Logarytmami zacze֒to zajmować sie֒ na pocza֒tku XVII wieku. Ce-

lem by lo uproszczenie skomplikowanych obliczeń pojawiaja֒cych

sie֒ w różnych sytuacjach, g lównie w astronomii. Nie by lo wte-

dy komputerów, kalkulatorów — obliczano wszystko ,,re֒cznie”.

Opublikowanie tablic przez Johna Napiera w 1614 r logarytmicz-

nych, a naste֒pnie w 1624 r tablic logarytmów dziesie֒tnych (czyli

o podstawie 10 ) przez Henry Briggsa uprości lo obliczenia: można

by lo zasta֒pić mnożenie dodawaniem, pierwiastkowanie — dzie-

leniem logarytmu przez stopień pierwiastka itd. Chca֒c znaleźć

iloczyn xy można by lo znaleźć w tablicach logarytmów liczby
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loga x i loga y , naste֒pnie dodać je, bo loga(xy) = loga x + loga y ,

odszukać w tablicach liczbe֒ loga(xy) , by odczytać czemu jest rów-

ny iloczyn. Podobnie można pote֒gować, pierwiastkować, dzielić.

Dzís rachunki przeprowadzaja֒ za nas urza֒dzenia elektronicz-

ne i ma lo kogo obchodzi, jak one to robia֒. Tym nie mniej jest

drugi bardzo istotny powód używania logarytmów. W sytuacjach,

w których mamy do czynienia z liczbami bardzo różnej wielkości

warto te liczby zlogarytmować. Podstawowe przyk lady to skala

trze֒sień ziemi, jasności gwiazd, wyste֒puja֒cy w chemii czynnik

pH i wiele innych. Jeśli pojawiaja֒ sie֒ czasem liczby wielkości

10−7 a czasem liczby rze֒du 107 , to jest k lopot z kontrola֒ ich

wielkości, z rysowaniem wykresów itp. Po zlogarytmowaniu (przy

podstawie 10) mamy do czynienia z liczbami od −7 do 7 , które

znacznie  latwiej można kontrolować. Nie wydaje sie֒, by w daja֒cej

sie֒ przewidzieć przysz lości zrezygnowano z logarytmów.

Bardzo ważna֒ role֒ w matematyce pe lni funkcja wyk ladnicza

o podstawie e i wraz z nia֒ logarytmy o tej samej podstawie.

Zwane sa֒ one naturalnymi. W istocie rzeczy one pojawi ly sie֒ przed

dziesie֒tnymi.

Definicja 18.21 (logarytmu naturalnego)

Logarytmem naturalnym liczby x > 0 nazywamy liczbe֒ loge x ,

która֒ oznaczamy symbolem ln x .

Ponieważ e ≈ 2,718281828 > 1 , wie֒c funkcja ln jest ścísle

rosna֒ca i ścísle wkle֒s la.

Zajmiemy sie֒ dalszymi w lasnościami funkcji wyk ladniczych

i logarytmicznych.

Twierdzenie 18.22

Dla każdej liczby dodatniej a istnieje granica lim
h→0

ah−1
h .

Dowód. Istnienie skończonych granic jednostronnych wynika

z wypuk lości funkcji wyk ladniczej, co udowodnilísmy w poprzed-
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nim rozdziale (zob. twierdzenie 17.54). Wystarczy wykazać ich

równość. Mamy lim
h→0

ah = 1 i ah−1
h = ah 1−a−h

h = ah a−h−1
−h .

Z tych równości wynika od razu, że lim
h→0−

ah−1
h

= 1 · lim
h→0+

ah−1
h

, co

kończy dowód twierdzenia.

Przyk lad 18.5 lim
x→0

ex−1
x = 1 . Wiemy już (przyk lad 18.4),

jeśli x < 1 , to 1 + x 6 ex 6
1

1+(−x) = 1
1−x = 1 + x + x2

1−x , a sta֒d

wnioskujemy, że 0 6
ex−(1+x)

|x| 6
|x|

1−x −−−→
x→0

0 . Sta֒d wynika, że

lim
x→0

ex−(1+x)
x = 0 , bo ex−(1+x)

x = ex−(1+x)
|x|

|x|
x a funkcja |x|

x jest

ograniczona.

Przyk lad 18.6 lim
x→0

ax−1
x

= ln a . Dla a = 1 obie strony rów-

ności sa֒ równe 0 . Za lóżmy, że 0 < a 6= 1 . Wobec tego zachodzi

równość ax−1
x = ex ln a−1

x = ex ln a−1
x ln a · ln a . Z tej równości i tego, co

wykazalísmy w poprzednim przyk ladzie wynika dowodzony wzór.

Dodatkowo lim
h→0

ax+h−ax

h = ax lim
h→0

ah−1
h = ax ln a .

Uwaga 18.23

Czytelnik zechce wykazać, że jeśli dla każdej liczby rzeczywistej x

zachodzi nierówność ax > 1 + x , to a = e .

Przyk lad 18.7 Jeśli x > −1 , to x > ln(1 + x) przy czym

równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 . Te֒ nierówność

otrzymujemy logarytmuja֒c znana֒ już nierówność ex > 1 + x .

Przyk lad 18.8 Jeśli x > −1 , to ln(1 + x) >
x

1+x .

Mamy −x
1+x

= −1 + 1
1+x

> −1 , zatem −x
1+x

> ln
(
1 + −x

1+x

)
=

= ln 1
1+x = − ln(1 + x) , czyli ln(1 + x) >

x
1+x .

Przyk lad 18.9 Wykażemy, że lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 .

Wynika to z nierówności x > ln(1+x) >
x

1+x
= x+ −x2

1+x
, bo z niej

wynika, że 0 6 x − ln(1 + x) 6
x2

1+x .
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Uwaga 18.24

Funkcje wyk ladnicze s luża֒ do opisywania wielu zjawisk. Roz-

ważymy dwa przyk lady: zmiana d lugości metalowego pre֒ta pod

wp lywem zmiany jego temperatury i ubytek masy pierwiastka pro-

mieniotwórczego z up lywem czasu. Jak wiadomo ,, przyrost ∆ℓ

d lugości metalowego pre֒ta odpowiadaja֒cy przyrostowi ∆t jego

temperatury jest proporcjonalny do jego d lugości ℓ ”. Podobnie

ubytek ∆m masy pierwiastka promieniotwórczego w czasie ∆t jest

proporcjonalny do masy m .

Oznaczmy przez ℓ(t) d lugość pre֒ta w temperaturze t . Wtedy

∆ℓ = ℓ(t + ∆t)− ℓ(t) . Jeśli wspó lczynnik proporcjonalności ozna-

czymy przez k , to ∆ℓ = kℓ(t) . Oczywíscie różnym przyrostom

temperatury odpowiadaja֒ różne wartości wspó lczynnika k , wie֒c

należy myśleć o k jak o funkcji zmiennej ∆t . Ta funkcja oczywís-

cie jest rosna֒ca — wie֒kszy przyrost temperatury powoduje wie֒ksze

wyd lużenie pre֒ta. Jeśli h jest liczba֒ rzeczywista֒, to

ℓ(t + h) = ℓ(t) + k(h) · ℓ(t) =
(
1 + k(h)

)
ℓ(t) .

Dla dowolnych liczb h1, h2 mamy wie֒c
(
1 + k(h1 + h2)

)
ℓ(t) =

=ℓ(t+h1 +h2) =
(
1+k(h2)

)
ℓ(t+h1) =

(
1+k(h2)

)(
1+k(h1)

)
ℓ(t).

Niech f(h) = 1 + k(h). Z otrzymanej równości wnioskujemy, że

f(h1 +h2) = f(h2)f(h1) , wie֒c funkcja f jest funkcja֒ wyk ladnicza֒

(jest rosna֒ca!). Istnieje wie֒c taka liczba a > 1 , że dla dowolnego

h zachodzi równość f(h) = ah . 18.3 Niech λ = ln a . Możemy

napisać f(h) = eλh . Wtedy ℓ(t + h) = eλhℓ(t) . Liczba λ nazy-

wana jest wspó lczynnikiem rozszerzalności cieplnej metalu. Dla

żelaza mamy λ ≈ 1,2 · 10−5 1
1◦C .

18.3
W istocie rzeczy funkcja k , wie֒c również funkcja f , jest określona je-

dynie w pewnym otoczeniu 0, bo w wysokich i w niskich temperaturach
prawo fizyczne, do którego odwo lalísmy sie֒ już nie dzia la, np. w wysok-

iej temperaturze metal staje sie֒ p lynny. Jednak można twierdzenie charak-

teryzuja֒ce funkcje֒ wyk ladnicza֒ udowodnić w przypadku funkcji określonych

na przedziale postaci (−δ,δ), wtedy równanie f(x+y)=f(x)f(y) ma być
spe lnione, jeśli x,y∈(−δ,δ) i x+y∈(−δ,δ) .
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Jeśli 0 < λh < 1 , to 0 < eλh − (1 + λh) < (λh)2

1−λh . Wzór

x2

1−x definiuje funkcje֒ ścísle rosna֒ca֒ na przedziale [0, 1) , bo licznik

rośnie a mianownik maleje. Przyjmijmy, że różnica֒ temperatur

mie֒dzy zima֒ i latem wynosi nie wie֒cej niż 50◦ C, a d lugość szyny

kolejowej jest równa zima֒ 20 m. Wtedy (h = 50 , ℓ(t) = 20 )

(1 + λh)ℓ(t) = (1 + 1,2 · 10−5 · 50) · 20m = 20m + 1,2 · 10−2m ,

zatem w przybliżeniu d lugość szyny latem jest wie֒ksza o 12 mm

niż zima֒. B la֒d, który pope lnilísmy jest mniejszy niż

20 · (6·10−4)2

1−6·10−4 < 20 · (6 · 10−4)2 · (1 + 7 · 10−4) =

= 7, 2 · 10−6 + 5,04 · 10−9 < 7,3 · 10−6 < 10−5 .

To w metrach, wie֒c ten b la֒d jest mniejszy niż 0, 01 mm. Taki

b la֒d żadnego praktycznego znaczenia w tym przypadku nie ma,

bo z taka֒ dok ladnościa֒ szyny nie sa֒ mierzone! Dlatego zamiast

funkcji wyk ladniczej stosowana jest w takich sytuacjach liniowa,

która֒ przybliżamy w laściwa֒ funkcje֒.

Zupe lnie inaczej jest w przypadku rozpadu promieniotwórcze-

go, chociaż wzór, który otrzymujemy, wygla֒da prawie tak samo:

m(t + h) = eλhm(t) . Tym razem λ < 0 , ale to nie jest g lówna

różnica. Ważne jest to, że cze֒sto interesuje nas tzw. okres po lo-

wicznego rozpadu, czyli takie h > 0 , że eλh = m(t+h)
m(t) = 1

2 , czyli

λh = − ln 2 ≈ −0,6931 . W tym wypadku otrzymujemy

eλh − (1 + λh) = 1
2 − (1 − 0,693) = 0,193 ,

a to oznacza, że wzoru przybliżonego stosować w tej sytuacji nie

można. Obliczenia, w których λh ≈ − ln 2 sa֒ cze֒sto wykony-

wane. Przy ustalaniu wieku zabytków zawieraja֒cych substancje

organiczne mierzona jest zawartość radioaktywnego we֒gla 14C ,

tzw. radiowe֒gla. Czas obliczany jest z wzoru m(t + h) = eλhm(t)

— znamy wspó lczynnik λ , czas t + h , w którym dokonujemy

pomiaru, mase֒ radiowe֒gla m(t + h) w chwili dokonywania po-

miaru, m(t) — mase֒ radiowe֒gla w żywej substancji organicznej
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(w żywych organizmach stosunek masy radiowe֒gla do masy we֒gla

jest sta ly, a po śmierci maleje, bo nowy we֒giel radioaktywny już nie

jest dostarczany i jego zawartość zmniejsza sie֒ dwukrotnie w cia֒gu

oko lo 5730 lat, tzn. λ ≈ −0,6931
5730

≈ 1,2096 · 10−4 ).

Definicja 18.25 (funkcji pote֒gowej)

Niech a be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Funkcje֒ postaci xa

nazywamy funkcja֒ pote֒gowa֒. Gdy a > 0 jej dziedzina֒ jest pó l-

prosta domknie֒ta [0,∞) , gdy a 6 0 — pó lprosta (0,∞) .

Czasem można przyja֒ć, że dziedzina jest wie֒ksza, np. można

uważać, że dziedzina֒ funkcji x−3/5 = 1
5√

x3
jest zbiór liczb różnych

od zera (można dopuścić ujemne argumenty). Trzeba jednak wte-

dy wszystko dok ladnie kontrolować, bo ujemna podstawa pote֒gi

może powodować niewykonalność niektórych operacji.

Twierdzenie 18.26 (o w lasnościach funkcji pote֒gowej)

Funkcja pote֒gowa xa jest cia֒g la w ca lej swej dziedzinie;

jeśli a > 0 , to jest ona ścísle rosna֒ca na pó lprostej (0,∞) ,

jeśli a = 0 — sta la a jeśli a < 0 — maleja֒ca.

Dowód. Mamy xa = ea ln x , czyli funkcja pote֒gowa jest z lo-

żeniem funkcji a ln x i funkcji ścísle rosna֒cej ez argumentu z .

Z punktu widzenia monotoniczności nie różni sie֒ od znanej nam

już funkcji a ln x .

Twierdzenie 18.27

Jeśli a < 0 , to lim
x→∞

xa = 0 i lim
x→0

xa = ∞ ;

jeśli a = 0 , to xa = x0 = 1 dla każdego x > 0 ;

jeśli a > 0 , to lim
x→∞

xa = ∞ i lim
x→0

xa = 0 .

Dowód. Wynika to natychmiast z w lasności logarytmu natural-

nego i funkcji wyk ladniczej.
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a
>

1

a
<

0

0 < a < 1

a = 0

a
=

1

Wykresy funkcji y = xa1

1

Zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ funkcji pote֒gowej.

Lemat 18.28

Dla każdej liczby naturalnej n i dowolnych liczb dodatnich a 6= b

zachodzi nierówność n

√
an+bn

2
< n+1

√
an+1+bn+1

2
.

Dowód. Nierówność, która zamierzamy udowodnić jest równo-

ważna naste֒puja֒cej:
(
an + bn

)n+1
< 2

(
an+1 + bn+1

)n
. Udowod-

nimy ja֒ indukcyjnie. Dla n = 1 mamy (a+b)2 < 2(a2 +b2) , czyli

2ab < a2 + b2 tzn. 0 < (a − b)2 , co jest prawda֒, bo a 6= b .

Za lóżmy naste֒pnie że dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi

nierówność
(
an + bn

)n+1
< 2
(
an+1 + bn+1

)n
.

Mnoża֒c nierówność 2ab < a2 + b2 przez anbn > 0 otrzymu-

jemy 2an+1bn+1 < anbn+2 + an+2bn , sta֒d mamy

a2n+2 + 2an+1bn+1 + b2n+2 < a2n+2 + anbn+2 + an+2bn + b2n+2 ,

wie֒c
(
an+1 + bn+1

)2
<
(
an+2 + bn+2

)(
an + bn

)
. Sta֒d otrzymu-

jemy
(
an+1 + bn+1

)2n+2
<
(
an+2 + bn+2

)n+1(
an + bn

)n+1
, wie֒c

(an+1 + bn+1)n+2

(an + bn)n+1
<

(an+2 + bn+2)n+1

(an+1 + bn+1
)n . Ostatnio otrzymana֒ nie-

równość mnożymy przez te֒ z za lożenia indukcyjnego i otrzymu-

jemy
(
an+1 + bn+1

)n+2
< 2

(
an+2 + bn+2

)n+1
, czyli teze֒ induk-

cyjna֒. Dowód zosta l zakończony.

Z udowodnionego lematu wynika
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Wniosek 18.29

Jeśli m < n , a 6= b i a, b > 0 , to m

√
am+bm

2 < n

√
an+bn

2 .

Podstawiaja֒c w tym wniosku a = n
√

x i b = n
√

y i podnosza֒c

nierówność obustronnie do pote֒gi m otrzymujemy nierówność

1
2

(
xm/n + ym/n

)
<
(

x+y
2

)m/n
.

Przyjmuja֒c x = un/m , y = vn/m otrzymujemy

1
2

(
u + v

)
<
(

un/m+vn/m

2

)m/n
,

co można przepisać w postaci
(

u+v
2

)n/m
< 1

2

(
un/m +vn/m

)
. Sta֒d

wynika naste֒puja֒cy

Wniosek 18.30 Jeśli 0 < r < 1 < s , r, s ∈ Q , to funkcja xr

jest ścísle wkle֒s la, a funkcja xs — ścísle wypuk la.

Lemat 18.31 (o pochodnej funkcji pote֒gowej)

lim
h→0

(t+h)a−ta

h = ata−1 dla każdego t > 0 i każdego a ∈ R .

Dowód. Dla a = 0 teza jest oczywista. Dalej a 6= 0 . Wtedy

lim
h→0

(t+h)a−ta

h = lim
h→0

ea ln(t+h)−ea ln t

a ln(t+h)−a ln t · lim
h→0

a ln(t+h)−a ln t
h =

= ea ln t · a · lim
h→0

ln(1+ h
t )

h
t

· 1
t = ta · a · 1 · 1

t = ata−1 — wynika to

z twierdzeń z przyk ladów 18.5, 18.6 i 18.9.

Twierdzenie 18.32 (o wypuk lości funkcji pote֒gowej)

Jeśli a > 1 , to funkcja xa jest ścísle wypuk la.

Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja xa jest ścísle wkle֒s la.

Jeśli a < 0 , to funkcja xa jest ścísle wypuk la.

Dowód. Niech 0 < x < y . Jeśli a > 1 , to istnieje cia֒g (sn)

liczb wymiernych, wie֒kszych od 1 zbieżny do a . Z wniosku

poprzedzaja֒cego to twierdzenie wynika, że dla każdego sn za-

chodzi nierówność
(

x+y
2

)sn
< 1

2

(
xsn + ysn

)
. Z cia֒g lości funkcji

wyk ladniczej wynika, że spe lniona jest nierówność
(

x+y
2

)a
= lim

n→∞

(
x+y

2

)sn
6 lim

n→∞
1
2

(
xsn + ysn

)
6

1
2

(
xa + ya

)
.

Z niej i z twierdzenia o wypuk lości funkcji cia֒g lej wynika, że funk-
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cja xa jest wypuk la.

Za lóżmy, że nie jest ścísle wypuk la. Istnieja֒ wtedy takie liczby

0 < x < y , że
(

x+y
2

)a
= 1

2

(
xa + ya

)
.

Wynika z tej równości, że ya −
(

x+y
2

)a
=
(

x+y
2

)a − xa =

=1
2

(
ya − xa

)
. Ponieważ funkcja xa jest wypuk la, wie֒c funkcja

Q(t) := ta−xa

t−x zmiennej t jest niemaleja֒ca (twierdzenie 17.53 z po-

przedniego rozdzia lu). Z za lożenia o punktach x, y wynika, że

Q
(

x+y
2

)
=

(x+y
2 )a − xa

y−x
2

=
ya − xa

y − x
= Q(y) . Sta֒d wynika, że

funkcja Q jest sta la na przedziale
[

x+y
2 , y

]
, jej jedyna֒ wartościa֒

na tym przedziale jest liczba A := ya−xa

y−x . Wynika sta֒d, że jeśli

t ∈
[

x+y
2 , y

]
, to ta−xa

t−x = A , wie֒c ta = A(t − x) + xa . Wobec

tego ata−1 = lim
h→0

(t+h)a−ta

h = lim
h→0

A(t+h−x)+xa−A(t−x)−xa

h = A

dla każdego t ∈
(

x+y
2 , y) , co jest niemożliwe, bo funkcja ata−1

jest ścísle rosna֒ca, zatem nie jest sta la na żadnym przedziale.

Podobnie dowodzimy, że funkcja xa jest wkle֒s la, gdy w przy-

padku a ∈ (0, 1) . Jeśli a < 0 , to funkcja xa = ea ln x jest z loże-

niem funkcji ścísle wypuk lej a ln x i ścísle rosna֒cej funkcji ścísle

wypuk lej ey , wie֒c jest ścísle wypuk la.

Podany tu dowód twierdzenia jest zaskakuja֒co d lugi. Później

be֒dziemy w stanie podać znacznie krótszy (w dwóch wierszach),

ale na razie brakuje dobrych narze֒dzi do zrealizowania tego celu.

Przyk lad 18.10 Uogólnimy nierówność Bernoulliego, miano-

wicie udowodnimy, że jeśli x > −1 i x 6= 0 oraz

jeśli a < 0 lub a > 1 , to (1 + x)a > 1 + ax ;

jeśli 0 < a < 1 , to (1 + x)a < 1 + ax .

Dowód. Mamy lim
x→0

(1+x)a−1
x = lim

x→0

ea ln(1+x)−1
a ln(1+x) · ln(1+x)

x · a = a ,

bo, jak udowodnilísmy wcześniej, lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 i lim

x→0

ex−1
x = 1 .

Jeśli a < 0 lub a > 1 , to funkcja (1 + x)a jest ścísle wypuk la
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na pó lprostej (−1,∞) , wie֒c funkcja (1+x)a−1
x jest ścísle rosna֒ca

na zbiorze (−1, 0) ∪ (0,∞) . Wynika sta֒d, że jeśli x ∈ (−1, 0) ,

to zachodzi nierówność (1+x)a−1
x < lim

x→0−

(1+x)a−1
x = a , zaś jeśli

x > 0 , to — nierówność (1+x)a−1
x

> lim
x→0+

(1+x)a−1
x

= a .

W przypadku 0 < a < 1 rozumujemy tak samo korzystaja֒c

ze ścis lej wkle֒s lości funkcji xa .

Przyk lad 18.11 Dla dowolnych liczb a1, a2, . . . , an > 0 za-

chodzi nierówność n
√

a1 · a2 · . . . · an 6
1
n(a1 + a2 + · · · + an) .

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an .

Możemy za lożyć, że liczby a1 , a2 , . . . , an sa֒ dodatnie. bo

jeśli jedna z nich jest równa 0 , to lewa strona nierówności też jest

zerem, wie֒c nierówność jest spe lniona. Dowodzona nierówność

równoważna jest nierówności

ln 1
n (a1 + a2 + · · · + an) >

1
n (ln a1 + ln a2 + · · · + ln an) ,

a to jest nierówność Jensena dla funkcji ścísle wkle֒s lej ln ze

wszystkimi wagami równymi 1
n .

Przyk lad 18.12 Z wypuk lości funkcji pote֒gowej xa dla a > 1

i z nierówności Jensena wynika, że

(p1x1 + p2x2 + · · · + pnxn)a 6 p1x
a
1 + p2x

a
2 + · · · + pnxa

n ,

dla dowolnych nieujemnych liczb x1, x2, . . . , xn i p1, p2, . . . , pn ,

jeśli p1 + p2 + · · · + pn = 1 .

Niech 0 < c < d i niech a1 , a2 , . . . , an be֒da֒ liczbami

dodatnimi. Przyjmujemy xj = ac
j dla j = 1, 2, . . . , n i a = d

c
.

Otrzymujemy

(p1a
c
1 + p2a

c
2 + · · · + pnac

n)d/c 6 p1a
d
1 + p2a

d
2 + · · · + pnad

n ,

co można zapisać jako

(p1a
c
1 + p2a

c
2 + · · · + pnac

n)1/c 6 (p1a
d
1 + p2a

d
2 + · · · + pnad

n)1/d .

W szczególności, gdy p1 = p2 = . . . = pn = 1
n , otrzymujemy:

(
ac
1+ac

2+···+ac
n

n

)1/c

6

(
ad
1+ad

2+···+ad
n

n

)1/d

.
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Przyk lad 18.13 (Nierówność Höldera)

Dla dowolnych liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn i do-

wolnych takich liczb p, q > 0 , że 1
p + 1

q = 1 zachodzi nierówność:

a1b1 + a2b2 + · · · + anbn ≤
6 (ap

1 + ap
2 + · · · + ap

n)
1/p

(bq
1 + bq

2 + · · · + bq
n)

1/q
.

Dowód. Z równości 1
p

+ 1
q

= 1 wynika, że p > 1 , q > 1 oraz

1
q = 1 − 1

p = p−1
p . Ponieważ p > 1 , wie֒c funkcja xp jest ścísle

wypuk la, jak to wykazalísmy wcześniej. Możemy zastosować do

niej nierówność Jensena. Bez straty ogólności można za lożyć, że

wszystkie liczby b1 , b2 ,. . . , bn sa֒ dodatnie, gdyby dla pewnego j

by lo bj = 0 wykazalibyśmy nierówność dla liczb a1 , . . . , aj−1 ,

aj+1 , . . . , an , b1 , . . . , bj−1 , bj+1 , . . . , bn , a wie֒c z ta֒ sama֒

lewa֒ strona֒ a prawa֒ być może mniejsza֒ (gdy aj > 0 ) niż do-

celowa. Przyjmijmy pj =
b

p/(p−1)
j∑
b

p/(p−1)
i

. Mamy wtedy

(
n∑

j=1

ajbj

)p

(
n∑

j=1

bq
j

)p/q =









n∑

j=1

aj

b
1/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i









p

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i ≤

6

n∑

j=1

ap
j

b
p/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i =

n∑

j=1

ap
j ,

a ta nierówność jest równoważna dowodzonej.

Dla p = q = 2 otrzymujemy nierówność Schwarza, tzn. stwierdze-

nie, że iloczyn skalarny wektorów (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn)

jest nie wie֒kszy niż iloczyn ich d lugości.

Zadania

Poniżej symbol log oznacza log10 , czyli logarytm dziesie֒tny.

1. Znaleźć przybliżenie log 4 , log 5 , log 6 , log 8 , log 9 , log 15
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wiedza֒c, że: log 2≈0,30103 , log 3≈0,47712 , log 7≈0,84509 .

2. Uprościć

a. 7log49 5−1 ; b. 125log25 16 ;

c. log5 7 · log49 5 ; d. log16 7 · log7 32 .

3. Znaleźć log54 168 , jeśli a = log7 12 i b = log12 24 .

4. Znaleźć log30 8 , jeśli a = log30 3 i b = log30 5 .

5. Znaleźć log9 20 , jeśli a = log10 2 i b = log10 3 .

6. Wykazać bez tablic i urza֒dzeń elektronicznych, że

a. 1
3 > log10 2 > 0,3 ;

b. 0,4 + log10 6 > log10 15 > 1,2 log10 12 − log10
5
√

4 .

7. Rozwia֒zać równanie

a. log4(x + 2) logx 2 = 1 ; b. x
log x+7

4 = 10log x+1 ;

c. log2(9x−1 + 7) = 2 + log2(3x−1 + 1) ;

d. log(x3 + 8) − log(x + 2) = 1 ; e. logx 7 + logx2 7 = 6;

f. log(5 − x) + 2 log
√

3 − x = 0 ; g. 100xlog x = x3 ;

h. log(152 + x3) − 3 log(x + 2)=0 ; i. x1/ log x = 10x4

;

j.
(√

2−
√

3
)x

+
(√

2+
√

3
)x

= 4; k. 9x + 4x = 2 · 6x ;

l. xlog x = 100
x  l. xlog x = 10;

m. log4(x + 12) logx 2 = 1

n.
(√√

x2 − 8x + 9 +
√

x2 − 8x + 7
)x

+

+
(√√

x2 − 8x + 9 −
√

x2 − 8x + 7
)x

= 21+0,25x ;

o. log(x2)
(log x)2 + log(x3)

(log x)3 + log(x4)
(log x)4 + · · · = 8 ;

p. xlog2 x+log(x3)+3 =
2

1√
1+x−1

− 1√
1+x+1

.

8. Rozwia֒zać równanie 1 + logb(2 log10 a − x) · logx b = 2
logb x

,

jeśli a > 0 i 0 < b 6= 1 sa֒ danymi liczbami rzeczywistymi.

9. Rozwia֒zać równanie 1+logx
4−x
10 =

(
log10(log10 a)−1

)
logx 10

zak ladaja֒c, że a > 0 jest dana֒ liczba֒ rzeczywista֒.
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10. Ile rozwia֒zań ma równanie 2x = x + 3 . Znaleźć jego pier-

wiastki z dok ladnościa֒ do 0,01 .

11. Rozwia֒zać uk lad równań

a.

{

xx+y = y12,
yx+y = x3;

c.

{
xy+1 = 27,
x2y−5 = 1

3 ;

e.

{

logy x + logx y = 26
5 ,

xy = 64.

g.







log2 x + log4 y + log4 z = 2,
log3 y + log9 z + log9 x = 2,
log4 z + log16 x + log16 y = 2;

i.

{
logx 10 + logy 10 = 5,

log10 x + log10 y = 5
4 ;

b.

{
8x = 10y,
2x = 5y;

d.

{
xy = 40,
xlog y = 4;

f.

{
2x · 3y = 648,
3x · 2y = 432;

h.

{
yx = xy,
y3 = x2;

j.

{
3x − 2y = 77,
3

x
2 − 2

y
2 = 7;

k.







xx−y = 2y − 2 ,
√

x2 + 5x + 2y − 3 +
√

x2 + x + y + 2 =

=
√

x2 + 4x + 3y − 2 +
√

x2 + 2y + 3 .

12. Rozwia֒zać nierówność loga x > 6 logx a − 1 , jeśli 0 < a < 1 .

13. Rozwia֒zać nierówność logx+p 2 < logx 4 , jeśli 0 < p < 1
4 .

14. Rozwia֒zać nierówność loga(35−x3)
loga(5−x) > 3 , jeśli a > 1 .

15. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

aabbcc >
(

a+b+c
3

)a+b+c
.

16. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

aabbcc <
(

a2+b2+c2

a+b+c

)a+b+c
.

17. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

(b + c)a(c + a)b(a + b)c <
(

2
3 (a + b + c)

)a+b+c
.

18. Dowieść, że jeśli 1 6= a > 0 , 1 6= b > 0 , 1 6= c > 0 , 1 6= x > 0

i abc 6= 1 , to

loga x logb x + logb x logc x + logc x loga x = loga x logb x logc x
logabc x .

19. Dowieść, że jeśli a1 , a2 , . . . , an sa֒ liczbami dodatnimi

i żadna z nich nie jest równa 1 , to

(loga1
a2)(loga2

a3)(loga3
a4) · . . . · (logan−1

an)(logan
a) = 1 .
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20. Niech sinh(x) = 1
2 (ex − e−x) , cosh(x) = 1

2 (ex + e−x) . 18.4

Udowodnić, że dla dowolnych x, y ∈ R zachodza֒ równości:

(a) sinh(x + y) = sinh(x) · cosh(y) + sinh(y) · cosh(x) ,

(b) cosh(x + y) = cosh(x) · cosh(y) + sinh(y) · sinh(x) ,

(c) cosh2(x) − sinh2(y) = 1 ,

(d) lim
x→0

sinh(x)
x = 1 .

21. Rozstrzygna֒ć, czy istnieje inna para funkcji spe lniaja֒cych wa-

runki (a), (b), (c) i (d) z poprzedniego zadania.

22. W czterocyfrowych tablicach logarytmów dziesie֒tnych znaleźć

liczbe֒ log 2 z dok ladnościa֒ do pie֒ciu miejsc po przecinku.

23. Dowieść, że istnieja֒ takie liczby niewymierne a, b , że liczba

ab jest wymierna.

24! Udowodnić, że log 2 /∈ Q .

25. Niech c1, c2, . . . , cn ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} , c1 6= 0 . Dowieść, że dla

pewnego k ∈ N liczba 2k zaczyna sie֒ od cyfr c1, c2, . . . , cn .

26. Dowieść, że jeśli liczby w1, w2, . . . , wn sa֒ wymierne, liczby

p1, p2, . . . , pn sa֒ pierwsze i parami różne, to z równości

w1 ln p1 + w2 ln p2 + · · · + wn ln pn = 0

wynika równość w1 = w2 = . . . = wn = 0 .

27. Dowieść, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nie-

równość 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n

> ln(n + 1) > 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n

.

28. Dowieść, że istnieje lim
n→∞

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n − ln n
)

. 18.5

29. Dowieść, że szereg
∞∑

n=2

1
n ln n jest rozbieżny.

30. Dowieść, że szereg
∞∑

n=2

1
n ln2 n

jest zbieżny.

31! Dowieść, że lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e i lim

x→∞

(
1 − 1

x

)x
= 1

e .

32! Dowieść, że jeśli a, b ∈ R , a > 1 , to lim
x→∞

x−bax = ∞ .

18.4
Te funkcje nazywane sa֒ sinusem hiperbolicznym i kosinusem hiperbolicznym

18.5
Ta granica nazywana jest sta la֒ Eulera. Nie wiadomo, czy jest wymierna.

269



Pote֒gi i logarytmy

33! Dowieść, że lim
x→∞

ln x
xa = 0 dla każdej liczby a > 0 .

34! Dowieść, że lim
x→0

xa ln x = 0 dla każdej liczby a > 0 .

35! Dowieść, że jeśli 0 < a 6= 1 , to lim
x→0

loga(1+x)
x = loga e .

36. Znaleźć lim
n→∞

n2
((

1 + 1
n

)n
+
(
1 + 1

n

)n+1 − 2e
)

.

37. Znaleźć lim
x→∞

f(x) , jeśli f(x) =

a. (ln x)1/x ; b.
(

3x2−x+1
2x2+x+1

)x3/(1−x)

;

c.
(

x2+5x+6
x2+6x+5

)x

d.
(

x3+11x+20
x3−x2+121

)x+7

;

e.
(

x+13
x−13

)x7−7

; f.
(

x+1
x−3

)x

;

g.
(

x+1
x−3

)x
√

x

h.
(
1 + 1

ln x

)x
.

38. Znaleźć: a. lim
x→1

xx−1
x−1 ; b. lim

x→1

(
1+x
2+x

)(1−√
x)/(1−x)

.

39. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=2

(
ln n

)a
jest zbieżny?

40. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=1 an ln n jest zbieżny?

41. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=1 ane−an2

jest zbieżny?

42. Niech f : N −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ ścísle monotoniczna֒, że

dla dowolnych m,n ∈ N zachodzi wzór f(mn)=f(m)+f(n).

Dowieść, że istnieje taka liczba a > 0 , a 6= 1 , że równość

f(n) = loga n zachodzi dla każdej liczby naturalnej n .

43. Niech a1 = x > 0 i an+1 = xan dla n = 1, 2, . . . . Dla jakich

liczb rzeczywistych x > 0 cia֒g (an) ma granice֒?

44. Czy szereg
∑∞

n=1(−1)⌊ln n⌋ 1
n jest zbieżny?

45. Udowodnić, że jeśli ∀x∈R ax > 1 + x , to a = e .

46. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie, to za-

chodzi nierówność a1

a2
+ a2

a3
+ · · · + an−1

an
+ an

a1
> n .

47. Dowieść, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b i dowolnej

liczby naturalnej n zachodzi nierówność n+1
√

a · bn 6
a+nb
n+1 .

Dla jakich a, b, n zachodzi równość?
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48. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie, to za-

chodzi nierówność (a1+a2+· · ·+an)
(

1
a1

+ 1
a2

+· · ·+ 1
an

)
> n2 .

49. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie oraz

s = a1 + a2 + · · · + an , to zachodzi nierówność

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) 6 1 + s
1! + s2

2! + · · · + + sn

n! .

50. Dowieść, że jeśli n ∈ N , to
√

2 · 4
√

4 · 8
√

8 · . . . · 2n√
2n 6 n + 1 .

51. Znaleźć minimum funkcji (x−1)5(x+1)(2x+1)2 w przedziale
[
− 1

2 , 1
]

i w przedziale
[
− 1,−1

2

]
. Można skorzystać z nie-

równości mie֒dzy średnia֒ arytmetyczna֒ i geometryczna֒.

52. Wykazać, że ln x < −1 + ln 10 + x
10 dla 0 < x 6= 10 .

53. Wykazać, że ln x < 1
2 (x2 − 1) dla 0 < x 6= 1 .

54. Dowieść, że funkcja x ln x jest ścísle wypuk la na (0,∞) .

55. Wykazać, że jeśli x > 0 , y > 0 i z > 0 , to zachodzi

nierówność x ln x + 2y ln y + 3z ln z + (x + 2y + 3z) ln 6 >

>(x + 2y + 3z) ln(x + 2y + 3z) . Kiedy zachodzi równość?

56. Wykazać, że nierówność
(

x+2y
3

) x+2y
3 < xx+2yy

3 zachodzi dla

dowolnych różnych liczb rzeczywistych dodatnich x , y .

57. Wykazać, że (2 −
√

3)a2+
√

3 + (2 +
√

3)b2−
√

3 > 4 4
√

ab dla

dowolnych a > 0 i b > 0 .

58. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b równanie

ln x = ax+ b ma dok ladnie dwa rozwia֒zania, dok ladnie jedno

rozwia֒zanie lub nie ma rozwia֒zań w ogóle.

59. Dowieść, że 21−p 6 xp + (1 − x)p 6 1 dla dowolnych liczb

p > 1 i x ∈ [0, 1] .

60. Dowieść nierówności Minkowskiego (p > 1 , ai, bi ∈ R ):
(
|a1 + b1|p + |a2 + b2|p + · · · + |an + bn|p

)1/p
6

6
(
|a1|p + |a2|p + · · ·+ |an|p

)1/p
+
(
|b1|p + |b2|p + · · ·+ |bn|p

)1/p
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61. Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb dodatnich. Udowodnić, że

naste֒puja֒ce trzy warunki sa֒ równoważne:

(i) szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny;

(ii) cia֒g (pn) o wyrazie pn = (1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an)

jest zbieżny;

(iii) istnieje taka liczba naturalna k , że cia֒g (qn) o wyrazie

qn = (1−ak)(1−ak+1) · . . . ·(1−an) ma granice֒ dodatnia֒

i skończona֒.

Uwaga. Jeśli an 6= 1 dla każdego n , to można przyja֒ć,

że k = 1 .
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Zaczniemy od klasycznej definicji sinusa i kosinusa dowol-
nego ka֒ta. Przyd lugie rozważania be֒da֒ oparte na poje֒ciach geo-

metrycznych, których definicji nie przytoczymy. Niektóre poje֒cia

sa֒ dosyć trudne do sformalizowania, np. obrót w kierunku prze-

ciwnym do ruchu wskazówek zegara. Doprowadzi nas do ziden-
tyfikowania pewnych w lasności funkcji kosinus i sinus, a potem
wykażemy, że wyznaczaja֒ one jednoznacznie te֒ pare֒ funkcji. Na-

ste֒pnie bez użycia geometrii wykażemy istnienie takich funkcji.

W ten sposób ominiemy szereg trudności zwia֒zanych z geometria֒

i zyskamy narze֒dzie, które pozwala je  latwo przezwycie֒żyć.

Umieszczamy 19.1 ka֒t zorientowany na p laszczyźnie tak, by

jego pierwsze ramie֒ (ponieważ jest zorientowany, wie֒c wiadomo,

które ramie֒ jest pierwsze) pokry lo sie֒ z dodatnia֒ pó losia֒ OX ,

czyli ze zbiorem {(x, y): 0 6 x i y = 0} . Na drugim ramie-

niu leży pewien punkt (x, y) 6= (0, 0) . Dodatnie ka֒ty uzysku-

jemy przez obrót w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek
zegara, a ujemne — w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek
zegara. Kosinusem ka֒ta nazywamy liczbe֒ x√

x2+y2
, a jego si-

nusem — liczbe֒ y√
x2+y2

. Można powiedzieć, że wierzcho lkiem

ka֒ta α jest punkt (0, 0) , punkt (1, 0) leży na pierwszym ramie-

niu tego ka֒ta, a punkt (cos α, sin α) leży na jego drugim ramie-

niu; oczywíscie oba te punkty leża֒ na okre֒gu o środku w punkcie

O = (0, 0) , którego promień równy jest 1 . Ka֒ty mierzyć możemy

w stopniach lub w radianach. Jeśli chcemy mierzyć ka֒ty w ra-

dianach, to przyjmujemy, że miara֒ ka֒ta dodatniego jest d lugość

 luku okre֒gu jednostkowego zaczynaja֒cego sie֒ na pierwszym ramie-

niu ka֒ta, który kończy sie֒ na drugim ramieniu. Np. jeśli mówimy

o ka֒cie, który równy jest π
2 , to na jego pierwszym ramieniu leży

punkt (1, 0) , na drugim — punkt (0, 1) , bo  luk o d lugości π
2

, to

ćwierć okre֒gu, zatem odpowiada on ka֒towi prostemu.

19.1
Umieszczamy oznacza, że stosujemy tylko przesunie֒cia i obroty, nie stosujemy

symetrii osiowych.
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cosα
βcos

si
n

β

si
nα

π/2 <α < π

π/2−<β<π−

( cosβ , sin  β  )

( cos , sinαα ) α

β

(0,−1)

(1,0)

Na tym rysunku ka֒t α jest równy oko lo 162◦ lub 2,83 radia-

na, ka֒t β ma oko lo −136◦49′ , czyli oko lo −2,39 radiana.

Miara֒ ka֒ta ujemnego jest liczba przeciwna do d lugości od-

powiedniego  luku. Jeśli wyrażamy ka֒t w radianach, to nazwa

jednostki pozostaje w domyśle: np. pisza֒c, że ka֒t równy jest π

myślimy, że jest on równy π radianów. Z definicji i z twierdzenia
Pitagorasa wnioskujemy, że dla każdej liczby γ zachodzi równość

cos2 γ + sin2 γ = 1 .

Z definicji ka֒ta ujemnego wynika od razu, że spe lnione sa֒

równości cos(−α) = cos α i sin(−α) = − sin α .

Zauważmy teraz, że obrazem punktu (x, y) w obrocie o ka֒t
π
2

(dodatni, wie֒c w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek ze-

gara) wokó l punktu O jest punkt (−y, x) . Wynika to np. z tego,

że w trójka֒cie o wierzcho lkach O = (0, 0) , (x, y) 6= O , (−y, x)

ka֒t mie֒dzy bokami wychodza֒cymi z wierzcho lka O jest prosty

(stosujemy tw. Pitagorasa):
[

(x − 0)2 + (y − 0)2
]

+
[

(−y − 0)2 + (x − 0)2
]

= 2x2 + 2y2 =

=
[

x − (−y)
]2

+
[

y − x
]2

,

oraz z tego, że jeśli (x, y) znajduje sie֒ w pierwszej ćwiartce uk ladu
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wspó lrze֒dnych (x, y > 0 ), to punkt (−y, x) znajduje sie֒ w drugiej

ćwiartce −y 6 0 6 x ; jeśli (x, y) znajduje sie֒ w drugiej ćwiartce

uk ladu wspó lrze֒dnych (x 6 0 6 y ), to punkt (−y, x) znajduje sie֒

w trzeciej ćwiartce (−y, x 6 0 ) itd.

cos ( t ) , sin( t ) )S=(−x,−y)= + π + π

( cos ( t , sin( t +π/2))+ π/2 )R=(−y,x)=
−t)π/2(−t)π/2( )(Q=(y,x)= cos , sin

( cos(t+3     )π/2 π/2 ), sin(t+3 )T=(y,−x)=

cos( −t)( , sin( −t) )U = (x,−y) = 
(0,−1)

(1,0)=A

O=(0,0)

P=(x,y)=(cos t, sin t)

−t

t

Ze stwierdzeń poprzedzaja֒cych rysunek wynika, że z równości

(x, y) = (cos t, sin t) wynika (−y, x) =
(

cos(t + π
2

), sin(t + π
2

)
)

.

Mamy wie֒c cos(t + π
2 ) = −y = − sin t , sin(t + π

2 ) = x = cos t .

Obróciwszy punkt (x, y) o ka֒t π wokó l punktu O otrzy-

mujemy punkt (−x,−y) , wie֒c jeżeli (x, y) =
(

cos t, sin t
)

, to

(−x,−y) =
(

cos(t + π), sin(t + π)
)

. Wynika sta֒d, że cos(t + π) =

= − cos t i sin(t + π) = − sin t dla każdej liczby t ∈ R .

Analogicznie obrazem punktu (x, y) w obrocie wokó l punk-

tu O o ka֒t 3π
2 jest punkt (y,−x) , zatem zachodza֒ równości

cos(t + 3π
2 ) = sin t i sin(t + 3π

2 ) = − cos t .

Wreszcie zauważmy, że punkt
(

cos(π
2 − t), sin(π

2 − t)
)

można

otrzymać z punktu (x, y) = (cos t, sin t) stosuja֒c kolejno symetrie֒

wzgle֒dem osi OX, w wyniku której otrzymujemy punkt (x,−y) =

=
(

cos(−t), sin(−t)
)

, a potem obrót o ka֒t π
2 wokó l punktu O ,
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w wyniku którego otrzymujemy punkt
(

cos(π
2 − t), sin(π

2 − t)
)

=

=
(

− (−y), x
)

= (y, x) . Wobec tego dla każdej liczby t ∈ R mamy

cos(π
2 − t) = sin t oraz sin(π

2 − t) = cos t .

Dodamy jeszcze do tej listy dwa wzory cos(t + 2π) = cos t

i sin(t + 2π) = sin t , które wynikaja֒ od razu z tego, że obrót

o ka֒t 2π nie rusza żadnych punktów, bo obroty o 2π i o 0 to to

samo przekszta lcenie.

Wyprowadzilísmy, wie֒c pewna֒ liczbe֒ wzorów zwanych reduk-

cyjnymi i mamy nadzieje֒, że Czytelnicy tego tekstu, po przeana-

lizowaniu tego uzasadnienia, be֒da֒ je w stanie samodzielnie ujrzeć

na rysunku!

Zajmiemy sie֒ jeszcze wzorami na kosinus i sinus sumy i różnicy

ka֒tów. Za lóżmy, że dane sa֒ dwa ka֒ty α i β niekoniecznie takie jak

na rysunku. Po obrocie o ka֒t β punkt
(

cos(α − β), sin(α − β)
)

trafia na punkt (cos α, sin α) , a punkt (1, 0) = (cos 0, sin 0) —

na punkt (cos β, sin β) . Wynika sta֒d, że d lugość cie֒ciwy  la֒cza֒cej

punkty
(

cos(α − β), sin(α − β)
)

i (1, 0) = (cos 0, sin 0) jest równa

d lugości cie֒ciwy  la֒cza֒cej punkty (cos α, sin α) i (cos β, sin β) . Za-

piszemy to za pomoca֒ wzoru:
[

cos(α − β) − 1
]2

+
[

sin(α − β) − 0
]2

=

=
[

cos α − cos β
]2

+
[

sin α − sin β
]2

czyli

cos2(α − β) − 2 cos(α − β) + 1 + sin2(α − β) =

= cos2 α − 2 cos α cos β + cos2 β + sin2 α − 2 sin α sin β + sin2 β ,

wie֒c (trzy razy ,,jedynka trygonometryczna”, potem redukcja )

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β .

Ponieważ otrzymany wzór jest prawdziwy dla wszystkich ka֒tów

α, β , wie֒c możemy napisać

cos(α + β) = cos
(

α − (−β)
)

= cos α cos(−β) + sin α sin(−β) =
wzory

=========
redukcyjne

cos α cos β − sin α sin β .

Teraz przekszta lcimy nieco szybciej:

sin(α+β) = cos(π
2 −α−β) = cos(π

2 −α) cos β +sin(π
2 −α) sin β =

= sin α cos β + cos α sin β i wreszcie sin(α−β) = sin
(

α+ (−β)
)

=
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= sin α cos(−β) + cos α sin(−β) = sin α cos β − cos α sin β .

Znajdziemy wzór na obrót wokó l punktu O . Wiadomo, że
przy obrocie wokó l punktu O jedynym punktem, którego to prze-
kszta lcenie nie rusza sie֒ jest punkt O . Nie dotyczy to oczywís-

cie obrotu o ka֒t zerowy, który pozostawia na miejscu wszystkie

punkty. W rozważaniach be֒dziemy korzystać jedynie z tej w lasnoś-

ci i tego, że odleg lości punktów sa֒ równe odleg lościom ich obrazów

w obrocie (czyli, że obrót jest izometria֒). Zaczniemy od znalezienia

postaci wszystkich izometrii, które nie poruszaja֒ punktu (0, 0) .

Lemat 19.1 (o zachowaniu iloczynu skalarnego)

Jeśli O jest izometria֒, która przekszta lca punkt (0, 0) na siebie,

punkt (a, b) — na punkt (A,B) , punkt (c, d) — na punkt (C,D),

to ac + bd = AC + BD .

Dowód. Ponieważ O jest izometria֒, wie֒c odleg lości punktów

równe sa֒ odleg lościom ich obrazów, zatem

a2 + b2 = (a − 0)2 + (b − 0)2 = (A − 0)2 + (B − 0)2 = A2 + B2 ,

c2 + d2 = (c − 0)2 + (d − 0)2 = (C − 0)2 + (D − 0)2 = C2 + D2 ,

(a − c)2 + (b − d)2 = (A − C)2 + (B − D)2 .

Sta֒d ac + bd = 1
2

(

a2 + b2 + c2 + d2 − (a − c)2 − (b − d)2
)

=

=1
2

(

A2 + B2 + C2 + D2 − (A − C)2 − (B − D)2
)

= AC + BD.

Definicja 19.2 (iloczynu skalarnego)

Iloczyn skalarny wektorów [a, b] i [c, d] to liczba ac + bd . 19.2

Znaczenie geometryczne iloczynu skalarnego wyjaśnimy później.

Twierdzenie 19.3 (o liniowości izometrii)

Niech O be֒dzie izometria֒, która przekszta lca punkt (0, 0) na

siebie, punkt (a, b) — na punkt (A,B) , punkt (c, d) — na punkt

(C,D), punkt (x, y) — na punkt (X,Y ) , to jeśli α, β ∈ R

i x = αa + βc i y = αb + βd , to zachodza֒ równości

X = αB + βC i Y = αB + βD .

Dowód. Z poprzedniego lematu i jego dowodu wynika, że
(

X − (αA + βC)
)2

+
(

Y − (αB + βD)
)2

=

19.2
Iloczyn skalarny wektorów x=[x1,x2,...,xn]∈R

n i y=[y1,y2,...,yn]∈R
n to

liczba rzeczywista x1y1+x2y2+c...+xnyn=x·y .
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= X2 + Y 2 + α2(A2 + B2) + β2(C2 + D2) −
− 2α(XA + Y B) − 2β(XC + Y D) + 2αβ(AC + BD) =

= x2 + y2 + α2(a2 + b2) + β2(c2 + d2) −
− 2α(xa + yb) − 2β(xc + yd) + 2αβ(ac + bd) =

=
(

x − (αa + βc)
)2

+
(

y − (αb + βd)
)2

= 02 + 02 = 0 ,

a sta֒d X − (αA + βC) = 0 i Y − (αB + βD) .

Twierdzenie 19.4 (charakteryzuja֒ce izometrie)

Przekszta lcenie O jest izometria֒, która przekszta lca punkt (0, 0)

na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja֒ takie liczby c, d, s, t∈ R,

że c2 + s2 = 1 , d2 + t2 = 1 i cd + st = 0 oraz obrazem dowolnego

punktu (x, y) jest punkt (X,Y ) = (cx + dy, sx + ty) .

Dowód. Za lóżmy, że obrazem punktu (1, 0) w izometrii O jest

punkt (c, s) , a punktu (0, 1) — punkt (d, t) . Z lematu o zachowa-

niu iloczynu skalarnego wynika, że cd + st = 1 · 0 + 0 · 1 = 0 oraz

c2 +s2 = 12 +02 = 1 i d2 +t2 = 02 +12 = 1 . Na mocy twierdzenia

o liniowości izometrii obrazem punktu (x, y) = x(1, 0) + y(0, 1)

jest punkt x(c, s) + y(d, t) = (xc + yd, xs + yt) . Udowodnilísmy

twierdzenie w jedna֒ strone֒.

Za lóżmy, że c2 + s2 = 1 , d2 + t2 = 1 , cd + st = 0 . Kwadrat

odleg lości punktów (x1c+y1d, x1s+y1t) oraz (x2c+y2d, x2s+y2t)

jest równy (x1c + y1d − x2c − y2d)2 + (x1s + y1t − x2s − y2t)
2 =

=
(

c(x1 − x2) + d(y1 − y2)
)2

+
(

s(x1 − x2) + t(y1 − y2)
)2

=

= (c2 + s2)(x1 − x2)2 + 2(cd + st)(x1 − x2)(y1 − y2) +

+(d2 + t2)(y1 − y2)2 = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 , czyli kwadra-

towi odleg lości punktów (x1, y1) oraz (x2, y2) . Przekszta lcenie

przypisuja֒ce punktowi (x, y) punkt (cx+dy, sx+ ty) nie zmienia

odleg lości mie֒dzy punktami, wie֒c jest izometria֒.

Lemat 19.5
Jeśli c, d, s, t ∈ R oraz c2 + s2 = 1 , d2 + t2 = 1 i cd + st = 0 ,
to albo ct − sd = −1 albo ct − sd = 1 . W pierwszym przypadku
t = −c i d = s , w drugim — t = c i d = −s .

Dowód. Mamy c2d2 = s2t2 = (1− c2)(1− d2) = 1− (c2 + d2) +
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+c2d2 , wie֒c c2 + d2 = 1 . 19.3 Zachodzi równość (ct − sd)2 =

=c2t2 − 2cdst + s2d2 = c2t2 + 2c2d2 + s2d2 = c2(t2 + d2) +

+d2(c2 + s2) = c2 + d2 = 1 , wie֒c ct − sd = ∓1 .

Za lóżmy, że ct − sd = −1 . Wtedy −t = (−1)t + 0 · d =

=t(ct − sd) + d(cd + st) = c(t2 + d2) = c i d = t · 0 − d · (−1) =

=t(cd + st) − d(ct − sd) = s(t2 + d2) = s . W drugim przypadku

dowód jest prawie taki sam.

Lemat 19.6 (o symetrii)

Jeśli c, d, s, t ∈ R , c2 + s2 = 1 , d2 + t2 = 1 , cd + st = 0 ,

ct − sd = −1, u =
√

1+c
2 , v = ±

√

1−c
2 i 2uv = s,19.4 to izo-

metria, która punkt (x, y) przekszta lca na (cx + dy, sx + ty) , po-

zostawia punkt (u, v) 6= (0, 0) na swym miejscu, a punkt (v,−u)

przekszta lca na punkt (−v, u) .

Dowód. Z poprzedniego lematu wynika, że t = −c i s = d .

Mamy c = 2u2 − 1 , s = 2uv . Sta֒d cu + dv = u(2u2 − 1) +

+2uv2 = 2u(u2 + v2) − u = u i su + tv = 2u2v + v − 2u2v = v .

Wykazalísmy, że obrazem punktu (u, v) w tym przekszta lceniu

jest on sam. Mamy też cv +d(−u) = −tv− su = −(tv + su) = −v

a także sv + t(−u) = dv − c(−u) = dv + cu = u , wie֒c obrazem

punktu (v,−u) jest punkt (−v, u) = −(v,−u) .

Czytelnik zechce sprawdzić, że przekszta lcenie z lematu o sy-
metrii jest symetria֒ wzgle֒dem prostej przechodza֒cej przez punkty

(0, 0) i (u, v) .

Za lóżmy, że w wyniku obrotu punkt (1, 0) przeszed l na punkt

(c, s) . Obrót oznaczymy przez O . Nie mówimy o jaki ka֒t obra-

camy. Można powiedzieć, że o taki ka֒t α , że c = cos α , s = sin α .

Ustalimy, na jaki punkt przejdzie w tym obrocie punkt (x, y) .

Twierdzenie 19.7 (o postaci obrotu wokó l punktu O )

Obrazem punktu (x, y) w obrocie O wokó l punktu O przekszta l-

caja֒cym punkt (1, 0) na punkt (c, s) , jest punkt

(xc − ys, xs + yc) .

19.3
Również s2+t2=1−c2+1−d2=1 .

19.4
Można tak ustalić znak liczby v , bo 2

√
1+c

2

√
1−c

2
=
√

1−c2=|s| .
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Dowód. Z twierdzenia charakteryzuja֒cego izometrie i naste֒pu-

ja֒cego po nim lematu wynika, że istnieja֒ takie liczby c, s ∈ R , że

c2 + s2 = 1 i zachodzi jedna z dwu możliwości:

1◦ obrazem dowolnego punktu (x, y) jest (cx + sy, sx − cy),

2◦ obrazem dowolnego punktu (x, y) jest (cx − sy, sx + cy).

Za lóżmy, że spe lniony jest warunek 1◦ . Wtedy zgodnie z le-

matem o symetrii punkt
(
√

1+c
2

,
√

1−c
2

)

6= (0, 0) jest sta ly w od-

różnieniu od punktu
(
√

1−c
2 ,−

√

1+c
2

)

. Wobec tego przekszta l-

cenie nie jest obrotem. Zachodzi wie֒c warunek 2◦ . Dowód zosta l

zakończony.

Jeśli przekszta lcenie O(t1) jest obrotem o ka֒t t1 wokó l punk-

tu (0, 0) , przekszta lcenie O(t2) — obrotem o ka֒t t2 , to ich z lo-

żenie jest obrotem o ka֒t t1 + t2 . Przy obrocie o ka֒t t1 + t2 punkt

(1, 0) przechodzi na punkt
(

c(t1 + t2), s(t1 + t2)
)

. Przy obrocie

o ka֒t t1 punkt (1, 0) trafia na punkt
(

c(t1), s(t1)
)

, 19.5 ten zaś

przy obrocie o ka֒t t2 przechodzi na punkt
(

c(t1)c(t2) − s(t1)s(t2), s(t1)c(t2) + c(t1)s(t2)
)

.

Wynik musi być ten sam, wie֒c powinny być spe lnione równości:

c(t1 + t2) = c(t1)c(t2) − s(t1)s(t2) ,

s(t1 + t2) = s(t1)c(t2) + c(t1)s(t2) .

Otrzymane wzory żywo przypominaja֒ wzory na kosinus i si-

nus sumy dwóch ka֒tów. Istotna֒ luka֒ formalna֒ w tych rozważa-

niach jest brak dok ladnej definicji miary ka֒ta. Wspomnielísmy

o radianach, ale w definicji wyste֒puje d lugość  luku — też niezde-

finiowana. Tym bardziej nie podalísmy żadnych w lasności miary
ka֒tów. Pokażemy jak można te֒ luke֒ zape lnić. Podkreślić wypada,

że sposób nie jest zapewne najprostszy, ale za to dość szybko do-

prowadzi nas do celu. Nie można przypisać ka֒tom liczb (miar)

w taki sposób, by sumie ka֒tów odpowiada la suma ich miar, bo

np. suma dwóch ka֒tów pó lpe lnych to ka֒t pe lny, a temu przypisu-

jemy miare֒ 0 . Posta֒pimy odwrotnie: przypiszemy liczbom rze-

19.5
Pisalibyśmy cos t1 zamiast c(t1) , ale nie ustalilísmy sposobu mierzenia

ka֒tów.
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czywistym ka֒ty tak, by sumie liczb odpowiada la suma ka֒tów.

Zauważmy jeszcze, że wystarczy powiedzieć na jaki punkt trafia

punkt (1, 0) , by zdefiniować obrót wokó l punktu O = (0, 0) .

Definicja 19.8 (miary ka֒tów zorientowanych)

Miara֒ ka֒tów zorientowanych, lub po prostu miara֒ ka֒tów, nazy-

wamy takie odwzorowanie O ze zbioru wszystkich liczb rzeczy-

wistych w zbiór obrotów wokó l punktu O = (0, 0) , że jeśli punkt
(

c(t), s(t)
)

jest obrazem punktu (1, 0) w obrocie O(t) , to funkcje

c i s spe lniaja֒ naste֒puja֒ce warunki:

0◦ c2(t) + s2(t) = 1 dla każdego t ∈ R ,

1◦ c(t1 + t2) = c(t1)c(t2) − s(t1)s(t2) i

s(t1 + t2) = s(t1)c(t2) + c(t1)s(t2) dla t1, t2 ∈ R ,

2◦ funkcje c i s sa֒ cia֒g le,

3◦ funkcje c i s nie sa֒ sta le.

Warunek 0◦ musi być spe lniony: bo punkt (1, 0) jest od-

leg ly o 1 od punktu (0, 0) , wie֒c jego obraz też jest odleg ly o 1

od punktu (0, 0) , zatem c2(t) + s2(t) = 1 dla każdego t ∈ R .

W ostatnim warunku chodzi o to, by unikna֒ć degeneracji mia-

ry, bo jedna z możliwych definicji pary funkcji (c, s) to: c(t) = 1

i s(t) = 0 dla każdego t .

Uwaga 19.9

Jeśli obie liczby c(t) i s(t) sa֒ dodatnie, to — zgodnie ze znana֒

z poprzedniej nauki definicja֒ — c(t) jest kosinusem ka֒ta ostrego

o wierzcho lku (0, 0) w trójka֒cie równoramiennym, którego po-

zosta lymi wierzcho lkami sa֒ punkty (1, 0) i
(

c(t), s(t)
)

. Liczba

s(t) jest sinusem w laśnie opisanego ka֒ta.

Uwaga 19.10
Później udowodnimy, że istnieje miara O spe lniaja֒ce warunki 0◦ ,

1◦ , 2◦ i 3◦ . Te warunki nie wyznaczaja֒ miary ka֒tów jednoz-

nacznie, bo jeśli a 6= 0 i O jest miara֒ ka֒tów i Oa(t) = O (at) ,

to również Oa jest miara֒ ka֒tów. Jasne jest że O = Oa wtedy

i tylko wtedy, gdy a = 1 . Później udowodnimy, że jeśli O jest
miara֒ ka֒tów, to każda inna miara ka֒tów jest postaci Oa .
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Oczywíscie manipulowanie liczba֒ a odpowiada zmianie jed-

nostki miary ka֒tów: wielu ludzi jest przyzwyczajonych do stopni,

ale używane sa֒ też inne jednostki. Stopień to 1
360 ka֒ta pe lnego,

gradus to 1
400 , rumb to 1

32 . Wspomnielísmy też o radianach.

Rozpisywać sie֒ na ten temat nie be֒dziemy.

Na podana֒ definicje֒ miary ka֒tów spojrzymy ,,kinematycz-

nie”. Po okre֒gu porusza sie֒ jednostajnie punkt. W chwili t znaj-

duje sie֒ w po lożeniu
(

c(t), s(t)
)

, c(0) = 1 , s(0) = 0 . Jednostaj-

ność ruchu oznacza, że: odleg lości punktów
(

c(t1 + t3), s(t1 + t3)
)

i
(

c(t1), s(t1)
)

oraz punktów
(

c(t2 + t3), s(t2 + t3)
)

i
(

c(t2), s(t2)
)

sa֒ równe czyli, że w równych odcinkach czas punkt przebywa

równe te same odleg lości. Tu nawet można powiedzieć nieco wie֒-

cej: obrót O(t2−t1) przekszta lca droge֒ przebyta֒ w czasie od t1 do

t1 + t3 na droge֒ przebyta֒ w czasie od t2 do t2 + t3 . Z warunku 1◦

wynika, że te odleg lości sa֒ równe

√

(

c(t3) − 1
)2

+ s2(t3) .

Później wykażemy, że dla każdej miary ka֒tów istnieje dok lad-

nie jedna taka liczba p > 0 , że O(2p) = O(0) oraz O(t) 6= O(0)

dla 0 < t < 2p . Liczba 2p to czas pierwszego powrotu do punktu
wyj́scia. Liczba 2p be֒dzie nazywana okresem podstawowym mia-

ry ka֒tów. Oczywíscie be֒da֒ spe lnione równości c(t + 2p) = c(2p)

i s(t + 2p) = s(2p) dla każdego t .

Wreszcie udowodnimy istnienie granic v1(t) = lim
t1→t

c(t1)−c(t)
t1−t

i v2(t) = lim
t1→t

s(t1)−s(t)
t1−t . Wektor

−−−−−−−−−→(

v1(t), v2(t)
)

należy traktować

jako wektor chwilowej pre֒dkości w tym ruchu — liczba c(t1)−c(t)
t1−t

to średnia pre֒dkość w czasie od t do t1 rzutu poruszaja֒cego

sie֒ punktu na oś pozioma֒, zatem v1(t) , to pre֒dkość chwilowa

tego rzutu, czyli pozioma sk ladowa wektora pre֒dkości chwilowej.

Analogicznie v2(t) to sk ladowa pionowa tego wektora pre֒dkości

w chwili t . Wykażemy potem, że d lugość wektora pre֒dkości, czyli

pre֒dkość skalarna
√

v2
1(t) + v2

2(t) jest sta la֒. Przekonamy sie֒, że

wektor
−−−−−−−−−→(

v1(t), v2(t)
)

jest styczny do okre֒gu w punkcie
(

c(t), s(t)
)

,
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w szczególności v1(0) = 0 .

Udowodnimy naste֒pnie, że istnieje dok ladnie jedna taka mia-

ra ka֒tów, że v2(0) = lim
t→0

s(t)
t = 1 . Ta miara to opis jednosta-

jnego ruchu po okre֒gu z pre֒dkościa֒ 1 w kierunku przeciwnym

do ruchu wskazówek zegara. Nazywać ja֒ be֒dziemy miara֒  lukowa֒.

Wykażemy też, że d lugość  luku przebytego w czasie od t1 do t2
jest równa |t2 − t1| , d lugość  luku to kres górny d lugości  lamanych

wpisanych w ten  luk.

Miara  lukowa ka֒ta pó lpe lnego oznaczana be֒dzie litera֒ π . Jed-

nostka miary  lukowej nazywana jest radianem. Oznacza to że ka֒t

pó lpe lny ma π radianów. Jeden radian to taki ka֒t, że d lugość

 luku okre֒gu o środku w wierzcho lku ka֒ta, którego końce leża֒ na

ramionach ka֒ta jest równa promieniowi okre֒gu.

Podamy definicje֒ podstawowych funkcji trygonometrycznych.

Definicja 19.11 (kosinusa i sinusa)

Funkcjami kosinus i sinus nazywamy taka֒ pare֒ funkcji cos: R → R

i sin: R −→ R , że

19.11.1 cos2 t + sin2 t = 1 dla każdej liczby t ∈ R ,

19.11.2 cos(t1 + t2) = cos t1 cos t2 − sin t1 sin t2 i

sin(t1 + t2) = sin t1 cos t2 + sin t2 cos t1 dla dowolnych

liczb rzeczywistych t1, t2 ;

19.11.3 funkcje cos i sin sa֒ cia֒g le;

19.11.4 funkcje cos i sin nie sa֒ sta le;

19.11.5 lim
t→0

sin t
t

= 1 — istnienie tej granicy wynika z pierwszych

trzech warunków.

Aby definicja by la poprawna należy udowodnić, że istnieje
dok ladnie jedna para funkcji, które spe lniaja֒ wypisane warunki.

Istnienie wynika z tego, co pokazalísmy w rozdziale o szeregach:
można przyja֒ć, że

cos t =
∞
∑

n=0

(−1)n t2n

(2n)! i sin t =
∞
∑

n=0

(−1)n t2n+1

(2n+1)! .

Sprawdzilísmy wcześniej korzystaja֒c z twierdzenia o mnożeniu sze-

regów, że spe lniona jest pierwsza równość. Sprawdzenie równoś-
ci z drugiego warunku pozostawilísmy Czytelnikom. Sprawdzenie
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cia֒g lości trudne nie jest, ostatni warunek też zosta l sprawdzony.

Na końcu rozdzia lu pojawi sie֒ dowod jednoznaczności. Podamy

też inny dowód istnienia kosinusa i sinusa.

Teraz wyprowadzimy z warunków 19.5.1 — 19.5.5 wiele waż-
nych w lasności funkcji trygonometrycznych.

Twierdzenie 19.12
Dla każdej liczby rzeczywistej t zachodza֒ równości:

19.12.1 cos(2t) = cos2 t − sin2 t = 2 cos2 t − 1 = 1 − 2 sin2 t ;

19.12.2 sin(2t) = 2 sin t cos t ;

19.12.3 cos 0 = 1 , sin 0 = 0 ;

19.12.4 cos(−t) = cos t i sin(−t) = − sin t .

Dowód. Dwa pierwsze wzory wynikaja֒ od razu z drugiego wa-

runku definicji kosinusa i sinusa. Przyjmuja֒c t = 0 otrzymujemy

cos 0 = cos2 0 − sin2 0 i sin 0 = 2 sin 0 cos 0 . Mnoża֒c pierwsza֒

równość przez cos 0 , druga֒ przez sin 0 a potem dodaja֒c je stro-

nami otrzymujemy 1 = cos2 0 + sin2 0 = cos3 0 − sin2 0 cos 0 +

+2 sin2 0 cos 0 = cos 0
(

cos2 0 + sin2 0
)

= cos 0 . Mamy wobec tego

1 = cos2 0 + sin2 0 = 1 + sin2 0 , zatem sin 0 = 0 .

1 = cos 0 = cos
(

t + (−t)
)

= cos t cos(−t) − sin t sin(−t) oraz

0 = sin 0 = sin
(

t+ (−t)
)

= sin t cos(−t) + sin(−t) cos t . Mnożymy

pierwsza֒ z tych równości przez cos t , druga֒ przez sin t , a potem

dodajemy stronami. W wyniku otrzymujemy cos(−t) = cos t .

Mnoża֒c teraz druga֒ równość przez cos t , a pierwsza֒ przez −sin t

i dodaja֒c stronami otrzymujemy sin(−t) = − sin t . Dowód zosta l

zakończony.

Definicja 19.13 (funkcji parzystych i nieparzystych)

Jeśli D ⊆ R jest zbiorem symetrycznym wzgle֒dem punktu 0 , to

funkcja f : D −→ R nazywana jest parzysta֒ wtedy i tylko wte-

dy, gdy f(−x) = f(x) dla każdego x ∈ D , a nieparzysta֒ wtedy

i tylko wtedy, gdy f(−x) = −f(x) dla każdego x ∈ D .

Funkcja jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres jest
symetryczny wzgle֒dem osi OY . Funkcja jest nieparzysta, gdy jej

wykres jest symetryczny wzgle֒dem punktu (0, 0) .
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Przyk lad 19.1 Kosinus jest funkcja֒ parzysta֒, x2 jest funkcja֒

parzysta֒, funkcja x2

x2−16 jest parzysta.

Przyk lad 19.2 Sinus jest funkcja֒ nieparzysta֒, x17 + 2x21 jest

funkcja֒ nieparzysta֒, funkcja x
x2−1 jest nieparzysta.

Przyk lad 19.3 Wielomian x2−x nie jest ani funkcja֒ parzysta֒,

ani nieparzysta֒, bo 2 = f(−1) 6= 0 = ±f(1) .

Twierdzenie 19.14 (o funkcjach różnicy)

Dla dowolnych liczb t1, t2 ∈ R zachodza֒ wzory

19.14.1 cos(t1 − t2) = cos t1 cos t2 + sin t1 sin t2 ,

19.14.2 sin(t1 − t2) = sin t1 cos t2 − sin t2 cos t1 .

Dowód. Twierdzenie wynika od razu z drugiego warunku defi-
nicji kosinusa i sinusa oraz z czwartej cze֒́sci tezy poprzedniego

twierdzenia.

Twierdzenie 19.15 (o zamianie na postać iloczynowa֒)

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y ∈ R zachodza֒ wzory

19.15.1 sin x + sin y = 2 sin x+y
2 cos x−y

2 ;

19.15.2 sin x − sin y = 2 sin x−y
2 cos x+y

2 ;

19.15.3 cos x + cos y = 2 cos x+y
2 cos x−y

2 ;

19.15.1 cos x − cos y = 2 sin x+y
2 sin y−x

2 .

Dowód. sin(t1 + t2) + sin(t1 − t2) = sin t1 cos t2 + sin t2 cos t1 +

+ sin t1 cos t2 − sin t2 cos t1 = 2 sin t1 cos t2 . Przyjmuja֒c t1 = x+y
2 ,

t2 = x−y
2 , czyli x = t1 + t2 , y = t1 − t2 otrzymujemy pierwszy

z dowodzonych wzorów. Dowody naste֒pnych sa֒ podobne.

Uwaga 19.16
Trzy ostatnie twierdzenia korzysta ly jedynie z pierwszych dwóch
warunków definicji kosinusa i sinusa. Pozostaja֒ one wie֒c w mocy

dla dowolnej pary funkcji c i s , która spe lnia te dwa warunki.
Dziedzina֒ takich funkcji nie musi być zbiór wszystkich liczb rze-

czywistych. Wystarczy, by wraz z liczbami x, y dziedzina zawie-

ra la liczby x ± y oraz x±y
2 .
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Lemat 19.17
Istnieje taka liczba τ > 0 , że jeśli |t| 6 τ i cos t = 1 , to t = 0

oraz jeśli |t| 6 τ i sin t = 0 , to t = 0 .

Dowód. Rozumujemy nie wprost. Za lóżmy, że dla każdej liczby

τ > 0 istnieje takie t ∈ [−τ, τ ] \ {0} , że cos t = 1 . Niech

0 < |tn| < 1
n

i cos tn = 1 . Ponieważ cos2 tn + sin2 tn = 1 ,

wie֒c sin tn = 0 . Prosta indukcja pozwala udowodnić, że wtedy

dla każdej liczby naturalnej k zachodza֒ równości cos(ktn) = 1

oraz sin(ktn) = 0 . Sta֒d, z parzystości kosinusa i nieparzystości

sinusa wynika, że również cos(−ktn) = 1 i sin(−ktn) = 0 . Wobec

tego cos(ktn) = 1 dla każdej liczby ca lkowitej k . Udowodnimy,

że z tego wynika, że cos x = 1 dla każdego x ∈ R , wie֒c również

sin x = 0 dla każdego x ∈ R , wbrew temu, że funkcja kosinus i
sinus nie sa֒ sta le.

Ponieważ lim
n→∞

tn = 0 , wie֒c dla każdego x ∈ R zachodzi wzór

lim
n→∞

⌊

x
tn

⌋

tn = x . Mamy też cos
(⌊

x
tn

⌋

tn
)

= 1 dla n ∈ N . Z cia֒g-

 lości funkcji kosinus wynika: cos x = lim
n→∞

cos
(⌊

x
tn

⌋

tn
)

= 1 .

Druga cze֒́sć tezy wynika z pierwszej i z tego, że jeśli sin t = 0 ,

to cos(2t) = 1 − 2 sin2 t = 1 .

Lemat 19.18
Istnieje taka liczba t , że cos t = 0 .
Dowód. Za lóżmy, że teza nie jest prawdziwa. Ponieważ funkcja
kosinus jest cia֒g la i cos 0 = 1 , wie֒c jeśli cos t 6= 0 dla każdego t ,

to cos t > 0 dla każdego t ∈ R . Istnieje taka liczba x ∈ R , że

cos x 6= 1 , wie֒c 0 < cos x < 1 . Niech an = cos(2n−1x) . Z wzoru

na kosinus ka֒ta podwojonego wynika, że an+1 = 2a2
n − 1 , zatem

an+1 − an = 2a2
n − 1 − an = (an − 1)(2an + 1) 6 0 , bo an 6 1

i 2an +1 > 1. Cia֒g (an) jest wie֒c nierosna֒cy i ograniczony z do lu

przez 0 , wie֒c ma skończona֒ granice֒. Niech g = lim
n→∞

an . Wtedy

0 6 g 6 a1 < 1 i g = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

(2a2
n − 1) = 2g2 − 1 ,

zatem g = 1 lub g = −1
2

, wbrew nierówności 0 6 g < 1 .

Lemat 19.19
Jeśli cos t = 0 , to cos(2t) = −1 , cos(4t) = 1 i sin(4t) = 0 .
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Dowód. Mamy cos(2t) = 2 cos2 t − 1 = −1 , sta֒d cos(4t) =

=2 cos2(2t) − 1 = 2(−1)2 − 1 = 1 . Wobec tego sin(4t) = 0 .

Uwaga 19.20
Lemat jest prawdziwy dla pary funkcji spe lniaja֒cych dwa pierwsze

warunki definicji kosinusa i sinusa, określonych w zbiorze, w któ-
rym wykonalne jest dodawanie i dzielenie przez 2 .

Lemat 19.21
W zbiorze {x > 0: cos x = −1} istnieje liczba najmniejsza.

Dowód. Z poprzedniego lematu i parzystości kosinusa wynika,

że zbiór {x > 0: cos x = −1} jest niepusty. Niech π oznacza

jego kres dolny. Z definicji kresu dolnego wynika, że istnieje taki

cia֒g (xn) zbieżny do π , że cos xn = −1 dla wszystkich n ∈ N .

Z cia֒g lości wynika, że cos π = −1 .

Definicja 19.22 (liczby π )

π jest najmniejsza֒ liczba֒ dodatnia֒, dla której zachodzi równość

cos π = −1 .

Symbol π wprowadzi l w 1707 W. Jones, a spopularyzowa l
L.Euler. Greckie s lowo oznaczaja֒ce obwód zaczyna sie֒ od litery π.

Uwaga 19.23
Później wykażemy, że d lugość okre֒gu o promieniu 1 jest równa 2π

oraz że pole ko la o promieniu 1 jest równe π .

Lemat 19.24
Liczba 2π jest najmniejsza taka֒ liczba֒ dodatnia֒, że cos(2π) = 1 .

Dowód. Ponieważ cos π = −1 , wie֒c cos(2π) = 1 . Za lóżmy,

że α jest najmniejsza֒ liczba֒ dodatnia֒, dla której cos α = 1 .

Taka liczba α istnieje, bo istnieje taki przedzia l (0, τ) , że jeśli

x ∈ (0, τ) , to cos x < 1 (lemat 19.17). Oczywíscie α 6 2π . Jeżeli

1 = cos α = 2 cos2 α
2 − 1 , to cos2 α

2 = 1 , a ponieważ 0 < α
2 < α ,

wie֒c cos α = −1 . Sta֒d wynika, że α
2 > π . W po la֒czeniu z

poprzednia֒ nierównościa֒ mamy α
2 = π , czyli α = π .

Twierdzenie 19.25 (o różnowartościowości i okresowości)

Prawdziwe sa֒ wzory: cos(t + 2π) = cos t i sin(t + 2π) = sin t

dla każdej liczby t ∈ R . Jeśli t1, t2 ∈ [0, 2π) oraz cos t1 = cos t2
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i sin t1 = sin t2 , to t1 = t2 .

Dowód. Mamy cos(2π) = 1 i sin(2π) = 0 . Sta֒d cos(t + 2π) =

= cos t cos(2π)− sin t sin(2π) = cos t i sin(t+ 2π) = sin t cos(2π) +

+ sin(2π) cos t = sin t dla dowolnej liczby rzeczywistej t .

Niech 0 6 t1 < t2 < 2π i cos t1 = cos t2 , sin t1 = sin t2 . Wte-

dy cos(t2 − t1) = cos t2 cos t1 + sin t2 sin t1 = cos2 t2 + sin2 t2 = 1

wbrew temu, że 2π to najmniejsza liczba dodatnia, której kosinus
jest równy 1 .

Definicja 19.26 (funkcji okresowej)

Funkcja f : D −→ R nazywana jest okresowa֒ wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje taka liczba T > 0 , że t ∈ D ⇔ t + T ∈ D oraz

f(t + T ) = f(t) dla każdego t ∈ D . Liczbe֒ T nazywamy wte-

dy okresem funkcji f . Jeśli wśród dodatnich okresów funkcji f
istnieje najmniejszy, to nazywamy go okresem podstawowym.

Uwaga 19.27
Funkcje kosinus i sinus sa֒ okresowe. Liczba 2π jest okresem pod-

stawowym funkcji kosinus. Okaże sie֒, że funkcji sinus też.

Uwaga 19.28 (o liczbie π )

Liczba π jest niewymierna. Udowodni l to w 1761 r niemiecki
matematyk J.Lambert. Inny Niemiec, F.Lindemann, w 1882 r wy-
kaza l, że π jest liczba֒ przeste֒pna֒, tzn. nie jest pierwiastkiem

wielomianu dodatniego stopnia o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Uwaga 19.29
W dowodzie okresowości funkcji kosinus i sinus korzystalísmy tylko
z pierwszych czterech warunków definicji tych funkcji. Oznacza
to, że dowolna para c , s funkcji spe lniaja֒cych cztery pierwsze

warunki tej definicji sk lada sie֒ z funkcji okresowych, ale nie ma

żadnego powodu, by 2π by lo ich okresem.

Lemat 19.30
cos π

2 = 0 .

Dowód. Wynika to z równości −1 = cos π = 2 cos2 π
2 − 1 .

Twierdzenie 19.31
Funkcja kosinus jest dodatnia na przedziale

(

0, π
2

)

.

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie jest nieprawdziwe. Wobec tego
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istnieje taka liczba t1 ∈
(

0, π
2

)

, że cos t1 6 0 . Z twierdzenia

o przyjmowaniu wartości pośrednich wynika, że istnieje taka liczba

t0 ∈ (0, t1] , że cos t0 = 0 . Wtedy 4t0 jest okresem funkcji kosinus,

ale to jest niemożliwe, bo 4t0 < 2π .

Lemat 19.32
Funkcja sinus ma na przedziale otwartym

(

0, π
2

)

sta ly znak.

Dowód. Za lóżmy, że tak nie jest. Z twierdzenia o przyjmowa-

niu wartości pośrednich wynika, że istnieje takie t0 ∈
(

0, π
2

)

, że

sin t0 = 0 . Wtedy cos t0 = ±1 , wie֒c cos(2t0) = 1 , wbrew temu,

że 0 < 2t0 < 2π .

Twierdzenie 19.33 (o znaku sin x )

Jeśli x ∈
(

0, π
2

)

, to 0 < sin x < 1 . sin π
2

= 1 .

Dowód. Z poprzedzaja֒cego to twierdzenie lematu wynika, że na

przedziale
(

0, π
2

)

funkcja sinus jest dodatnia albo ujemna. Musi

być dodatnia, bo lim
t→0

sin t
t = 1 > 0 . Ponieważ cos π

2 = 0 , wie֒c

sin π
2 = ±1 . Z cia֒g lości funkcji sinus i jej dodatniości na przedziale

(

0, π
2

)

wynika, że sin π
2 > 0 , zatem sin π

2 = 1 .

Uwaga 19.34
Pierwszy raz skorzystalísmy z ostatniego warunku definicji funkcji
kosinus i sinus. Bez niego twierdzenia nie da sie֒ udowodnić. Można

zdefiniować naste֒pne dwie funkcje c(t) = cos t = cos(−t) oraz

s(t) = − sin t = sin(−t) . Spe lniaja֒ one wszystkie warunki definicji

z wyja֒tkiem ostatniego. Oczywíscie jeśli t∈
(

0, π
2

)

, to sin(−t)<0.

Zamiast zak ladać, że lim
t→0

sin t
t = 1 można za lożyć tylko dodatniość

granicy (istnienie nied lugo wykażemy).

Twierdzenie 19.35 (wzory redukcyjne)

Dla każdej liczby rzeczywistej t zachodza֒ wzory

cos(π
2 − t) = sin t , sin(π

2 − t) = cos t , cos(π
2 + t) = − sin t ,

sin(π
2 + t) = cos t , cos(π − t) = − cos t , cos(π + t) = − cos t ,

sin(π − t) = sin t , sin(π + t) = − sin t , cos(3π
2 − t) = − sin t ,

cos(3π
2 + t) = sin t, sin(3π

2 − t) = − cos t , sin(3π
2 + t) = − cos t ,

cos(2π − t) = cos t sin(2π − t) = − sin t , cos(2π + t) = cos t ,
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oraz sin(2π + t) = sin t .

Dowód. Można skorzystać z wzorów na kosinus i sinus sumy lub
różnicy dwu liczb. Rachunki sa֒ bardzo proste, wie֒c pozostawiamy

je Czytelnikowi, który poza udowodnieniem powinien ,,zobaczyć”
je na rysunkach, bo to ważniejsze od formalnego uzasadnienia.

Twierdzenie 19.36 (o monotoniczności kosinusa i sinusa)

Na przedziale [0, π] funkcja kosinus maleje, na przedziale [π, 2π]

— rośnie. Na przedziale
[

− π
2 , π

2

]

funkcja sinus rośnie, na prze-

dziale
[

π
2 , 3π

2

]

— maleje.

Dowód. Z równości sin(π − t) = sin t wynika, że na przedziale
(

0, π
2

)

sinus ma taki sam znak jak na przedziale
[

π
2 , π

)

, wie֒c sinus

jest dodatni na przedziale (0, π) .

Niech 0 6 t1 < t2 6 π . Zachodzi równość cos t2 − cos t1 =

= −2 sin t2−t1
2

sin t2+t1
2

. Mamy 0 < t2−t1
2

6
π
2

i 0 < t2+t1
2

< π ,

zatem cos t2 < cos t1 . Z wzoru cos t = − cos(t − π) wynika, że

na przedziale [π, 2π] kosinus rośnie. Z wzoru sin t = − cos
(

t + π
2

)

wynika, że na przedziale
[

− π
2 , π

2

]

sinus rośnie, a na przedziale
[

π
2 , 3π

2

]

— maleje.

Wniosek 19.37 (znaki kosinusa i sinusa)

Jeśli 0 < t < π
2 , to sin t > 0 i cos t > 0 ;

jeśli π
2 < t < π , to sin t > 0 i cos t < 0 ;

jeśli π < t < 3π
2 , to sin t < 0 i cos t < 0 ;

jeśli 3π
2 < t < 2π , to sin t < 0 i cos t > 0 .

Twierdzenie 19.38 (o zbiorze wartości)

Jeśli x, y ∈ R i x2 +y2 = 1 , to istnieje dok ladnie jedna taka liczba

rzeczywista t ∈ [0, 2π) , że x = cos t i y = sin t .

Jeśli cos t2 = cos t1 i sin t2 = sin t1 dla pewnych liczb rzeczy-
wistych t1, t2 , to istnieje taka liczba ca lkowita n , że t2−t1 = 2nπ .

Dowód. Jeśli y > 0 , to y =
√

1 − x2 . Funkcja kosinus jest

cia֒g la i i ścísle maleja֒ca na [0, π] , cos π = −1 6 x 6 1 = cos 0 ,

wie֒c istnieje dok ladnie jedno takie t ∈ [0, π] , że x = cos t . Ponie-

waż sin t > 0 , wie֒c sin t =
√

1 − cos2 t =
√

1 − x2 = y . Drugiego

t należa loby szukać w przedziale (π, 2π) , ale dla t ∈ (π, 2π) za-
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chodzi nierówność sin t < 0 . Jeśli y < 0 , to y = −
√

1 − x2 .

Kosinus jest cia֒g ly i rośnie na przedziale (π, 2π) , wie֒c istnieje

dok ladnie jedno takie t ∈ (π, 2π) , że x = cos t . Ponieważ sin t<0,

wie֒c sin t = −
√

1 − cos2 t = −
√

1 − x2 = y . Jednoznaczność

wyboru t jest oczywista. Udowodnilísmy pierwsza֒ cze֒́sć tezy.

Z równości cos t2 = cos t1 i sin t2 = sin t1 wynika wzór

cos(t2 − t1) = cos t2 cos t1 + sin t2 sin t1 = cos2 t2 + sin2 t2 = 1 .

Istnieje dok ladnie jedna taka liczba ca lkowita n , że

t2 − t1 − 2nπ ∈ [0, 2π) .

Z okresowości wynika, że 1 = cos(t2 − t1) = cos(t2 − t1 − 2nπ)

i oczywíscie 0 = sin(t2 − t1 − 2nπ) . Sta֒d i z udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia wynika, że t2 − t1 − 2nπ = 0 , a to kończy dowód.

Twierdzenie 19.39 (o wypuk lości)

Funkcja sinus jest ścísle wkle֒s la na przedziale [0, π] , ścísle wypuk la

— na [π, 2π] . Kosinus jest funkcja֒ ścísle wkle֒s la na przedziale
[

− π
2 , π

2

]

, ścísle wypuk la֒ — na
[

π
2 , 3π

2

]

.

Dowód. Udowodnimy, że sinus jest ścísle wkle֒s ly na przedziale

[0, π] , reszte֒ Czytelnik wywnioskuje z wzorów redukcyjnych.

Jeśli 0 6 t1 < t2 6 π , to
1
2

(

sin t1 + sin t2) = sin t1+t2
2 cos t1−t2

2 < sin t1+t2
2 ,

bo cos t2−t1
2

< 1 i 0 < sin t1+t2
2

. Sta֒d i z twierdzenia o wy-

puk lości funkcji cia֒g lej wynika, że funkcja sinus jest ścísle wkle֒s la

na przedziale [0, π] .

y
=

sinxy
=

co
sx

( 3π
2 ,−1)

(0,−1)

(5, 0)
(π, 0) (2π, 0)

y
=

x

Lemat 19.40

sin π
4 = cos π

4 =
√

2
2 .

Dowód. Zachodza֒ równości sin π
4

= cos
(

π
2
− π

4

)

= cos π
4

oraz

cos2 π
4

+ sin2 π
4

= 1 . Z nich wynika, że sin2 π
4

= 1
2

= cos2 π
4

,

a ponieważ sin π
4

> 0 , wie֒c sin π
4

= 1√
2

=
√

2
2

.
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Z ostatniego twierdzenia z rozdzia lu o funkcjach wynika

Lemat 19.41 (o istnieniu granicy ilorazu różnicowego)

Na każdym z przedzia lów
(

0, π
4

]

,
[

− π
4
, 0

)

funkcja
sin( π

4
+h)−sin π

4

h

jest ścísle maleja֒ca oraz 0 < lim
x→0+

sin( π

4
+h)−sin π

4

h < +∞ .

y = sin π
4

y = sin( π
4 + h)

x
=

π 4

x
=

π 4
+

h

Dowód. Nierówność wynika z tego, że jeśli 0 < h < π
4 , to

4
π

(

1 −
√

2
2

)

=
sin( π

4
+ π

4
)−sin π

4
π

4

<
sin( π

4
+h)−sin π

4

h <
sin 0−sin π

4

−π

4

=

= 4
π

√
2

2 . Dowód zosta l zakończony.

Nie udowodnilísmy jeszcze istnienia granicy obustronnej.

Twierdzenie 19.42 (o granicy ilorazu różnicowego)

Istnieje skończona i dodatnia granica lim
x→0

sin x
x .

Dowód. Niech 0 < x < π
4 . Mamy wtedy sin

(

π
4 + x

)

− sin π
4 =

= sin π
4 cos x + sin x cos π

4 − sin π
4 =

√
2

2 (sin x + cos x − 1) =

=
√

2
2

(sin x + cos2 x−1)
cos x+1

) =
√

2
2

sin x(1 − sin x
cos x+1

) , zatem

sin x

x
=

sin
(

π
4 + x

)

− sin π
4

x
·

√
2

1 − sin x
1+cos x

.

Sta֒d, z równości lim
x→0

sin x
1+cos x = 0 i z poprzedniego lematu wynika,

że lim
x→0+

sin x
x

=
√

2 lim
x→0+

sin( π

4
+x)−sin π

4

x
. Z równości sin(−x)

−x
= sin x

x

wynika od razu, że lim
x→0+

sin x
x = lim

x→0−

sin x
x , wie֒c granica lim

x→0

sin x
x

istnieje, jest skończona i dodatnia.

Uwaga 19.43
Jeśli para funkcji c, s spe lnia warunki pierwsze cztery warunki

definicji kosinusa i sinusa oraz ca(t) = c(at) i sa(t) = s(at) , to

para ca, sa też spe lnia te warunki i lim
t→0

sa(t)
t = alim

t→0

s(t)
t dla każdej
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liczby a 6= 0 .

Uwaga 19.44

lim
x→α

cos x−cos α
x−α = − lim

x→α

2 sin x−α

2
sin x+α

2

x−α =

− lim
x→α

sin x−α

2
x−α

2

sin x+α
2 = − sin α ,

lim
x→α

sin x−sin α
x−α = − lim

x→α

cos(π/2−x)−cos(π/2−α)
(π/2−x)−(π/2−α) =

= sin(π/2 − α) = cos α .

Ponieważ
√

(− sin α)2 + cos2 α = 1 , wie֒c chwilowa pre֒dkość ska-

larna w ruchu po okre֒gu, w którym poruszaja֒ce sie֒ cia lo znajduje

sie֒ w chwili α w punkcie (cos α, sin α) , jest równa 1 .

Twierdzenie 19.45 Dla każdej liczby x > 0 zachodzi nierówność
sin x < x . Zachodzi nierówność π > 2 .

Dowód. Funkcja sinus jest ścísle wkle֒s la na przedziale [0, π
2 ] ,

zatem funkcja sin x
x jest ścísle maleja֒ca na przedziale (0, π

2 ] . Kres

górny ilorazu sin x
x na tym przedziale, to lim

x→0

sin x
x = 1 , wie֒c

sin x
x < 1 dla 0 < x 6 π . W szczególności 1 = sin π

2 < π
2 ,

czyli π > 2 . Nierówność sin x < x zachodzi również dla x > 1 ,

bo sin2 x 6 1 , wie֒c sin x 6 1 dla każdego x ∈ R .

Uwaga 19.46

sin(3α) = sin(2α + α) = sin(2α) cos α + sin α cos(2α) =

= 2 sin α cos2 α+sin α cos2 α−sin3 α = 3 sin α(1−sin2 α)−sin3 α =

=3 sin α − 4 sin3 α . Niech α = π
6 . Wtedy zachodzi naste֒puja֒ca

równość 1 = sin π
2

= 3 sin π
6
− 4 sin3 π

6
. Oznacza to, że liczba

sin π
6 > 0 jest pierwiastkiem równania

0 = 4y3 − 3y + 1 = (y + 1)(4y2 − 4y + 1) = (y + 1)(2y − 1)2 .

Sta֒d sin π
6 = 1

2 , wie֒c 1
2 < π

6 , tzn. 3 < π .

Definicja 19.47 (tangensa i kotangensa)

Tangensem nazywamy funkcje֒ określona֒ wzorem tg x = sin x
cos x

w zbiorze tych wszystkich liczb rzeczywistych x , dla których nie-

równość x 6= (2k + 1)π
2

zachodzi dla każdej liczby ca lkowitej k ;

kotangensem nazywamy funkcje֒ określona֒ wzorem ctg x = cos x
sin x
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w zbiorze tych wszystkich liczb rzeczywistych x , dla których nie-
równość x 6= kπ zachodzi dla każdej liczby ca lkowitej k.

Jasne jest, że tangens zdefiniowalísmy w zbiorze, w którym
kosinus nie przyjmuje wartości 0 , a kotangens — w zbiorze, w któ-
rym sinus nie przyjmuje wartości 0 .

Twierdzenie 19.48 (wzory redukcyjne)

Jeśli cos x 6= 0 6= sin x , to ctg x · tg x = 1 ,

ctg(π
2 − x) = tg x , tg(π

2 − x) = ctg x , ctg(π
2 + x) = − tg x ,

tg(π
2 + x) = − ctg x , ctg(π − x) = − ctg x , tg(π − x) = − tg x ,

ctg(π + x) = ctg x , tg(π + x) = tg x , ctg(3π
2 − x) = tg x ,

tg(3π
2 − x) = ctg x , ctg(3π

2 + x) = − tg x , tg(3π
2 + x) = − ctg x ,

ctg(2π−x) = − ctg x, tg(2π − x) = − tg x , ctg(2π + x) = ctg x ,

tg(2π + x) = tg x, tg 0 = 0 , ctg π
2 = 0,

ctg π
4 = 1 , tg π

4 = 1 .

Dowód. Dowód wynika z odpowiednich w lasności funkcji kosi-
nus i sinus.

Wniosek 19.49 (o okresowości kotangensa i tangensa)

Funkcje kotangens i tangens sa֒ okresowe, ich wspólnym okresem

podstawowym jest π .

Twierdzenie 19.50
Jeżeli cos x 6= 0 , cos y 6= 0 i cos(x + y) 6= 0 , to zachodzi równość

tg(x + y) = tg x+tg y
1−tg x tg y .

Jeśli sin x 6= 0 , sin y 6= 0 i sin(x + y) 6= 0 , to zachodzi równość

ctg(x + y) = ctg x ctg y−1
ctg x+ctg y .

Dowód. tg(x + y) =
sin x cos y + sin y cos x

cos x cos y − sin x sin y
=

=

sin x cos y
cos x cos y + sin y cos x

cos x cos y

cos x cos y
cos x cos y − sin x sin y

cos x cos y

=
tg x + tg y

1 − tg x tg y
.

Drugi wzór dowodzimy w taki sam sposób. Można go też wywnios-
kować z pierwszego.

Wniosek 19.51

tg(2x) = 2 tg x
1−tg2 x , ctg(2x) = ctg2 x−1

2 ctg x dla każdego x należa֒cego

odpowiednio do dziedziny funkcji tg(2x) lub ctg(2x) .
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Twierdzenie 19.52 (wzory po lówkowe)

sin x =
2 tg x

2

1+tg2 x

2

, cos x =
1−tg2 x

2

1+tg2 x

2

, tg x =
2 tg x

2

1−tg2 x

2

, ctg x =
1−tg2 x

2

2 tg x

2

,

jeśli tylko x jest taka֒ liczba֒ rzeczywista֒, dla której wypisane we

wzorze wyrażenia maja֒ sens.

Bardzo prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi.

Ostatnie twierdzenie jest przydatne w wielu sytuacjach. Wy-
rażenie wszystkich funkcji trygonometrycznych za pomoca֒ tg x

2

pomaga w rozwia֒zywaniu równań, w ca lkowaniu itp.

Twierdzenie 19.53 (o postaci iloczynowej)

Jeśli cos x 6= 0 6= cos y , to tg x ± tg y = sin(x±y)
cos x cos y .

Jeśli sin x 6= 0 6= sin y , to ctg x ± ctg y = sin(y±x)
sin x sin y .

Twierdzenie 19.54 (o monotoniczności tangensa i kotangensa)

Funkcja tangens jest ścísle rosna֒ca na przedziale
(

− π
2 , π

2

)

, a funk-

cja kotangens — ścísle maleja֒ca na przedziale (0, π) .

Dowód. Jeśli −π
2 < x < y < π

2 , to sin(y − x) > 0 , cos x > 0

i cos y > 0 . Teza wynika wie֒c z wzoru tg y − tg x = sin(y−x)
cos x cos y

.

Dowód monotoniczności funkcji kotangens jest taki sam.

Twierdzenie 19.55
Każda z funkcji tangens i kotangens jest cia֒g la w każdym punkcie

swej dziedziny. Zachodza֒ równości lim
x→0

tg x
x = 1, lim

x→π

2
−

tg x = ∞,

lim
x→− π

2
+

tg x = −∞ , lim
x→π−

ctg x = −∞ , lim
x→0+

ctg x = ∞ .

Dowód. Każdy z tych wzorów wynika natychmiast z odpowied-
nich w lasności sinusa i kosinusa.

Wykresy funkcji tangens (przerywana֒ linia֒) i kotangens (cia֒g la֒ linia֒)

x
=

−
π

x
=

−
π2

x
=

π

x
=

π2

x
=

5π

x
=

−
5
π2
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Twierdzenie 19.56 (o wypuk lości)

Funkcja tangens jest ścísle wypuk la na przedziale
[

0, π
2

)

, a na

przedziale
(

− π
2 , 0

]

— ścísle wkle֒s la.

Dowód. Za lóżmy, że 0 6 x < y < π
2 . Wtedy

1
2 (tg x + tg y) = sin(x+y)

2 cos x cos y = sin(x+y)
cos(x+y)+cos(x−y) >

> sin(x+y)
cos(x+y)+1 =

2 sin x+y

2
cos x+y

2

2 cos2 x+y

2

= tg x+y
2 .

Ścis la wypuk lość na przedziale
[

0, π
2

)

wynika wie֒c z twierdzenia

o wypuk lości funkcji cia֒g lej. Sta֒d i z wzoru tg(−x) = − tg x

wynika ścis la wkle֒s lość na przedziale
(

− π
2 , 0

]

.

Wniosek 19.57
Funkcja tg x

x jest ścísle rosna֒ca na przedziale otwartym
(

0, π
2

)

.

Wniosek 19.58
Jeśli x ∈

(

0, π
2

)

, to x < tg x .

Dowód. tg x
x

> lim
t→0+

tg t
t

= 1 .

Wniosek 19.59

π < 2
√

3 .

Dowód. π
6 < tg π

6 = 1√
3

=
√

3
3 .

Wzór tg α =
2 tg α

2

1−tg2 α

2

możemy przepisać w naste֒puja֒cej posta-

ci tg α tg2 α
2

+2 tg α
2
−tg α = 0 . Mnoża֒c przez ctg α otrzymujemy

0 = tg2 α
2

+ 2 ctg α tg α
2
− 1 = (tg α

2
+ ctg α)2 − ctg2 α − 1 . Sta֒d

tg α
2 = − ctg α +

√

ctg2 α + 1 , jeśli tg α
2 > 0 . Mamy ctg π

6 =
√

3 ,

wie֒c można napisać tg π
12 = −

√
3+

√
3 + 1 = 2−

√
3 . Wobec tego

π < 12(2 −
√

3) < 3,22 . Szacować z do lu można przygla֒daja֒c sie֒

wartościom sinusa w pobliżu zera. Np. sin π
12 = sin

(

π
3 − π

4

)

=

= sin π
3

cos π
4
− sin π

4
cos π

3
=

√
3

2
·
√

2
2
−

√
2

2
· 1
2

= 1
4
(
√

6−
√

2) . Sta֒d

wynika, że π > 3(
√

6 −
√

2) > 3,1 . Nie sa֒ to bardzo dobre osza-

cowania, ale lepsze od poprzednich. 19.6 Można je poprawić znaj-
duja֒c tg π

24 . Potem można zaja֒ć sie֒ ka֒tem π
48 itd. Nie be֒dziemy

19.6
3,46<2

√
3<3,47

296



Funkcje trygonometryczne

ukrywać, że istnieja֒ znacznie skuteczniejsze metody przybliżania

liczby π liczbami wymiernymi, ale o tym opowiemy później.

Uwaga 19.60

Jeśli 0 < x < π
2

, to sin x < x < tg x = sin x
cos x

= sin x
1−2 sin2 x

2

< sin x

1−x2

2

.

Wynika sta֒d od razu, że x
(

1− x2

2

)

< sin x < x . Z tej nierówności

wnioskujemy, że 0 < x − sin x < x3

2 . 19.7 Nierówność ta uspra-

wiedliwia stosowanie wzoru przybliżonego sin x ≈ x używanego

w optyce (równania cienkich soczewek i niektórych zwierciade l),

w mechanice (równanie wahad la matematycznego przy ma lej amp-

litudzie) itp.

Trzeba podkreślić, że te֒ przybliżona֒ równość można stosować

jedynie dla ,,dostatecznie ma lych” x . Mamy 0,7071 < sin π
4 <

<0,70711 , 0,78539 < π
4 < 0,7854 , zatem π

4 − sin π
4 > 0,78539 −

−0,70711 = 0,07828 > 0,07828
0,7072 sin π

4 > 0,11 sin π
4 . Oznacza to,

że w tym przypadku wzór przybliżony daje b la֒d wie֒kszy niż 11%

wartości sinusa, wie֒c dok ladność jest niewielka. Jeśli dla odmiany

0 < x < 0,1 , to 0 < x − sin x < x3

2 = x3 sin x
2 sin x < x3 sin x

2(x−x3/2) =

= x2

2−x2 sin x < 0,01
1,99 sin x < 0,0051 sin x . Tym razem b la֒d jest

mniejszy niż 0,51% wartości sinusa, wie֒c jest znikomo ma ly. War-

to dodać, że 0,1 radiana, to oko lo 5,7◦ .
Udowodnimy twierdzenie gwarantuja֒ce istnienie funkcji spe l-

niaja֒cych warunki na lożone w definicji sinusa i kosinusa, ale nie

be֒dziemy używać szeregów. Dowód ma podtekst geometryczny.

Twierdzenie 19.61 (o istnieniu)

Dla każdej liczby dodatniej p ∈ R istnieja֒ takie funkcje c , s , że

19.61.1 c2(t) + s2(t) = 1 dla każdego t ∈ R ;

19.61.2 c(t1 + t2) = c(t1)c(t2) − s(t1)s(t2) ,

s(t1 + t2) = s(t1)c(t2) + s(t1)s(t2) gdy t1, t2 ∈ R ;

19.61.3 funkcje c i s sa֒ cia֒g le;

19.61.4 funkcje c i s nie sa֒ sta le;

19.61.5 c(t + 2p) = c(t) i s(t + 2p) = s(t) dla każdego t ∈ R .

19.7
Można udowodnić, że 0<x−sin x<x3/6 , ale jest to teraz nieco trudniejsze.
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Dowód. Niech n > 0 be֒dzie liczba֒ ca lkowita֒. Definiujemy zbiór:

Pn =
{

kp
2n : k∈ Z

}

. Niech P = P0∪P1∪P2∪P3∪. . . . Oczywíscie

Pn+1 ⊃ Pn . Każda liczba x ∈ R jest granica֒ pewnego cia֒gu (an)

o wyrazach ze zbioru P , bo jeśli kn = ⌊2n x
p ⌋ oraz an = knp

2n , to

lim
n→∞

an = x . Przysta֒pimy do definiowania.

Zdefiniujemy funkcje c i s w punktach p , p
2 , p

4 , . . . Na-

ste֒pnie w zbiorach P0 , P1 , . . . i wreszcie przed lużymy je na zbiór

wszystkich liczb rzeczywistych.

Niech c(p) = −1 , s(p) = 0 . Za lóżmy, że zdefiniowalísmy

już liczby c
(

p
2n

)

i s
(

p
2n

)

. Definiujemy c
(

p
2n+1

)

=

√

1+c( p

2n )

2
oraz

s
(

p
2n+1

)

=

√

1−c( p

2n )

2 . Z definicji wynika od razu, że równość

c2
(

p
2n

)

+ s2
(

p
2n

)

= 1 zachodzi dla każdego n = 0, 1, 2, . . . . Praw-

dziwe sa֒ wzory c
(

p
2

)

= 0 , s
(

p
2

)

= 1 , c
(

p
4

)

= s
(

p
4

)

=
√

2
2 . Za-

chodza֒ nierówności c(p) < c
(

p
2

)

< c
(

p
4

)

< . . . i wreszcie c
(

p
2n

)

=

2c2
(

p
2n+1

)

− 1 i s
(

p
2n

)

= 2s
(

p
2n+1

)

c
(

p
2n+1

)

.

Przyjmujemy c
(

kp
)

= (−1)k i s(kp) = 0 dla każdej liczby

ca lkowitej k . Dla każdego t ∈P0 zachodzi wzór c2(t) + s2(t) = 1.

Jeśli x, y ∈ P0 , to c(x + y) = c(x)c(y) − s(x)s(y) i s(x + y) =

=s(x)c(y) + s(y)c(x) — mamy bowiem (−1)k+m = (−1)k(−1)m .

Za lóżmy, że funkcje c i s zosta ly już zdefiniowane na zbiorze
Pn i to w taki sposób, że spe lnione sa֒ warunki 19.61.1 i 19.61.2 dla

argumentów w zbiorze Pn . Niech t ∈ Pn+1 \ Pn . Istnieje wtedy

dok ladnie jedna taka liczba t′ ∈ Pn , że t = t′ + p
2n+1 . Definujemy

c(t) = c(t′)c
(

p
2n+1

)

− s(t′)s
(

p
2n+1

)

,

s(t) = s(t′)c
(

p
2n+1

)

+ c(t′)s
(

p
2n+1

)

.

Mamy wie֒c c2(t) + s2(t) =
[

c(t′)c
(

p
2n+1

)

− s(t′)s
(

p
2n+1

)]2
+

+
[

s(t′)c
(

p
2n+1

)

+ c(t′)s
(

p
2n+1

)]2
= c2(t′)

(

c2
(

p
2n+1

)

+ s2
(

p
2n+1

))

+

+s2(t′)
(

c2
(

p
2n+1

)

+s2
(

p
2n+1

))

= c2(t′)+s2(t′) = 1 , zatem warunek

19.61.1 jest spe lniony dla t ∈ Pn+1 .

Sprawdzimy teraz, że jeśli x, y ∈ Pn+1 , to zachodza֒ równości

c(x + y) = c(x)c(y) − s(x)s(y) i s(x + y) = s(x)c(y) + s(y)c(x) .
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Sa֒ trzy przypadki: x, y ∈ Pn , x ∈ Pn i y /∈ Pn , x, y /∈ Pn . W

pierwszym z nich obie równości zachodza֒ na mocy za lożenia in-

dukcyjnego. Zajmiemy sie֒ drugim. Niech y = y′ + p
2n+1 . Wtedy

c(x+y) = c
(

x+y′ + p
2n+1

)

= c(x+y′)c
(

p
2n+1

)

−s(x+y′)s
(

p
2n+1

)

=

=c(x)c(y′)c
(

p
2n+1

)

− s(x)s(y′)c
(

p
2n+1

)

−
− s(x)c(y′)s

(

p
2n+1

)

− s(y′)c(x)s
(

p
2n+1

)

=

= c(x)
[

c(y′)c
(

p
2n+1

)

− s(y′)s
(

p
2n+1

)]

−
− s(x)

[

s(y′)c
(

p
2n+1

)

+ c(y′)s
(

p
2n+1

)]

=

= c(x)c
(

y′ + p
2n+1

)

− s(x)s
(

y′ + p
2n+1

)

= c(x)c(y) − s(x)s(y)

— druga równość wynika z definicji funkcji c na zbiorze Pn+1 ,

trzecia z za lożenia indukcyjnego, czwarta z w lasności dodawania
i mnożenia, pia֒ta z definicji funkcji c, s na zbiorze Pn+1 . W

taki sam sposób sprawdzamy, że wzór s(x + y) = s(x)c(y) +

s(y)c(x) jest prawdziwy, gdy x ∈ Pn , y ∈ Pn+1 \ Pn . Wresz-

cie sprawdzamy, że zachodza֒ też, gdy x, y ∈ Pn+1 \ Pn .

Zdefiniowalísmy funkcje c i s na zbiorze P w taki sposób, że
spe lnione sa֒ warunki 19.61.1, 19.61.2 i oczywíscie te funkcje nie sa֒

sta le. Wykażemy, że sa֒ jednostajnie cia֒g le na zbiorze P . Dok lad-

niej, udowodnimy, że jeśli x, y ∈ P , to |c(x) − c(y)| 6
4
p |x − y|

i |s(x) − s(y)| 6
4
p |x − y| . Najpierw wykażemy, że jeśli t ∈ P , to

|s(t)| 6
4
p
|t| .

Za lóżmy, że n > 2 . Mamy

s( p
2n+1 )

c( p
2n+1 )

=

√

1 − c( p
2n )

1 + c( p
2n )

=

√

√

√

√

1 − c2( p
2n )

(

1 + c( p
2n )

)2 =
s( p

2n )

1 + c( p
2n )

6
1

2
· s( p

2n )

c( p
2n )

.

Stosuja֒c te֒ nierówność n − 1 razy otrzymujemy

s( p
2n+1 )

c( p
2n+1 )

6
1

2n−1

s(p
4 )

c(p
4 )

=
1

2n−1
,

bo s(p
4
) = c(p

4
) . Ponieważ 0 < c( p

2n+1 ) < 1 , wie֒c mamy

s( p
2n+1 ) <

1

2n−1
=

4

p
· p

2n+1
.

Wykazalísmy, że nierówność |s(t)| 6
4
p |t| ma miejsce dla każdego

t postaci p
2n . Ponieważ s(−t) = −s(t) , wie֒c wystarczy dowieść,
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że |s(t)| 6
4
p t dla t > 0 . Jeśli k > 0 jest liczba֒ ca lkowita֒, to

∣

∣s
( (k+1)p

2n

)
∣

∣ =
∣

∣s
(

kp
2n

)

c
(

p
2n

)

+ c
(

kp
2n

)

s
(

p
2n

)
∣

∣ 6

6
∣

∣s
(

kp
2n

)
∣

∣ ·
∣

∣c
(

p
2n

)
∣

∣ +
∣

∣c
(

kp
2n

)
∣

∣ ·
∣

∣s
(

p
2n

)
∣

∣ 6
∣

∣s
(

kp
2n

)
∣

∣ +
∣

∣s
(

p
2n

)
∣

∣ .

Z tej nierówności, stosuja֒c indukcje֒ wzgle֒dem k , wnioskujemy, że

|s(t)| 6
4
p

t dla każdego t postaci kp
2n , gdzie k > 0 jest liczba֒

ca lkowita֒, wie֒c |s(t)| 6
4
p |t| dla t ∈ P .

Z warunków 19.61.1 i 19.61.2 wynikaja֒ wzory c(x) − c(y) =

=−2s
(

x−y
2

)

s
(

x+y
2

)

i s(x)− s(y) = 2s
(

x−y
2

)

c
(

x+y
2

)

dla x, y ∈ P .

Wobec tego |c(x) − c(y)| 6 2
∣

∣s
(

x−y
2

)
∣

∣ 6 2 · 4
p
·
∣

∣

x−y
2

∣

∣ = 4
p
|x − y|

oraz |s(x) − s(y)| 6 2
∣

∣s
(

x−y
2

)
∣

∣ 6 2 · 4
p ·

∣

∣

x−y
2

∣

∣ = 4
p |x − y| .

Funkcje c i s sa֒ wie֒c jednostajnie cia֒g le w zbiorze P . Zgod-

nie z twierdzeniem o przed lużaniu funkcji jednostajnie cia֒g lej każ-

da ma dok ladnie jedno przed lużenie cia֒g le określone na R .

Jeśli x ∈ R , to istnieje taki cia֒g (tn) , że tn ∈ P dla każdej

liczby naturalnej n i x = lim
n→∞

tn . Ponieważ funkcje c i s sa֒

cia֒g le w punkcie x oraz c2(tn) + s2(tn) = 1 , wie֒c

c2(x) + s2(x) = lim
n→∞

(

c2(tn) + s2(tn)
)

= 1 .

Oznacza to, że skonstruowane funkcje spe lniaja֒ warunek 19.61.1

na R . W dok ladnie taki sam sposób sprawdzamy, że na R spe lnio-
ny jest warunek 19.61.2. Jasne jest wie֒c, że funkcje c , s spe lniaja֒

warunki 19.61.1, 19.61.2, 19.61.3, 19.61.4. Z wzoru c(p) = −1

wynika, że c(2p) = 2c2(p) − 1 = 1 , zatem s(2p) = 0 . Sta֒d i z

warunku 19.61.2 wynika, że c(x+2p) = c(2p) oraz s(x+2p) = s(x)

dla każdego x ∈ R .

Uwaga 19.62  Latwo można wykazać, że skonstruowana funkcja s

jest dodatnia na przedziale (0, p) .

Twierdzenie 19.63 (o istnieniu)

Istnieje para funkcji c , s , które spe lniaja֒ wszystkie warunki defi-

nicji kosinusa i sinusa.

Dowód. Wynika to z poprzedniego twierdzenia i uwagi 19.43:

zaste֒pujemy pare֒ c, s taka֒ para֒ ca, sa , że lim
t→0

sa(t)
t = lim

t→0

s(at)
t =
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=alim
t→0

s(at)
at = 1 .

Twierdzenie 19.64 (o jednoznaczności)

Dla każdej liczby rzeczywistej g istnieje dok ladnie jedna para
funkcji c , s , które spe lniaja֒ warunki 19.61.1, 19.61.2 i 19.61.3

oraz lim
x→0

s(x)
x = g .

Dowód. Istnienie uzasadniamy powtarzaja֒c dowód poprzednie-

go twierdzenia.

Za lóżmy teraz, że funkcje c , s spe lniaja֒ warunki 19.61.1,

19.61.2 i 19.61.3 oraz lim
x→0

s(x)
x = g i że funkcje C , S też te wa-

runki spe lniaja֒. Wykażemy, że c(t) = C(t) dla każdego t ∈ R,

równość s = S wyniknie z wzorów redukcyjnych, w których liczbe֒

π zasta֒pimy po lowa֒ okresu podstawowego funkcji c . Mamy

|c(t) − C(t)| =
∣

∣2c2
(

t
2

)

− 1 − (2C2
(

t
2

)

− 1)
∣

∣ =

= 2
∣

∣c
(

t
2

)

− C
(

t
2

)∣

∣ ·
∣

∣c
(

t
2

)

+ C
(

t
2

)∣

∣ 6 4
∣

∣c
(

t
2

)

− C
(

t
2

)∣

∣ .

Przez indukcje֒ dowodzimy, że

|c(t) − C(t)| 6 4n
∣

∣c
(

t
2n

)

− C
(

t
2n

)
∣

∣ =

= 4n · 2
∣

∣S
(

t
2n+1

)

− s
(

t
2n+1

)∣

∣ ·
∣

∣S
(

t
2n+1

)

+ s
(

t
2n+1

)∣

∣ =

= t2

2

∣

∣

∣

∣

∣

S( t
2n+1 )
t

2n+1

− s( t
2n+1 )

t
2n+1

∣

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

∣

S( t
2n+1 )
t

2n+1

+
s( t

2n+1 )
t

2n+1

∣

∣

∣

∣

∣

−−−−→
n→∞

−−−−→
n→∞

t2

2 |g − g| · |g + g| = 0 .

Sta֒d mamy c(t) = C(t) dla każdego t ∈ R , co kończy dowód.

Zadania

1. Dowieść, że sin π
6 = 1

2 , cos π
6 =

√
3

2 , sin π
4 =

√
2

2 = cos π
4 ,

sin π
3

=
√

3
2

, cos π
3

= 1
2

.

2. Dowieść, że sin π
12

=
√

6−
√

2
4

= 1
2

√

2 −
√

3 , cos π
12

=
√

6+
√

2
4

,

tg π
12 = 2 −

√
3 , ctg π

12 = 2 +
√

3 .

3. Dowieść, że sin π
24 =

√

1
8 (4 −

√
2 −

√
6) .

4. Dowieść, że tg π
24 =

√
6 +

√
2−

√
3− 2 = (

√
3−

√
2)(

√
2− 1) .

5. Dowieść, że dla każdego α ∈ R prawdziwe sa֒ oba wzory:
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sin(3α) = 3 sin α − 4 sin3 α , cos(3α) = 4 cos3 α − 3 cos α .

6. Niech x = sin π
10 . Dowieść (bez użycia tablic i sprze֒tu elek-

tronicznego), że 3x− 4x3 = 1 − 2x2 i znaleźć wszystkie pier-

wiastki rzeczywiste tego równania. Znaleźć sin π
10

.

7. Znaleźć wszystkie liczby α , dla których sin(3α) = cos(2α) .

8. Dowieść, że cos π
5 = 1

4 (1 +
√

5) .

9. Dowieść, że sin π
10 = 1

4 (−1 +
√

5) .

10. Dowieść, że cos π
8 = 1

2

√

2 +
√

2 , cos π
16 = 1

2

√

2 +
√

2 +
√

2 .

11. Wykazać, że liczba cos π
9

nie jest pierwiastkiem żadnego wie-

lomianu kwadratowego o wspó lczynnikach ca lkowitych.

12. Udowodnić, że jeśli cos α = 1
3 , to wszystkie wyrazy cia֒gu

(

cos(2nα)
)

sa֒ różne.

13. Wykazać, że jeśli cos α = 1
3

, to α
π

/∈ Q .

14. Udowodnić, że jeśli cos α = 1
4 (
√

13 − 1) , to α
π /∈ Q .

15. Udowodnić, że jeśli cos α = 1
3 , to wszystkie wyrazy cia֒gu

(

cos(nα)
)

sa֒ różne.

16. Rozwia֒zać: cos2 x + cos2(2x) + cos2(3x) + cos2(4x) = 2 .

17. Rozwia֒zać równanie i zilustrować jego rozwia֒zanie na okre֒gu

jednostkowym:

a. 4 sin x sin(2x) sin(3x) = sin(4x) ; b. 2sin2 x = sin x ;

c. tg x + ctg x = 4 ; d. tg x + ctg x = 4√
3

;

e. sin(3x) = cos x ; f. sin6 x + cos6 x= 7
16 ;

g. logcos x sin x + logsin x cos x = 2 ; h. sin4 x + cos4 x= 5
8 ;

i. log3

[

tg(ϕ + π
6 )

]

= 1
2 ; j. 2 sin3 x = 4 cos2 x ;

k. 2 sin(3x) sin(2x) = sin(11x) sin(10x) ;

l. sin x + cos(nx) = cos
(

(n + 1)x
)

.

18. Rozwia֒zać uk lad równań

{

sin x + sin y = 3
2 ,

cos x + cos y =
√

3
2 .

19. Rozwia֒zać uk lad równań

{

sin x · sin y =
√

3
4 ,

cos x · cos y =
√

3
4 .
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20. Rozwia֒zać uk lad równań

{

sin x cos y = 1
4 ,

3 tg x = tg y.

21. Rozwia֒zać nierówność:

a. | cos t| < 1
2

; b. sin t > sin
(

t + π
3

)

;

c. sin x +
√

3 cos x >
√

3 ; d. tg3 x+tg2 x>1+tg x;

e. sin4 x+cos4 x>a , a ∈ R ; f. sin(πx) > cos(π
√

x) ;

g. | cos t + sin t| < 1+
√

3
2

; h. sin t + cos t < 1 ;

i. 2(1+log2

(

cos ϕ)
)

> log2 3 ; j. 2 cos4 t−3 cos2 t+1>0;

k. 8 sin4 t − 10 sin2 t + 3 > 0; l. tg t + ctg t > 4
√

3
3 .

22. Dowieść, że jeśli x, y, z ∈
(

0, π
2

)

, to zachodzi nierówność:

a. sin(x + y + z) < sin x + sin y + sin z ;

b. α − sin α < β − sin β ; c. tg α − α < tg β − β ;

23. Dowieść, że jeśli α, β, γ ∈
(

0, π
2

)

, to 0 < α+β +γ < π
2

wtedy

i tylko wtedy, gdy tg α tg β + tg β tg γ + tg γ tg α < 1 .
24. Niech α, β, γ > 0 i α + β + γ = π . Dowieść, że wtedy:

a. sin α
2 · sin β

2 · sin γ
2 6

1
8 ; b. cos α

2 · cos β
2 · cos γ

2 6
3
√

3
8 ;

c. sin2 α
2

+ sin2 β
2

+ sin2 γ
2

>
3
4
;

d. sin α + sin β + sin γ > sin(2α) + sin(2β) + sin(2γ).

Wyjaśnić, kiedy zachodzi równość.
25. Obliczyć:

a. tg π
9 · tg 2π

9 · tg 3π
9 · tg 4π

9 ; b. − cos π
9 +cos 2π

9 +cos 4π
9 ;

c. cos 2π
7 + cos 4π

7 + cos 6π
7 ; d. cos16 π

16 + cos16 π
16 .

26. Wykazać, że tg2 π
7 tg2 2π

7 tg2 3π
7 = 7 .

27. Dowieść, że sin π
18 · sin 3π

18 · sin 5π
18 · sin 7π

18 = 1
16 .

28! Wyjaśnić, dla jakich liczb rzeczywistych α , β zachodzi rów-

ność sin(α + β) = sin α + sin β ?

29. Dla jakich liczby x ∈
(

0, π
2

)

liczby cos x i x
π sa֒ wymierne?

30. Dowieść, że cos(α + β + γ) + cos(−α + β + γ) +

+ cos(α − β + γ) + cos(α + β − γ) = 4 cos α cos β cos γ .

31. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π i α−π
2π , β−π

2π , γ−π
2π /∈ Z , to

tg α
2

tg β
2

+ tg β
2

tg γ
2

+ tg γ
2

tg α
2

=1.

32. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π , to

sin α + sin β + sin γ = 4 cos α
2 cos β

2 cos γ
2 .

303



Funkcje trygonometryczne

33. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π , to cos α + cos β + cos γ =

= 4 sin α
2 sin β

2 sin γ
2 +1 = 1+ sin α·sin β·sin γ

sin α+sin β+sin γ , o ile mian. 6= 0 .

34. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π , to sin3 α + sin3 β + sin3 γ =

= 3 cos α
2

cos β
2

cos γ
2

+ cos 3α
2

+ cos 3β
2

+ cos 3γ
2

.

35. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π , to

cos(2α) + cos(2β) + cos(2γ) = −1 − 4 cos α cos β cos γ .

36. Dowieść, że jeśli α + β + γ = π i 2α−π
2π , 2β−π

2π , 2γ−π
2π /∈ Z , to

tg α + tg β + tg γ = tg α tg β tg γ .
37. Dowieść, że jeśli α + β + γ + δ = 2π , to

sin α + sin β + sin γ + sin δ = 4 sin α+β
2 sin β+γ

2 sin γ+α
2 .

38. Dowieść, że α + β + γ + δ = 2π ⇒ sin2 α + sin2 β + sin2 γ +

+ sin2 δ=2(1 + sin α sin β sin γ sin δ − cos α cos β cos γ cos δ) .

39. Dowieść, że dla każdych x ∈ R i n ∈ N zachodzi nierówność

| cos x| + | cos(2x)| + | cos(4x)| + · · · + | cos(2nx)| >
n
2 .

40. Wykazać, że dla każdego n ∈ N zachodzi równość

cos 2π
2n+1

+ cos 4π
2n+1

+ cos 6π
2n+1

+ · · · + cos 2nπ
2n+1

= −1
2

.

41. Dowieść, że jeśli α, β, γ > 0 i α + β + γ = π , to

sin α + sin β + sin γ < sin
(

α + β
2

)

+ sin
(

β + γ
2

)

+ sin
(

γ + α
2

)

.

42. Rozwia֒zać równanie tg(7x) − sin(6x) = cos(4x) − ctg(7x) .

43. Niech m ∈ N , x, h ∈ R . Zsumować:

a.
∑m

n=0 tg
(

(n − 1)x
)

tg(nx); b.
∑m

n=0 sin(x + nh)

c.
∑m

n=0 cos(x + nh); d.
∑m

n=0 sin2(x + nh);

e.
∑m

n=0 cos2(x + nh); f.
∑m

n=0 sin3(x + nh);

g.
∑m

n=0 cos3(x + nh); h.
∑m

n=0 sin4(x + nh);

i.
∑m

n=0 cos4(x + nh) ; j.

m
∑

n=1

n sin(x + nh) ;

k.
∑m

n=0
1

sin(2nx) ; l.
∑m

n=0 n cos(x + nh) ;

44. Dowieść, że jeśli x ∈ R i n ∈ N , to

sin(nx) =
(

n
1

)

cosn−1 x sin x −
(

n
3

)

cosn−3 x sin3 x +

+
(

n
5

)

cosn−5 x sin5 x −
(

n
7

)

cosn−7 x sin7 x + · · · .
45. Dowieść, że jeśli x ∈ R i n ∈ N , to

cos(nx) =
(

n
0

)

cosn x −
(

n
2

)

cosn−2 x sin2 x +

+
(

n
4

)

cosn−4 x sin4 x −
(

n
6

)

cosn−6 x sin6 x + · · · .
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46. Dowieść, że pierwiastkami równania 0 =
(

2m+1
1

)

(1 − x)m −
−

(

2m+1
3

)

(1− x)m−1x +
(

2m+1
5

)

(1− x)m−2x2 − · · ·+ (−1)mxm

sa֒ liczby sin2 π
2m+1 , sin2 2π

2m+1 , . . . , sin2 mπ
2m+1 .

47. Dowieść, że
m

∑

n=1

1

sin2 nπ
2m+1

=
2m(m + 1)

3
.

48. Dowieść, że pierwiastkami równania

0 =
(

2m+1
1

)

xm −
(

2m+1
3

)

xm−1 +
(

2m+1
5

)

xm−2 − · · · + (−1)m

sa֒ liczby ctg2 π
2m+1 , ctg2 2π

2m+1 , . . . , ctg2 mπ
2m+1 .

49. Dowieść, że
∑m

n=1 ctg2 nπ
2m+1 = m(2m−1)

3 .

50. Korzystaja֒c z nierówności sin x < x < tg x spe lnionej dla

0 < x < π
2 i rezultatów poprzednich zadań udowodnić, że

(

1 − 1
2m+1

)(

1 − 2
2m+1

)

π2

6 6 1 + 1
22 + 1

32 + · · · + 1
m2 6

6
(

1 − 1
2m+1

)(

1 + 1
2m+1

)

π2

6 .

Wywnioskować sta֒d, że
∞
∑

n=1

1
n2 = 1 + 1

22 + 1
32 + · · · = π2

6 .

51. Obliczyć sin π
2m · sin 2π

2m · sin 3π
2m · . . . · sin (m−1)π

2m .

52. Obliczyć cos π
2m · cos 2π

2m · cos 3π
2m · . . . · cos (m−1)π

2m .

53. Obliczyć sin π
2m+1 · sin 2π

2m+1 · sin 3π
2m+1 · . . . · sin mπ

2m+1 .

54. Obliczyć cos π
2m+1 · cos 2π

2m+1 · cos 3π
2m+1 · . . . · cos mπ

2m+1 .

55. Dowieść, że jeśli liczby a, b, c sa֒ d lugościami boków trójka֒ta

a α , β , γ — ka֒tami leża֒cymi naprzeciw kolejnych boków,

to zachodzi nierówność π
3 6

aα+bβ+cγ
a+b+c < π

2 .

56. Rozwia֒zać nierówność

cos x 6
∣

∣

√

1 + sin(2x) −
√

1 − sin(2x)
∣

∣ 6
√

2 .

57. Czy istnieje taka liczba x ∈ R , że 1
3 6

tg(3x)
tg x 6 3 ?

58. Wykazać, że cia֒g o wyrazie cosn 2πn
3 nie ma granicy i znaleźć

lim
n→∞

sinn 2πn
3 .

59. Obliczyć sume֒ szeregu
∑∞

n=1
2n cos nπ

5n−1 .

60. Obliczyć sume֒ szeregu
∑∞

n=1
2n

(5+cos nπ)n .
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61. Czy szereg
∑∞

n=1
1
n sin (2n+1)π

4 jest zbieżny? Jeśli tak, to

czy bezwzgle֒dnie?

62. Wykazać, że szereg
∑∞

n=1 sin n jest rozbieżny.

63. Czy cia֒g
(

tg n
)

ma granice֒?

64. Czy cia֒g
(

sin2 n
)

ma granice֒?

65. Czy cia֒g
(

sin(n2)
)

ma granice֒?

66.
∗

Czy cia֒g
(

sin(nk)
)

ma granice֒ dla k ∈ N ?

67.
∗

Czy szereg
∑∞

n=1
1
n sin(n2) jest zbieżny?

68. Znaleźć lim
n→∞

(

cos π
4 · cos π

8 · . . . · cos π
2n

)

69. Znaleźć granice֒ lim
x→0+

xsin x .

70. Znaleźć granice֒ lim
x→0

(cos x)1/ sin2 x .

71. Znaleźć granice֒ lim
x→0

(

1+tg x
1+sin x

)sin−3 x
.

72. Znaleźć granice֒ lim
x→0+

(

cos
√

x
)1/x

.

73. Znaleźć granice֒ lim
x→∞

(

sin(ln(x + 1)) − sin(ln x)
)

.

74. Znaleźć granice֒ lim
x→∞

(

sin 1
x

+ cos 1
x

)x
.

75. Znaleźć granice֒ lim
x→π

2
+

(sin x)tg x .

76. Znaleźć granice֒ lim
x→0

√
1+tg x−

√
1+sin x

x3 .

77. Niech L1 i L2 be֒da֒ pó lprostymi o pocza֒tku O = (0, 0)

przechodza֒cymi odpowiednio przez punkty (x1, y1) 6= (0, 0)

i (x2, y2) 6= (0, 0) . Niech t1 , t2 be֒da֒ takimi liczbami, że

(cos t1, sin t1) ∈ L1 , (cos t2, sin t2) ∈ L2 . Udowodnić, że

cos(t2−t1) = x1x2+y1y2√
x2
1
+y2

1
·
√

x2
2
+y2

2

i sin(t2−t1) = x1y2−y1x2√
x2
1
+y2

1
·
√

x2
2
+y2

2

.

Uwaga 19.65 (o iloczynie skalarnym)

Iloczyn skalarny x1x2 + y1y2 wektorów
−−−−→
(x1, y1) i

−−−−→
(x2, y2) jest

równy kosinusowi ka֒ta mie֒dzy tymi wektorami, czyli liczby t2−t1 ,

pomnożonemu przez iloczyn d lugości tych wektorów.
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78. Niech a, b, c be֒da֒ bokami trójka֒ta i niech α oznacza ka֒t

leża֒cy naprzeciwko boku a . Dowieść, że cos α = b2+c2−a2

2bc

oraz sin α = 1
2bc

√

−a4 − b4 − c4 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) .

79. Korzystaja֒c z wkle֒s lości funkcji sinus na przedziale [0, π] udo-

wodnić, że spośród n –ka֒tów wpisanych w dany okra֒g, naj-

wie֒kszy obwód ma n –ka֒t foremny.

80. Korzystaja֒c z wypuk lości funkcji tangens na przedziale [0, π
2

)

dowieść, że spośród n –ka֒tów opisanych na danym okre֒gu,

najmniejszy obwód ma n –ka֒t foremny.

81. Dowieść, że spośród n –ka֒tów wpisanych w dany okra֒g, naj-

wie֒ksze pole ma n –ka֒t foremny.

82. Dowieść, że spośród n –ka֒tów opisanych na danym okre֒gu,

najmniejsze pole ma n –ka֒t foremny.

83! Dowieść, że kresem górnym obwodów wieloka֒tów wpisanych

w okra֒g o promieniu r > 0 jest liczba 2πr , a kresem górnym

ich pól jest liczba πr2 .

84! Dowieść, że kresem dolnym obwodów wieloka֒tów opisanych

na okre֒gu o promieniu r > 0 jest liczba 2πr , a kresem dol-

nym ich pól wieloka֒tów jest liczba πr2 .

85! Dowieść, że jeśli 0 < β − α < 2π i σ 6 α0 6 α1 6 α2 6

6 . . . 6 αn 6 β , to L(α0, α1, . . . , αn) :=

=
√

(cos α1 − cos α0)2 + (sin α1 − sin α0)2 +

+
√

(cos α2 − cos α1)2 + (sin α2 − sin α1)2 + · · · +

+
√

(cos αn − cos αn−1)2 + (sin αn − sin αn−1)2 < β − α oraz

że kresem górnym liczb L(α0, α1, . . . , αn) jest liczba β − α .

Twierdzenie to oznacza, że kresem górnym d lugości  lamanych

wpisanych w  luk  L = {(cos t, sin t): α 6 t 6 β} jest liczba

β − α i że każda taka  lamana ma d lugość mniejsza֒ niż  luk.

86. Niech odwzorowanie F : R2 −→ R2 be֒dzie izometria֒ p laszczyz-

ny, tzn. dla każdych dwóch punktów (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2

ich odleg lość, tj. liczba
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 , jest równa

odleg lości ich obrazów, czyli punktów F (x1, y1) i F (x2, y2) .
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(a) Udowodnić, że istnieja֒ wtedy takie liczby a, b, c, d, p, q ∈ R ,

że dla każdego punktu (x, y) ∈ R2 zachodzi równość

F (x, y) = (ax + by + p, cx + dy + q) . (A)

(b) Udowodnić, że wybór liczb a, b, c, d, p, q ∈ R jest jednoznacz-

ny oraz że

a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = 0 (B)

oraz że jeśli liczby a, b, c, d, p, q ∈ R spe lniaja֒ warunek (B),

to przekszta lcenie zdefiniowane wzorem (A) jest izometria֒.

Dowieść, że warunek (B) jest równoważny temu, że

a2 + b2 = 1 = c2 + d2 i ac + bd = 0 . (B’)

Dowieść, że z warunku (B) wynika, że ad − bc = ±1 .

(c) Udowodnić, że F jest przesunie֒ciem wtedy i tylko wtedy, gdy

a = d = 1 i b = c = 0 .

(d) Udowodnić, że F jest obrotem wokó l punktu O wtedy i tylko

wtedy, gdy a = d i b = −c i p = q = 0 . Dowieść, że istnieje
wtedy taka liczba α ∈ R , że a = d = cos α i c = −b = sin α
i mamy do czynienia z obrotem o ka֒t α .

(e) Udowodnić, że F jest symetria֒ wzgle֒dem prostej przecho-

dza֒cej przez punkt O wtedy i tylko wtedy, gdy p = q = 0

i a = −d oraz b = c . Istnieje wtedy taka liczba α ∈ R , że

a = −d = cos(2α) i b = c = sin(2α) . Dowieść, że oś symetrii

ma równanie x sin α = y cos α .

(f) Dowieść, że jeśli 0 6= a = d , b = −c i spe lniony jest warunek

(B), to przekszta lcenie F jest obrotem wokó l pewnego punk-

tu p laszczyzny.

(g) Dowieść, że jeśli a = −d = cos(2α) , b = c = sin(2α) i wek-

tor (p, q) jest prostopad ly do wektora (cos α, sin α) , to prze-

kszta lcenie F jest symetria֒ wzgle֒dem pewnej prostej.

(h) Dowieść, że jeśli a = −d = cos(2α) , b = c = sin(2α) i wek-

tor (p, q) nie jest prostopad ly do wektora (cos α, sin α) , to

przekszta lcenie F jest symetria֒ z poślizgiem wzgle֒dem pewnej

prostej, tzn. istnieje prosta ℓ , która֒ izometria F przekszta lca

na siebie i na której F dzia la jak przesunie֒cie.
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(i) Dowieść, że jeśli spe lniony jest warunek (B) i ad− bc > 0 , to

izometrie֒ F można przedstawić jako z lożenie dwu symetrii.

Mówimy wtedy, że F jest izometria֒ parzysta֒.

(j) Dowieść, że jeśli spe lniony jest warunek (B) i ad− bc < 0 , to

izometrie֒ F można przedstawić jako z lożenie trzech symetrii.

Mówimy wtedy, że F jest izometria֒ nieparzysta֒.

(k) Dowieść, że z lożenie dwu symetrii parzystych lub dwu niepa-

rzystych jest symetria֒ parzysta֒, a z lożenie symetrii parzystej

i nieparzystej (w dowolnej kolejności) — nieparzysta֒.

(l) Dowieść, że F jest symetria֒ parzysta֒ wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieja֒ takie funkcje cia֒g le

A: [0, 1] −→ R , B: [0, 1] −→ R , C: [0, 1] −→ R ,

D: [0, 1] −→ R , P : [0, 1] −→ R , Q: [0, 1] −→ R ,

że dla każdego t ∈ [0, 1] funkcja Ft: R
2 −→ R2 dana wzorem

Ft(x, y) =
(

A(t)x + B(t)y + P (t), C(t)x + D(t)y + Q(t)
)

jest

izometria֒, przy czym F0(x, y) = (x, y) i F1(x, y) = F (x, y)

dla każdego punktu (x, y) ∈ R2 .

Uwaga: W tym wielopunktowym zadaniu zawarlísmy informacje

o izometriach p laszczyzny. W punkcie (l) chodzi o to, że izometrie֒

parzysta֒ można zrealizować jako ruch na p laszczyźnie: Ft(x, y)

to po lożenie punktu (x, y) w momencie t . Symetrii wzgle֒dem

prostej nie da sie֒ tak zrealizować bez ,,wychodzenia z p laszczyzny”.

To niby oczywiste, ale pokazalísmy tu, jak można to precyzyjnie
powiedzieć.
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CIA֒GI I SZEREGI FUNKCYJNE I

W wielu przypadkach mamy do czynienia z cia֒gami, których

wyrazami sa֒ w istocie rzeczy funkcje. Opowiemy teraz pokrótce

o dwóch najważniejszych rodzajach zbieżności. Rodzajów zbież-
ności cia֒gów funkcyjnych jest wie֒cej, ale na razie wystarczy nam

problemów z dwoma.

Niech A be֒dzie niepustym zbiorem i niech dla każdej liczby

naturalnej n be֒dzie określona funkcja fn: A −→ R . Dla każdego

x ∈ A jest wie֒c określony cia֒g liczbowy
(

fn(x)
)

. Mówimy wtedy

o cia֒gu funkcyjnym (fn) .

Możemy też mówić o szeregu funkcyjnym
∑∞

n=1 fn . Dla każ-

dego x ∈ A określony jest wtedy szereg liczbowy
∑∞

n=1 fn(x) .

Jeśli (fn) i (gn) sa֒ cia֒gami funkcyjnymi określonymi na tym

samym zbiorze A , h: A −→ R jest funkcja֒, to cia֒gi (fn + gn)

(fn − gn) , (fn · gn) nazywamy odpowiednio suma֒, różnica֒ i ilo-

czynem cia֒gów (fn) i (gn) , cia֒g (hfn) — iloczynem cia֒gu (fn)

przez funkcje֒ h . Jeżeli dla każdego x ∈ A i każdego n ∈ N

zachodzi nierówność gn(x) 6= 0 , to możemy określić iloraz
(

fn

gn

)

cia֒gów (fn) i (gn) .

Podobnie określamy sume֒
∑

(fn + gn) i różnice֒
∑

(fn − gn)

szeregów
∑

fn i
∑

gn oraz iloczyn
∑

hfn szeregu
∑

fn przez

funkcje֒ h .

Definicja 20.1 (punktowej zbieżności)

Niech (fn) be֒dzie cia֒giem funkcyjnym określonym na zbiorze A

i niech x ∈ A . Mówimy, że cia֒g (fn) jest zbieżny w punkcie x ,

jeśli cia֒g liczbowy fn(x) jest zbieżny. Granica֒ cia֒gu (fn) jest ta-

ka funkcja f : A −→ R , że f(x) = lim
n→∞

fn(x) dla każdego x ∈ A .

Funkcje֒ f nazywamy wtedy punktowa֒ granica֒ cia֒gu (fn) .

Szereg funkcyjny
∑

fn jest zbieżny w punkcie x wtedy i tylko

wtedy, gdy szereg
∑

fn(x) jest zbieżny. Jeżeli dla każdego x ∈ A

szereg
∑∞

n=1 fn(x) jest zbieżny i jego suma֒ jest liczba s(x) , to

mówimy, że szereg
∑∞

n=1 fn jest punktowo zbieżny do sumy s
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na zbiorze A . Piszemy wtedy s(x) =
∑∞

n=1 fn(x) , a funkcje֒

s: A −→ R nazywamy suma֒ szeregu
∑∞

n=1 fn .

Jest jasne, że jeśli granica cia֒gu funkcyjnego istnieje, to tylko

jedna.

Przyk lad 20.1 Niech fn(x) = xn(1 − x) dla x ∈ [0, 1] . Jasne

jest, że dla każdego x ∈ [0, 1] zachodzi równość lim
n→∞

fn(x) = 0 .

Oznacza to, że na przedziale [0, 1] cia֒g (fn) jest zbieżny do funkcji

zerowej.

Przyk lad 20.2 Niech fn(x) = n!x − ⌊n!x⌋ dla x ∈ R . Jasne

jest, że jeśli x jest liczba֒ wymierna֒, to dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n liczba n!x jest ca lkowita, zatem zachodzi

równość fn(x) = 0 . Czytelnik sprawdzi, że lim
n→∞

fn(e) = 0 .

Można bez trudu udowodnić, że e
2 = 1 + 2

3! + 3
5! + 4

7! + 5
9! + · · · =

=
∑∞

n=1
n

(2n−1)! i sta֒d wywnioskować, że lim
n→∞

f2n−1

(

e
2

)

= 0 i jed-

nocześnie lim
n→∞

f2n

(

e
2

)

= 1
2 . Można również zauważyć, że jeśli

x = a1 + 1
2!

a2 + 1
3!

a3 + · · · , gdzie aj ∈ Z dla j = 1, 2, . . .

przy czym 0 6 aj 6 j − 1 dla j = 2, 3, . . . oraz że nierówność

aj 6 j − 1 jest ostra dla nieskończenie wielu j (por. zad 16.68),

to granica lim
n→∞

fn(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

granica lim
n→∞

an+1

n+1
. Granice te sa֒ równe.

Przyk lad 20.3 Niech x ∈ [−1, 1] i niech f1(x) = 0 oraz

fn+1(x) = fn(x)+ 1
2

(

x2−f2
n(x)

)

. Wykażemy, że lim
n→∞

fn(x) = |x|
dla każdego x ∈ [−1, 1] .

Wykażemy najpierw, że 0 6 fn(x) 6 |x| i fn(x) 6 fn+1(x)

dla każdego x ∈ [−1, 1] i każdego n = 0, 1, 2, . . . . Zastosujemy

indukcje֒. Dla n = 0 nierówności zachodza֒: 0 6 f0(x) = 0 6 |x|
i f0(x) 6 f1(x) = 1

2
x2 . Jeśli sa֒ spe lnione dla pewnego n , to

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)(

|x| + fn(x)
)

> fn(x) , bo na

mocy za lożenia indukcyjnego |x| + fn(x) > |x| − fn(x) > 0 . Sta֒d

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)(

|x| + fn(x)
)

6

311
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6 fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)

· 2|x| 6 fn(x) + |x| − fn(x) = |x| ,
a to jest teza indukcyjna. Z tego, co udowodnilísmy wynika, że dla

każdego x ∈ [−1, 1] cia֒g (fn(x)) jest niemaleja֒cy i ograniczony:

z góry przez |x| , z do lu — przez 0 . Ma wie֒c granice֒.

Niech g(x) = lim
n→∞

fn(x) . Oczywíscie g(x) > 0 . Z wzoru

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

x2 − f2
n(x)

)

i twierdzenia o arytmetycznych

w lasnościach granicy wynika, że g(x) = g(x) + 1
2

(

x2 − g2(x)
)

.

Sta֒d wynika, że lim
n→∞

fn(x) = g(x) = |x| . Zauważmy jeszcze, że

funkcja fn jest wielomianem zmiennej x (stopnia 2n ).

Przyk lad 20.4 Niech fn(x) = sin(nπx) dla x ∈ R . Udowod-

nimy, że cia֒g (fn(x)) jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy x jest

liczba֒ ca lkowita֒. Jeśli x ∈ Z , to fn(x) = sin(nπx) = 0 . Jeśli

x = p
q , gdzie g > 1 i p sa֒ liczbami ca lkowitymi. Wtedy cia֒g

(fn(x)) jest okresowy, jego okresem jest 2q . Taki cia֒g jest zbieżny

wtedy i tylko wtedy, gdy jest sta ly, a to ma miejsce jedynie wt-

edy, gdy q = 1 (zak ladamy, że nwd(p, q) = 1 ). Jeśli x /∈ Q ,

to każda liczba z przedzia lu [0, 1] jest granica֒ pewnego podcia֒gu

cia֒gu
(

nx−⌊nx⌋
)

. Sta֒d, z wzorów redukcyjnych i cia֒g lości funkcji

sinus wynika, że każda liczba z przedzia lu [−1, 1] jest granica֒

pewnego podcia֒gu cia֒gu
(

sin(nπx)
)

.

Na zakończenie zapiszemy, że funkcja f jest granica֒ punk-

towa֒ cia֒gu (fn) za pomoca֒ kwantyfikatorów:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) ⇐⇒ ∀x∈A∀ε>0∃nx,ε
∀n>nx,ε

|fn(x) − f(x)| < ε .

Liczbe֒ nx,ε dobieramy do x i do ε . Jeśli można ja֒ dobierać do

liczby ε niezależnie od x , to mówimy, że cia֒g (fn) jest jednosta-

jnie zbieżny do funkcji f .

Definicja 20.2 (jednostajnej zbieżności)

Cia֒g funkcyjny (fn) określony na zbiorze A jest jednostajnie

zbieżny do funkcji f : A −→ R wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃nε
∀n>nε

∀x∈A|fn(x) − f(x)| < ε .

Mówimy, że szereg funkcyjny
∑

ϕn jest jednostajnie zbieżny, gdy

cia֒g jego sum cze֒́sciowych jest zbieżny jednostajnie.
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Czasem zamiast pisać, że cia֒g (fn) jest jednostajnie zbieżny

do funkcji f piszemy fn ⇉ f lub fn ⇉
A

f , gdy chcemy podkreślić,

że chodzi o zbieżność na zbiorze A . Czytelnik widzi, że definicje
zbieżności punktowej i zbieżności jednostajnej różnia֒ sie֒ jedynie

kolejnościa֒ wyste֒powania kwantyfikatorów.

Zbieżność jednostajna֒ można zinterpretować geometrycznie:

w krzywoliniowym pasie ograniczonym wykresami funkcji f(x)−ε

i f(x) + ε leża֒ wykresy prawie wszystkich funkcji f1, f2, . . .

y = f(x)
y =

f(x
) +

ǫ

y =
f(x

)−
ǫ

y = fn(x)

Uwaga 20.3

Jeśli cia֒g funkcyjny (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f ,

to jest też zbieżny punktowo do funkcji f .

Wniosek 20.4
Jeśli istnieje taki cia֒g liczb dodatnich (εn) zbieżny do 0 , że dla

każdej liczby x ∈ A spe lniona jest nierówność |fn(x)−f(x)| 6 εn ,

to fn ⇉ f .

Uwaga 20.5

Cia֒g (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f na zbiorze A

wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

sup{|fn(x) − f(x)|: x ∈ A}= 0.

Przyk lad 20.5 Cia֒g funkcyjny
(

x
n

)∞
n=1

określony na R jest

zbieżny punktowo do funkcji zerowej, ale nie jest zbieżny jedno-
stajnie.

Oczywíscie dla każdego x ∈ R zachodzi równość lim
n→∞

x
n = 0 .

Ze zbieżności jednostajnej wynika loby istnienie takiej liczby n1 ,
że dla każdego n > n1 i każdego x ∈ R zachodzi laby nierówność
∣

∣fn(x) − 0
∣

∣ =
∣

∣

x
n

∣

∣ < 1 . Dla x = 2n otrzymalibyśmy 2 = 2n
n < 1 .
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n
=

1

n = 2
n = 3

n = 7

Proste y = x
n dla kolejnych n

Po prostu odchodza֒c dostatecznie daleko od punktu x = 0

punkt na wykresie funkcji x
n znajdzie sie֒ w odleg lości wie֒kszej

od 1 od osi OX , wie֒c wykres funkcji x
n

nie zmieści sie֒ w pasie

ograniczonym prostymi równoleg lymi do osi OX .

Cia֒g
(

x
n

)

jest jednostajnie zbieżny na każdym przedziale po-

staci [−r, r] , r > 0 , bo jeśli x ∈ [−r, r] . to
∣

∣

x
n

∣

∣ 6
r
n

< ε ,

dla każdego n > r
ε . Wynika sta֒d, że cia֒g

(

x
n

)

jest zbieżny na

każdym ograniczonym przedziale [a, b] , bo każdy taki przedzia l

jest zawartym w przedziale postaci [−r, r] , r > 0 .

Przyk lad 20.6 Cia֒g funkcyjny
(

xn(1 − xn)
)

jest zbieżny do

funkcji zerowej na przedziale [0, 1] , ale nie jest do niej zbieżny

jednostajnie. Zbieżność wynika z nierówności 0 6 xn(1−xn) 6 xn

dla 0 6 x < 1 oraz tego, że w punkcie 1 wszystkie funkcje tego

cia֒gu zeruja֒ sie֒. Cia֒g nie jest zbieżny jednostajnie, bo dla x = 1
n
√

2

i dowolnego naturalnego n , mamy xn(1 − xn) = 1
4 .

Przyk lad 20.7 Szereg
∑∞

n=0 xn jest zbieżny punktowo na prze-

dziale (−1, 1) do funkcji 1
1−x . Zbieżność ta nie jest jednostaj-

na, ale na każdym przedziale domknie֒tym zawartym w (−1, 1)

zbieżność jest jednostajna.

Mamy
∑k

n=0 xn = 1−xk+1

1−x = 1
1−x − xk+1

1−x −−−−→
k→∞

1
1−x , bowiem

lim
k→∞

xk+1 = 0 , gdy |x| < 1 .

Jeśli |x| 6 c < 1 , to
∣

∣

xk+1

1−x

∣

∣ 6
ck+1

1−c −−−−→k→∞
0 , co dowodzi

jednostajnej zbieżności szeregu funkcyjnego na przedziale [−c, c] ,

a każdy domknie֒ty przedzia l zawarty w przedziale (−1, 1) jest

zawarty w pewnym przedziale postaci [−c, c] , c > 0 .
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Z jednostajnej zbieżności szeregu na przedziale (−1, 1) wyni-

ka loby, że lim
k→∞

sup{xk+1

1−x : x ∈ (−1, 1)} = 0 . Tak jednak nie jest,

bo przy ustalonym k ∈ N mamy lim
x→1−

xk+1

1−x
= ∞ .

Uwaga 20.6 W końcówce poprzedniego przyk ladu można by lo

podstawić np. x = 1 − 1
2(k+1) . Wtedy (nierówność Bernoulliego)

xk+1

1−x = 2(k + 1)
(

1 − 1
2(k+1)

)k+1
> 2(k + 1)

(

1 − 1
2

)

= k + 1 .

Podobnie jak w przypadku cia֒gu liczbowego w badaniu jed-

nostajnej zbieżności ważna֒ role֒ pe lni

Twierdzenie 20.7 (warunek Cauchy’ego zbieżności jednostajnej)

Cia֒g funkcyjny (fn) jest jednostajnie zbieżny na zbiorze A wtedy

i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃nε
∀m>nε

∀n>nε
∀x∈A|fm(x) − fn(x)| < ε .

Szereg
∑∞

n=1 gn jest jednostajnie zbieżny wtedy i tylko wtedy,

gdy

∀ε>0∃nε
∀m∈N∀n>nε

∀x∈A|
∑m

k=n gk(x)| < ε .

Dowód. Jeśli (fn) jest cia֒giem funkcyjnym jednostajnie zbież-

nym na zbiorze A do funkcji f i ε > 0 , to istnieje taka liczba

nε ∈ N , że jeśli n > nε , to |fn(x) − f(x)| < ε
2 . Jeśli również

m > nε , to zachodzi nierówność

|fm(x) − fn(x)| 6 |fm(x) − f(x)| + |f(x) − fn(x)| < ε
2 + ε

2 = ε .

Wykazalísmy, że jednostajnie zbieżny cia֒g funkcyjny spe lnia wa-

runek Cauchy’ego.

Za lóżmy, że cia֒g funkcyjny (fn) spe lnia warunek Cauchy’ego.

Wtedy dla każdego x ∈ A cia֒g liczbowy (fn(x)) spe lnia warunek

Cauchy’ego, wie֒c ma granice֒ skończona֒. Niech f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Zdefiniowalísmy funkcje֒ f : A −→ R . To kandydatka na granice֒

jednostajna֒ cia֒gu (fn) . Niech ε > 0 . Istnieje takie nε ∈ N , że

jeśli m,n > nε , to |fm(x) − fn(x)| < 5
6
ε .

Wobec tego |f(x) − fn(x)| = lim
m→∞

|fm(x) − fn(x)| 6
5
6
ε < ε , co

dowodzi tej cze֒́sci tezy.

Dla szeregów twierdzenie wynika z tego, że cia֒g sum cze֒́scio-
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wych musi spe lniać warunek Cauchy’ego dla cia֒gów.

Z tego twierdzenia wynika

Twierdzenie 20.8 (kryterium Weierstrassa zbieżności jednostajnej)

Niech
∑

gn be֒dzie szeregiem funkcyjnym określonym na zbio-

rze A . Jeśli istnieje taki szereg zbieżny
∑

an , że dla każdego

x ∈ A i każdego n ∈ N zachodzi nierówność |gn(x)| 6 an , to sze-

reg
∑

gn jest jednostajnie zbieżny na zbiorze A . Jest też zbieżny

bezwzgle֒dnie w każdym punkcie zbioru A .

Przyk lad 20.8 Jeśli szereg funkcyjny 20.1
∑∞

n=0 anxn jest zbież-

ny w punkcie x 6= 0 i 0 < r < |x0| , to szereg
∑∞

n=0 anxn jest

zbieżny jednostajnie i bezwzgle֒dnie na przedziale [−r, r] .

Cia֒g
(

anxn
0

)

jest zbieżny do 0 , wie֒c jest ograniczony, tzn.

istnieje taka liczba M > 0 , że dla każdego n ∈ N zachodzi

nierówność
∣

∣anxn
0

∣

∣ 6 M . Jeżeli |x| 6 r < |x0| , to
∣

∣anxn
∣

∣ =

=
∣

∣anxn
0

∣

∣ ·
∣

∣

x
x0

∣

∣

n
6 M ·

∣

∣

r
x0

∣

∣

n
, wie֒c jednostajna zbieżność szeregu

∑

anxn na przedziale [−r, r] wynika z kryterium Weierstrassa.

Twierdzenie 20.9 (o cia֒g lości granicy)

Granica jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji cia֒g lych w punkcie

x0 jest cia֒g la w punkcie x0 .

Dowód. Niech (fn) be֒dzie cia֒giem jednostajnie zbieżnym do

funkcji f na zbiorze A . Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Mamy

|f(x0) − f(x)| 6

6 |f(x0) − fn(x0)| + |fn(x0) − fn(x)| + |fn(x) − fn(x)| .
Dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n , dla wszyst-

kich x ∈ A zachodzi nierówność |fn(x) − f(x)| < ε
3

. Niech n

be֒dzie dostatecznie duża֒ liczba֒ naturalna֒. Ponieważ funkcja fn

jest cia֒g la w punkcie x0 , wie֒c istnieje taka liczba δn > 0 , że jeśli

|x − x0| < δn , to |fn(x0) − fn(x)| < ε
3 . Sta֒d i z poprzedniej

nierówności otrzymujemy |f(x0) − f(x)| < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε , wie֒c

dowód cia֒g lości funkcji f w punkcie x0 zosta l zakończony.

Przyk lad 20.9 Cia֒g (xn) jest zbieżny na przedziale [0, 1] do

20.1
Szeregi, o jakich mówimy w tym przyk ladzie, nazywane sa֒ pote֒gowymi.
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funkcji f , zdefiniowanej wzorami f(1) = 1 oraz f(x) = 0 dla

x ∈ [0, 1) . Granica jest niecia֒g la w punkcie 1 , wie֒c zbieżność nie

jest jednostajna.

Twierdzenie 20.10
Suma jednostajnie zbieżnego szeregu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la.

Wniosek 20.11
Jeśli szereg

∑∞
n=0 anxn

0 jest zbieżny w punkcie x0 6= 0 , to funkcja
∑∞

n=0 anxn jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (−|x0|, |x0|)
Dowód. Niech x1 ∈ (−|x0|, |x0|) . Niech r ∈ (|x1|, |x0|) . Każda

z funkcji anxn jest cia֒g la w punkcie x1 ∈ (−r, r) , a szereg tych

funkcji jest jednostajnie zbieżny na przedziale [−r, r] . Sta֒d wyni-

ka teza.

Uwaga 20.12 Z dowodu twierdzenia o cia֒g lości granicy wynika,

że jeśli cia֒g funkcji jednostajnie cia֒g lych jest jednostajnie zbież-

ny, to jego granica jednostajnie cia֒g la.

Pokazalísmy już przyk lad punktowo zbieżnego cia֒gu funkcji

cia֒g lych, którego granica ma punkt niecia֒g lości. Wyjaśnienie jakie

funkcje sa֒ granicami cia֒gów punktowo zbieżnych na przedziale jest

problemem dosyć z lożonym i wykracza poza ramy tej ksia֒żki. Ist-

nieja֒ funkcje, które granicami punktowo zbieżnych cia֒gów funkcji

cia֒g lych nie sa֒. Można np. dowieść, że granica punktowo zbieżne-

go cia֒gu funkcji cia֒g lych na pewnym przedziale ma punkty cia֒g-

 lości, wie֒c np. funkcja Dirichleta, która punktów cia֒g lości nie

ma, nie może być przedstawiona jako granica punktowo zbieżnego
cia֒gu funkcji cia֒g lych. Funkcje monotoniczne sa֒ granicami punk-

towo zbieżnych cia֒gów funkcji cia֒g lych.

Przyk lad 20.10 Niech fn(x) = lim
m→∞

(

cos(n!πx)
)2m

. Wszyst-

kie funkcje
(

cos(n!πx)
)2m

sa֒ cia֒g le. Funkcja fn ma punkty

niecia֒g lości, bo przyjmuje jedynie wartości 0 (np. dla x = 0 )

i 1 (np. dla x =
√

2 ). Czytelnik sprawdzi, że granica֒ cia֒gu (fn)

jest funkcja Dirichleta, która punktów cia֒g lości nie ma.

Zajmiemy sie֒ sie֒ teraz przybliżaniem funkcji cia֒g lych prosty-
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mi funkcjami. Najpierw udowodnimy, że każda funkcja cia֒g la na

przedziale domknie֒tym jest granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu

funkcji przedzia lami liniowych, a później, że jest granica֒ jedno-

stajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów.

Zaczniemy od podania definicji.

Definicja 20.13 (funkcji przedzia lami liniowej)

Funkcje֒ L: [a, b] −→ R nazywamy przedzia lami liniowa֒ wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieja֒ takie punkty

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b ,

że równość L(x) = f(xi−1) + f(xi)−f(xi−1)
xi−xi−1

(x− xi−1) zachodzi dla

każdego x ∈ [xi−1, xi] , czyli że na każdym przedziale [xi−1, xi]

funkcja L jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż 1 , a takie

wielomiany cze֒sto nazywamy funkcjami liniowymi.

Z definicji wynika od razu, że funkcja przedzia lami liniowa

jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu [a, b] .

Przyk lad 20.11 Funkcje |x| , x−17+2|x−
√

7| sa֒ przedzia lami

linowe na każdym przedziale.

Można  latwo stwierdzić, że suma funkcji przedzia lami linio-
wych oraz iloczyn funkcji przedzia lami liniowej przez liczbe֒ sa֒

funkcjami przedzia lami liniowymi. Wynika sta֒d, że każda funkcja

postaci ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| jest

przedzia lami liniowa. Czytelnik zechce wykazać, że każda funkcja
przedzia lami liniowa na przedziale domknie֒tym jest tej postaci.

Jeśli a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b sa֒

punktami przedzia lu [a, b] a y0, y1, . . . , yn — dowolnymi liczbami

rzeczywistymi, to istnieje taka przedzia lami liniowa funkcja L , że

L(xi) = yi dla i = 0, 1, . . . , n . Określamy ja֒ za pomoca֒ wzoru

L(x) = yi−1+ yi−yi−1

xi−xi−1
(x−xi−1) dla x ∈ [xi−1, xi] , i = 1, 2, . . . , n .

Z tego stwierdzenia wynika, że jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcja֒

cia֒g la֒, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b sa֒ punktami

przedzia lu [a, b] , to istnieje taka funkcja przedzia lami liniowa L ,

że L(xi) = f(xi) dla i − 0, 1, . . . , n . Pozwala to na przedstawie-

nie dowolnej funkcji cia֒g lej na przedziale domknie֒tym jako granicy
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jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji przedzia lami liniowych.

Lemat 20.14 (o przybliżaniu funkcjami przedzia lami liniowymi)

Jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcja֒ cia֒g la֒, to istnieje cia֒g (Ln) funkcji

przedzia lami liniowych jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dowód. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 i dowolnej liczby

i ∈ {0, 1, 2, . . . , n} zdefiniujemy xi = a + i
n(b − a) . Zdefiniowane

w laśnie punkty dziela֒ przedzia l [a, b] na n równych przedzia lów.

Niech fn(x) =f(xi−1)+ f(xi)−f(xi−1)
xi−xi−1

(x−xi−1) dla i = 1, 2, . . . , n .

Wykażemy, że fn ⇉ f na przedziale [a, b] . Niech ε be֒dzie liczba֒

dodatnia֒. Funkcja f jest cia֒g la na domknie֒tym przedziale, wie֒c

jest też jednostajnie cia֒g la. Istnieje wie֒c taka liczba nε ∈ N ,

że jeśli n > nε i |x′ − x′′| < b−a
n

oraz x′, x′′ ∈ a, b , to zachodzi

nierówność |f(x′)−f(x′′)| < ε . Wykażemy, że |Ln(x)−f(x)| < ε .

Za lóżmy, że xi−1 6 x 6 xi . Niech t = xi−x
xi−xi−1

. Mamy

wtedy x = txi−1 + (1 − t)xi . Ponieważ funkcja Ln jest liniowa

na przedziale [xi−1, xi] , wie֒c

Ln(x) = tLn(xi−1) + (1 − t)Ln(xi) = tf(xi−1) + (1 − t)f(xi) .

Mamy też f(x) = tf(x) + (1 − t)f(x) . Wobec tego

|Ln(x) − f(x)| =
∣

∣t
(

f(xi−1) − f(x)
)

+ (1 − t)
(

f(xi) − f(x)
)
∣

∣ 6

6 t
∣

∣f(xi−1) − f(x)
∣

∣ + (1 − t)
∣

∣f(xi) − f(x)
∣

∣ < tε + (1 − t)ε = ε ,

bo |x − xi−1| 6
b−a
n i |x − xi| 6

b−a
n . Otrzymana nierówność

kończy dowód jednostajnej zbieżności cia֒gu (Ln) do funkcji f .

W praktyce cze֒sto wykonywane sa֒ przybliżone wykresy bar-

dzo z lożonych funkcji. Najprostsza metoda to: znajdujemy pewna֒

liczbe֒ punktów na wykresie i  la֒czymy je odcinkami prostych (we

w laściwej kolejności). Powsta la  lamana przybliża poszukiwany

wykres, jeśli mamy do czynienia z funkcja֒ cia֒g la֒. Przybliżenie

jest tym dok ladniejsze im ,,ge֒́sciej” wybierzemy punkty na wykre-

sie — wynika to z dowodu twierdzenia o przybliżaniu funkcjami
przedzia lami liniowymi.

Można zasta֒pić funkcje przedzia lami liniowe innymi, np. wie-

lomianami. Jeśli x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn i y0, y1, . . . , yn

sa֒ liczbami rzeczywistymi, to istnieje dok ladnie jeden taki wielo-
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mian wn stopnia nie wie֒kszego niż n , że yi = wn(xi) dla każdego

i ∈ {0, 1, . . . , n} . Nazywany jest n –tym wielomianem interpola-

cyjnym Lagrange’a. Czytelnik bez trudu stwierdzi, że może on być
zdefiniowany wzorem:

wn(x) =
n

∑

i=0

yi
(x−x0)(x−x1)...(x−xi−1)(x−xi+1...(x−xn)

(xi−x0)(xi−x1)...(xi−xi−1)(xi−xi+1...(xi−xn)
.

Dowód jednoznaczności tego wielomianu to ca lkiem dobre ćwicze-
nie. Jeśli chcemy przybliżać funkcje֒ cia֒g la֒, to wybieramy punkty

x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn w dziedzinie funkcji i przyjmu-

jemy yi = f(xi) dla i = 0, 1, . . . , n .

Niestety istnieja֒ funkcje cia֒g le, dla których cia֒g wielomianów

Lagrange’a nie jest zbieżny do przybliżanej funkcji, choć przy do-
statecznie silnych za lożeniach o funkcji przybliżanej takich k lopo-
tów już nie ma. Pokażemy niebawem, że każda funkcja cia֒g la na

przedziale domknie֒tym jest granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu

wielomianów. Takie cia֒gi można określać wieloma sposobami.

Pokażemy dwa.

Lemat 20.15
Niech (fn) be֒dzie cia֒giem funkcji cia֒g lych na przedziale [a, b] jed-

nostajnie zbieżnym do funkcji f : [a, b] −→ R . Za lóżmy, że dla

każdego n dany jest cia֒g (fn,k)∞k=1 funkcji cia֒g lych na przedziale

[a, b] jednostajnie zbieżny do funkcji fn . Istnieje wtedy taki ros-

na֒cy cia֒g (kn) , że cia֒g funkcyjny (fn,kn
)∞n=1 jest jednostajnie

zbieżny do funkcji f .

Dowód. Niech an = sup{|fn(x) − f(x)|: x ∈ [a, b]} oraz

an,k = sup{|fn,k(x) − fn(x)|: x ∈ [a, b]} . Z za lożeń o cia֒gach

(fn) i (fn,k) wynika, że lim
n→∞

an = 0 i lim
k→∞

an,k = 0 dla każdej

liczby naturalnej n . Wynika sta֒d, że istnieje taki rosna֒cy cia֒g

liczb naturalnych kn , że an,kn
< 1

n . Dla każdego x ∈ [a, b] za-

chodzi nierówność
|fn,kn

(x)−f(x)| 6 |fn,k(x)−fn(x)|+ |fn(x)−f(x)| 6 an,kn
+an .

Sta֒d sup{|fn,kn
(x) − f(x)|: x ∈ [a, b]} 6 an,kn

+ an < 1
n

+ an .

Z otrzymanej nierówności teza wynika od razu.
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Lemat 20.16
Istnieje cia֒g (wn)∞n=0 wielomianów jednostajnie zbieżny na prze-

dziale [−1, 1] do funkcji |x| .

Dowód. Niech w0(x) = 0 , wn+1 = wn(x) + 1
2

(

x2 − w2
n(x)

)

.

Udowodnilísmy poprzednio (przyk lad 20.3), że ten cia֒g jest nie-

maleja֒cy i zbieżny punktowo na przedziale [−1, 1] do funkcji |x| .
Teraz wykażemy, że zbieżność ta jest jednostajna, czyli że

∀ε>0∃nε
∀n>nε

∀x∈[−1,1] |x| − wn(x) < ε .

Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje taki rosna֒cy cia֒g liczb

naturalnych (nk) i taki cia֒g (xnk
) liczb z przedzia lu [−1, 1] , że

|xnk
| − wnk

(xnk
) > ε . Zaste֒puja֒c w razie potrzeby cia֒g (xnk

)

jego podcia֒giem możemy za lożyć, że istnieje granica g = lim
k→∞

xnk
.

Oczywíscie −1 6 g 6 1 . Ponieważ dla każdego x ∈ [−1, 1] cia֒g
(

wn(x)
)

jest niemaleja֒cy, wie֒c jeżeli k < ℓ , to

wnk
(xnℓ

) 6 wnℓ
(xnℓ

) .

Sta֒d wynika, że jeśli k < ℓ , to

|xnℓ
| − wnk

(xnℓ
) > |xnℓ

| − wnℓ
(xnℓ

) > ε ,

zatem |xnℓ
| − wnk

(xnℓ
) > ε Z cia֒g lości funkcji wnk

wynika, że

zachodzi nierówność |g| − wnk
(g) > ε . Ta nierówność przeczy

temu, że lim
k→nk

wnk
(g) = |g| . Lemat zosta l udowodniony.

Uwaga 20.17
Powtarzaja֒c dowód lematu w nieco ogólniejszej wersji można udo-

wodnić, że: jeśli cia֒g (fn) funkcji cia֒g lych na przedziale domknie֒-

tym [a, b] jest w każdym punkcie tego przedzia lu niemaleja֒cy lub

nierosna֒cy i punktowo zbieżny do funkcji cia֒g lej, to zbieżność jest

jednostajna.

Czytelnik z  latwościa֒ zauważy, że funkcje֒ |x| można przy-

bliżać jednostajnie na dowolnym przedziale domknie֒tym. Sta֒d

wynika, że każda֒ funkcje֒ postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn|
można przedstawić jako granice֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wie-

lomianów. Z tego stwierdzenia, z lematu o przybliżaniu funkcjami
przedzia lami liniowymi i z lematu 20.15 wynika
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Twierdzenie 20.18 (Weierstrassa o aproksymacji)

Każda funkcja cia֒g la określona na przedziale domknie֒tym jest

granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów.

Dowód zosta l tak przeprowadzony, że dosyć trudno z niego
uzyskać konkretny cia֒g wielomianów jednostajnie zbieżny do da-

nej funkcji. Prosty sposób zosta l podany przez N.S.Bernsteina.

Twierdzenie 20.19 (Bernsteina)

Niech f : [0, 1] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ i niech dla każdej liczby

naturalnej n i każdej liczby rzeczywistej x ∈ [0, 1] spe lniona

be֒dzie równość

bn(x) =
∑n

i=0 f
(

i
n

)(

n
i

)

xi(1 − x)n−i .

Wtedy bn jest wielomianem 20.2 stopnia nie wie֒kszego niż n i cia֒g

(bn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dowód. Wykażemy, że jeśli liczba n jest dostatecznie duża, to

przyje֒cie w(t) = bn(t) powoduje, że dla każdego t ∈ [0, 1] za-

chodzi nierówność |f(t) − w(t)| = |f(t) − bn(t)| < ε .

Zaczniemy od trzech pomocniczych równości i nierówności.
∑n

k=0

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = 1 (W1)
∑n

k=0 k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = nt (W2)
∑n

k=0

(

n
k

)

tkk2(1 − t)n−k = n(n − 1)t2 + nt (W3)

∀δ>0

∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6
1
n · t(1−t)

δ2 6
1

4nδ2 (W4)

Równość (W1) zachodzi, bo 1 =
(

t + (1− t)
)n

=
(

n
k

)

tk(1− t)n−k .

Równość (W2) podobnie:
n

∑

k=0

k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = nt
n

∑

k=1

(

n−1
k−1

)

tk−1(1 − t)n−1−(k−1) =

= nt
n−1
∑

k=0

(

n−1
k

)

tk(1 − t)n−1−k = nt
(

t + (1 − t)
)n−1

= nt .

Kolej na (W3).
n

∑

k=0

k2
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k =

n
∑

k=2

k(k − 1)
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +

20.2
zwany n –tym wielomianem Bernsteina funkcji f .
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+
n

∑

k=1

k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k =

= n(n − 1)t2
n

∑

k=2

(

n−2
k−2

)

tk−2(1 − t)n−2−(k−2) + nt =

= n(n − 1)t2
n−2
∑

k=0

(

n−2
k

)

tk(1 − t)n−2−k + nt =

= n(n − 1)t2
(

t + (1 − t)
)n−2

+ nt = n(n − 1)t2 + nt .

Teraz kolej na najważniejsze z tych czterech stwierdzeń, zwane nie-

równościa֒ Czebyszewa (w przypadku ogólniejszym, na omówienie

którego tu nie ma miejsca).

n2δ2
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

k − nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k <

<

n
∑

k=0

(

k − nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k =

n
∑

k=0

k2
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k −

− 2
n

∑

k=0

knt
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +
n

∑

k=0

(

nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k =

= n(n − 1)t2 + nt − 2n2t2 + n2t2 = nt − nt2 = nt(1 − t)

Z otrzymanej nierówności  latwo wynika, że
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k
6

nt(1 − t)

n2δ2
=

1

n
· t(1 − t)

δ2
6

1

4nδ2
.

Jesteśmy gotowi do dowodu. Ponieważ f jest cia֒g la na prze-

dziale domknie֒tym, wie֒c istnieje taka liczba δ > 0 , że z nierównoś-

ci |t − s| < δ wynika |f(t) − f(s)| < ε
2 . Istnieje też taka liczba

M > 0 , że |f(t)| 6 M dla każdego t ∈ [0, 1] . Dzie֒ki (W1) mamy:

∣

∣f(t) − bn(t)
∣

∣ =
∣

∣

∣
f(t) −

n
∑

k=0

f
(

k
n

)(

n
k

)

tk(1 − t)n−k
∣

∣

∣
=

=
∣

∣

∣

n
∑

k=0

(

f(t) − f
(

k
n

)

)

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k
∣

∣

∣
6

6
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣<δ

∣

∣f(t) − f
(

k
n

)∣

∣

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +
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+
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

∣

∣f(t) − f
(

k
n

)
∣

∣

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6

6
ε

2

∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣<δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k + 2M
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6

6
ε
2 + 2M 1

4nδ2 = ε
2 + M

2nδ2

Jeśli n > M
εδ2 , to

∣

∣f(t) − bn(t)
∣

∣ < ε
2

+ ε
2

= ε . Dowód zosta l

zakończony.

Uwaga 20.20 ( krótki komentarz probabilistyczny.)

Za lóżmy, że w Nibylandii (pozdrowienia od Piotrusia Pana) wypro-

dukowano monete֒ nieca lkiem symetryczna֒: rzucaja֒c nia֒ otrzymu-

jemy reszke֒ z prawdopodobieństwem t , a druga֒ strone֒ — z ma lo

czytelna֒ podobizna֒ jakiegoś fruwaja֒cego stworzenia — z praw-

dopodobieństwem 1−t . Prawdopodobieństwo uzyskania w n rzu-

tach ta֒ moneta֒ dok ladnie k –reszek równe jest
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k .

Wobec tego liczba
n

∑

k=0

k
(

n
k

)

tk(1−t)n−k = nt oznacza średnia֒ liczbe֒

reszek otrzymanych w k rzutach ta֒ moneta֒. Oczekujemy wie֒c, że

rzucaja֒c ta֒ moneta֒ n razy otrzymamy nt , a raczej oko lo nt ,

reszek. Wzór (W4) wyjaśnia, jakie jest prawdopodobieństwo tego,

że liczba rzutów (k ), w których wypad la reszka, be֒dzie różnić

sie֒ od liczby oczekiwanej (nt ) o pewien ustalony procent liczby

rzutów lub jeszcze bardziej. Dlatego zajmujemy sie֒ tam różnica֒
∣

∣

k
n − t

∣

∣ (
∣

∣

k
n − t

∣

∣ > δ ⇔ |k − nt| > δn , ta ustalona cze֒́sć liczby n

to δn ). Prawdopodobieństwo to da֒ży do 0 — jest to tzw. s labe

prawo wielkich liczb. Liczba bn(t) jest wie֒c średnia֒ liczb f
(

k
n

)

, ta

średnia jest mniej wie֒cej równa f(t) , bo na ogó l k
n ≈ t . Powinna

wie֒c mieć miejsce naste֒puja֒ca równość przybliżona f(t) ≈ bn(t) .

Końcówka nie jest ca lkiem precyzyjna, ale wcześniej staralísmy sie֒

wyjaśnić dok ladnie, o co chodzi.

Uwaga 20.21

Jeśli funkcja f jest cia֒g la na przedziale [a, b] , to cia֒g (wn) wielo-

mianów określonych wzorem wn(t) = bn

(

t−a
b−a

)

, gdzie bn oznacza
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n –ty wielomian Bernsteina funkcji ϕ , która֒ definiujemy wzorem

ϕ(t) = f
(

a + t(b − a)
)

, jest jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dodajmy jeszcze, że na ogó l n –ty wielomian Bernsteina funk-
cji f nie pokrywa sie֒ z jej n –tym wielomianem Lagrange’a.

Uwaga 20.22
Ponieważ każdy wielomian może być przybliżany jednostajnie na
przedziale domknie֒tym wielomianami o wspó lczynnikach wymier-

nych, wie֒c każda funkcja cia֒g la na przedziale domknie֒tym jest

granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów o wspó lczynni-

kach wymiernych.

Efektywne przybliżenia wielomianami licznych funkcji można
uzyskać przedstawiaja֒c je w postaci sum szeregów.

Przyk lad 20.12 1
1−x = 1+x+x2+· · · dla każdej liczby rzeczy-

wistej x ∈ (−1, 1) . Korzystaja֒c z twierdzenia udowodnionego

w przyk ladzie 20.8 stwierdzamy, że cia֒g (wn) określony wzorem

wn(x) = 1 + x + x2 + · · ·+ xn jest jednostajnie zbieżny do funkcji
1

1−x na każdym przedziale o środku w punkcie 0 , którego d lugość

jest mniejsza (ostro!) niż 2 .

Przyk lad 20.13 Jak wiadomo ex = 1 + x
1! + x2

2! + x3

3! + · · · dla

każdego x ∈ R . Wobec tego cia֒g (wn) wielomianów zdefiniowany

wzorem wn(x) = 1 + x
1! + x2

2! + x3

3! + · · · + xn

n! jest jednostajnie

zbieżny do funkcji ex na każdym przedziale domknie֒tym.

Przyk lad 20.14 Jak wiadomo cos x = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · ·
i sin x = x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ · · · dla każdej liczby rzeczywis-

tej x . Udowodnilísmy to w rozdziale poświe֒conym trygonometrii.

Wobec tego zbieżność ta jest jednostajna na każdym przedziale
domknie֒tym. Pozwala to na efektywne znajdowanie przybliżonych

wartości kosinusa i sinusa. Jeśli np. |x| 6 1 , to
∣

∣ cos x −
(

1 − x2

2! + x4

4! − x6

6!

)
∣

∣ 6
x8

8! 6
1
8! = 1

40320 ,

a przypominamy, że 1 radian to 180
π

◦ ≈ 57, 3◦ , wie֒c stosunkowo

niewielkim nak ladem pracy uzyskujemy dosyć dobre przybliżenie.
Zwróćmy jeszcze uwage֒ na to, że im bliżej zera znajduje sie֒ licz-
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ba x , tym mniejszy jest b la֒d wzgle֒dny. Gdy np. x = π
6 < 3,2

6 = 1,6
3 ,

to b la֒d jest mniejszy niż
(

1,6
3

)8 · 1
40320 =

(

2,56
9

)4 · 1
40320 <

< (0,3)4 · 1
40320 = 9

44 800 000 < 9
44 100 000 = 1

4 900 000 , co nie jest

z la֒ dok ladnościa֒ w przypadku liczby cos π
6 =

√
3

2 .

Przyk lad 20.15 Wykażemy, że jeśli x ∈ (−1, 1] , to ln(1+x) =

=x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ · · · . Skorzystamy z tego, że lim

h→0

ah−1
h

= ln a

(zob. przyk lad 18.6). Mamy wie֒c lim
k→∞

k
(

k
√

1 + x− 1
)

= ln(1 + x)

dla każdej liczby x > −1 . Wiemy też, że dla każdego x ∈ (−1, 1)

i dowolnych a, b ∈ R zachodzi równość
∞
∑

n=0

(

a

n

)

xn ·
∞
∑

n=0

(

b

n

)

xn =
∞
∑

n=0

(

a + b

n

)

xn .

Z tej równości wynika, że
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn =
(
∑∞

n=0

(

a/2
n

)

xn
)2

> 0

dla każdego a ∈ R . Sta֒d i ze wspomnianej równości wynika, że:

k
√

1 + x =
∑∞

n=0

(

1/k
n

)

xn . Z tego wzoru wynika, że dla każdego

x ∈ (−1, 1) i dowolnych k, n ∈ N zachodza֒ nierówności
∣

∣k
(

k
√

1 + x − 1
)

−
−

[

x + ( 1
k
− 1)x2

2!
+ · · · + ( 1

k
− 1)( 1

k
− 2) . . . ( 1

k
− n + 1)xn

n!

]
∣

∣ 6

6
∣

∣( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n) xn+1

(n+1)! +

+ ( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n − 1) xn+2

(n+2)! +

+ ( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n − 2) xn+3

(n+3)! + · · ·
∣

∣ 6

6
|x|n+1

n+1 + |x|n+2

n+2 + |x|n+3

n+3 +· · · = 1
n+1

(

|x|n+1|x|n+2+|x|n+3+· · ·
)

=

= |x|n+1

(n+1)(1−|x|) < 1
(n+1)(1−|x|) .

Przechodza֒c do granicy przy k −→ ∞ otrzymujemy nierów-

ność
∣

∣ ln(1 + x) −
(

x − x2

2 + · · · + (−1)n−1 xn

n

)
∣

∣ 6
1

(n+1)(1−|x|) .

Ponieważ lim
n→∞

1
(n+1)(1−|x|) = 0 , wie֒c

ln(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + · · · .
Udowodnilísmy wie֒c równość, która֒ chcielísmy wykazać. Z twier-

dzenia wykazanego w przyk ladzie 20.8 wynika, że na każdym prze-

dziale domknie֒tym zawartym w przedziale (−1, 1) ta zbieżność
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jest jednostajna. Za lóżmy, że 0 6 x 6 1 . Zachodza֒ wtedy nie-

równości x >
x2

2 >
x3

3 > . . . . Z nich wynika, że x − x2

2 6

6x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
6 x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ x5

5
− x6

6
6 . . . oraz

x > x − x2

2 + x3

3 > x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + x5

5 > . . . .

Niech sn(x) = x − x2

2 + · · · + (−1)n−1 xn

n . Wiemy, że cia֒g
(

s2n(x)
)

jest niemaleja֒cy, a cia֒g
(

s2n−1(x)
)

— nierosna֒cy, wie֒c

oba maja֒ granice i lim
n→∞

s2n(x) > −∞ oraz lim
n→∞

s2n−1(x) < ∞ .

Sta֒d i z nierówności |sn(x) − sn+1(x)| = xn+1

n+1
6

1
n+1

wynika,

że te granice sa֒ równe, wie֒c w szczególności skończone. Niech

s(x) = lim
n→∞

sn(x) . Mamy s2n(x) 6 s(x) 6 s2n−1(x) dla n ∈ N ,

a sta֒d 0 6 s(x) − s2n(x) 6 s2n−1(x) − s2n(x) 6
1

2n i analogicznie

0 6 s2n−1(x) − s(x) 6 s2n−1(x) − s2n(x) 6
1

2n < 1
2n−1 . Możemy

wie֒c napisać, że |s(x) − sn(x)| 6
1
n dla każdego x ∈ [0, 1] , wie֒c

szereg jest jednostajnie zbieżny na przedziale domknie֒tym [0, 1]

do funkcji s(x) , która jako suma jednostajnie zbieżnego szere-

gu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la. Dla x ∈ [0, 1) zachodzi równość

s(x) = ln(1 + x) . Funkcja s(x) jest cia֒g la (lewostronnie) w punk-

cie 1 . Również funkcja ln(1 + x) jest cia֒g la w punkcie 1 . Mamy

wie֒c ln 2 = lim
x→1−

ln(1 + x) = lim
x→1−

s(x) = s(1) . Udowodnilísmy

wie֒c, że ln 2 = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·

W podobny sposób można udowodnić wiele innych wzorów.
znane sa֒ ogólniejsze metody poste֒powania. Z niektórymi z nich

zapoznamy sie֒ w dalszych cze֒́sciach tej ksia֒żki. Okaże sie֒, że wzór

ln(1 + x) = x − x2

2 + · · · można wyprowadzić prościej.

Zadania
1. Dowieść, że ln 2 = 1

2 + 1
2 · 1

22 + 1
3 · 1

23 + 1
4 · 1

24 + · · · .

2. Czy szereg

∞
∑

n=1

1
n!

(

n
e

)n
jest zbieżny?

3. Dowieść, że jeśli n ∈ N , to zachodzi wzór ln(n + 1) − ln n =

= 2
2n+1

(

1 + 1
3

1
(2n+1)2 + 1

5
1

(2n+1)4 + 1
7

1
(2n+1)6 + · · ·

)

.
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4. Korzystaja֒c z wzoru z poprzedniego zadania obliczyć ln 2

i ln 5 z dok ladnościa֒ do pie֒ciu miejsc po przecinku.

5. Dowieść, że jeśli 0 < x < π , to x− x3

6 < sin x < x− x3

6 + x5

120 .

6. Niech a1 = sin 1 i an+1 = sin an dla n = 1, 2, . . . . Dowieść,

że lim
n→∞

an = 0 a naste֒pnie, że lim
n→∞

√
n · an =

√
3 .

7. Dowieść, że jeśli cia֒g wielomianów (wn) jest jednostajnie

zbieżny na przedziale domknie֒tym do funkcji w i istnieje

taka liczba M , że dla każdego n ∈ N zachodzi nierówność
st wn 6 M , to funkcja w jest wielomianem, którego stopień
nie przekracza M .

8. Niech α < 0 . Dla jakich liczb rzeczywistych t szereg funk-

cyjny
∑∞

n=1 nα cos(2πnt) jest zbieżny? Na jakich zbiorach

zbieżność jest jednostajna?

9. Czy cia֒g nx(1 − x)n jest jednostajnie zbieżny na [0, 1] ?

10. Czy cia֒g n
√

1 + xn jest jednostajnie zbieżny na [0,∞) ?

11. Czy cia֒g
(

1 + x
n

)n
jest jednostajnie zbieżny na R ?

12. Czy cia֒g
(

1 + x
n

)n
jest jednostajnie zbieżny na [a, b] ?

13. Czy szereg
∑

1
1+(x−n)2 jest jednostajnie zbieżny na R ?

14. Czy szereg
∑

x2

n4+x4 jest jednostajnie zbieżny na R ?

15. Czy szereg
∑ (−1)n

n+x jest jednostajnie zbieżny na [0,∞) ?

16! Dowieść, że każda funkcja przedzia lami liniowa jest postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| .
17. Dowieść, że jeśli funkcja f jest granica֒ punktowo zbieżnego

cia֒gu funkcji cia֒g lych na przedziale domknie֒tym, to jest też

granica֒ punktowo zbieżnego cia֒gu wielomianów na tym prze-

dziale.

18! Dowieść, że szereg funkcyjny

x(1 − x) − x(1 − x) + x2(1 − x) − x2(1 − x) +

+ x3(1 − x) − x3(1 − x) + · · ·
jest zbieżny jednostajnie i bezwzgle֒dnie na przedziale [0, 1] .

Zmienić kolejność wyrazów tego szeregu tak, by nowy szereg

nie by l zbieżny jednostajnie na [0, 1] .

19! Niech (fn) be֒dzie cia֒giem cia֒giem funkcyjnym określonym na
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przedziale [a, b] . Udowodnić, że jest on jednostajnie zbieżny

do funkcji cia֒g lej f : [a, b] −→ R wtedy i tylko wtedy, gdy

z równości lim
n→∞

xn = x wynika, że lim
n→∞

fn(xn) = f(x) .

20. Wykazać, że granica cia֒gu wielomianów jednostajnie zbieżne-

go na ca lej prostej jest wielomianem.

21. Wykazać, że jeśli cia֒g funkcji monotonicznych jest zbieżny

punktowo do funkcji cia֒g lej na przedziale domknie֒tym, to jest

zbieżny jednostajnie.

22. Wykazać, że jeśli dla każdego x ∈ [a, b] cia֒g (fn(x)) jest

monotoniczny i lim
n→∞

fn(x) = f(x) , funkcje f , f1 , f2 , . . .

sa֒ cia֒g le, to cia֒g (fn) jest zbieżny jednostajnie na przedziale

[a, b] do funkcji f .

23. Podać przyk lad cia֒gu (fn) funkcji cia֒g lych zbieżnego punk-

towo do funkcji cia֒g lej f na przedziale [0, 1] , który nie jest

zbieżny jednostajnie na żadnym podprzedziale domknie֒tym

przedzia lu [a, b] .

24. Podać przyk lad cia֒gu (fn) funkcji cia֒g lych na przedziale [0, 1]

takiego, że szereg
∑∞

n=1 fn jest zbieżny bezwzgle֒dnie i jed-

nostajnie na przedziale [0, 1] i jednocześnie zachodzi równość
∑∞

n=1 sup06x61 |fn(x)| = +∞ .

25. Niech f(x) =
∑∞

n=1
1

x2−n2 dla każdego x /∈ Z . Wykazać, że

funkcja f jest cia֒g la na zbiorze R \ Z .

26. Niech f(x) =
∑∞

n=1

√
xe−n2x dla x > 0 . W jakich punktach

funkcja f jest cia֒g la?

27. Niech f(x) =
∑∞

n=1
1
n

sin x
n

. Wykazać, że funkcja f jest

cia֒g la na R i wyjaśnić, czy jest okresowa.

28. Udowodnić, że szereg nieujemnych funkcji cia֒g lych zbieżny

punktowo do funkcji cia֒g lej jest zbieżny jednostajnie.

29. Dowieść, że jeśli |x| < 1 , to dla każdej liczby rzeczywistej a

zachodzi równość (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn .

30. Dowieść, że jeśli 0 < a < 1 , to dla dowolnych liczb dodatnich

x, y spe lniona jest nierówność (x + y)a < xa + ya .

31. Dowieść, że szereg
∑∞

n=1 x2e−n2x dla x > 0 jest jednostajnie
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zbieżny na zbiorze wszystkich liczb nieujemnych.

32. Dowieść, że dla każdej liczby a ∈ (0, 1) naste֒puja֒ce równanie

1 + x
1!

+ x2

2!
+ · · · + xn

n!
= aex ma dodatni pierwiastek.

33. Obliczyć lim
x→0+

∑∞
n=1

x
1+x2n2 .

34. Dowieść, że jeśli lim
n→∞

an = a , to lim
x→∞

(

e−x
∞
∑

n=0

an
xn

n!

)

= a.
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Za lóżmy, że pewne cia lo (punkt materialny) porusza sie֒ po

prostej. Zak ladamy, że na tej prostej zosta la wprowadzona struk-

tura osi liczbowej, tzn. wybrano pewien punkt O , którego wspó l-

rze֒dna֒ jest liczba 0 , zdefiniowano odcinek jednostkowy i zwrot, co

umożliwi lo przypisanie każdemu punktowi tej prostej liczby rzeczy-

wistej dodatniej lub ujemnej w znany sposób. Za lóżmy, że w chwili

t poruszaja֒ce sie֒ cia lo znajduje sie֒ w punkcie o wspó lrze֒dnej s(t) .

W okresie od t0 do t cia lo przeby lo droge֒ s(t) − s(t0) . Jego

średnia pre֒dkość w okresie od t0 do t jest równa s(t)−s(t0)
t−t0

. Za-

równo licznik jak i mianownik tego u lamka moga֒ być dodatnie lub

ujemne, w zależności od tego, w która֒ strone֒ obiekt porusza sie֒

oraz w zależności od tego czy interesuje nas chwila t naste֒puja֒ca

po chwili t0 czy też poprzedzaja֒ca ja֒, może też zdarzyć sie֒, że

s(t0) = s(t) , chociaż t 6=0 .

Na ogó l ruch odbywa sie֒ ze zmienna֒ pre֒dkościa֒. Cze֒sto in-

teresuje nas pre֒dkość w jakiej́s chwili, a średnia ma znaczenie dru-

gorze֒dne. W normalnych warunkach im mniejsza liczba |t − t0|
tym średnia pre֒dkość jest bardziej zbliżona do chwilowej. Rozsa֒d-

nie jest wie֒c powiedzieć, że pre֒dkość chwilowa w momencie t0 jest

równa v(t0) := lim
t→t0

s(t)−s(t0)
t−t0

.

Podobnie można mówić o przyspieszeniu. Jeżeli pre֒dkość

w okresie od t0 do t zmieni la sie֒ o v(t)−v(t0) , to średnia zmiana

pre֒dkości w tym czasie, czyli średnie przyspieszenie, by la równa

v(t)−v(t0)
t−t0

. Na ogó l przyspieszenie zmienia sie֒ w czasie. Cze֒sto

interesuje nas przyspieszenie chwilowe: a(t) := lim
t→t0

v(t)−v(t0)
t−t0

.

Oczywíscie nie dla każdej funkcji f : R −→ R istnieja֒ granice

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

. Oznacza to , że istnieja֒ funkcje f : R −→ R , które

w sposób podany przez nas nie opisuja֒ żadnego realnego ruchu.
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Jeśli np. s(t) = a + bt , gdzie a, b ∈ R , to mamy do czynienia

z ruchem o sta lej pre֒dkości chwilowej b = (a+bt)−(a+bt0)
t−t0

, w chwi-

li 0 cia lo znajdowa lo sie֒ w punkcie o wspó lrze֒dnej a .

Jeśli dla odmiany s(t) = a+ bt+ ct2 , to średnia pre֒dkość jest

równa
(a+bt+ct2)−(a+bt0+ct2

0
)

t−t0
= b+c(t+ t0) , wie֒c v(t0) = b+2ct0 .

Ponieważ, v(t) = b + 2ct , wie֒c średnie przyspieszenie jest równe

v(t)−v(t0)
t−t0

= 2c , zatem nie zależy od t ani od t0 . Wobec tego

w tym ruchu przyspieszenie chwilowe jest stale równe 2c .

Czytelnik zapewne pamie֒ta, że prosta֒ styczna֒ do okre֒gu lub

po prostu styczna֒ do okre֒gu definiuje sie֒ zwykle jako prosta֒, która

ma dok ladnie jeden punkt wspólny z okre֒giem. W ten sam sposób

można zdefiniować styczna֒ do elipsy. Gdybyśmy jednak zech-

cieli w taki sposób zdefiniować styczna֒ do paraboli, to okaza loby

sie֒, że w każdym punkcie sa֒ dwie styczne: ta prawdziwa sty-

czna i prosta równoleg la do osi symetrii paraboli, np. styczna֒ do

paraboli y = x2 w punkcie (0, 0) by laby prosta y = 0 , ale również

prosta x = 0 . Tej drugiej oczywíscie nie chcemy nazywać styczna֒.

Jeszcze gorzej by loby z funkcja֒ sin
(

x2
)

, bo intuicja domaga sie֒

by prosta y = 0 by la styczna֒ do wykresu tej funkcji w punkcie

(0, 0) , ale ta prosta wykres funkcji przecina w nieskończenie wielu

punktach, w każdym postaci (±√
nπ, 0) , gdzie n ∈ N .

Jest to spowodowane niew laściwym spojrzeniem na problem.

Styczna do wykresu w pewnym jego punkcie ma sie֒ w pobliżu tego

punktu nieomal pokryć z wykresem funkcji. Tymczasem warunek

ma dok ladnie jeden punkt wspólny ma charakter globalny, a nie

lokalny. Jeśli Czytelnik zechce przyjrzeć sie֒ funkcji zdefiniowanej

wzorami f(x) = x2 sin 1
x

dla x 6= 0 i f(0) = 0 , której wykres

leży mie֒dzy wykresami funkcji −x2 i x2 , to zapewne dojdzie do

wniosku, że styczna֒ do tego wykresu w punkcie (0, 0) powinna

być wspólna styczna do wykresów obu funkcji −x2 i x2 w tym
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punkcie, wie֒c prosta y = 0 . Ta prosta ma jednak nieskończenie

wiele punktów wspólnych w wykresem funkcji f, mianowicie punk-

tów postaci ( 1
nπ

, 0) , gdzie n ∈ Z\{0} i ta sytuacja nie zmieni sie֒,

jeśli zmniejszymy je dziedzine֒ do przedzia lu (−δ, δ) niezależnie od

tego, jak ma la֒ liczba֒ dodatnia֒ be֒dzie δ .

Spojrzymy wie֒c na definicje stycznej nieco inaczej. Be֒dziemy

szukać stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P0 =
(

x0, f(x0)
)

.

Przez ten punkt i drugi punkt wykre-

su P1 =
(

x1, f(x1)
)

poprowadzimy

prosta֒ L(x1) i spróbujemy zrozumieć,

co sie֒ z nia֒ dzieje, gdy zbliżamy punkt
(

x1, f(x1)
)

do punktu
(

x0, f(x0)
)

.

Prosta֒ L(x1) opisujemy równaniem:

y = f(x1)−f(x0)
x1−x0

(x − x0) + f(x0) .

Nasz problem polega na ustaleniu,

L
(x

1
)

P0

P1

sty
czn

a

(x1, f(x0))

co sie֒ dzieje ze wspó lczynnikiem kierunkowym tej prostej, czyli

z liczba֒ f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Jeżeli funkcja jest w miare֒ porza֒dna, to

można oczekiwać, że istnieje granica lim
x1→x0

f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Oznaczmy:

k = lim
x1→x0

f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Równanie y = k(x − x0) + f(x0) powinno

opisywać styczna֒. Przypomnijmy, że liczba f(x1)−f(x0)
x1−x0

to tan-

gens ka֒ta zorientowanego mie֒dzy dodatnia֒ pó losia֒ OX i prosta֒

y = f(x1)−f(x0)
x1−x0

x , sa֒ dwa takie ka֒ty, ale ich tangensy sa֒ równe.

Wobec tego liczba k to tangens ka֒ta zorientowanego utworzonego

przez dodatnia֒ pó loś OX i prosta֒ y = kx równoleg la֒ do stycznej.

Przyk lad 21.1 Przyjrzyjmy sie֒ opisanej procedurze w przy-

padku okre֒gu. Okra֒g nie jest wykresem funkcji, ale odpowiednio

wybrany pó lokra֒g już jest. Niech f(x) =
√

r2 − x2 . Wykresem tej

funkcji jest ,,górny” pó lokra֒g, którego środkiem jest punkt (0, 0)

a promieniem liczba r > 0 . Niech x0 ∈ (−r, r) . Mamy wtedy
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lim
x→x0

√
r2−x2−

√
r2−x2

0

x−x0

= lim
x→x0

(r2−x2)−(r2−x2

0
)

(x−x0)(
√

r2−x2+
√

r2−x2

0
)

=

= lim
x→x0

−(x+x0)
√

r2−x2+
√

r2−x2

0

= −x0√
r2−x2

0

.

Równanie stycznej w punkcie (x0,
√

r2 − x2
0) wygla֒da wie֒c tak:

y = −x0√
r2−x2

0

(x − x0) +
√

r2 − x2
0 . Bez trudu można sprawdzić,

że jedynym jej punktem wspólnym z okre֒giem x2 + y2 = r2 jest

punkt
(

x0,
√

r2 − x2
0

)

. Oznacza to, że prosta znaleziona w sposób

przez nas opisany jest styczna֒ do okre֒gu w zwyk lym sensie.

Jeśli x0 = r , to należa loby rozpatrywać granice֒

lim
x→r−

√
r2−x2−0

x−r
= −∞ .

W zasadzie nie umożliwia to napisania równania prostej, bo wspó l-

czynnik kierunkowy musi być liczba֒, ale mniej formalne spojrzenie

mówi, że styczna w punkcie (r, 0) powinna być pionowa — ka֒t jaki

prosta przechodza֒ca przez punkt (r, 0) i punkt (x,
√

r2 − x2) da֒ży

do −π
2 (w radianach!), wie֒c w granicy ma być równy −π

2 , a to

oznacza, że styczna w punkcie (r, 0) ma być prostopad la do osi

OX . Podobne rozumowanie przekonuje nas, że również styczna

w punkcie (−r, 0) ma być pionowa.

Przyk lad 21.2 Zajmijmy sie֒ jeszcze parabola֒ y = ax2 + bx + c ,

a 6= 0 . Niech x0 oznacza dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒ i niech

y0 = ax2
0 + bx0 + c . Znajdziemy równanie stycznej do paraboli

w punkcie (x0, y0) . Mamy znaleźć wspó lczynnik kierunkowy sty-

cznej, czyli granice֒

lim
x→x0

(ax2+bx+c)−(ax2

0
+bx0+c)

x−x0

= lim
x→x0

(

a(x + x0) + b
)

= 2ax0 + b .

Wynika sta֒d, że równanie poszukiwanej stycznej powinno wygla֒-

dać tak: y = (2ax0 + b)(x − x0) + y0 . Można przekonać sie֒, że

jedynym punktem wspólnym tej prostej i paraboli y = ax2 +bx+c

jest punkt (x0, y0) . Oczywíscie ta prosta nie jest pionowa, wie֒c

nie jest równoleg la do osi symetrii paraboli.
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Czytelnik powinien przekonać sie֒ o tym, że styczna do wykre-

su funkcji ax + b w dowolnym punkcie pokrywa sie֒ z tym wykre-

sem, co przecież jest oczekiwanym rezultatem: styczna֒ do prostej

jest (powinna być) ona sama.

Definicja 21.1 (ka֒ta mie֒dzy krzywymi)

Ka֒t mie֒dzy krzywymi, to z definicji ka֒t mie֒dzy stycznymi do tych

krzywych w ich punkcie wspólnym.

Zadania

1. Znaleźć równanie prostej stycznej do elipsy zdefiniowanej rów-

naniem x2

a2 + y2

b2
= 1 w punkcie (x0, y0) , x0 ∈ (−a, a) .

2. Udowodnić, że istnieja֒ takie dwa punkty A,B , że jeśli pro-

mień świat la przechodzi przez punkt A i odbija sie֒ od zwier-

ciad la eliptycznego o równaniu x2

a2 + y2

b2
= 1 zgodnie z prawem

,,ka֒t padania równy jest ka֒towi odbicia”, to promień odbity

przechodzi przez punkt B .

3. Dowieść, że wykres wielomianu stopnia drugiego o dodatnim

wyróżniku przecina pozioma֒ oś uk ladu wspó lrze֒dnych pod

ka֒tami, których suma jest równa π .

4. W ilu punktach i pod jakimi ka֒tami przecinaja֒ sie֒ parabole

o równaniach y = x2 i x = y2 ?

5. Znaleźć warunek na liczby p, q na to, by wykres wielomianu

x3 + px + q by l styczny do osi OX w pewnym jej punkcie.

6. Dla jakiej liczby rzeczywistej a istnieje taka liczba rzeczywista

b , że styczne do wykresów funkcji ax2 i ln x maja֒ w punkcie

(b, ab2) = (b, ln b) wspólna֒ styczna֒?

7. Dowieść, że krzywe o równaniach x2 − y2 = a i xy = b

przecinaja֒ sie֒ pod ka֒tem prostym, czyli że styczne do nich

w punktach przecie֒cia sa֒ prostopad le.
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Funkcje s luża֒ do opisu różnych zjawisk fizycznych, ekono-

micznych, biologicznych itd. Uzyskanie samego opisu matema-

tycznego jest na ogó l pierwszym krokiem do zbadania zjawiska.

Wielokrotnie jedna z dróg prowadza֒cych do celu jest poznanie

w lasności funkcji. Jednym z pierwszych problemów, które trzeba

rozwia֒zywać jest ustalenie w jakim tempie zmieniaja֒ sie֒ wartości

funkcji. Tego rodzaju kwestie napotykamy przy próbach znalezie-

nia najwie֒kszych lub najmniejszych wartości funkcji, przy ustala-

niu pre֒dkości z jaka֒ porusza sie֒ interesuja֒cy nas obiekt, przyspie-

szenia, zmiany liczby ludzi lub zwierza֒t na jakimś obszarze itd. Do

poje֒cia pochodnej, czyli wielkości mierza֒cej tempo zmian funkcji,

ludzie dochodzili stopniowo. Matematycy i fizycy w wieku XVII

i XVIII (Fermat, Newton, Leibniz i inni), ekonomísci nieco później,

niezależnie od matematyków i fizyków (sta֒d nieco inna terminolo-

gia: np. koszt krańcowy, dochód krańcowy, . . . ). Za pocza֒tek

rachunku różniczkowego i ca lkowego przyjmuje sie֒ prze lom wieków

XVII i XVIII. G lówne odkrycia zosta ly dokonane przez Newtona

(1643–1727) i Leibniza (1646–1716). Pocza֒tkowo nie istnia l w laś-

ciwy je֒zyk, którym można by opisywać uzyskiwane rezultaty, ale

na pocza֒tku XIX wieku i później teoria zosta la usystematyzowana

dzie֒ki pracom wielu matematyków, g lównie wspominanego już Au-

gusta Cauchy’ego.

Podamy teraz ścis la֒ definicje֒. Motywy, dla których jest ona

w laśnie tak wypowiadana zosta ly podane w poprzednim rozdziale.

Definicja 22.1 (pochodnej)

Za lóżmy, że funkcja f jest określona w dziedzinie zawieraja֒cej

przedzia l otwarty o środku p i że istnieje granica lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

.

Granice֒ te֒ nazywamy pochodna֒ funkcji f w punkcie p i oznacza-

my symbolem f ′(p) lub df
dx (p) . Jeśli pochodna jest skończona, to
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mówimy, że funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p . Funkcje֒

liniowa֒ przypisuja֒ca֒ liczbie h liczbe֒ f ′(p)h nazywamy różniczka֒

funkcji f w punkcie p i oznaczamy symbolem df(p) , a wartość

tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy symbolem df(p)(h)

lub cze֒́sciej df(p)h .

Wyrażenie f(p+h)−f(p)
h zwane jest ilorazem funkcji f w punk-

cie p . Jest ono funkcja֒ zmiennej h . Be֒dziemy jednak czasem

traktować je jako funkcje֒ zmiennej p + h lub p .

Powtórzymy też definicje stycznej do wykresu funkcji.

Definicja 22.2 (prostej stycznej do wykresu funkcji)

Za lóżmy, że funkcja f ma pochodna֒ w punkcie p oraz że jest

cia֒g la w punkcie p . 22.1 Jeśli pochodna f ′(p) jest skończona, to

mówimy, że styczna֒ do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)) jest

prosta, której wspó lczynnik kierunkowy jest równy f ′(p) , prze-

chodza֒ca przez punkt P = (p, f(p)) . Jeżeli f ′(p) = ∞ albo

f ′(p) = −∞ , to mówimy, że styczna֒ do wykresu funkcji w punkcie

(p, f(p)) jest prosta pionowa przechodza֒ca przez ten punkt, czyli

prosta o równaniu x = p .

Z tej definicji wynika od razu, że jeśli funkcja f jest różnicz-

kowalna w punkcie p , to prosta styczna do wykresu tej funkcji

w punkcie (p, f(p)) ma równanie y = f ′(p)(x − p) + f(p) .

Dodajmy jeszcze, że czasem rozważane sa֒ funkcje określone

np. na przedziale postaci [p, b) . Wtedy też cze֒sto mówimy o po-

chodnej funkcji f w punkcie p , ale w tym przypadku nazywamy

ja֒ prawostronna֒.

Niekiedy np. pochodna֒ funkcji x2 w punkcie p be֒dziemy

oznaczać symbolem (x2)′x=p , a funkcji ex w punkcie
√

5 — sym-

22.1
Wykażemy później, że jeśli pochodna f ′(p) funkcji f w punkcie p jest
skończona, czyli że f jest różniczkowalna w punkcie p , to funkcja f jest
cia֒g la w punkcie p , wie֒c w tym przypadku nie ma potrzeby dodatkowo

zak ladać cia֒g lości funkcji w punkcie p .
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bolem (ex)′
x=

√
5

.

Z w lasności granicy funkcji wynika, że istnienie pochodnej

funkcji w punkcie p jest w lasnościa֒ lokalna֒. Oznacza to, że jeśli

dwie funkcje f i g pokrywaja֒ sie֒ na pewnym przedziale otwartym

o środku w punkcie p , to albo obie maja֒ pochodna֒ w punkcie

p i te pochodne sa֒ równe, albo żadna z nich pochodnej w tym

punkcie nie ma.

Przyk lad 22.1 Niech f(x) = ax + b . W tym przypadku iloraz

różnicowy
f(p+h)−f(p)

h = a(p+h)−ap
h = a

jest niezależny od h , zreszta֒ również od p . Wobec tego pochodna

funkcji liniowej ax + b jest równa a . Z tego wynika, że prosta֒

styczna֒ do prostej y = ax + b jest ona sama, co nie powinno

dziwić, bo ona sama do siebie przylega najlepiej ze wszystkich

prostych. Cze֒sto stosowany jest zapis (ax + b)′ = a .

Przyk lad 22.2 Niech f(x) = x2 i niech p be֒dzie dowolna֒

liczba֒ rzeczywista֒. Mamy f(p+h)−f(p)
h

= 2p + h−−−→
h→0

2p , co oz-

nacza, że pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest liczba 2p . Zwykle

piszemy (x2)′ = 2x . Ponieważ f ′(0) = 0 , wie֒c styczna do wykresu

tej funkcji w punkcie (0, 0) jest pozioma. Jeśli natomiast p = 10 ,

to wspó lczynnik kierunkowy stycznej do wykresu jest równy 20 ,

wie֒c styczna w punkcie (20, 400) jest prawie pionowa.

Przyk lad 22.3 Niech f(x) = x3 . Tym razem zachodzi rów-

ność f(p+h)−f(p)
h = 3p2 + 3ph + h2 −−−→

h→0
3p2 , co oznacza, że

pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest 3p2 , tzn. (p3)′ = 3p2 .

W szczególności f ′(0) = 0 , wie֒c styczna do wykresu tej funkcji

f w punkcie (0, f(0)) = (0, 0) jest pozioma: jej równanie to:

y = 0 . Jednak w tym przypadku wykres nie leży po jednej stronie

stycznej, lecz przechodzi z jednej strony tej prostej na druga֒.
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Pochodna jest dodatnia z jednym wyja֒tkiem: f ′(0) = 0 . Bez

trudu stwierdzamy, że styczna do wykresu tej funkcji w każdym

punkcie, z wyja֒tkiem punktu (0, 0) , przecina wykres w jeszcze

jednym punkcie 22.2 , wie֒c w tym przypadku nie jest prawda֒, że

styczna ma z wykresem funkcji dok ladnie jeden punkt wspólny.

Przyk lad 22.4 (axn)′ = naxn−1 dla dowolnej liczby natural-

nej n i dowolnej liczby rzeczywistej a . Wynika to — tak jak

w poprzednich dwóch przyk ladach — z wzoru

a(p + h)n − apn =
(

n
1

)

apn−1h +
(

n
2

)

apn−2h2 + · · · + hn .

Przyk lad 22.5 Teraz zajmiemy sie֒ funkcja֒ f(x) = |x| . Jeśli

p > 0 i |h| < p , to f(p+h)−f(p)
h = p+h−p

h = 1 = 1−−−→
h→0

1 , co

oznacza, że pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest 1 . W taki

sam sposób pokazać można, że f ′(p) = −1 dla każdej liczby

p < 0 . Należy rozważyć jeszcze jeden przypadek, mianowicie p =

0 . Jeśli h > 0 , to f(0+h)−f(0)
h = 1 , zatem lim

h→0+

f(0+h)−f(0)
h = 1 .

Analogicznie lim
h→0−

f(0+h)−f(0)
h = −1 . Z tych dwu równości wynika

od razu, że nie istnieje granica lim
h→0

f(0+h)−f(0)
h

, czyli że funkcja

|x| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaż jest cia֒g la — ma

ona w tym punkcie pochodne jednostronne, ale sa֒ one różne. Na

wykresie funkcji jest to widoczne, w punkcie (0, 0) wykres sie֒ za-

 lamuje, można powiedzieć, że wykres ma w tym punkcie ,,ostrze”.

Rezultaty tych rozważań można opisać wzorem (|x|)′ = |x|
x .

Przyk lad 22.6 Podamy teraz przyk lad świadcza֒cy o tym, że

istnieja֒ funkcje cia֒g le, które przynajmniej w niektórych punk-

tach nie maja֒ pochodnych jednostronnych. W pierwszym czyta-

niu ten przyk lad można opuścić i wrócić do niego później. Warto

też spróbować sporza֒dzić szkic wykresu funkcji, co może u latwić

22.2
Czytelnik zechce sprawdzić w jakim — to pomaga w zrozumieniu tekstu!
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zrozumienie sytuacji. Przechodzimy do szczegó lów.

Niech f(x) = x sin 1
x

dla x 6= 0 oraz f(0) = 0 . Z oczywistej

nierówności |f(x)| 6 |x| wynika, że lim
x→0

f(x) = 0 = f(0) , a to

znaczy, że funkcja f jest cia֒g la w punkcie 0 . Cia֒g lość w innych

punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia o operacjach na

funkcjach cia֒g lych i twierdzenia o cia֒g lości z lożenia dwu funkcji.

Z twierdzeń, które wykażemy nied lugo, wynika, że funkcja ta ma

pochodna֒ skończona֒ w każdym punkcie x 6= 0 .

Wykażemy teraz, że ta funkcja pochodnej w punkcie 0 nie

ma, dok ladniej, że w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej pra-

wostronnej w punkcie 0 . Jeśli h > 0 , to f(0+h)−f(0)
h = sin 1

h .

Funkcja ta nie ma granicy prawostronnej w punkcie 0 bowiem:

f
(

1
2nπ

)

= 0 oraz f
(

1
2nπ+π/2

)

= 1 . Widzimy, wie֒c że dla każdej

liczby naturalnej n punkt
(

1
2nπ , 0

)

leży na wykresie funkcji, co

oznacza, że styczna֒ do wykresu funkcji w punkcie (0, 0) powinna

być pozioma oś uk ladu wspó lrze֒dnych. Jednakże dla każdej liczby

naturalnej n punkt
(

1
2nπ+π/2 , 1

2nπ+π/2

)

leży na wykresie funkcji,

wie֒c styczna֒ powinna być prosta, na której te punkty leża֒, czyli

prosta o równaniu y = x — styczna֒ ma być prosta najdok ladniej

,,przylegaja֒ca” do wykresu.

Podobnie można uzasadniać, że styczna֒ do wykresu tej funk-

cji w punkcie (0, 0) powinna być prosta o równaniu y = kx ,

gdzie k jest dowolna֒ liczba֒ z przedzia lu [−1, 1] — na każdej takiej

prostej znajduja֒ sie֒ punkty leża֒ce na wykresie funkcji f , tworza֒ce

cia֒g zbieżny do 0 . Można powiedzieć, że wykres funkcji x sin 1
x

oscyluje mie֒dzy prostymi y = x oraz y = −x i do żadnej z nich

ani do żadnej leża֒cej w ka֒cie przez nie wyznaczonym w punkcie

(0, 0) nie ,,przylega”.

Przyk lad 22.7 Obliczymy teraz pochodna֒ funkcji wyk ladni-

czej. Niech f(x) = ex . Mamy lim
h→0

ex+h−ex

h
= ex lim

h→0

eh−1
h

= ex
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— wykazalísmy w rozdziale 18, że ta równość ma miejsce. Pochod-

na֒ funkcji wyk ladniczej o podstawie e w punkcie x jest liczba ex ,

czyli (ex)
′

= ex . Równanie stycznej w punkcie (p, ep) do wykresu

funkcji ex ma wie֒c postać y = ep(x − p) + ep .

Przyk lad 22.8 Naste֒pna֒ bardzo ważna֒ funkcja֒ jest logarytm

naturalny. Znajdziemy jej pochodna֒. Niech f(x) = ln x dla

każdej liczby dodatniej x . Przypomnijmy, że lim
x→0

ln(1+x)
x = 1

– wzór ten wykazalísmy w rozdziale 18. Mamy wie֒c dla x > 0

naste֒puja֒ca֒ równość: 22.3

lim
h→0

ln(x + h) − ln x

h
= lim

h→0

ln(1 + x/h)

x/h
· 1

x
= 1 · 1

x
=

1

x
.

Pochodna֒ logarytmu naturalnego w punkcie x jest wie֒c liczba 1
x ,

czyli (ln x)′ = 1
x . Styczna w punkcie (p, ln p) do wykresu loga-

rytmu naturalnego ma równanie y = 1
p (x − p) + ln p .

Przyk lad 22.9 Ostatnia֒ z krótkiego cyklu ,,najważniejszych”

funkcji elementarnych jest sinus. Przypomnijmy, że lim
x→0

sin x
x = 1

— ta równość zosta la wykazana w rozdziale 19. Z niej wynika, że

lim
h→0

sin(x+h)−sin x
h = lim

h→0

2 sin h
2 cos(x+ h

2 )

h =

= lim
h→0

sin(h/2)
h/2

· cos(x + h
2
) = cos x .

Uda lo sie֒ wie֒c nam wykazać, że pochodna֒ funkcji sinus w punkcie

x jest liczba cos x , czyli że zachodzi wzór (sin x)
′

= cos x . Wobec

tego równanie stycznej w punkcie (p, sin p) do wykresu funkcji

sinus to y = (x−p) · cos p+ sin p . Np. styczna do wykresu funkcji

sinus w punkcie (0, 0) ma równanie y = x .

Przyk lad 22.10 Znajdziemy jeszcze pochodna֒ funkcji 3
√

x .

Mamy lim
h→0

3
√

x+h− 3
√

x
h = lim

h→0

h

h( 3
√

(x+h)2+ 3
√

x+h 3
√

x+
3√

x2)
= 1

3
3√

x2
.

Podobnie można wykazać, że
(

n
√

x
)′

= 1
n
√

nxn−1
= 1

nx−1+1/n .

22.3
Przypomnijmy, że ln(x+h)−ln x=ln x+h

x
=ln(1+ h

x )
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Uwaga 22.3 Wzory na pochodne funkcji xn i n
√

x to szczególne

przypadki jednego ogólniejszego wzoru (xa)′ = axa−1 , którego

dowód niebawem poznamy.

Naste֒pne twierdzenie jest ważne i ma bardzo prosty dowód.

Twierdzenie 22.4 (o najlepszym przybliżeniu liniowym)

Za lóżmy, że f jest funkcja֒ cia֒g la֒ w punkcie p . Równość

lim
h→0

f(p+h)−(ah+b)
h

= 0

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p oraz a = f ′(p) i b = f(p) .

Dowód. Jeśli lim
h→0

f(p+h)−(ah+b)
h = 0 , to lim

h→0

f(p+h)−b
h − a = 0 .

Sta֒d a = lim
h→0

f(p+h)−b
h , zatem 0 = lim

h→0
ah = lim

h→0
(f(p + h) − b) ,

czyli b = lim
h→0

f(p + h) = f(p) . Z ostatniej równości wynika, że

a = lim
h→0

f(p+h)−b
h = lim

h→0

f(p+h)−f(p)
h , a to oznacza, że f jest róż-

niczkowalna w punkcie p i zachodzi równość a = f ′(p) , co kończy

dowód twierdzenia w jedna֒ strone֒.

Jeżeli f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h , to zachodzi naste֒puja֒ca rów-

ność 0 = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h − f ′(p) = lim

h→0

f(p+h)−f(p)−f ′(p)h
h , co do-

wodzi prawdziwości wynikania w druga֒ strone֒.

Z twierdzenia tego wynika, że spośród wszystkich wielomia-

nów zmiennej x , stopnia nie wie֒kszego od 1 najlepiej w otoczeniu

punktu p przybliża funkcje֒ f wielomian

f(p) + f ′(p)(x − p) .

Żadne z twierdzeń do tej pory sformu lowanych nie daje jawnego

oszacowania b le֒du przybliżenia. O tym be֒dzie mowa później. Po-

każemy, teraz kilka przyk ladów.

Przyk lad 22.11
√

50 =
√

49 + 1 ≈
√

49 + 1
2
√

49
· 1 = 7 + 1

14

— przyje֒lísmy tu h = 1 , f(x) =
√

x , zatem f ′(x) = 1
2
√

x
,

p = 49 . Chociaż 1 nie jest ma la֒ liczba֒, jednak przybliżenie, które
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uzyskalísmy jest dosyć dobre. Rzeczywíscie,
(

7 + 1
14

)2
= 49 + 2 · 7 · 1

14 +
(

1
14

)2
= 50 + 1

196 .

Widzimy wie֒c, że po podniesieniu do kwadratu przybliżonej war-

tości pierwiastka, otrzymalísmy liczbe֒ nieco tylko wie֒ksza֒ od 50.

Mamy 7, 07 < 7 + 1
14 < 7, 08 oraz 7, 072 = 49, 9849 , co ozna-

cza, że nasze przybliżenie pozwoli lo nam znaleźć dwie cyfry po

przecinku liczby
√

50 bez wykonania trudnych obliczeń! Wartość

przybliżona jest w tym przypadku wie֒ksza niż rzeczywista, bo

styczna do wykresu pierwiastka kwadratowego leży nad nim.

Przyk lad 22.12 502 = (49+1)2 ≈ 492 +2 ·49 ·1 = 2499 . Tym

razem f(x) = x2 , zatem f ′(x) = 2x , p = 49 i h = 1 . W rzeczy-

wistości 502 = 2500 , wie֒c tym razem b la֒d, który pope lniamy

stosuja֒c wzór przybliżony zamiast dok ladnego jest równy 1 , wie֒c

jest ponad 100 razy wie֒kszy niż w poprzednim przyk ladzie.

Przyk lad 22.13 e50 = e49+1 ≈ e49 + e49 · 1 = 2 · e49 . W tym

przyk ladzie przyjmujemy f(x) = ex = f ′(x) , p = 49 i h = 1 .

Zatem b la֒d to e50−2·e49 = (e−2)·e49 > 0, 7·e49 , jest wie֒c ogrom-

ny i to nie tylko w porównaniu z h = 1 , ale wre֒cz porównywalny

z wartościa֒ funkcji.

Mamy: e50 ≈ 5, 1847055286 · 1021 , e49 ≈ 1, 9073465725 · 1021

i wreszcie e50−2·e49 ≈ 1, 370012371·1021 — to rezultaty uzyskane

za pomoca֒ programu komputerowego (Mathematica 7). Widzimy

wie֒c, że w tym ostatnim przypadku przybliżanie za pomoca֒ wzoru

f(p + h) ≈ f(p) + f ′(p)h w ogóle nie ma sensu. Przekonamy

sie֒ później o tym, że jest to spowodowane niewielkimi zmianami

pochodnej funkcji
√

x w interesuja֒cym nas obszarze, istotnie szyb-

szymi zmianami pochodnej funkcji x2 i bardzo szybkim wzrostem

pochodnej funkcji ex .
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Definicja 22.5 (różniczki funkcji)

Różniczka֒ funkcji f w punkcie p nazywamy takie przekszta lcenie

liniowe L: R −→ R , że L(0) = 0 i lim
h→0

f(p+h)−f(p)−L(h)
h = 0 .

Różniczke֒ funkcji f w punkcie p oznaczamy symbolem df(p) ,

wie֒c jej wartość w punkcie h — symbolem df(p)(h) , jednak cze֒sto

piszemy df(p)h .

Czasem zamiast df(p) piszemy Df(p) . Pochodna f ′(p) funk-

cji f w punkcie p i jej różniczka df(p) powia֒zane sa֒ wzorem

df(p)h = df(p)(h) = f ′(p)h . Dodajmy jeszcze, że cze֒sto stosowa-

ne jest oznaczenie f ′(x) = df
dx(x) .

W świetle definicji różniczki twierdzenie o najlepszym przybli-

żeniu liniowym można sformu lować tak: funkcja f ma różniczke֒

w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma w tym punkcie skończona֒

pochodna֒. Zachodzi wtedy wzór: df(p)h = df(p)(h) = f ′(p)h.

Definicja 22.6 (różniczkowalności)

Funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p wtedy i tylko wtedy,

gdy ma różniczke֒ w punkcie p , czyli gdy ma skończona֒ pochodna֒

w punkcie p .

Twierdzenie 22.7 (o cia֒g lości funkcji różniczkowalnej)

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , to jest w tym

punkcie cia֒g la.

Dowód. Mamy lim
x→p

f(x) = f(p) + lim
h→0

(f(p + h) − f(p)) =

= f(p) + lim
h→0

h · f(p+h)−f(p)
h = f(p) + 0 · f ′(p) = f(p) .

Uwaga 22.8

Z istnienia nieskończonej pochodnej funkcji w punkcie nie wynika

jej cia֒g lość w tym punkcie. Niech f(x) = x
|x| dla x 6= 0 oraz

f(0) = 0 . Wtedy f ′(0) = lim
h→0

f(h)−f(0)
h = lim

h→0

1
|h| = ∞ . Oczywís-

cie w punkcie 0 funkcja jest niecia֒g la.
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Uwaga 22.9

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia o cia֒g lości funkcji różnicz-

kowalnej jest nieprawdziwe. Funkcja |x| jest cia֒g la, ale nie ma

pochodnej w punkcie 0 , bo ma pochodne jednostronne, ale sa֒ one

różne. Jeśli f(x) = x sin 1
x i f(0) = 0 , to funkcja f jest cia֒g la we

wszystkich punktach, ale w punkcie 0 nie ma nawet jednostronnej

pochodnej.

Twierdzenie 22.10 (o arytmetycznych w lasnościach pochodnej)

Za lóżmy, że funkcje f i g sa֒ różniczkowalne w punkcie p . Wtedy

funkcje f ± g , f · g i, jeśli g(p) 6= 0 , to również f
g

sa֒ różniczko-

walne w punkcie p i zachodza֒ wzory:

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) , (f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ,

(f − g)′(x) = f ′(x) − g′(x) ,
(

f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g(x)2 .

Dowód. Zachodza֒ równości f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h oraz

g′(p) = lim
h→0

g(p+h)−g(p)
h . Wiemy też, że te pochodne sa֒ skończone.

Sta֒d i z twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach granicy funk-

cji wynika, że

lim
h→0

f(p+h)+g(p+h)−f(p)−g(p)
h =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h + lim

h→0

g(p+h)−g(p)
h = f ′(p) + g′(p) .

Udowodnilísmy wie֒c twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkcji

różniczkowalnych. W identyczny sposób dowodzimy twierdzenie

pochodnej różnicy funkcji różniczkowalnych.

Zajmiemy sie֒ teraz iloczynem funkcji różniczkowalnych. Tym

razem skorzystamy z udowodnionego wcześniej twierdzenia o cia֒g-

 lości funkcji różniczkowalnej. Mamy lim
h→0

f(p+h)g(p+h)−f(p)g(p)
h =

= lim
h→0

(

f(p+h)−f(p)
)

·g(p+h)+f(p)
(

g(p+h)−g(p)
)

h =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h · lim

h→0
g(p + h) + f(p) · lim

h→0

g(p+h)−g(p)
h =

= f ′(p)g(p) + f(p)g′(p) .
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Teraz kolej na iloraz. Za lożylísmy dodatkowo, że g(p) 6= 0 .

Wynika sta֒d, że istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |h| < δ , to

|g(p + h) − g(p)| < |g(p)| = |0 − g(p)| . Wnioskujemy sta֒d, że

liczby g(p) i g(p+h) leża֒ po tej samej stronie zera, w szczególności

g(p + h) 6= 0 . Mamy zatem

lim
h→0

f(p+h)
g(p+h)

− f(p)
g(p)

h
= lim

h→0

f(p+h)g(p)−f(p)g(p+h)
hg(p+h)g(p)

=

= lim
h→0

f(p+h)g(p)−f(p)g(p)−
(

f(p)g(p+h)−f(p)g(p)
)

hg(p+h)g(p) =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

g(p)−f(p)
g(p+h)−g(p)

h

g(p+h)g(p) = f ′(p)g(p)−f(p)g′(p)
g(p)2 .

Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 22.11 (o pochodnej z lożenia)

Za lóżmy, że funkcja g jest różniczkowalna w punkcie p , zaś funk-

cja f , określona na zbiorze zawieraja֒cym wszystkie wartości funk-

cji g , jest różniczkowalna w punkcie g(p) . Wtedy z lożenie tych

funkcji f ◦ g jest różniczkowalne w punkcie p i zachodzi wzór:

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x) .

Niech y = g(x) . Możemy teraz napisać (f ◦ g)′(x) = f ′(y)g(x)

lub d(f◦g)
dx (x) = df

dy (g(x)) · dg
dx (x) = df

dy (y) · dg
dx(x) lub krócej

d(f◦g)
dx = df

dy · dg
dx . Cze֒sto wzór ten zapisywany jest w postaci

d(f◦g)
dx = df

dg · dg
dx lub, po oznaczeniu z = f(y) , jako dz

dx = dz
dy · dy

dx .

W literaturze angloje֒zycznej nosi nazwe֒ ,,the Chain Rule”, czego

oczywistym motywem jest jego ostatnia postać, zw laszcza jeśli za-

stosujemy go nie w przypadku z lożenia dwu funkcji, lecz wie֒kszej

ich liczby — wtedy  lańcuch staje sie֒ bardziej widoczny.

Dowód. Mamy do czynienia z dwiema funkcjami różniczkowal-

nymi: f w punkcie q = g(p) oraz g w punkcie p . Zdefiniujmy

rg(h) = g(p+h)−g(p)−g′(p)h
h dla h 6= 0 i rg(0) = 0 . Różniczko-

walność funkcji g w punkcie p równoważna jest cia֒g lości funkcji

rg w punkcie 0 . Mamy: g(p + h) = g(p) + g′(p)h + rg(h)h .
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Niech rf (H) = f(g(p)+H)−f(g(p))
H dla H 6= 0 oraz rf (0) = 0 .

Tak jak w przypadku funkcji g funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie q = g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja rf jest

cia֒g la w punkcie 0 . Również w tym przypadku zachodzi równość:

f(g(p)+H) = f(g(p))+f ′(g(p))H +rf (H)H . Możemy ,,wydzielić

cze֒́sć liniowa֒ z lożenia” f ◦ g w otoczeniu punktu p :

f
(

g(p + h)
)

= f
(

g(p) + g′(p)h + rg(h)h
)

=

= f
(

g(p)
)

+ f ′(g(p)
)

·
(

g′(p)h + rg(h)h
)

+

+ rf

(

g′(p)h + rg(h)h
)

·
(

g′(p)h + rg(h)h
)

=

= f(g(p)) + f ′(g(p)) · g′(p)h +

+ h ·
[

f ′(g(p)
)

rg(h) + rf

(

g′(p)h + rg(h)h
)

·
(

g′(p) + rg(h)
)]

.

Jasne jest, że granica֒ wyrażenia znajduja֒cego sie֒ w nawiasie kwa-

dratowym przy h −→ 0 jest liczba 0. Sta֒d zaś wynika od razu,

zob. twierdzenie o najlepszym przybliżeniu liniowym, że pochodna֒

funkcji f ◦ g w punkcie p jest liczba f ′(g(p))g′(p) . Dowód zosta l

zakończony.

Twierdzenie 22.12 (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech f : (a, b)
na−−→ (c, d) . Za lóżmy, że

funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p i f ′(p) 6= 0 ,

funkcja f jest różnowartościowa,

funkcja f−1 , odwrotna do f , jest cia֒g la w punkcie q = f(p) .

Wtedy funkcja f−1 jest różniczkowalna w punkcie q i zachodzi

wzór
(

f−1
)′

(q) = 1
f ′(p) .

Dowód. Tym razem wiemy, że funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p , że f ′(p) 6= 0 oraz że funkcja f−1 odwrotna do

funkcji f jest cia֒g la w punkcie q = f(p) . Wystarczy wykazać,

że lim
h→0

f−1(q+h)−f−1(q)
h = 1

f ′(p) . Niech H = f−1(q + h) − f−1(q) .

Oczywíscie H zależy od h . Z cia֒g lości funkcji f−1 w punkcie q

wynika od razu, że lim
h→0

H = 0 . Zachodzi też równość

h = q + h − q = f(f−1(q + h)) − f(f−1(q)) =
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= f(f−1(q) + H) − f(f−1(q)) = f(p + H) − f(p) .

Z niej i z poprzednich wynika, że

lim
h→0

f−1(q+h)−f−1(q)
h = lim

H→0

H
f(p+H)−f(p) = 1

f ′(p) .

Uwaga 22.13

Wzór na pochodna֒ funkcji odwrotnej można też zapisać w taki

sposób:
(

f−1
)′

(f(p)) = 1
f ′(p) lub tak:

(

f−1
)′

(q) = 1
f ′(f−1(q)) .

Piszemy też dx
dy =

(

dy
dx

)−1
, oznaczywszy uprzednio y = f(x) .

Ten ostatni zapis, zw laszcza w po la֒czeniu z wzorem dz
dx = dz

dy
dy
dx

sugeruje, że symbol dy
dx można traktować jak u lamek. Trzeba jed-

nak uważać, bo nie oznacza on u lamka, lecz pochodna֒ i pos lugiwać

sie֒ analogiami z ilorazem jedynie w zakresie dopuszczonym wyka-

zanymi twierdzeniami. Można np. napisać wzór dg
dx

+ dh
dx

= d(g+h)
dx

— oznacza on, że pochodna sumy dwu funkcji wzgle֒dem zmien-

nej x jest równa sumie ich pochodnych wzgle֒dem tej samej zmi-

ennej x . Wzoru df
dy + dg

dx = df ·dx+dg·dy
dy·dx napisać nie można np.

dlatego, że jego prawa strona nie ma sensu — w ogóle nie jest zdefi-

niowana. Później rozważać be֒dziemy pochodne wyższych rze֒dów

i tam sytuacja be֒dzie jeszcze bardziej skomplikowana.

Uwaga 22.14

Za lożenia w twierdzeniu o pochodnej funkcji odwrotnej sa֒ istotne.

Warto jednak zaznaczyć, że jeśli za lożymy dodatkowo, że funkcja

f jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (a, b) , to funkcja od-

wrotna be֒dzie cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (c, d) . Rzecz

w tym, że z różniczkowalności funkcji f w jednym tylko punkcie

cia֒g lość funkcji odwrotnej nie wynika.

Ostatnie z tego cyklu twierdzeń s luża֒cych do obliczania po-

chodnych mówi jak można obliczać pochodna֒ sumy szeregu pote֒-

gowego, czyli szeregu postaci
∑∞

n=0 an(x − x0)n . Przypomnijmy,

że dla każdego cia֒gu (an) istnieje takie r ∈ [0,∞] , że z nierów-
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ności |x−x0| < r wynika zbieżność szeregu
∑∞

n=0 an(x−x0)n i to

bezwzgle֒dna, a z nierówności |x−x0| > r — rozbieżność, a nawet

równość lim
n→∞

∣

∣an(x−x0)n
∣

∣ = ∞ . Mówimy, że r jest promieniem

zbieżności szeregu pote֒gowego.

Twierdzenie 22.15 (o pochodnej szeregu pote֒gowego)

Jeśli szereg pote֒gowy
∑∞

n=0 an(x − x0)n ma dodatni promień

zbieżności, to wewna֒trz przedzia lu zbieżności suma tego szeregu

jest funkcja֒ różniczkowalna֒ i zachodzi wzór:

( ∞
∑

n=0

an(x − x0)n

)′

=
∞
∑

n=1

nan(x − x0)n−1 .

Dowód. Be֒dziemy dowodzić twierdzenie zak ladaja֒c, że x0 = 0 ,

co nie zmniejsza ogólności rozważań.

Za lóżmy, że szereg
∑∞

n=0 anxn
1 jest zbieżny i że |x| < |x1| .

Niech k be֒dzie dowolna֒ liczba naturalna֒. Wtedy
∣

∣nkanxn
∣

∣ =

=nk
∣

∣

x
x1

∣

∣

n ·
∣

∣anxn
1

∣

∣ . Ponieważ lim
n→∞

anxn
1 = 0 , wie֒c cia֒g

(
∣

∣anxn
1

∣

∣

)

jest ograniczony. Szereg
∑∞

n=0 nk
∣

∣

x
x1

∣

∣

n
jest zbieżny, co wynika

np. z kryterium ilorazowego, zatem szereg
∑∞

n=0 nkanxn jest bez-

wzgle֒dnie zbieżny.

Wykażemy, że funkcja s przypisuja֒ca liczbie x sume֒ sze-

regu s(x) =
∑∞

n=0 anxn jest różniczkowalna w każdym punkcie

x ∈ (−r, r) oraz że zachodzi równość

s′(x) =
(

∑∞
n=0 anxn

)′
=
∑∞

n=0 nanxn−1 .

Zak ladamy dalej, że |x| < r , że 0 < |h| < d < r − |x| . Sta֒d

wynika, że |x + h| 6 |x| + |h| < r , wie֒c szeregi
∑∞

n=0 nanxn−1 ,
∑∞

n=0 anxn i
∑∞

n=0 an(x + h)n sa֒ zbieżne i to bezwzgle֒dnie. Ma-

my wie֒c
∣

∣

∣

∣

∣

s(x+h)−s(x)
h −

∞
∑

n=0

nanxn−1

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=0

an

(

(x+h)n−xn

h − nxn−1
)

∣

∣

∣

∣

∣

=
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=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=2

an

n
∑

k=2

(

n
k

)

xn−khk−1

∣

∣

∣

∣

∣

6 |h| ·
∞
∑

n=2

|an|
n
∑

k=2

(

n
k

)

|x|n−k|h|k−2 6

6 |h| ·
∞
∑

n=2

|an|n2

n
∑

k=2

(

n−2
k−2

)

|x|(n−2)−(k−2)|h|k−2 =

= |h| ·
∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + |h|)n−2
6 |h| ·

∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + d)
n−2

,

przedostatnia nierówność wynika z tego, że jeśli n > k > 2 , to
(

n
k

)

= n·(n−1)
(k−1)·k ·

(

n−2
k−2

)

6 n2
(

n−2
k−2

)

.

Oczywíscie lim
h→0

|h| ·
∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + d)
n−2

= 0 , zatem

lim
h→0

[

s(x+h)−s(x)
h −

∞
∑

n=1

nanxn−1
]

= 0 ,

a sta֒d od razu wynika, że s′(x) = lim
h→0

s(x+h)−s(x)
h =

∞
∑

n=1

nanxn−1 .

Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 22.16

Wypada przestrzec, że szeregów na ogó l nie wolno różniczkować

w taki sposób, jak sie֒ różniczkuje sumy skończone. Niemiecki

matematyk, K.Weierstrass, wykaza l, że suma szeregu, którego wy-

razy sa֒ bardzo porza֒dnym funkcjami, różniczkowalnymi wsze֒dzie,

np.

∞
∑

n=1

1
2n cos(7nπx) jest funkcja֒ cia֒g la na ca lej prostej, ale nie

ma skończonej pochodnej w żadnym punkcie.

Przyk lad 22.14 Logarytm naturalny to funkcja cia֒g la, bowiem

odwrotna do funkcji ex . Ponieważ
(

ex
)′

= ex > 0 , wie֒c z twier-

dzenia o pochodnej funkcji odwrotnej wynika, że logarytm ma

pochodna֒ w każdym punkcie swej dziedziny. Z twierdzenia o po-

chodnej funkcji z lożonej wynika, że zachodzi równość

1 = (x)′ =
(

eln x
)′

= eln x · (ln x)′ = x · (ln x)′ .

Sta֒d mamy (ln x)′ = 1
x . Ten wzór uzyskalísmy już wcześniej, ale
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przedstawiona w tym przyk ladzie metoda jest bardzo ważna.

Przyk lad 22.15 Zajmiemy sie֒ teraz przez chwile֒ funkcja֒ wy-

k ladnicza֒ o dowolnej podstawie. Niech a be֒dzie dowolna֒ liczba֒

dodatnia֒, x — dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Mamy:

(ax)
′

=
(

ex ln a
)′

= ex ln a · ln a = ax ln a .

Przyk lad 22.16 Niech f(x) = xa , gdzie a jest dowolna֒ liczba֒

rzeczywista֒, zaś x jest liczba֒ dodatnia֒. Wykażemy, że

(xa)
′
= axa−1 . 22.4

Z definicji logarytmu wynika, że xa = ea ln x . Korzystaja֒c z twier-

dzenia o pochodnej z lożenia dwu funkcji oraz poprzednio wypro-

wadzonych wzorów na pochodne funkcji wyk ladniczej, logarytmu

i funkcji liniowej otrzymujemy:

(xa)
′

=
(

ea ln x
)′

= xea ln x · a · 1
x = axa−1 .

Dodać wypada, że pote֒ge֒ xa można zdefiniować również w przy-

padku x = 0 i a > 0 oraz w przypadku x < 0 , jeśli a jest liczba֒

wymierna֒, której mianownik jest ca lkowita֒ liczba֒ nieparzysta֒,

a licznik — liczba֒ ca lkowita֒, po ewentualnym skróceniu. Pozo-

stawiamy Czytelnikom uzasadnienie tego, że w obu tych przy-

padkach podany przez nas wzór na pochodna֒ funkcji pote֒gowej

pozostaje w mocy, oczywíscie w przypadku pierwszym mowa jest

jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba że a jest wyk ladnikiem

dodatnim, wymiernym o mianowniku nieparzystym (mowa o za-

pisie liczby wymiernej w postaci u lamka nieskracalnego, którego

licznik i mianownik sa֒ liczbami ca lkowitymi).

Przyk lad 22.17 Znajdziemy pochodna֒ funkcji kosinus. Mamy

cos x = sin
(

π
2 −x

)

. Skorzystamy z tego, że (sin x)′ = cos x i wzo-

ru na pochodna֒ z lożenia:

(cos x)
′
=
(

sin
(

π
2 − x

))′
= cos

(

π
2 − x

)

·
(

π
2 − x

)′
= − sin x

22.4
Dla a∈N oraz a= 1

n
, n∈N wzór pojawi l sie֒ wcześniej.
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— tutaj role֒ funkcji f z wzoru na pochodna֒ z lożenia pe lni sinus,

którego pochodna֒ jest kosinus, zaś role֒ funkcji g odgrywa funkcja
π
2 − x , której pochodna֒ jest −1 .

Przyk lad 22.18 Zastosujemy wzór na pochodna֒ ilorazu dla

uzyskania wzoru na pochodna֒ funkcji tangens:

(tg x)
′

=
(

sin x
cos x

)′
= (sin x)′ cos x−(cos x)′ sin x

(cos x)2
=

= cos x·cos x−(− sin x) sin x
cos2 x = 1

cos2 x = 1 + tg2 x .

Przyk lad 22.19 Teraz kolej na kotangens. Wzór ten można

uzyskać na różne sposoby, np. modyfikuja֒c nieznacznie wyprowa-

dzenie wzoru na pochodna֒ funkcji tangens. Można też zastosować

metode֒ znana֒ już z wyprowadzenia wzoru na pochodna֒ funkcji

kosinus i w laśnie tak posta֒pimy:

(ctg x)
′

=
(

tg
(

π
2 − x

))′
= 1

cos2( π
2 −x)

· (−1) = − 1
sin2 x

=

= −1 − ctg2 x .

Przyk lad 22.20 Niech f(0) = 0 i f(x) = x2 sin 1
x . Dla x 6= 0

mamy f ′(x) =
(

x2 sin 1
x

)′
=
(

x2
)′

sin 1
x + x2

(

sin 1
x

)′
= 2x sin 1

x +

+x2 · cos 1
x ·
(

1
x

)′
= 2x sin 1

x + x2 · cos 1
x · −1

x2 = 2x sin 1
x − cos 1

x .

Mamy też f ′(0) = lim
h→0

f(h)−f(0)
h = lim

h→0
h sin 1

h = 0 . Funkcja

f jest wie֒c wsze֒dzie różniczkowalna.  Latwo można stwierdzić,

że nie istnieje granica lim
x→0

f ′(x) , wystarczy przyja֒ć xn = 1
nπ

.

Widać, że pochodna funkcji różniczkowalnej może mieć punkty

niecia֒g lości.

Przyk lad 22.21 Obliczymy pochodna֒ funkcji x4−3x3+sin x
4+cos x+sin

√
1+x2

.

Mamy
(

x4 − 3x3 + sin x
)′

= 4x3 − 9x2 + cos x oraz
(

4 + cos x + sin
√

1 + x2
)′

= − sin x + cos
√

1 + x2 · 2x
2
√

1+x2
=

= − sin x + x√
1+x2

cos
√

1 + x2 . Z wzoru na pochodna֒ ilorazu wy-

nika, że
(

x4−3x3+sin x
4+cos x+sin

√
1+x2

)′
= (4x3−9x2+cos x)(4+cos x+sin

√
1+x2))

(4+cos x+sin
√

1+x2)2
−
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−
(x4−3x3+sin x)(− sin x+ x√

1+x2
cos

√
1+x2)

(4+cos x+sin
√

1+x2)2
.

W dalszym cia֒gu be֒dziemy używać jeszcze dwu funkcji zde-

finiowanych jako odwrotne do funkcji sinus i tangens. Oczywíscie

funkcje sinus i tangens jako okresowe nie sa֒ różnowartościowe,

wie֒c nie maja֒ funkcji odwrotnych. Można wie֒c posta֒pić tak, jak

w przypadku pierwiastka kwadratowego, który jest zdefiniowany

jako funkcja odwrotna do funkcji x2 rozpatrywanej nie na ca lej

dziedzinie, lecz na zbiorze, na którym funkcja x2 jest różnowartoś-

ciowa, i to możliwie najprostszym o tej w lasności. 22.5 Wybieramy

możliwe najbardziej naturalne dziedziny.

W przypadku sinusa ograniczymy sie֒ do przedzia lu
[

− π
2
, π

2

]

,

a w przypadku tangensa — do przedzia lu
(

− π
2 , π

2

)

. Zbiory war-

tości to odpowiednio przedzia l domknie֒ty [−1, 1] i ca la prosta

(−∞, +∞) . Tradycyjnie zamiast pisać sin−1 piszemy arcsin ,

a zamiast tg−1 piszemy arctg 22.6 , co zreszta֒ pozwala na unik-

nie֒cie dwuznaczności zwia֒zanej z oznaczeniami sin−1 i tg−1 . Po-

damy teraz definicje tych funkcji w jawny sposób.

Definicja 22.17 (funkcji arcsin i arctg) 22.7

Jeśli x ∈ [−1, 1] , to arcsin x jest jedyna֒ liczba֒ z przedzia lu domk-

nie֒tego
[

− π
2
, π

2

]

, dla której zachodzi równość sin(arcsin x) = x .

Jeśli x ∈ R , to arctg x jest jedyna֒ liczba֒ rzeczywista֒ z przedzia lu
(

− π
2 , π

2

)

, dla której zachodzi równość tg(arctg x) = x .

Przyk lad 22.22 arcsin 1 = π
2 , arcsin 1

2 = π
6 , arctg(−1) = −π

4 ,

arcsin
(

−
√

2
2

)

= −π
4 , arctg

√
3 = π

3 , arctg 0 = 0 .

22.5
Zbiorów, na których funkcja x2 jest różnowartościowa jest bardzo dużo,

np, [−1,0]∪(1,+∞) , (−∞,−2) , (−∞,0] , [0,+∞) , zbiór z lożony ze wszyst-
kich liczb wymiernych dodatnich oraz ujemnych liczb niewymiernych i wiele
innych.

22.6
W niektórych krajach i programach komputerowych arctan .

22.7
Czytamy arkus sinus lub arkus tangens, termin pochodzi od  lacińskiego s lowa
 luk. Funkcja przypisuje liczbie rzeczywistej d lugość  luku odpowiadaja֒cego

ka֒towi, którego sinus lub tangens równy jest danej liczbie.
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Ponieważ funkcje sinus i tangens sa֒ cia֒g le odpowiednio na

przedzia lach
[

− π
2 , π

2

]

i
(

− π
2 , π

2

)

, wie֒c odwrotne do nich sa֒

cia֒g le na przedzia lach [−1, 1] i (−∞,∞) . Na przedziale otwar-

tym
(

− π
2
, π

2

)

pochodne sinusa i tangensa sa֒ różne od 0 . Wobec

tego funkcje odwrotne do nich, czyli arcsin i arctg sa֒ różniczko-

walne odpowiednio na (−1, 1) i (−∞,∞) .

Zachodzi

Twierdzenie 22.18

Dla każdego x ∈
(

− π
2 , π

2

)

zachodza֒ równości arcsin′ x = 1√
1−x2

i arctg′ x = 1
1+x2 .

Dowód. Istnienie pochodnych wykazalísmy przed sformu lowa-

niem tego twierdzenia. Wiedza֒c, że te pochodne istnieja֒ możemy

zastosować twierdzenie o pochodnej funkcji z lożonej. Mamy wie֒c

1 = (x)′ =
(

sin(arcsin x)
)′

= cos(arcsin x)
(

arcsin x
)′

=

=
√

1 − sin2(arcsin x)
(

arcsin x
)′

=
√

1 − x2
(

arcsin x
)′

.

Sta֒d wynika, że
(

arcsin x
)′

= 1√
1−x2

.

1 = (x)′ =
(

tg(arctg x)
)′

=
(

1 + tg2(arctg x)
)(

arctg x
)′

=

= (1 + x2)
(

arctg x
)′

.

Sta֒d wynika, że
(

arctg x
)′

= 1
1+x2 .

Czasem wprowadzane sa֒ funkcje arccos i arcctg jako odwrot-

ne do kosinusa i kotangensa ograniczonych odpowiednio do prze-

dzia lów [0, π] i (0, π) , Przekszta lcaja֒ one te przedzia ly na [−1, 1]

i (−∞,∞) , wie֒c funkcje arccos i arcctg sa֒ określone na prze-

dzia lach [−1, 1] i (−∞,∞) .

Zadania

1. Znaleźć pochodna֒ funkcji f we wszystkich punktach, w któ-

rych ona istnieje, jeśli

(1) f(x) =

{

0 dla x /∈ Q,
1 dla x ∈ Q.
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(2) f(x) =

{

0 dla x /∈ Q,
1
q dla x = p

q , p, q ∈ Z, q 6= 0, nwd(p, q) = 1.

(3) f(x) =

{√
x dla x > 0,

−
√
−x dla x < 0.

(4) f(x) =

{

x2 dla x ∈ Q,
0 dla x /∈ Q.

2. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = x2 cos x .

3. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = xex .

4. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej znaleźć liczby f ′(0)

i f ′(1) , jeśli f(x) = x(x − 1) .

5. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = x2 cos 1
x , f(0) = 0 .

6. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(1) , jeśli

f(x) = (x − 1)ex .

7. Niech f(x) = x
√

9 + sin(tg x), ϕ(x) = sin
(

x
√

4 + sin(tg x)
)

.

Obliczyć f ′(0) i ϕ′(0) korzystaja֒c tylko z definicji pochodnej.

8. Niech f(x) = (x − 2)|x + 3| . Obliczyć f ′(2) korzystaja֒c

jedynie z definicji pochodnej.

9. Niech f(x) = (ln x)
√

1 + 3x2 . Obliczyć f ′(1) korzystaja֒c

jedynie z definicji pochodnej.

10. Obliczyć pochodna֒ funkcji f w tych punktach, w których

istnieje, jeśli f(x) =

(a) 1 − 3x + 7x2 + 5x3 ; (a֒)
√

1 + x ;

(c) 2x
1+x2 ; (ć) x

(1−x)2(1+x)3 ;

(d) arcsin(cos x) ; (e) sin2 x
sin(x2) ;

(e֒) sin
(

x +
√

1 + x2
)

; (f) tg x
2 − ctg x

2 ;

(g) xx ; (h)
√

tg x ;

(i) e−x2

; (j) esin x ;

(k) (ln x)x ; (l) sin(sin x) ;
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( l)

√

x +
√

2x +
√

3x ; (m) ln |x| ;
(n) sin2(

√
x) ; (o) |sin x| ;

(ó) ln |sin x| ; (p) arcsin 2x
1+x2 ;

(r) x |x| ; (ś)
√

|x| ;

(t) 3
√

x(x + 1) ; (u) 3

√

1+x3

1−x3 ;

(w) x⌊x⌋ ; (x) arctg 1+x
1−x ;

(z) arctg
(

sin x+cos x
sin x−cos x

)

; (ż) arcsin 1−x2

1+x2 .

11. Znaleźć równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie p

lub wykazać, że ta styczna nie istnieje, jeśli f(x) =

(A) cos2 x − 2 sin x, p = (π, 1); (B) arctg(2x) , p = (0, 0) ;

(C) |x − 1| 3
√

x + 2, p = −(3, 4); (D)
(

x2 − 1
)2

, p = (0, 1) ;

(E)
(

x2 − 1
)2

, p =
(√

2, 1
)

; (F) 3
√

x , p = (0, 0) ;

(G) 3
√

x − sin x , p = (0, 0) ; (H) 3
√

ex − 1 , p = (0, 0) ;

(I)
√

1 − cos
(

x
√

2
)

, p = (0, 1); (J) 1 − x2 , p = (0, 1) .

12. Udowodnić, że jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie

x , to lim
h→0

f(x+h)−f(x−h)
2h = f ′(x) .

Rozstrzygna֒ć, czy z istnienia granicy lim
h→0

f(x+h)−f(x−h)
2h wy-

nika istnienie pochodnej f ′(x) .

13. Podać przyk lad funkcji cia֒g lej f : R −→ R , która jest róż-

niczkowalna w punktach x /∈ {1, 2, . . . , 100} i która nie ma

jednostronnych pochodnych w punktach x ∈ {1, 2, . . . , 100} .

14. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ a g ∈ R taka֒ liczba֒,

że dla dowolnych cia֒gów (h′
n) , (h′′

n) liczb dodatnich zachodzi

równość g = lim
n→∞

f(7+h′

n)−f(7−h′′

n)
h′

n+h′′

n
. Dowieść, że f ′(7) = g .

15. Podać przyk lad takiej różnowartościowej funkcji f : R
na−−→ R ,

która ma pochodna֒ w punkcie 0 i f ′(0) = 1 , że funkcja

odwrotna f−1 nie ma pochodnej w punkcie f(0) .

16. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒, że dla dowolnych
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x, y ∈ R spe lniona jest nierówność |f(x) − f(y)| 6 (x − y)2 .

Dowieść, że f(e) = f(π) .

17. Podać przyk lad takiej różnowartościowej funkcji f : R
na−−→ R ,

która ma pochodna֒ w punkcie 0 i f ′(0) = 0 , że funkcja

odwrotna f−1 nie ma pochodnej lewostronnej w punkcie f(0)

i jest cia֒g la w punkcie f(0) .

18. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ cia֒g la֒ w punkcie p , że

funkcja f2 = f · f jest różniczkowalna w punkcie p .

Dowieść, że funkcja fk jest różniczkowalna w punkcie p dla

dowolnej liczby naturalnej k > 2 , tu: f ℓ+1(x) = f ℓ(x) · f(x)

dla każdego x ∈ R . Czy z za lożeń o funkcji f wynika, że jest

ona różniczkowalna w punkcie p ?

19. Czy istnieje taka funkcja cia֒g la f : R −→ R , która nie ma

jednostronnych pochodnych w punkcie 0 , że z lożenie f ◦ f

jest funkcja֒ różniczkowalna֒ w punkcie 0 .

20. Niech f(x) =
∑∞

n=1 xn sin n dla x ∈ (−1, 1) . Dowieść,

że funkcja f jest różniczkowalna we wszystkich punktach

przedzia lu (−1, 1) .

21. Dowieść, że jeśli f3(x) + 3f(x) = x dla każdej liczby rzeczy-

wistej x , to funkcja f jest różniczkowalna. Znaleźć liczby

f(0) oraz f ′(0) .

22. Dowieść, że jeżeli f(x)+ef(x) = x dla każdej liczby rzeczywis-

tej x , to funkcja f jest różniczkowalna. Znaleźć liczby f(1)

oraz f ′(1) .

23. Znaleźć wzór na 1+2x+3x3 + · · ·+nxn−1 korzystaja֒c z tego,

że 1 + x + x2 + · · · + xn = 1−xn+1

1−x .

24. Dowieść, że pochodna funkcji parzystej jest nieparzysta, a

pochodna funkcji nieparzystej — parzysta.

Czy z tego, że funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i f ′

jest parzysta, wynika, że funkcja f jest nieparzysta?

Czy z tego, że funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i f ′
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jest nieparzysta, wynika, że funkcja f jest parzysta?

25. Funkcja f : (0,∞) −→ R jest różniczkowalna. Czy z tego, że

istnieje lim
x→∞

f(x) wynika, że istnieje lim
x→∞

f ′(x) ?

26. Dowieść, że pochodna różniczkowalnej funkcji okresowej jest

okresowa. Czy z okresowości pochodnej f ′ wynika okreso-

wość funkcji f ?

27. Dowieść, że dla każdej liczby ε ∈ [0, 1) istnieje dok ladnie jedna

taka funkcja f : R −→ R , że f(x) − ε sin f(x) = x . Wykazać,

że funkcja f jest różniczkowalna.

28. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ różniczkowalna֒. Za lóż-

my, że a < x < αn < βn < b dla każdego n i lim
n→∞

βn = x .

Dowieść, że jeżeli cia֒g
(

βn−x
βn−αn

)

jest ograniczony, to zachodzi

wzór lim
n→∞

f(βn)−f(αn)
βn−αn

= f ′(x) . Podać przyk lad świadcza֒cy

o istotności za lożenia ograniczoności cia֒gu
(

βn−x
βn−αn

)

.
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TWIERDZENIA O WARTOŚCI ŚREDNIEJ

Naste֒pne twierdzenie, które udowodnimy, by lo używane przez

Fermata (1601–1665) w odniesieniu do wielomianów jeszcze przed

wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku różniczkowego

i ca lkowego. Fermat zajmowa l sie֒ znajdowa l mie֒dzy innymi znaj-

dowaniem wartości najwie֒kszych i najmniejszych wielomianów na

przedzia lach domknie֒tych. Doprowadzi lo go to w gruncie rzeczy

do poje֒cia pochodnej, choć nie stworzy l on teorii. Tym nie mniej

odkry l twierdzenie, którego wage֒ trudno przecenić, choć zarówno

twierdzenie jak i jego dowód sa֒ nies lychanie proste.

Twierdzenie 23.1 ( Fermata o lokalnych ekstremach)

Jeśli f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ różniczkowalna֒ w pewnym punk-

cie p ∈ (a, b) i przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza֒ lub

najwie֒ksza֒, to f ′(p) = 0 .

Dowód. Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie p wartość naj-

wie֒ksza֒. Znaczy to, że dla każdego punktu x z dziedziny funkcji

f zachodzi nierówność f(x) 6 f(p) , zatem dla h > 0 mamy
f(p+h)−f(p)

h 6 0 i wobec tego

f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

= lim
h→0+

f(p+h)−f(p)
h

6 0 .

Mamy też f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h = lim

h→0−

f(p+h)−f(p)
h > 0 . Obie

te nierówności moga֒ zachodzić jednocześnie jedynie w przypadku

f ′(p) = 0 . Jeśli f przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza֒,

to funkcja −f przyjmuje w tym punkcie wartość najwie֒ksza֒, wie֒c

0 = (−f)′(p) = −f ′(p) . Dowód zosta l zakończony.

Wypada podkreślić, że jeśli funkcja określona na przedziale

przyjmuje wartość najwie֒ksza֒ w jego końcu, to nawet w przy-

padku, gdy jest w tym końcu jednostronnie różniczkowalna, to

jej pochodna nie musi być równa 0 . Funkcja x rozpatrywana

na przedziale [7, 13] ma swa֒ najwie֒ksza֒ wartość w punkcie 13 ,
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w którym jej pochodna֒ jest liczba 1.

Uwaga 23.2 (o pozornej monotoniczności)

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p oraz f ′(p) > 0 ,

to istnieje taka liczba δ > 0 , że z nierówności 0 < h < δ wynika

nierówność f(p − h) < f(p) < f(p + h) , tzn. dostatecznie blisko

punktu p , na lewo od niego wartości funkcji sa֒ mniejsze niż war-

tość punkcie p , zaś na prawo od tego punktu, w jego pobliżu

wartości funkcji sa֒ wie֒ksze niż wartość w punkcie p .

Dowód. Iloraz różnicowy f(p+h)−f(p)
h jest dodatni dla dostate-

cznie ma lych h , bowiem ma dodatnia֒ granice֒ przy h → 0 , zatem

licznik i mianownik tego u lamka maja֒ taki sam znak.

Twierdzenie 23.3 (Rolle’a)

Jeżeli funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma pochodna֒ we wszyst-

kich jego punktach wewne֒trznych oraz f(a) = f(b) , to istnieje

punkt c ∈ (a, b) , taki że f ′(c) = 0 .

Dowód. Za lóżmy, że f(a) = f(b) nie jest najwie֒ksza֒ wartościa֒

funkcji f . Niech c be֒dzie punktem, w którym funkcja f przyj-

muje wartość najwie֒ksza֒ spośród przyjmowanych na tym prze-

dziale. Oczywíscie a < c < b . Funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie c , wie֒c na mocy twierdzenia Fermata zachodzi równość

f ′(c) = 0 . Jeśli funkcja f nie przyjmuje wewna֒trz przedzia lu [a, b]

wartości wie֒kszych niż f(a) = f(b), to albo przyjmuje mniejsze

i możemy zamiast niej rozważyć funkcje֒ przeciwna֒ −f , albo

funkcja f jest sta la na przedziale [a, b] . W tym drugim przypadku

c może być dowolnym punktem przedzia lu otwartego (a, b) . Do-

wód zosta l zakończony.

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia może być np. taka:

po prostoliniowej drodze porusza sie֒ pojazd, który rozpoczyna

i kończy przemieszczanie sie֒ w tym samym punkcie
(

f(a) = f(b)
)

.

Ponieważ kończymy podróż w punkcie startu, wie֒c w którymś
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punkcie musielísmy zawrócić, w momencie zmiany kierunku jazdy

nasza pre֒dkość by la równa 0 .

Na wykresie funkcji punkty, o których jest mowa w dowodzie

twierdzenia Rolle’a to te w otoczeniu, których wykres wygla֒da tak,

jak wykres funkcji −x2 w otoczeniu punktu 0 . Oczywíscie to nie

sa֒ jedyne punkty, w których pochodna przyjmuje wartość 0 . Jeśli

f(x) = sin3 x , to f ′(x) = 3 sin2 x cos x , wie֒c f ′(0) = 0 , chociaż

w punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego

minimum. Jeśli 0 < δ < π
2 , to funkcja f jest ścísle rosna֒ca na

przedziale postaci (−δ, δ) . Ma ona lokalne ekstrema, ale w innych

punktach, np. w punktach ±π
2 .

Przejdziemy teraz do najważniejszego twierdzenia w rachunku

różniczkowym:

Twierdzenie 23.4 (Lagrange’a o wartości średniej)

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma pochodna֒ we wszys-

tkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) , to istnieje taki punkt

c ∈ (a, b) , że

f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

.

Dowód. Niech g(x) = f(x) − f(b)−f(a)
b−a

(x − a) — od funkcji f

odejmujemy funkcje֒ f(b)−f(a)
b−a (x − a) , wie֒c liniowa֒, której zmia-

na wartości na przedziale [a, b] jest równa f(b) − f(a) , czyli jest

równa zmianie wartości funkcji f na tym przedziale. Mamy wie֒c

g(a) = f(a) = g(b) . Funkcja g jest funkcja cia֒g la, jako różnica

funkcji cia֒g lych. Taki sam argument przekonuje nas o istnieniu

pochodnej g′ we wszystkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) .
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Funkcja g spe lnia wie֒c za lożenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje

wobec tego taki punkt c ∈ (a, b) , że 0 = g′(c) = f ′(c)− f(b)−f(a)
b−a ,

a to w laśnie mielísmy wykazać.

Czytelnik z pewnościa֒ zauważy l, że twierdzenie Rolle’a jest

przypadkiem szczególnym twierdzenia Lagrange’a o wartości śred-

niej.

Geometrycznie twierdzenie to oznacza, że jeśli poprowadzimy

prosta֒ ℓ przez punkty (a, f(a)) , (b, f(b)) wykresu funkcji f ,

to styczna do niego w pewnym

punkcie (c,f(c)) , leża֒cym mie֒dzy

wybranymi punktami, jest rów-

noleg la do prostej ℓ. Twierdze-

nie Lagrange’a można też zinter-

pretować ,,fizycznie”. Jeżeli f(x)

oznacza po lożenie w chwili x cia-

 la poruszaja֒cego sie֒ po prostej,
a bc

f(a)

f(b)

f(c) y = f
′ (c)(x

− c) + f(c)

ℓ : y = k(x − a)+f(a)

f ′(c) = k = f(b)−f(a)
b−a

to f ′(c) oznacza pre֒dkość w chwili c , natomiast f(b)−f(a)
b−a to

pre֒dkość średnia w okresie od a do b . Wed lug tej interpre-

tacji twierdzenie o wartości średniej mówi, że pre֒dkość chwilowa

w pewnym momencie c równa jest pre֒dkości średniej, co wygla֒da

na stwierdzenie zupe lnie oczywiste. Widzimy wie֒c, że twierdzenie

Lagrange’a ma krótki dowód, prosto można je zinterpretować na

różne sposoby. Pokażemy, że ma ono liczne i ważne konsekwencje.

Twierdzenie 23.5 (o monotoniczności funkcji różniczkowalnej)

Za lóżmy, że funkcja f jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu P

i że jest różniczkowalna we wszystkich jego punktach wewne֒trz-

nych. Przy tych za lożeniach funkcja f jest:

(23.5.1) niemaleja֒ca (x < y ⇒ f(x) 6 f(y) ) wtedy i tylko wtedy,

gdy jej pochodna f ′ jest nieujemna,

(23.5.2) nierosna֒ca (x < y ⇒ f(x) > f(y) ) wtedy i tylko wtedy,
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gdy jej pochodna f ′ jest niedodatnia.

Dowód. Jeżeli funkcja f jest niemaleja֒ca, to iloraz różnicowy

f(x+h)−f(x)
h jest nieujemny, bo licznik i mianownik tego u lamka

maja֒ taki sam znak. Jeśli funkcja nieujemna ma granice֒, to nieu-

jemna֒. Z tego zdania wynika od razu, że pochodna we wszystkich

tych punktach przedzia lu P , w których istnieje, jest nieujemna.

Za lóżmy teraz, że pochodna w punktach wewne֒trznych przedzia lu

P jest nieujemna. Za lóżmy, że x, y ∈ P i że x < y . Z twierdzenia

o wartości średniej zastosowanego do przedzia lu [x, y] wynika, że
f(y)−f(x)

y−x = f ′(z) > 0 dla pewnego punktu z ∈ (x, y) . Ponieważ

mianownik u lamka f(y)−f(x)
y−x jest dodatni, a sam u lamek jest nieu-

jemny, wie֒c licznik tego u lamka, czyli różnica f(y)−f(x) , też jest

nieujemny, zatem f(y) > f(x) , co dowodzi tego, że funkcja f jest

niemaleja֒ca. Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle do pier-

wszego zaste֒puja֒c funkcje֒ f funkcja֒ przeciwna֒ −f . Dowód zosta l

zakończony.

Wniosek 23.6 (o sta lości funkcji różniczkowalnej) 23.1

Funkcja cia֒g la na przedziale P , różniczkowalna we wszystkich

jego punktach wewne֒trznych jest sta la wtedy i tylko wtedy, gdy

f ′(x) = 0 dla każdego punktu wewne֒trznego przedzia lu P .

Dowód. Funkcja sta la jest jednocześnie niemaleja֒ca i nierosna֒-

ca, zatem jej pochodna jest jednocześnie nieujemna i niedodat-

nia, czyli zerowa. Jeśli pochodna jest zerowa, czyli jednocześnie

nieujemna i niedodatnia, to funkcja jest zarówno niemaleja֒ca, jak

i nierosna֒ca, wie֒c jest sta la. Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 23.7 (o pochodnej funkcji niemaleja֒cej)

Jeśli funkcja niemaleja֒ca f ma pochodna֒ w pewnym punkcie x ,

to f ′(x) > 0 .

23.1
Można z  latwościa֒ ten wniosek udowodnić bezpośrednio, bez powo lywania sie֒

na w laśnie wykazane twierdzenie.
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Twierdzenie 23.8 (o ścis lej monotoniczności funkcji różniczk.)

Niech f : P −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie prze-

dzia lu P i różniczkowalna֒ w każdym punkcie wewne֒trznym prze-

dzia lu P . W tej sytuacji funkcja f jest:

(23.8.1) ścísle rosna֒ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest

nieujemna i mie֒dzy każdymi dwoma punktami przedzia lu

P znajduje sie֒ taki punkt x , że f ′(x) > 0,

(4.13.2) ścísle maleja֒ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest

niedodatnia i mie֒dzy każdymi dwoma punktami przedzia-

 lu P znajduje sie֒ taki punkt x , że f ′(x) < 0 .

Dowód. Za lóżmy, że funkcja f jest ścísle rosna֒ca. Jest wie֒c rów-

nież niemaleja֒ca, wie֒c na podstawie poprzedniego twierdzenia jej

pochodna jest nieujemna. Jeżeli x, y ∈ P i x < y , to w pew-

nym punkcie wewne֒trznym z przedzia lu [x, y] zachodzi równość

f ′(z) = f(y)−f(x)
y−x > 0 (wynika to z twierdzenia Lagrange’a).

Zajmiemy sie֒ dowodem implikacji przeciwnej. Ponieważ f

jest funkcja֒ cia֒g la֒, której pochodna jest nieujemna, wie֒c na mocy

poprzedniego twierdzenia f jest funkcja֒ niemaleja֒ca֒. Jeśli nie

jest ona ścísle rosna֒ca, to istnieja֒ takie punkty x, y ∈ P , że x < y

i f(x) = f(y) . Jeśli x < z < y , to f(x) 6 f(z) 6 f(y) = f(x), co

oznacza, że f(x) = f(z) . Oznacza to, że f jest funkcja֒ sta la֒ na

przedziale [x, y] , wie֒c f ′(z) = 0 dla każdego punktu z ∈ [x, y] ,

wbrew za lożeniu.

Druga cze֒́sć twierdzenia może być uzyskana z pierwszej przez

rozważenie funkcji −f zamiast funkcji f .

Twierdzenie 23.9 (o lipschitzowskości funkcji różniczkowalnej)

Niech f : P −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie prze-

dzia lu P i różniczkowalna֒ w każdym jego punkcie wewne֒trznym.

Wtedy funkcja f spe lnia warunek Lipschitza ze sta la֒ L > 0 , tzn.

|f(x) − f(y)| 6 |x − y| , gdy x, y ∈ P ,
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wtedy i tylko wtedy, gdy L > sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} .23.9

Dowód. Jeśli x, y ∈ P , to na mocy twierdzenia Lagrange’a

o wartości średniej istnieje taki punkt z leża֒cy mie֒dzy x i y , że

|f(x) − f(y)| = |f ′(z)(x − y)| 6 sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} · |x − y| ,
co kończy dowód twierdzenia w jedna֒ strone֒.

Dowód w druga֒ strone֒ wynika natychmiast z tego, że jeśli

funkcja spe lnia warunek Lipschitza ze sta la֒ L , to dla dowolnych

x, y ∈ P zachodzi nierówność
∣

∣

∣

f(x)−f(y)
x−y

∣

∣

∣
6 L . Z niej wynika, że

|f ′(x)| = lim
y→x

∣

∣

∣

f(y)−f(x)
y−x

∣

∣

∣
6 L , wie֒c sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} 6 L .

Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 23.10 (Darboux)

Jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma w każdym punkcie przedzia lu

(a, b) pochodna֒ (być może nieskończona֒) i jest cia֒g la, to funkcja

f ′: P −→ R ∪ {−∞,∞} ma w lasność Darboux. Oznacza to, że

jeśli f ′(x) < C < f ′(y) dla pewnych x, y ∈ (a, b) i C ∈ R , to

mie֒dzy x i y znajdzie sie֒ taka liczba c , że C = f ′(c) .

Dowód. Za lóżmy, dla ustalenia uwagi, że a < x < y < b oraz

f ′(x) < C < f ′(y) . Niech g(t) = f(t)−Ct dla t ∈ (a, b) . Funkcja

g ma pochodna֒ w każdym punkcie przedzia lu (a, b) i zachodzi

wzór g′(t) = f ′(t) − C . Funkcja g jest też cia֒g la. Wystarczy

udowodnić, że dla pewnego c ∈ (x, y) zachodzi równość g′(c) = 0 .

Prawdziwe sa֒ wzory g′(x) = f ′(x) − C < 0 < f ′(y) − C = g′(y) .

Ponieważ g′(x) < 0 , wie֒c istnieje taka liczba δx > 0 , że jeśli

0 < h < δ , to g(x + h) < g(x) . Ponieważ g′(y) > 0 , wie֒c istnieje

taka liczba δy > 0 , że jeśli 0 < h < δ , to g(y − h) < g(y) . Sta֒d

wynika, że żadna z liczb g(x) , g(y) nie jest najmniejsza֒ wartościa֒

funkcji g na przedziale [x, y] . Niech c ∈ (x, y) be֒dzie punktem,

w którym g przyjmuje najmniejsza֒ wartość na przedziale [x, y] —

23.9
int P oznacza zbiór wszystkich punktów wewne֒trznych przedzia lu P , tzn.

przedzia l otwarty, którego końce pokrywaja֒ sie֒ z końcami przedzia lu P .
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istnienie c wynika z cia֒g lości g . Wtedy g′(c) = 0 , a to chcielísmy

dowieść.

Przyk lad 23.1 Zajmiemy sie֒ funkcja֒ arctg . Zachodzi równość

(arctg x)
′

= 1
1+x2 . Wobec tego dla x ∈ (−1, 1) mamy

(arctg)
′

= 1
1+x2 = 1−x2+x4−x6 +· · · =

(

x− x3

3 + x5

5 − x7

7 +· · ·
)′

.

Z kryterium Leibniza wynika, że szereg x − x3

3 + x5

5 − x7

7 + · · · =

=
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 jest zbieżny również dla x = ±1 , przy czym

nie jest to zbieżność bezwzgle֒dna. Z uwagi po kryterium Leibniza

wynika, że

∣

∣

∞
∑

n=0

(−1)j x2j+1

2j + 1
−

n−1
∑

n=0

(−1)j |x|2j+1

2j + 1
x2j+1

∣

∣ 6
x2n+1

2 + 1
6

1

2n + 1

Z tej nierówności wynika jednostajna zbieżność szeregu na ca lym

przedziale [−1, 1] . Funkcja arctg x −
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 jest wie֒c

cia֒g la na przedziale [−1, 1] a jej pochodna jest równa 0 w punk-

tach wewne֒trznych tego przedzia lu. Sta֒d wynika, że ta funkcja

jest sta la na przedziale [−1, 1] . Dla każdej liczby x ∈ [−1, 1] za-

chodzi wie֒c równość:

arctg x −
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 = arctg 0 −
∞
∑

n=0

(−1)n · 02n+1

2n+1 = 0 .

Sta֒d wynika, że równość arctg x =

∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 zachodzi dla

każdego x ∈ [−1, 1] . Podstawiaja֒c x = 1 do otrzymanego wzoru

otrzymujemy

π
4 = arctg 1 = 1 − 1

3 + 1
5 − 1

7 + · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n 1
2n+1

— ta równość nazywana jest zwykle wzorem Leibniza. Można

wykazać, że jeśli chcielibyśmy za pomoca֒ tego wzoru znajdować

przybliżenia dziesie֒tne liczby π , to musielibyśmy wykonać wiele
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obliczeń, co nawet w przypadku komputerów ma istotne znaczenie

– konkretnie: dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

podwójna 1
4(n+1) < 1

2n+1 − 1
2n+3 + 1

2n+5 − 1
2n+7 + · · · < 1

4n (nie jest

ona oczywista!), wie֒c b la֒d, który pope lniamy przy zaste֒powaniu

liczby π
4 liczba֒ 1 − 1

3 + 1
5 − 1

7 + + · · · + (−1)n−1 1
2n−1 jest za-

warty mie֒dzy 1
4(n+1) oraz 1

4n . Stosuja֒c wzór z lepiej dobranym

x otrzymać można bez trudu szeregi ,,szybciej” zbieżne. 23.3

Przyk lad 23.2 Znajdziemy najmniejsza֒ i najwie֒ksza֒ wartość

funkcji x
1+x2 , która֒ zreszta֒ umiemy znaleźć bez różniczkowania.

Mamy
(

x
1+x2

)′
= 1−x2

(1+x2)2 . Pochodna ta zeruje sie֒ jedynie w punk-

tach −1 i 1 , wie֒c tylko w tych punktach funkcja może przyj-

mować najmniejsza֒ lub najwie֒ksza֒ wartość, teoretycznie może też

nie przyjmować jej wcale. Najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji może być

jedynie liczba −1
1+(−1)2 = −1

2 , najwie֒ksza֒ — 1
1+12 = 1

2 . Bez trudu

stwierdzamy, że nierówność x
1+x2 6

1
2 jest równoważna temu, że

2x 6 1 + x2 , czyli 0 6 (x − 1)2 , wie֒c jest prawdziwa. Podobnie

uzasadniamy nierówność −1
2 6

x
1+x2 .

Przyk lad 23.3 Niech f(x) = 1
x . Mamy f ′(x) = − 1

x2 < 0.

Funkcja ma wie֒c ujemna֒ pochodna֒ w każdym punkcie swej dzie-

dziny (−∞, 0) ∪ (0,∞) . Mamy też f(−1) = −1 < 1 = f(1) ,

wobec tego funkcja ta nie jest nierosna֒ca, tym bardziej nie jest

maleja֒ca. Przyczyna֒ tego zjawiska jest to, że dziedzina tej funkcji

nie jest przedzia lem — malutka, raptem jednopunktowa dziurecz-

ka w dziedzinie, powoduje, że teza przestaje być prawdziwa! Na

każdym przedziale, na którym jest zdefiniowana, funkcja ta jest

ścísle maleja֒ca.

Przyk lad 23.4 Niech a > b > 0 be֒da֒ liczbami rzeczywistymi.

23.3
Można o tym przeczytać w ,,Rachunku różniczkowym i ca lkowym” G.M.Fich-
tenholza, t.2, rozdzia l XI, $ 8, punkt 410, ksia֒żce wielokrotnie wznawianej

przez PWN.

367



Twierdzenia o wartości średniej

Niech P oznacza prostoka֒t, którego jeden bok ma d lugość a ,

a drugi — b . Z prostoka֒ta P wycinamy cztery kwadraty o boku

x ∈
(

0, b
2

)

, zawieraja֒ce cztery wierzcho lki P w taki sposób, że

pole P zmniejsza sie֒ o 4x2 . Naste֒pnie zaginamy ,,wystaja֒ce”

cze֒́sci powsta lego dwunastoka֒ta (niewypuk lego) tak, by powsta lo

pude lko o wymiarach a−2x, b−2x, x . Dla jakiego x pojemność

otrzymanego pude lka be֒dzie najwie֒ksza?

Niech V (x) = x(a− 2x)(b− 2x) be֒dzie pojemnościa֒ pude lka.

Funkcja V jest cia֒g la, a nawet różniczkowalna w każdym punkcie

swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemności pude lka dziedzi-

na֒ funkcji V jest przedzia l
(

0, b
2

)

, ale można te֒ funkcje֒ rozpa-

trywać na przedziale domknie֒tym
[

0, b
2

]

. Na przedziale
[

0, b
2

]

funkcja V , jako cia֒g la, przyjmuje wartość najmniejsza֒ oraz war-

tość najwie֒ksza֒. Ponieważ V (0) = V
(

b
2

)

= 0 i V (x) > 0 dla

x ∈
(

0, b
2

)

, wie֒c najmniejsza wartość przyjmowana jest w końcach

przedzia lu
[

0, b
2

]

, zaś najwie֒ksza – w pewnym punkcie wewne֒trz-

nym x0 tego przedzia lu. Ponieważ funkcja V jest różniczkowalna

w x0 , wie֒c V ′(x0) = 0 . Wystarczy zatem znaleźć w przedziale
(

0, b
2

)

punkty, w których pochodna funkcji V jest równa 0 i wy-

brać z nich ten w którym V ma najwie֒ksza֒ wartość — takie

punkty sa֒ co najwyżej dwa, bo V jest wielomianem trzeciego stop-

nia, wie֒c V ′ jest wielomianem kwadratowym.

V ′(x) = 12x2−4(a+b)x+ab . Wiemy, że ten wielomian ma co

najmniej jeden pierwiastek w przedziale
(

0, b
2

)

(nie ma potrzeby

sprawdzać, że jego wyróżnik jest dodatni, bo to wynika z ist-

nienia x0 !). 23.4 Możemy teraz zastosować to samo rozumowanie

do badania funkcji V na przedziale
[

b
2 , a

2

]

. Wewna֒trz tego prze-

dzia lu funkcja V przyjmuje wartości ujemne, na końcach — zero.

23.4
Drugi pierwiastek wielomianu V ′ też jest dodatni, bo iloczyn pierwiastków
tego wielomianu jest równy ab

12
, jest wie֒c dodatni, zatem oba pierwiastki maja

ten sam znak, ale z tego korzystać nie be֒dziemy.
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Wobec tego swa֒ najmniejsza֒ wartość na
[

b
2 , a

2

]

funkcja V przyj-

muje wewna֒trz przedzia lu i wobec tego jej pochodna V ′ przyj-

muje wartość 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedzia lu.

Wynika z tego rozumowania, że w każdym z przedzia lów
(

0, b
2

)

,
(

b
2 , a

2

)

pochodna V ′ funkcji V ma co najmniej jeden pierwiastek,

a ponieważ V ′ ma dok ladnie dwa pierwiastki, wie֒c w każdym

z wymienionych przedzia lów ma dok ladnie jeden pierwiastek. Tak

sie֒ dzieje w przypadku a > b . Nieco inaczej jest, gdy a = b . Wte-

dy V ′( b
2

)

= 0 , co sprawdzamy bezpośrednim rachunkiem i wobec

tego również w tym przypadku w przedziale
(

0, b
2

)

funkcja V ′

może mieć co najwyżej jeden pierwiastek, wie֒c ma dok ladnie je-

den. Udowodnilísmy w ten sposób, że w przedziale
(

0, b
2

)

funkcja

V ′ ma dok ladnie jeden pierwiastek x0 . Jest nim mniejszy z dwóch

pierwiastków tej funkcji, a liczba V (x0) jest najwie֒ksza֒ wartościa֒

funkcji V przyjmowana֒ na przedziale
(

0, b
2

)

. Oczywíscie zachodzi

równość x0 =
4(a+b)−

√
42(a+b)2−4·12ab

2·12 = a+b−
√

a2+b2−ab
6 .

Uwaga 23.11

W ostatnim przyk ladzie nie zajmowalísmy sie֒ znakiem pochod-

nej V ′ , bo nie by lo potrzeby ustalać na jakich przedzia lach funkcja

V rośnie, a na jakich maleje. Można by lo posta֒pić inaczej: stwier-

dzić, że na przedziale (0, x0) pochodna V ′ funkcji V jest dodat-

nia, wie֒c V na tym przedziale rośnie, a na przedziale
(

x0,
b
2

)

pochodna V ′ jest ujemna, wie֒c na tym przedziale funkcja V

maleje. Z naszego rozumowania to też wynika, bo na przedziale

(0, x0) pochodna V ′ nie przyjmuje wartości 0 , ma zatem ten sam

znak we wszystkich punktach tego przedzia lu, zatem funkcja V

jest na tym przedziale ścísle monotoniczna, nie może być maleja֒ca,

bo V (x0) > 0 = V (0) , wie֒c jest ścísle rosna֒ca, wie֒c jej niezeruja֒ca

sie֒ pochodna jest dodatnia.

Przyk lad 23.5 Znajdziemy maksimum obje֒tości bry l powsta-
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 lych w wyniku obrotu trójka֒ta prostoka֒tnego o obwodzie 1 wokó l

jego przeciwprostoka֒tnej.

Niech a, b, c oznaczaja֒ boki trójka֒ta, przy czym c oznacza

przeciwprostoka֒tna֒. Bry la, która powstaje w wyniku obrotu trój-

ka֒ta wokó l boku c to dwa stożki z la֒czone podstawami. Promień

tej wspólnej podstawy to wysokość trójka֒ta prostopad la do prze-

ciwprostoka֒tnej, wie֒c równa ab
c (bo pole trójka֒ta to 1

2ab = 1
2chc ,

gdzie hc jest wysokościa֒ trójka֒ta prostopad la֒ do przeciwprosto-

ka֒tnej c ). Suma wysokości tych stożków jest równa c , zatem

suma֒ ich obje֒tości jest V = π
3 ·

(

ab
c

)2 · c = π(ab)2

3c .

Wiadomo, że a2 + b2 = c2 i a + b + c = 1 . Sta֒d wynika, że

2ab = (a + b)2 − (a2 + b2) = (1 − c)
2 − c2 = 1 − 2c .

Zachodzi wie֒c wzór V = V (c) = π(1−2c)2

12c = π
12

(

1
c − 4 + 4c

)

.

Obliczamy pochodna֒: V ′(c) = π
12

(

− 1
c2 + 4

)

. Sta֒d wnioskujemy

z  latwościa֒, że V ′(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy c = ±1
2

, za-

tem kandydatami na punkt, w którym funkcja V przyjmuje swa֒

najwie֒ksza֒ wartość sa֒ 1
2 oraz −1

2 . Liczba c jest d lugościa֒ boku

trójka֒ta, zatem jest dodatnia, wie֒c nie może być równa −1
2 . Licz-

ba 1
2

też nie wchodzi w gre֒, bo wtedy by laby spe lniona równość

a + b = 1 − 1
2 = 1

2 = c , przecza֒ca nierówności trójka֒ta. Oznacza

to, że funkcja V jest ścísle monotoniczna na każdym przedziale

zawartym w swej dziedzinie, zatem kresy, jeśli sa֒ przyjmowane, to

w końcach przedzia lu. Musimy wie֒c znaleźć dziedzine֒ funkcji V .

Liczby a, b, c maja֒ być bokami trójka֒ta prostoka֒tnego o ob-

wodzie 1 , wie֒c musza֒ być dodatnimi rozwia֒zaniami uk ladu rów-

nań: a2 +b2 = c2, a+b = 1−c . Jeśli a, b, c > 0 i a2 +b2 = c2 , to

(a+b)2 > a2 +b2 = c2 , zatem a+b > c i oczywíscie a+c > c > b

oraz b + c > c > a . Oznacza to, że z odcinków o d lugościach

a, b, c można zbudować trójka֒t, oczywíscie prostoka֒tny. Ten uk lad

równań równoważny jest naste֒puja֒cemu:
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a + b = 1 − c, ab = (1−c)2−c2

2 = 1
2 − c .

Wobec tego liczby a i b to pierwiastki równania kwadratowego

t2 − (1 − c)t + 1
2 − c = 0 . Równanie to ma dodatnie pierwiastki

dla dodatniego parametru c wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < c < 1
2

oraz 0 6 ∆ = (1 − c)2 − 4(1
2 − c) = −1 + 2c + c2 = (c + 1)2 − 2

czyli
√

2 − 1 6 c < 1
2 . Ponieważ V

(

1
2

)

= 0 , wie֒c maksymalna

wartość V jest równa V
(√

2 − 1
)

— oczywíscie maksymalna na

przedziale
[√

2 − 1, 1
2

)

.  Latwo zauważyć, że dla c =
√

2−1 otrzy-

mujemy trójka֒t równoramienny (bo ∆ = 0 , wie֒c pierwiastki rów-

nania kwadratowego x2 − (1 − c)x + 1
2 − c = 0 , czyli liczby a i b

sa֒ równe).

Uwaga 23.12

Ten przyk lad powinien przekonać Czytelniów o konieczności zwra-

cania uwagi na dziedzine֒ funkcji. Omawia lem to zadanie wielo-

krotnie na zaje֒ciach. Jeszcze sie֒ nie zdarzy lo, by uczniowie lub

studenci chcieli potraktować obje֒tość V jako np. funkcje֒ zmiennej

a . Gdyby tak sie֒ sta lo, by loby V = V (a) = πa2(1−2a)2

6(1−a)(1−2a+2a2)

i maksimum osia֒gane by loby w punkcie wewne֒trznym dziedziny

funkcji V , czyli przedzia lu
(

0, 1
2

)

, mianowicie w punkcie 2−
√

2
2 ,

zatem w punkcie zerowania sie֒ pochodnej funkcji V . Znacznie

mniej by loby k lopotu z dziedzina֒ funkcji, za to wie֒cej z obliczenia-

mi. Czasem rozwia֒zuja֒cy nie potrafili wywnioskować monotonicz-

ności funkcji. Wydawa lo im sie֒, że pope lnili b la֒d w obliczeniach:

skoro w jakimś punkcie jest osia֒gane maksimum, to pochodna tam

musi sie֒ zerować — zapominali wie֒c o tym, że to twierdzenie mówi

o punktach wewne֒trznych dziedziny, końców nie dotyczy.

Przyk lad 23.6 Znajdziemy teraz kres górny iloczynu trzech

liczb nieujemnych, których suma jest równa 3 . Oznaczmy te

liczby przez x, y, z . Mamy wie֒c x > 0 , y > 0 , z > 0 oraz

x + y + z = 3 . Mamy znaleźć kres górny wyrażenia xy(3 − x− y)
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zak ladaja֒c, że x, y > 0 oraz x + y 6 3 . Niech s = x + y 6 3.

Chwilowo traktować be֒dziemy wielkość s jako sta la֒. Przy usta-

lonym s nasze wyrażenie to x(s − x)(3 − s) . Mamy znaleźć jego

kres górny zak ladaja֒c, że 0 6 x 6 s . Mamy wie֒c do czynienia

z funkcja֒ kwadratowa֒ zmiennej x , której wspó lczynnik przy x2

jest ujemny, wie֒c przyjmuje ona swa֒ wartość najwie֒ksza֒ w środku

odcinka, którego końcami sa֒ jej pierwiastki. W naszym przypadku

tym punktem jest x = 1
2 (0 + s) = s

2 . Należy teraz znaleźć maksy-

malna֒ wartość wyrażenia (3 − s)s2

4 na przedziale [0, 3] . Mamy
(

(3 − s)s2

4

)′
= − s2

4 + (3 − s) s
2 = 3

2s − 3
4s2 = 3

4s(2 − s) .

Ponieważ funkcja (3 − s)s2

4 zmiennej s jest cia֒g la na przedziale

domknie֒tym [0, 3] , wie֒c osia֒ga w jakimś punkcie swój kres górny.

Ponieważ w końcach przedzia lu przyjmuje wartość 0 , a wewna֒trz

jest dodatnia, wie֒c kres górny jest przyjmowany w jakimś punkcie

wewne֒trznym tego przedzia lu. Jedynym punktem w przedziale

(0, 3) , w którym pochodna funkcji (3 − s)s2

4 zeruje sie֒, jest 2 .

Wartość funkcji (3−s)s2

4 w tym punkcie równa jest 1 . Odpowied-

nie wartości wyj́sciowych zmiennych to x = y = z = 1 . Zadanie

zosta lo rozwia֒zane.

Uwaga 23.13

Pokażemy teraz inne rozwia֒zanie problemu rozważanego w ostat-

nim przyk ladzie. Przypomnijmy, że 3
√

xyz 6
x+y+z

3 — to nie-

równość o średniej arytmetycznej i geometrycznej. Staje sie֒ ona

równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z . W naszym przy-

padku oznacza to, że 3
√

xyz 6 1 , przy czym nierówność staje sie֒

równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 1 . Wobec tego

najwie֒ksza wartościa֒ iloczynu trzech liczb nieujemnych, których

suma jest równa 3 jest liczba 1 . Drugie rozwia֒zanie jest krótsze,

ale wymaga pewnego pomys lu.
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Przyk lad 23.7 Znajdziemy trójka֒t o najwie֒kszym obwodzie

wśród trójka֒tów wpisanych w okra֒g o promieniu 1 .

Zgodnie z twierdzeniem sinusów boki trójka֒ta sa֒ równe 2 sin α ,

2 sin β , 2 sin γ , gdzie α , β i γ sa֒ ka֒tami trójka֒ta. Po lowa ob-

wodu to sin α + sin β + sin γ . Wiemy też, że α + β + γ = π .

Z wzorów redukcyjnych wynika, że po lowa obwodu jest równa

P (α, β) := sin α + sin β + sin(α + β) .

Trzeba znaleźć najwie֒ksza֒ wartość funkcji P , o ile istnieje, na

zbiorze {(α, β): 0 < α, β i α + β < π} . Zaczniemy od rozwia֒-

zania zadania przy ustalonym ka֒cie β . Zdefiniujmy funkcje֒ po-

mocnicza֒: fβ(α) = P (α, β) . Mamy

f ′
β(α) = cos α + cos(α + β) = 2 cos(α + β

2 ) cos β
2 .

Ka֒ty α , β spe lniaja֒ nierówność 0 < α + β
2

< π . Wobec tego

jedynym punktem zerowania sie֒ pochodnej funkcji fβ jest α =
π−β

2 . Na przedziale
(

0, π−β
2

)

pochodna funkcji fβ jest dodatnia,

wie֒c funkcja fβ jest ścísle rosna֒ca na przedziale
(

0, π−β
2

]

, wie֒c

jej najwie֒ksza֒ wartościa֒ na tym przedziale jest liczba fβ

(

π−β
2

)

.

Na przedziale
(

π−β
2 , π − β

)

pochodna jest ujemna, wie֒c funkcja

fβ jest ścísle maleja֒ca na przedziale
[

π−β
2 , π − β

)

, wie֒c na tym

przedziale jej najwie֒ksza֒ wartościa֒ też jest liczba:

fβ

(

π−β
2

)

= sin
(

π−β
2

)

+ sin β + sin
(

π−β
2 + β

)

= 2 cos β
2 + sin β .

Znajdziemy najwie֒ksza֒ wartość tej funkcji na przedziale (0, π) .

Mamy
(

2 cos β
2 + sin β

)′
= − sin β

2 + cos β = cos β − cos
(

π−β
2

)

.

Ponieważ na przedziale (0, π) kosinus maleje, wie֒c pochodna na-

szej funkcji zeruje sie֒ jedynie w takim punkcie β , że β = π−β
2 , tzn.

gdy β = π
3

, przy czym pochodna, czyli − sin β
2

+ cos β , maleje na

przedziale (0, π) , wie֒c jest dodatnia na przedziale
(

0,π
3

)

i ujemna

na przedziale
(

π
3 , π

)

, zatem funkcja rośnie na przedziale
(

0, π
3

]

,

a na przedziale
[

π
3 , π

)

— maleje. Sta֒d wynika, że jej wartość w

punkcie π
3 jest najwie֒ksza. Wtedy również α = π

3 i si la֒ rzeczy
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γ = π
3 , zatem najwie֒kszy obwód spośród trójka֒tów wpisanych w

okra֒g o promieniu 1 ma trójka֒t równoboczny.

Uwaga 23.14

Podobnie jak w innych przypadkach można zadanie rozwia֒zać kró-

cej. Na przedziale (0, π) sinus jest funkcja֒ wkle֒s la֒. Z nierówności

Jensena wynika, że

sin α + sin β + sin γ = 3
(

1
3

sin α + 1
3

sin β + 1
3

sin γ) 6

6 3 sin
(

1
3α + 1

3β + 1
3γ

)

= 3 sin π
3 ,

czyli że po lowa obwodu dowolnego trójka֒ta jest mniejsza niż po-

 lowa obwodu trójka֒ta równobocznego.

Przyk lad 23.8 Wykażmy, że najmniejsza wartość wielomianu

f(x) = x6 + 6x2 + 12x jest niewymierna. Zacznijmy od stwier-

dzenia, że ten wielomian ma najmniejsza֒ wartość. Jeśli |x| > 2 ,

to f(x) = x6 + 6x2 + 12x > 6x2 + 12x > 6|x|(|x| − 2) > 0 ,

a na przedziale domknie֒tym [−2, 2] przyjmuje najmniejsza֒ war-

tość, jako funkcja cia֒g la, w pewnym punkcie c i f(c) 6 f(0) = 0 ,

wie֒c f(c) 6 f(x) dla każdego x ∈ R .

Wynika sta֒d, że 0 = f ′(c) = 6c5 + 12c + 12 = 6(c5 + 2c + 2) .

Tego wielomianu nie można przedstawić w postaci iloczynu dwóch

wielomianów stopnia niższego o wspó lczynnikach ca lkowitych ( lat-

we), wie֒c również wymiernych (lemat Gaussa). Zachodzi wzór

f(c) = c6 + 6c2 + 12c = c(c5 + 2c + 2) + 4c2 + 10c = 4c2 + 10c .

Gdyby liczba f(c) by la wymierna, to liczba c by laby pierwiast-

kiem wielomianu kwadratowego x2+10x−f(c) o wspó lczynnikach

wymiernych. Dziela֒c wielomian x5 + 2x+ 2 przez x2 + 10x−f(c)

otrzymujemy wzór

x5 + 2x + 2 = Q(x)
(

x2 + 10x − f(c)
)

+ R(x) ,

gdzie Q jest pewnym wielomianem stopnia trzeciego o wspó lczyn-

nikach wymiernych, a R — wielomianem stopnia pierwszego lub

zerowego o wspó lczynnikach wymiernych (R 6= 0 , bo wielomian
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x5 + 2x + 2 nie jest iloczynem wielomianów o wspó lczynnikach

wymiernych). Sta֒d jednak wynika, że liczba c jest pierwiastkiem

wielomianu R , wie֒c jest wymierna, wbrew temu, co o niej wiemy.

Dodajmy jeszcze, że liczba f(c) nie jest pierwiastkiem wielo-

mianu kwadratowego o wspó lczynnikach wymiernych, bo wtedy

liczba c by laby pierwiastkiem wielomianu czwartego stopnia

o wspó lczynnikach wymiernych. Szczegó ly tego rozumowania zo-

stawiamy Czytelnikowi. Czytelnik może też udowodnić, że liczba

f(c) nie jest pierwiastkiem żadnego wielomianu stopnia trzeciego

lub czwartego o wspó lczynnikach wymiernych.

Przyk lad 23.9 Cz lowiek spaceruja֒cy po lesie znajduje sie֒ w od-

leg lości 5 km od bardzo d lugiej prostoliniowej drogi i o 13 km od

domu, który stoi przy drodze. Ida֒c lasem cz lowiek może przej́sć

3 km w cia֒gu godziny, a szosa֒ — 5 km. Chce jak najszybciej doj́sć

do domu. Jak powinien zaplanować marszrute֒?

Rozwia֒żemy to zadanie. Oznaczmy przez C punkt, w którym

znajduje sie֒ cz lowiek, a punkt, w którym znajduje sie֒ dom — litera֒

D . Na prostej ℓ , która֒ jest droga, wybieramy punkt O , kierunek

dodatni i odcinek jednostkowy w taki sposób, by punkt O by l

rzutem prostopad lym punktu C na prosta֒ ℓ i żeby wspó lrze֒dna֒

punktu D by la liczba 12 =
√

132 − 52 . Za lóżmy, że cz lowiek na-

jpierw dochodzi do punktu na drodze, którego wspó lrze֒dna֒ jest

liczba x , a potem idzie droga֒ do domu. Z tych za lożeń wynika, że

czas przej́scia t(x) jest równy 1
3

√
x2 + 25 + 1

5 |12−x| . Ta funkcja

jest cia֒g la. Jest różniczkowalna wsze֒dzie z wyja֒tkiem punktu 12 .

Dla x 6= 12 mamy t′(x) = x
3
√

x2+25
+ |x−12|

5(x−12)
. Dla x > 12 za-

chodzi nierówność t′(x) > 0 , zatem funkcja jest ścísle rosna֒ca na

pó lprostej [12,∞) . Jeśli x < 12 , to t′(x) = x
3
√

x2+25
− 1

5 . Jasne

jest, że t′(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x < 12 i x2

9(x2+25) = 1
25 ,

czyli gdy 16x2 = 225 , tzn. x = 15
4 .  Latwo przekonujemy sie֒ o
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tym, że jeśli x < 15
4 , to t′(x) < 0 , zaś jeśli 15

4 < x < 12 , to

t′(x) > 0 . Wynika sta֒d, że funkcja t(x) maleje na pó lprostej
(

−∞, 15
4

]

i rośnie na przedziale
[

15
4 , 12

]

. Wobec tego jej najm-

niejsza֒ wartościa֒ jest liczba t
(

15
4

)

= 56
15

.

Przyk lad 23.10 Niech f(x) = sin x−
(

x− x3

6

)

. Mamy f ′(x) =

= cos x −
(

1 − x2

2

)

, wie֒c (f ′)′(x) = − sin x + x . Udowodnilísmy

poprzednio, że jeśli x > 0 , to sin x < x . Z tej nierówności wynika,

że (f ′)′(x) > 0 dla każdego x > 0 . Wobec tego funkcja f ′ jest

ścísle rosna֒ca na pó lprostej domknie֒tej [0,∞) . Sta֒d wynika, że

wzór f ′(x) > f ′(0) = cos 0 −
(

1 − 02

2

)

= 0 zachodzi dla każdego

x > 0 . Wobec tego funkcja f , której pochodna jest dodatnia

na pó lprostej otwartej (0,∞), jest ścísle rosna֒ca na pó lprostej

domknie֒tej [0,∞), wie֒c nierówność f(x) > f(0) = 0 zachodzi dla

x > 0 . W ten sposób wykazalísmy, że sin x > x − x3

6 dla każdej

liczby x > 0 .

Przyk lad 23.11 Niech f(x) = ex − (1 + x + 1
2x2) . Wtedy

f ′(x) = ex − (1 + x) > 0 . Wynika sta֒d, że (f ′)′(x) = ex − 1 > 0 ,

dla x > 0 oraz (f ′)′(x) = ex − 1 < 0 dla x < 0 . Funkcja f ′

jest wie֒c ścísle rosna֒ca na pó lprostej [0,∞) oraz ścísle maleja֒ca

na pó lprostej (−∞, 0] i dlatego najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji f ′

jest liczba f ′(0) = e0 − 1 = 0 . Oznacza to, że dla x 6= 0 zachodzi

nierówność f ′(x) > 0 , czyli ex > 1+x . Wobec tego, że funkcja f ′

przyjmuje wartości dodatnie na ca lej prostej z wyja֒tkiem jednego

punktu, zatem funkcja f jest ścísle rosna֒ca na ca lej prostej. Mamy

wie֒c f(x) > f(0) = e0 − (1 + 0 + 1
202) = 0 dla x > 0 oraz

f(x) < f(0) = 0 dla x < 0 , zatem dla x > 0 zachodzi nierówność

ex > 1 + x + 1
2x2 , zaś dla x < 0 — nierówność ex < 1 + x + 1

2x2 .

Rozumuja֒c w ten sam sposób można wykazać, że dla każdej liczby

rzeczywistej x zachodzi nierówność ex > 1+x+ 1
2!x

2 + 1
3!x

3 , przy

czym nierówność jest ostra dla x 6= 0 . Uogólnienie pozostawiamy
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czytelnikom w charakterze prostego ćwiczenia. Zache֒camy też do

porównania z rozumowaniami przeprowadzanymi wcześniej: bez

trudu można zauważyć, że uzyskujemy teraz z  latwościa֒ nierów-

ności, których wykazanie bez pochodnych by lo dosyć trudne.

W poprzednich rozdzia lach pojawia ly sie֒ od czasu do czasu

funkcje wypuk le i wkle֒s le. Pokazalísmy jak można dowodzić, że

funkcja cia֒g la jest wypuk la. Teraz pokażemy, jak można to robić

w przypadku funkcji różniczkowalnej. Powia֒żemy też wyraźnie

poje֒cie wypuk lości funkcji z poje֒ciem stycznej do jej wykresu.

Przypomnijmy, że wypuk la֒ nazywalísmy taka֒ funkcje֒ określona֒ na

zbiorze wypuk lym (jedynymi wypuk lymi podzbiorami prostej sa֒

przedzia ly, zbiory jednopunktowe oraz zbiór pusty), że dla dowol-

nych punktów x, y z jej dziedziny i dowolnej liczby f ∈ (0, 1)

zachodzi nierówność f(tx + (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y) , co oz-

nacza, że punkty odcinka o końcach (x, f(x)) i (y, f(y)) leża֒ nad

wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezależnie od wyboru

punktów x i y . Przypomniana w laśnie definicja jest równoważna

temu, że spe lniony jest jeden (którykolwiek) z trzech warunków:

(a) f(y)−f(x)
y−x < f(z)−f(x)

z−x dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z ,

(b) f(x)−f(y)
x−y < f(z)−f(y)

z−y dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z ,

(c) f(x)−f(z)
x−z < f(y)−f(z)

y−z dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z .

Udowodnimy teraz twierdzenie charakteryzuja֒ce funkcje wy-

puk le w terminach pochodnych. Najpierw przypomnimy zwyk le

oznaczenia dla jednostronnych pochodnych w punkcie x :

f ′
−(x) = lim

h→0−

f(x+h)−f(x)
h to lewostronna pochodna funkcji f

oraz

f ′
+(x) = lim

h→0+

f(x+h)−f(x)
h to pochodna prawostronna.
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Twierdzenie 23.15 (o pochodnej funkcji wypuk lej)

Jeśli f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ wypuk la֒, to

W1. w każdym punkcie x ∈ (a, b) istnieja֒ pochodne jedno-

stronne f ′
−(x) i f ′

+(x) oraz f ′
−(x) 6 f ′

+(x) ;

W2. jeśli x, y ∈ (a, b) i x < y , to f ′
+(x) 6 f ′(y) , przy czym

jeśli f jest ścísle wypuk la, to nierówność jest ostra;

W3. funkcja f jest cia֒g la w każdym punkcie x ∈ (a, b) .

Dowód. Niech Dx(t) = f(t)−f(x)
t−x

dla dowolnego t ∈ (a, b)\{x} ,

Dx(t) oznacza iloraz różnicowy funkcji f w punkcie x . Za lóżmy,

że u < v < x < r < s sa֒ punktami przedzia lu (a, b) . Z w lasności

(c) wynika, że Dx(u) 6 Dx(v) . Z w lasności (b) wynika z kolei, że

Dx(v) 6 Dx(r) , zaś z w lasności (a) wynika, że Dx(r) 6 Dx(s) .

Mamy wie֒c

Dx(u) 6 Dx(v) 6 Dx(r) 6 Dx(s) ,

zatem funkcja Dx jest niemaleja֒ca w ca lym zbiorze (a, b) \ {x} .

Ma wie֒c granice jednostronne w każdym punkcie przedzia lu (a, b) ,

w tym w punkcie x . Sta֒d mamy równości: lim
t→x−

Dx(t) = f ′(x)

oraz lim
t→x+

Dx(t) = f ′
+(x) , przy czym f ′(x) 6 Dx(r) , i wobec tego

f ′(x) 6 f ′
+(x) . Pierwsza cze֒́sć twierdzenia zosta la udowodniona.

Niech x < r < y . Z w lasności (b) wynika, że Dx(r) 6 Dy(r) ,

a z tego co udowodnilísmy dotychczas wynika, że f ′
+(x) 6 Dx(r)

oraz Dy(r) 6 f ′
−(y) . Z trzech otrzymanych nierówności wynika,

że f ′
+(x) 6 f ′

−(y) . Uzyskalísmy wie֒c druga֒ cze֒́sć tezy.

Z istnienia jednostronnych pochodnych skończonych w punkcie x

wynika, że funkcja f jest w tym punkcie lewo– i prawostronnie

cia֒g la, wie֒c jest cia֒g la. Stwierdzenie tego, że w przypadku funkcji

ścísle wypuk lej nierówności staja֒ sie֒ ostre, wynika od razu z tego,

że w przypadku funkcji ścísle wypuk lej nierówności w (a), (b), (c)

sa֒ ostre. Dowód zosta l zakończony.
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Wniosek 23.16 (z dowodu twierdzenia)

Jeśli f jest funkcja֒ wypuk la֒ określona֒ na przedziale otwartym

(a, b) , to dla dowolnego h > 0 , takiego że x + h ∈ (a, b) zachodzi

nierówność f(x + h) > f(x) + f ′
+(x)h . Jeśli x − h ∈ (a, b) , to

zachodzi nierówność f(x − h) > f(x) − f ′
−(x)h . W przypadku

funkcji ścísle wypuk lej nierówności te sa֒ ostre.

Dowód. Wynika to z tego, że f ′
+(x) 6 Dx(x + h) = f(x+h)−f(x)

h

w pierwszym przypadku i f ′
−(x) > Dx(x−h) = f(x−h)−f(x)

−h w dru-

gim przypadku.

Wykazane twierdzenie oznacza, że pochodna różniczkowalnej

funkcji wypuk lej jest niemaleja֒ca. Wniosek to po prostu stwier-

dzenie, że wykres funkcji wypuk lej leży nad styczna֒ do siebie

w dowolnym punkcie wewne֒trznym przedzia lu–dziedziny. Przy

okazji okazuje sie֒, że funkcja wypuk la może być nieróżniczkowalna

w pewnych punktach, np. |x| , |x + 1| + |x| + |x − 1| lub e|x| ,

ale w punktach wewne֒trznych dziedziny ma skończone pochodne

jednostronne, wie֒c jest ,,niedaleka” od funkcji różniczkowalnej.

Wypada dodać, że te uwagi nie dotycza֒ końców przedzia lu–dzie-

dziny, w których funkcja wypuk la może nie być cia֒g la, np. jeśli

f(x) = x2 dla x > 0 i f(0) = 1 , to f jest ścísle wypuk la na

pó lprostej domknie֒tej [0,∞) , choć nie jest cia֒g la w punkcie 0 ,

wie֒c tym bardziej nie ma w tym punkcie pochodnej. Takimi

funkcjami nie be֒dziemy sie֒ jednak zajmować, bo sk lonni jesteśmy

przyznać, że sa֒ one nieco sztuczne.

Pojawi la sie֒ wielokrotnie nierówność ex > 1 + x dla x 6= 0 .

Teraz możemy ja֒ wywnioskować ze ścis lej wypuk lości funkcji ex

na przedziale (−∞,∞) . Nierówność sin x < x dla 0 < x < π jest

konsekwencja֒ ścis lej wkle֒s lości funkcji sinus na przedziale [0, π] .

Jeśli 0 < x 6= 1 , to ln x < x − 1 , co wynika z tego, że funkcja

ln jest ścísle wkle֒s la na (0,∞) . Widzimy wie֒c, że również w ten

sposób można uzyskiwać różne oszacowania. Warto wie֒c umieć

379



Twierdzenia o wartości średniej

wyjaśnić, czy funkcja na określonym przedziale jest wypuk la,

wkle֒s la, czy też ani wypuk la, ani wkle֒s la. Okazuje sie֒, że w wielu

przypadkach można to wyjaśnić badaja֒c pochodna֒ interesuja֒cej

nas funkcji.

Twierdzenie 23.17 (o wypuk lości funkcji różniczkowalnej)

Jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma w punktach przedzia lu (a, b) jed-

nostronne pochodne f ′
+ i f ′

− , dla których zachodza֒ warunki:

23.17.1 f ′
−(x) 6 f ′

+(x) dla każdego x ∈ (a, b) ,

23.17.2 jeśli x < y i x, y ∈ (a, b) , to f ′
+(x) 6 f ′

−(y) ,

to funkcja f jest wypuk la na przedziale (a, b) . Jeżeli nierówność

w warunku 23.17.2 jest ostra, to funkcja f jest ścísle wypuk la.

W szczególności: funkcja różniczkowalna f jest wypuk la wtedy

i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest niemaleja֒ca, ścísle wypuk la

— wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest ścísle rosna֒ca.

Dowód. Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji różniczkowal-

nych, bo w tym przypadku dowód jest bardzo prosty. Z wypuk lości

funkcji wynika, że jej pochodna jest niemaleja֒ca — jest to wniosek

z poprzedniego twierdzenia.

Za lóżmy wie֒c, że funkcja f jest różniczkowalna, a jej po-

chodna f ′ jest niemaleja֒ca: x < y =⇒ f ′(x) 6 f ′(y) . By

udowodnić, że funkcja f jest wypuk la, wystarczy wykazać, że

jeśli x < y < z , to f(x)−f(y)
x−y 6

f(y)−f(z)
y−z . Z twierdzenia o

wartości średniej wynika, że istnieja֒ takie punkty r ∈ (x, y) i

s ∈ (y, z) , że f(x)−f(y)
x−y

= f ′(r) oraz f(y)−f(z)
y−z

= f ′(s) . Ponieważ

r < y < s , wie֒c r < s i wobec tego f ′(r) 6 f ′(s) , co kończy

dowód twierdzenia w tym przypadku.

Dowód w przypadku ogólnym pozostawiam w charakterze ćwi-

czenia, bardzo zache֒cam do przeprowadzenia go!

Przyk lad 23.12 Naszkicować wykres wielomianu w zdefinio-

wanego wzorem jak naste֒puje: w(x) = 1
2x4 − 4x3 + 11x2 − 12x .
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Wielomian w jest funkcja֒ różniczkowalna֒ na ca lej prostej i za-

chodzi równość

w′(x) = 2x3 − 12x2 + 22x − 12 = 2(x3 − 6x2 + 11x − 6) =

= 2(x − 1)(x − 2)(x − 3) .

Ta pochodna jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < x < 2 lub

x > 3 . Wobec tego na pó lprostej [3,∞) wielomian w jest funkcja֒

ścísle rosna֒ca֒, na przedziale [2, 3] — ścísle maleja֒ca֒, na przedziale

[1, 2] — ścísle rosna֒ca֒ i wreszcie ścísle maleja֒ca֒ na pó lprostej

(−∞, 1] . Mamy w(1) = −9
2 = w(3) i w(2) = −4 . Z tego, co

do tej pory stwierdzilísmy wynika, że liczba −9
2 jest najmniejsza֒

wartościa֒ funkcji w . Liczba −4 jest najwie֒ksza֒ z wartości przyj-

mowanych np. na przedziale (1, 3) , ale to nie jest najwie֒ksza

wartość wielomianu w , bo na przyk lad w(0) = 0 > −4 . Naj-

wie֒kszej wartości nie ma w ogóle, bowiem lim
x→∞

w(x) =∞. Zbada-

my teraz monotoniczność pochodnej. Równość 0 = (w′)′(x) =

=6x2−24x+22 = 2(3x2−12x+11) zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy x1 = 6−
√

3
3 lub x2 = 6+

√
3

3 . Wynika sta֒d, że (w′)′(x) < 0 ⇔

⇔ x1 = 6−
√

3
3 < x < 6+

√
3

3 = x2 .

W przedziale domknie֒tym [x1, x2] =

=
[

6−
√

3
3 , 6+

√
3

3

]

funkcja w′ jest wie֒c

ścísle maleja֒ca, zatem funkcja w jest

ścísle wkle֒s la; na pó lprostej
(

−∞, x1

]

funkcja w′ jest ścísle rosna֒ca, wie֒c

funkcja w jest ścísle wypuk la. Podob-

nie na pó lprostej
[

x2,∞
)

.

0 4

1 32

x1 x2

Definicja 23.18 (lokalnego ekstremum)

Mówimy, że funkcja f określona na zbiorze zawieraja֒cym prze-

dzia l I o środku w punkcie p ma w tym punkcie lokalne mak-

simum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki przedzia l J ⊂ I

o środku w punkcie p , że jeśli x ∈ J , to f(x) 6 f(p) . Jeśli
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nierówność jest ostra dla x 6= p , to mówimy, że lokalne maksi-

mum jest w laściwe. Analogicznie określamy lokalne minimum oraz

lokalne minimum w laściwe. Jeśli funkcja ma w punkcie p lokalne

maksimum lub lokalne minimum, to mówimy, że ma w tym punkcie

lokalne ekstremum 23.5 .

Wielomian x4 − 8x3 + 22x2 − 24x ma w punkcie 2 lokalne

maksimum w laściwe, a w punktach 1 i 3 lokalne minima w laściwe.

Definicja 23.19 (punktu przegie֒cia)

Punkt p jest jest punktem przegie֒cia funkcji f wtedy i tylko wt-

edy, gdy istnieje liczba δ > 0 , taka że:

23.19.1 przedzia l (p − δ, p + δ) jest zawarty w dziedzinie f ,

23.19.2 na jednym z przedzia lów (p − δ, p] , [p, p + δ) funkcja f

jest wypuk la, a na drugim wkle֒s la,

23.19.3 na żadnym z przedzia lów (p− η, p + η] , [p, p + η) , gdzie

η ∈ (0, δ) , funkcja f nie jest liniowa.

Punktami przegie֒cia wielomianu x4 − 8x3 + 22x2 − 24x sa֒

liczby 6−
√

3
3

6+
√

3
3

. Liczba 0 jest punktem przegie֒cia każdej

z funkcji x3 , x5 , x7 . . . Liczba nπ dla n ∈ Z jest punktem

przegie֒cia funkcji sinus oraz funkcji tangens.

Przyk lad 23.13 Niech f : R \ {−1, 1} −→ R be֒dzie funkcja֒

zdefiniowana֒ wzorem f(x) = x3−4x
x2−1

. Zbadamy przebieg zmien-

ności tej funkcji, czyli znajdziemy maksymalne przedzia ly, na któ-

rych ta funkcja jest rosna֒ca, maleja֒ca, wypuk la, wkle֒s la. Potem

be֒dziemy mogli naszkicować jej wykres.

Mamy f ′(x) = (3x2−4)(x2−1)−2x(x3−4x)
(x2−1)2 = x4+x2+4

(x2−1)2 > 0 . Wy-

nika sta֒d, że funkcja f jest ścísle rosna֒ca na przedziale (−1, 1)

23.5
W wielu podre֒cznikach s lowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja֒

lokalne maksimum, lokalne minimum, lokalne ekstremum. Zdecydowalísmy
sie֒ na nieco d luższe terminy, by unikna֒ć cze֒stych nieporozumień zwia֒zanych

z krótszymi, wielu osobom zdarza sie֒ mylić np. lokalne maksima z globalnymi,

co może prowadzić do zupe lnie bezsensownych wniosków.
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i na każdej z pó lprostych (−∞,−1) , (1,∞) . Zachodza֒ równości

lim
x→−1−

f(x) = ∞ , lim
x→−1+

f(x) = −∞ , lim
x→1−

f(x) = ∞ i wreszcie

lim
x→1+

f(x) = −∞ .

Zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ funkcji f . Ustalimy wie֒c, gdzie

funkcja f ′ rośnie lub maleje. Obliczymy pochodna֒ (f ′)′ funkcji f ′.

(f ′)′(x) = (4x3+2x)(x2−1)2−4x(x2−1)(x4+x2+4)
(x2−1)4 =

= (4x3+2x)(x2−1)−4x(x4+x2+4)
(x2−1)3 = −6x(x2+3)

(x2−1)3 .

Wynika sta֒d, że (f ′)′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1) , wie֒c

funkcja jest ścísle wypuk la na pó lprostej (−∞,−1) oraz na prze-

dziale [0, 1) . Ponieważ (f ′)′(x) < 0 ⇐⇒ ⇐⇒x ∈ (−1, 0)∪ (1,∞) ,

wie֒c funkcja f jest ścísle wkle֒s la na przedziale (−1, 0] oraz na

pó lprostej (1,∞) . Ta funkcja nie ma lokalnych ekstremów. Jej

jedynym punktem przegie֒cia jest x = 0 . Dodajmy jeszcze, że

lim
x→−∞

x3−4x
x2−1

= −∞ i lim
x→∞

x3−4x
x2−1

= ∞ . Zachodza֒ też równości

lim
x→−∞

(

x3−4x
x2−1 − x

)

= 0 i lim
x→∞

(

x3−4x
x2−1 − x

)

= 0 .

Na rysunku obok sa֒: wykres funkcji

x3−4x
x2−1 ; proste x=−1, x=1 ; prosta

y = 4x styczna do wykresu funkcji

f w punkcie (0, 0) — linia cia֒g la;

prosta y =x– linia przerywana.23.6

-3 -2 -1 1 2 3

-10

-5

5

10

W ostatnim przyk ladzie pojawi la sie֒ proste, do której wykres

funkcji zbliża l sie֒ nieograniczenie, mianowicie proste: y = x ,

x = 1 i x = −1 . Takie proste maja֒ swa֒ nazwe֒.

Definicja 23.20 (asymptoty)

Prosta y = Ax + B jest asymptota֒ funkcji f : (a,∞) −→ R przy

x −→ ∞wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0 .

Prosta y = Ax+B jest asymptota֒ funkcji f : (a,−∞) −→ R przy

23.6 Tym razem odcinki jednostkowe na osiach maja֒ różne d lugości.
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x −→ −∞wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→−∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0.

Prosta x = c jest asymptota֒ (pionowa֒) funkcji f : (a, c) −→ R

przy x → c− , c ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→c−

f(x) = ±∞ .

Prosta x = c , jest asymptota֒ (pionowa֒) funkcji f : (c, a) −→ R

przy x → c+, c ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→c+

f(x) = ±∞ .

Cze֒sto w przypadku asymptot przy x → ∞ mówimy o asymp-

totach ukośnych, gdy A 6= 0 lub poziomych, gdy A = 0 .

Uwaga 23.21

Za lóżmy, że prosta y = Ax + B jest asymptota֒ funkcji f przy

x −→ ±∞ . Wtedy A = lim
x→∞

f(x)
x , B = lim

x→∞

(

f(x) − Ax
)

.

Pierwsza równość wynika z tego, że lim
x→∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0 ,

zatem

0 = lim
x→∞

f(x)−(Ax+B)
x = lim

x→∞

( f(x)
x −A

)

− lim
x→∞

B
x = lim

x→∞

( f(x)
x −A

)

.

Druga równość wynika z pierwszej.

Przyk lad 23.14 Niech f(x) =
√

x3

x−2 dla x /∈ (0, 2] . Zbadamy

przebieg zmienności funkcji f .

Dla x > 2 mamy f(x) = x
√

x
x−2 , zatem lim

x→∞
f(x)

x = 1 .

Mamy również

lim
x→∞

(

f(x) − x
)

= lim
x→∞

x
(
√

x
x−2

− x
)

=

= lim
x→∞

x√
x

x−2
+1

·
(

x
x−2 − 1

)

= lim
x→∞

1√
x

x−2
+1

· 2x
x−2 = 1

1+1 · 2
1 = 1 .

Wynika sta֒d, że prosta o równaniu y = x + 1 jest asymptota֒

ukośna֒ funkcji f przy x −→ ∞ . W podobny sposób przekonać

sie֒ możemy, że lim
x→−∞

f(x)
x = −1 i lim

x→∞

(

f(x) + x
)

= −1 , a to

oznacza, że prosta o równaniu y = −x− 1 jest asymptota֒ ukośna֒

funkcji f przy x −→ −∞ . W punkcie 0 funkcja f jest cia֒g la.

Mamy też lim
x→2+

f(x) = ∞ , zatem prosta x = 2 jest prawostronna֒

asymptota֒ pionowa֒ funkcji f .
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Na jakich przedzia lach funkcja f rośnie, a na jakich maleje?

Mamy

f ′(x) =
(
√

x3

x−2

)′
=

(

(

x3

x−2

)1/2
)′

=

= 1
2

(

x3

x−2

)−1/2 · 3x2(x−2)−x3

(x−2)2 =
√

x−2
x3 · x2(x−3)

(x−2)2 .

Wynika sta֒d, że f ′(x) > 0 , gdy x > 3 i f ′(x) < 0 , gdy x < 0

oraz gdy 2 < x < 3 . Wobec tego funkcja f jest ścísle rosna֒ca

na pó lprostej [3,∞) , a na przedziale (2, 3] i na pó lprostej (−∞, 0]

jest ścísle maleja֒ca (choć nie jest ścísle maleja֒ca na zbiorze

(−∞, 0] ∪ (2, 3] ). Teraz zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ i wkle֒s lościa֒

funkcji f na różnych przedzia lach. Aby stwierdzić na jakich prze-

dzia lach f jest funkcja֒ wypuk la֒, a na

jakich wkle֒s la֒, ustalimy, gdzie jej po-

chodna f ′: R \ [0, 2] −→ R rośnie, a

gdzie maleje. Dla x > 3 zachodzi wzór

f ′(x) =
√

x(x−3)2

(x−2)3 , a dla x 6 3 —

równość f ′(x) = −
√

x(x−3)2

(x−2)3 . Funkcja
√

y jest ścísle rosna֒ca, wie֒c wystarczy

zbadać na jakich przedzia lach funkcja
x(x−3)2

(x−2)3
rośnie, a na jakich maleje.

y=−
x

−
1 3

y
=

x
+

1
y

=
f(x

)

y
=

f(x)

x
=

2

Mianownik jej pochodnej jest dodatni, bo jest kwadratem, a licznik

jest równy
(

(x − 3)2 + 2x(x − 3)
)

(x − 2)3 − 3(x − 2)2
(

x(x − 3)2
)

=

= (x − 3)(x − 2)2
(

(3x − 3)(x − 2)−3x(x−3)
)

=6(x−3)(x−2)2.

Funkcja x(x−3)2

(x−2)3 jest wie֒c ścísle rosna֒ca na pó lprostej [3,∞). Na

przedziale (2, 3] oraz na pó lprostej (−∞, 0] funkcja x(x−3)2

(x−2)3
jest

ścísle maleja֒ca. Wobec tego na pó lprostej [3,∞) , na przedziale

(2, 3] i na pó lprostej (−∞, 0] pochodna f ′ jest ścísle rosna֒ca,

zatem funkcja f jest ścísle wypuk la na każdej z dwu pó lprostych:

(2,∞) i (−∞, 0] .
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Po tych kilku przyk ladach wypada stwierdzić, że prezento-

wane metody sa֒ skuteczne, jeśli potrafimy znajdować pierwiastki

funkcji. Daje sie֒ to robić w przypadku dosyć wa֒skiej klasy funkcji,

za to tych używanych najcze֒́sciej. W innych sytuacjach stosujemy

metody przybliżone.

Przyk lad 23.15 Pokażemy jak można znaleźć pierwiastek rów-

nania x5 + 2x + 2 = 0 z dok ladnościa֒ do 0,1 . Oznaczmy: f(x) =

=x5 + 2x + 2 . Wtedy f ′(x) = 5x4 + 2 > 0 , wie֒c funkcja f jest

ścísle rosna֒ca, zatem ma co najwyżej jeden pierwiastek. Ponieważ

f(−1) = −1 < 0 < 2 = f(0) , wie֒c funkcja cia֒g la f ma co

najmniej jeden pierwiastek w przedziale (−1, 0) . Wykazalísmy,

że funkcja f ma dok ladnie jeden pierwiastek, który znajduje sie֒

w przedziale (−1, 0) . Mamy f(−1
2
) = − 1

32
−1+2 = 31

32
> 0 , zatem

ten pierwiastek znajduje sie֒ w przedziale
(

−1,−1
2

)

. Pochodna f ′

funkcji f jest ścísle maleja֒ca na pó lprostej (−∞, 0] , wie֒c funkcja

f jest na tej pó lprostej ścísle wkle֒s la, a zatem jej wykres leży pod

styczna֒. Wobec tego możemy napisać, że

f(x) < f ′(−1)(x + 1) + f(−1) = 7(x + 1) − 1 = 7x + 6

dla x ∈ (−1, 0) . Wobec tego f(−6
7 ) < 0 . Z wkle֒s lości funkcji

wynika, że odcinek  la֒cza֒cy dwa punkty wykresu znajduje sie֒ pod

tym wykresem, zatem

f(x) > f(−1/2)−f(−1)
−1/2−(−1) (x+ 1) + f(−1) = 63

16 (x+ 1)− 1 = 63
16x+ 47

16 .

Wynika sta֒d, że f(−47
63 ) > 0 . Wobec tego pierwiastek leży mie֒dzy

liczbami −6
7

i −47
63

. Mamy też 6
7
− 47

63
= 1

9
< 1

5
, zatem liczba

−1
2

(

6
7 + 47

63

)

= −101
126 znajduje sie֒ w odleg lości mniejszej niż 1

18 < 1
10

od pierwiastka funkcji f .

Przyk lad 23.16 Znajdziemy przybliżenie (wymierne) liczby
3
√

2 z b le֒dem mniejszym niż 0,000 001 . Ponieważ 1 < 2 < 8,

wie֒c 1 < 3
√

2 < 2. Liczba 1 < 3
√

2 < 2 to jedyny pierwiastkiem

wielomianu x3 − 2 , który jest funkcja֒ ścísle rosna֒ca֒. Z definicji
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pochodnej wynika od razu, że x3 − 2 ≈ 3a2(x − a) + a3 − 2

dla x dostatecznie bliskich a . Można wie֒c spróbować rozwia֒zać

równanie 3a2(x − a) + a3 − 2 = 0 zamiast równania x3 − 2 = 0 .

Otrzymujemy x = a− a3−2
3a2 = 2

3
a+ 1

3
· 2

a2 = 1
3

(

a+a+ 2
a2

)

. Liczba
2
3a+ 1

3 · 2
a2 leży mie֒dzy liczbami a i 2

a2 (jako ich średnia ważona).

Jeśli a > 0 , to a > 3
√

2 ⇔ 2
a2 < 3

√
2 . Wynika sta֒d, że jeśli za-

sta֒pimy liczbe֒ a liczba֒ 2
3a+ 1

3 · 2
a2 , to przesuniemy sie֒ w kierunku

liczby 3
√

2 . Zauważmy, że

2
3a + 1

3 · 2
a2 = 1

3

(

a + a + 2
a2

)

> 3

√

a · a · 2
a2 = 3

√
2

Okaza lo sie֒, że dla każdej liczby a > 0 spe lniona jest nierówność
2
3a + 1

3 · 2
a2 >

3
√

2 . Jeśli a > 3
√

2 to, a > 2
3a + 1

3 · 2
a2 > 3

√
2 .

Definiujemy cia֒g (an) wzorami a1 = 2 , an+1 = 2
3an + 1

3 · 2
a2

n
.

Z wykazanych już nierówności wynika, że ten cia֒g jest ścísle male-

ja֒cy i że wszystkie jego wyrazy sa֒ wie֒ksze od 3
√

2 . Ma wie֒c ma

granice֒ skończona֒. Niech g = lim
n→∞

an . Ponieważ lim
n→∞

an+1 =

= lim
n→∞

an , wie֒c g = 2
3g + 1

3 · 2
g2 , zatem g3 = 2 , wie֒c g = 3

√
2 .

Oszacujemy różnice֒ mie֒dzy g = 3
√

2 i an . Mamy

0 < an+1 − 3
√

2 = 1
3

(

2an + 2
a2

n

)

− 3
√

2 = 1
3a2

n

(

2a3
n − 3a2

n
3
√

2 + 2
)

=

= 1
3a2

n

(

an − 3
√

2
)2(

2an + 3
√

2
)

< 1
an

(

an − 3
√

2
)2

.

Wobec tego a2 − 3
√

2 < 1
a1

(

a1 − 3
√

2
)

= 1
2

(

2 − 3
√

2
)

< 1
2 . Dalej:

an+2 − 3
√

2 < 1
an+1

(

an+1 − 3
√

2
)2

< 1
3
√

2

(

an+1 − 3
√

2
)2

<

< 1
3
√

2
· 1

3
√

22

(

an − 3
√

2
)4

= 1
2

(

an − 3
√

2
)4

.

Wobec tego a4 − 3
√

2 < 1
2

(

a2 − 3
√

2
)4

< 1
2 · 1

24 = 1
32 = 1

25 . Sta֒d

mamy

a6 − 3
√

2 < 1
2

(

a4 − 3
√

2
)4

< 1
2 · 1

210 < 1
2 000 000 ,

a wie֒c wystarczy obliczyć szósty wyraz zdefiniowanego cia֒gu, by

uzyskać ża֒dane przybliżenie. Czytelnik sam przekona sie֒ jaka֒ do-

k ladność daje pia֒ty wyraz tego cia֒gu.

Uwaga 23.22 Metode֒ opisana֒ w ostatnim przyk ladzie wymyśli l
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Isaac Newton. Jest ona bardzo skuteczna w przypadku różniczko-

walnych funkcji wypuk lych, ale nie tylko dla nich. Niedobrze dzia la

w przypadku takich pierwiastków funkcji, w których jej pochodna

jest równa 0 , wie֒c co najmniej dwukrotnych.

Metoda Newtona bywa modyfikowana. Jest szeroko stoso-

wana m.in. w różnych urza֒dzeniach elektronicznych s luża֒cych

do obliczania. W poprzednim przyk ladzie kombinowalísmy różne

metody. W dzisiejszych czasach obliczenia zazwyczaj wykonuja֒

komputery, ale jeśli mamy do czynienia z bardzo poważnymi obli-

czeniami, to komputer musi stosować rozsa֒dne metody, bo ina-

czej przyjdzie nam czekać na wynik zbyt d lugo i narazimy sie֒ na

niedok ladne wyniki — komputery używaja֒ przybliżeń liczb (np.

skończonych rozwinie֒ć w uk ladzie pozycyjnym o podstawie 16 ).

Zadania

1. Udowodnić, że liczba c jest 2 –krotnym pierwiastkiem wielo-

mianu w , czyli że wielomian w jest podzielny przez wielo-

mian (x − c)2 wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = w(c) = w′(c) .

2. Udowodnić, że funkcja f : R −→ R zdefiniowana wzorami

f(0) = 0 i f(x) = x + x3(2 + sin 1
x ) dla x 6= 0 nie jest ani

wypuk la ani wkle֒s la na żadnym przedziale, którego końcem

jest liczba 0 .

x ∈ (0, 1) ⇒ f(x) > x , x ∈ (−1, 0) ⇒ f(x) < x , wie֒c z lewej

strony punktu 0 wykres leży pod styczna֒, a z prawej — nad

nia֒, choć 0 nie jest punktem przegie֒cia funkcji f .

3. Dowieść, że jeśli a < b < c , funkcja f : [a, c] −→ R jest wy-

puk la i punkty
(

a, f(a)
)

,
(

b, f(b)
)

i
(

c, f(c)
)

leża֒ na jednej

prostej, to punkt
(

x, f(x)
)

też leży na tej prostej dla każdego

x ∈ (a, c) .

4. Niech f : [a, b] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ i niech be֒dzie

spe lniona nierówność f(a) < 0 < f(b) . Niech a0 = a ,
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a1 = b. Niech (a2, 0) be֒dzie punktem, w którym prosta prze-

chodza֒ca przez punkty
(

a, f(a)
)

i
(

b, f(b)
)

przecina pozioma֒

oś uk ladu wspó lrze֒dnych. Jeśli f(a2) = 0 , to przyjmujemy

an = a2 dla każdego n > 2. Jeżeli f(a2) < 0 , to a3 jest

pierwsza֒ wspó lrze֒dna֒ punktu przecie֒cia poziomej osi uk ladu

wspó lrze֒dnych i prostej przechodza֒cej przez obydwa punkty
(

a2,f(a2)
)

i
(

a1, f(a1)
)

. Jeśli f(a2) > 0 , to a3 jest pierw-

sza֒ wspó lrze֒dna֒ punktu przecie֒cia poziomej osi uk ladu wspó l-

rze֒dnych i prostej, która przechodzi przez punkty
(

a0, f(a0)
)

i
(

a2, f(a2)
)

. Analogicznie określamy naste֒pne wyrazy cia֒gu

(an). Dowieść, że cia֒g (an) jest zbieżny i że lim
n→∞

f(an) = 0 .

Uwaga. W zadaniu czwartym opisalísmy jeszcze jedna֒ me-

tode֒ przybliżonego obliczania pierwiastków funkcji.

5. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒, która ma po-

chodna֒ w każdym punkcie przedzia lu (a, b) . Dowieść, że jeśli

lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) , to f ′(c) = 0 dla pewnego c ∈ (a, b) .

6. Niech funkcja f : [0,∞) −→ R be֒dzie dana wzorem

f(x) =
{

x sin(ln x) dla x > 0,
0 dla x = 0.

Niech c(x) oznacza taka֒ liczbe֒, że f(x) − f(0) = xf ′(c(x)
)

i c(x) ∈ (0, x) . Wykazać, że funkcja c ma punkty niecia֒g lości

w każdym przedziale postaci (0, d) , d > 0 .

7. Funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma cia֒g la֒ pochodna֒ w każ-

dym punkcie przedzia lu (a, b) . Czy wynika sta֒d, że dla każdej

liczby c ∈ (a, b) istnieja֒ takie liczby x, y ∈ [a, b] , że x < c < y

i f ′(c) = f(y)−f(x)
(y−x) ?

8. Dowieść, że jeśli p > 1 i 0 < x < y , to zachodzi nierówność

pxp−1(y − x) < yp − xp < pyp−1(y − x) .

9. Dowieść, że dla dowolnych x, y ∈ R z tego, że y 6= x wynika,

że | arctg x − arctg y| < |x − y| .
10. Dowieść, że nie istnieje taka liczba L > 0 , że nierówność
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| tg x− tg y| 6 L|x− y| zachodzi dla dowolnych x, y ∈
[

0, π
2

)

.

11. Dowieść, że jeśli 0 < x < y , to y−x
y < ln y

x < y−x
x .

12. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma ograniczona֒ po-

chodna֒, to jest jednostajnie cia֒g la.

13. Dowieść, że jeśli a, b ∈ R , f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ nie-

ograniczona֒ i różniczkowalna֒, to jej pochodna f ′ też jest

nieograniczona.

14! Dowieść, że jeśli funkcja f : (a,∞) −→ R jest różniczkowalna

i lim
x→∞

f ′(x) = 0 , to lim
x→0

f(x)
x

= 0 .

15. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a,∞) −→ R jest różniczkowalna

i lim
x→∞

f(x)
x = 0 , to istnieje taki cia֒g (xn) , którego granica֒

jest ∞ , że lim
n→∞

f ′(xn) = 0 .

16! Dowieść, że jeśli funkcja f : [a, b) −→ R jest cia֒g la i róż-

niczkowalna w przedziale otwartym (a, b) i istnieje granica

lim
x→a+

f ′(x) = A ∈ [−∞,∞] , to funkcja f ma w punkcie a

prawostronna֒ pochodna֒ i f ′
+(a) = A .

17! Znaleźć wszystkie takie funkcje cia֒g le f : [a, b] −→ R , że dla

każdego x ∈ (a, b) zachodzi równość f ′(x) = 1 .

18. Dowieść, że jeśli funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i dla

każdej liczby x ∈ R zachodzi równość f ′(x) = 7f(x) , to

f(x) = f(0)e7x dla każdego x ∈ R .

19. Dowieść, że jeśli funkcja f : (−1,∞) −→ R jest różniczkowal-

na i dla każdej liczby x ∈ R zachodzi równość (1 +x)f ′(x) =

=
√

7f(x) , to f(x) = f(0)(1 + x)
√

7 dla każdego x ∈ R .

20. Dowieść, że jeżeli x < 1 , to zachodzi równość arctg 1+x
1−x =

= arctg x + π
4

, a dla x > 1 — arctg 1+x
1−x

= arctg x − 3π
4

.

21. Dowieść, że jeżeli |x| > 1 , to 2 arctg x + arcsin 2x
1+x2 = π · |x|

x .

22. Funkcja f : [a, b] → R jest cia֒g la, ma cia֒g la֒ pochodna֒ w prze-

dziale (a, b) , jej wykres nie jest zawarty w prostej. Dowieść,

że
∣

∣

∣

f(b)−f(a)
b−a

∣

∣

∣
< |f ′(c)| dla pewnego c ∈ (a, b).
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23. Znaleźć maksymalne przedzia ly, na których funkcja f jest

monotoniczna, jeśli f(x) = :

(a)
√

x
x+100 , x > 0 ; (b) x + sin x , x ∈ R ;

(c) x
(

√

3
2 + sin(ln x)

)

, x > 0 ; (d) x + sin(2x) , x ∈ R ;

(e) cos π
x , x 6= 0 ; (f) x22−x , x ∈ R ;

(g) xne−x , x ∈ R , n ∈ N ; (h) x2 − ln(x2) , x 6= 0 .

24. Dowieść, że funkcja
(

1 + 1
x

)x
jest ścísle rosna֒ca na każdej

z pó lprostych [1,∞) i (−∞,−1] .

25. Znaleźć maksimum obje֒tości stożka wpisanego w kule֒ o pro-

mieniu 1.

26. Znaleźć minimum obje֒tości stożka opisanego na kuli o pro-

mieniu 1.

27. Znaleźć maksimum obwodu trójka֒ta wpisanego w okra֒g o pro-

mieniu 1.

28. Znaleźć maksimum d lugości statku, który może wp lyna֒ć z ka-

na lu o szerokości a > 0 do prostopad lego doń kana lu, którego

szerokość jest równa b > 0 .

29. Znaleźć maksimum pola trójka֒ta o obwodzie 3 - można sko-

rzystać z wzoru Herona.

30. Znaleźć najwie֒kszy wyraz cia֒gu
(

n52−n
)

dla n = 1, 2, 3 . . .

i najwie֒kszy wyraz cia֒gu
(

n53−n
)

dla n = 1, 2, 3 . . .

31. Cie֒żarówka porusza sie֒ po autostradzie ze sta la֒ pre֒dkościa֒ v

km/h. Minimalna pre֒dkość dla cie֒żarówek na autostradzie

wynosi 50 km/h, maksymalna 100 km/h, litr benzyny kosz-

tuje 2 z l, kierowca otrzymuje 10 z l za godzine֒ swej pracy.

Cie֒żarówka zużywa 11 + v2

400 litrów paliwa w cia֒gu godziny

jazdy ( z pre֒dkościa֒ v ). Przy jakiej pre֒dkości koszt przejazdu

ustalonego odcinka trasy jest najmniejszy?

32. Zbadano, że w pewnej fabryce robotnik rozpoczynaja֒cy prace֒

o godzinie 8 :00 wykonuje −x3 +6x2 +15x radioodbiorników
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w cia֒gu x godzin. Po 15 –minutowej przerwie wykonuje w cia֒-

gu x godzin −1
3x3 + x2 + 23x radioodbiorników. O której

powinna rozpocza֒ć sie֒ 15 –minutowa przerwa, aby do 12:15

wykona l najwie֒cej radioodbiorników, a której — by wykona l

ich najmniej?

33. Statek p lywa z portu A do portu B. Koszt ruchu statku sk lada

sie֒ z dwu cze֒́sci: niezależnej od pre֒dkości i równej 25600 z l

dziennie oraz zależnej od pre֒dkości i równej (liczbowo) podwo-

jonemu sześcianowi pre֒dkości dziennie. Przy jakiej pre֒dkości

koszt przep lynie֒cia trasy jest najmniejszy?

34. Niech f(x) =
∣

∣x2 + 2x − 3
∣

∣ + 3
2 ln x . Znaleźć najwie֒ksza֒

i najmniejsza֒ wartość funkcji f na przedziale
[

1
2 , 2

]

i na

przedziale
[

1
8 , 2

]

35. Znaleźć najwie֒ksza֒ i najmniejsza֒ wartość funkcji e
√

x2·|x+1| na

przedziale [−2, 1] .

36. Niech f(x) = 4x + 9π2

x
+ sin x . Znaleźć najwie֒ksza֒ i naj-

mniejsza֒ wartość funkcji f na przedziale [π, 2π] .

37. Znaleźć najwie֒ksza֒ i najmniejsza֒ wartość funkcji 2ex ln x na

przedziale (0, 2] .

38. Ile pierwiastków ma równanie x3 − 6x2 + 9x − 10 = 0 ?

39. Ile pierwiastków ma równanie 3x4−4x3−6x2 +12x−20 = 0 ?

40. Ile pierwiastków ma równanie x5 − 5x = a w zależności od

parametru a ∈ IR ?

41. Ile pierwiastków ma równanie ex = ax2 w zależności od

parametru a ∈ IR ?

42. Dowieść, że wielomian dodatniego stopnia jest funkcja֒ ścísle

monotoniczna֒ na każdej z pó lprostych (a,∞) i (−∞, a) , jeśli

tylko a jest dostatecznie duża liczba֒ dodatnia֒.

43. Udowodnić, że jeżeli obie funkcje f , g sa֒ różniczkowalne na

pó lprostej [a,∞) i |f ′(x)| 6 g′(x) dla każdego x > a , to

nierówność |f(x) − f(a)| 6 g(x) − g(a) zachodzi dla x > a .
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44. Udowodnić, że jeśli f : [a,∞) −→ R jest cia֒g la, f(a) < 0 i dla

pewnej liczby c > 0 nierówność f ′(x) > c > 0 zachodzi dla

x > a , to istnieje taka liczba x0 ∈
(

a, a− f(a)
c

)

, że f(x0) = 0 .

45. Dowieść, że jeżeli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒, że dla

każdej liczby x ∈ (a, b) istnieje taka liczba δx > 0 , że jeżeli

0 < |y − x| < δx , to (y − x)
(

f(y) − f(x)
)

> 0 , to funkcja f

jest ścísle rosna֒ca.

46. Dowieść, że za lożenie cia֒g lości funkcji f : [a, b] −→ R w twier-

dzeniu Lagrange’a o wartości średniej jest istotne nawet wte-

dy, gdy pochodna f ′(x) funkcji f jest skończona dla każdego

x ∈ (a, b) .

47. Dowieść, że jeśli x > 0 , to ex > 1 + x + x2

2 .

48. Dowieść, że dla każdej liczby rzeczywistej x 6= 0 zachodzi nie-

równość

ex > 1 + x + x2

2 + x3

6 .

49. Dowieść, że dla każdej liczby dodatniej x zachodzi nierówność

x − x2

2
< ln(1 + x) < x .

50. Dowieść, że dla każdej liczby dodatniej x zachodzi nierówność

x − x3

6 < sin x < x .

51. Dowieść, że dla każdej liczby x ∈
(

0, π
2

)

zachodzi nierówność

tg x > x + x3

3 .

52. Dowieść, że jeśli 0 < a < b i x, y > 0 , to zachodzi nierówność

(xa + ya)1/a < (xb + yb)1/b .

53. Dowieść, że jeśli 0 < x < π
2 , to 2

π x < sin x < x .

54. Dowieść, że jeśli x > 0 , to
(

1 + 1
x

)x
< e <

(

1 + 1
x

)x+1
.

55. Dowieść, że jeśli x > 1 i p > 1 , to xp − 1 > p(x − 1) .

56. Dowieść, że jeśli x > 0 , to 1 + 2 ln x 6 x2 .

393



Twierdzenia o wartości średniej

57. Znaleźć maksymalne przedzia ly, na których funkcja f jest

wypuk la lub wkle֒s la, jeśli f(x) =

(a) 3x2 − x3 ; (b) 8
22+x2 ;

(c) x + x5/3 ; (d)
√

1 + x2 ;

(e) x + sin x ; (f) e−x2

;

(g) ln(1 + x2) ; (h) x sin(ln x) ;

(i) xx ; (j) x+1
x2+1 ;

(k) x ln x ; (l) x sin 1
x

.

58. Znaleźć przedzia ly monotoniczności i wypuk lości lub wkle֒s loś-

ci funkcji f , jej lokalne ekstrema i punkty przegie֒cia. Zna-

leźć granice funkcji f oraz granice funkcji f ′ w końcach

przedzia lów sk ladaja֒cych sie֒ na ich dziedziny (niekoniecznie

takie same). Naszkicować wykres funkcji 23.6 f , jeśli f(x) =

a. x4(1 + x)−3 ; b. x
3
√

x2−1
;

c. 3

√

x2

x+1
; d. 1 − x +

√

x3

x+3
;

e. ln
(

x +
√

1 + x2
)

; f. sin x sin 3x ;

g. x3−5x

(
√

5+x2)
3 ; h. 3

√
x4 − 2x2 ;

i. (x + 1)
5/3 (

x2 + 2x
)1/3

, wiedza֒c, że

f ′(x) = 1
3 (x + 1)

2/3 (

x2 + 2x
)−2/3 (

7x2 + 14x + 2
)

,

niewymiernymi pierwiastkami funkcji f ′ sa֒ x5 ≈ −1.845

i x6 ≈ −0.155 , ma ona również pierwiastek wymierny,

f ′′(x) = 2(14x4+56x3+61x2+10x−4)
9(x+1)1/3(x2+2x)5/3 , pierwiastkami drugiej

pochodnej sa֒ cztery liczby niewymierne x1 ≈ 0.177 ,

x2 ≈ −2.177 , x3 ≈ −0.492 , x4 ≈ −1.508 ;

j. 3

√

x2+2x−7
x2+2x−5 , wiedza֒c, że f ′(x) = 4(x+1)

3 3
√

(x2+2x−5)4(x2+2x−7)2
,

23.6
UWAGA: Zak ladamy, że dziedziny funkcji sa֒ tak dobrane, że operacje defini-

uja֒ce funkcje֒ sa֒ wykonalne oraz że dziedziny sa֒ maksymalnymi zbiorami o tej

w lasności. Pierwiastki stopnia nieparzystego sa֒ określone dla wszystkich

liczb rzeczywistych x .

394



Twierdzenia o wartości średniej

f ′′(x) = −4(9x4+36x3+8x2−56x−181)

9 3
√

(x2+2x−5)7(x2+2x−7)5
oraz że druga pochod-

na ma dok ladnie dwa pierwiastkami rzeczywiste x1 ≈ 1,7

oraz x2 ≈ −3,7 i że sa֒ one jednokrotne.

59. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ różniczkowalna֒

i istnieje taka liczba L ∈ (0, 1) , że dla każdego x zachodzi

nierówność |f ′(x)| 6 L , to istnieje dok ladnie taka liczba p ,

że f(p) = p . Czy teza pozostaje prawdziwa przy za lożeniu,

że |f ′(x)| < 1 dla każdej liczby x ∈ R ?

60. Za lóżmy, że funkcje f, g: (a, b) −→ R sa֒ różniczkowalne oraz

f ′(x)g(x) 6= f(x)g′(x) dla każdego x ∈ (a, b) . Dowieść, że

mie֒dzy każdymi dwoma pierwiastkami funkcji f leży pier-

wiastek funkcji g .

61. Dowieść, że jeśli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒, że nie-

równość f
(

x+y
2

)

6
1
2

(

f(x) + f(y)
)

zachodzi dla dowolnych

x, y ∈ (a, b) oraz funkcja f jest ograniczona na pewnym prze-

dziale (c, d) ⊆ (a, b) , to f jest wypuk la.

62. Dowieść, że jeśli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒ różniczko-

walna֒, że dla dowolnych x, y ∈ (a, b) istnieje dok ladnie jedna

liczba c leża֒ca mie֒dzy x i y , że f(y)− f(x) = f ′(c)(y − x) ,

to funkcja f jest ścísle wypuk la albo ścísle wkle֒s la.

63. Dowieść, że jeśli f : [a, b] −→ R jest różniczkowalna w każdym

punkcie przedzia lu [a, b] i g(x) = f ′(x) dla każdego x ∈ [a, b]

oraz funkcja g: (a, b) −→ R jest różniczkowalna na (a, b) , to

istnieje taka liczba c ∈ (a, b) , że g(b)− g(a) = g′(c)(b− a) —

nie zak ladamy tu cia֒g lości funkcji g w a , ani w b .

64. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ różniczkowalna֒ i niech

p ∈ (a, b) . Dowieść, że lim
n→∞

f(yn)−f(xn)
yy−xn

= f ′(p) dla dowol-

nych cia֒gów (xn) , (yn) zbieżnych do p wtedy i tylko wtedy,

gdy pochodna f ′ jest cia֒g la w punkcie p .

65. Niech f : [a, b] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒, różniczkowalna֒ na
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przedziale (a, b) . Dowieść, że jeśli istnieje taka liczba c > 0 ,

że |f ′(x)| 6 cf(x) dla każdego x ∈ (a, b) i f(a) = 0 , to

f(x) = 0 dla każdego x .
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Zaczniemy od jeszcze jednej wersji twierdzenia o wartości śred-

niej, która be֒dzie przydatna w dowodach g lównych twierdzeń tego

rozdzia lu.

Twierdzenie 24.1 (Cauchy’ego o wartości średniej)

Jeśli funkcje f i g sa֒ cia֒g le w każdym punkcie przedzia lu domk-

nie֒tego [a, b] i maja֒ pochodne we wszystkich punktach przedzia lu

otwartego (a, b) przy czym g′(x) 6= 0 , to istnieje co najmniej

jeden taki punkt c ∈ [a, b] , że f ′(c)
g′(c) = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) .

Dowód. Ponieważ g′(x) 6= 0 dla każdego x , wie֒c na mocy

twierdzenia Rolle’a funkcja g jest różnowartościowa na przedziale

[a, b] , w szczególności g(b) 6= g(a) . Rozpatrujemy pomocnicza֒

funkcje֒ h :

h(x) = f(x) − f(a) − f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

(
g(x) − g(a)

)
.

Mamy h(a) = 0 = h(b) . Funkcja h jest cia֒g la jako różnica

funkcji cia֒g lych; w punktach wewne֒trznych przedzia lu (a, b) jest

różniczkowalna, jako różnica funkcji różniczkowalnych. Możemy

zastosować do niej twierdzenie Rolle’a. Istnieje wie֒c taka liczba

c ∈ (a, b) , że 0 = h′(c) = f ′(c) − f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

g′(c) , zatem

f ′(c)
g′(c) = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) .

Cze֒sto trzeba obliczać granice֒ ilorazu dwu funkcji da֒ża֒cych

do 0 lub ∞ . Zdarza sie֒, że trzeba obliczyć granice֒ iloczynu dwu

funkcji, z których jedna ma granice֒ 0, a druga — ∞ . Ten drugi

przypadek można sprowadzić do pierwszego: fg = f
1/g = g

1/f .

Bywa, że interesuje nas granica wyrażenia fg przy czym granica֒

f jest 1, a granica֒ g jest ∞ . Wzór fg = eg·ln f pozwala prob-

lem zredukować do obliczania granicy iloczynu, wie֒c w dalszym

cia֒gu do obliczania granicy ilorazu. Zdarzaja֒ sie֒ też inne sytuacje,

w których nie sa֒ spe lnione za lożenia dotychczas sformu lowanych

twierdzeń o granicach. Podobnie jak w przypadku cia֒gów istnieje

twierdzenie, które w wielu sytuacjach u latwia znalezienie granicy.

Jest to tzw. regu la de l’Hospitala, francuskiego markiza, który
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po wys luchaniu wyk ladów Jana Bernoulliego wyda l drukiem no-

tatki z nich pod tytu lem Analyse des infiniment petites 24.1 , co

spowodowa lo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie

istnia lo jeszcze poje֒cie praw autorskich. Twierdzenie, które znaj-

duje sie֒ niżej, pochodzi z tej w laśnie ksia֒żki i — wed lug historyków

matematyki — powinno mieć inna֒ nazwe֒.

Twierdzenie 24.2 (regu la de l’Hospitala)

Za lóżmy, że funkcje f, g: (a, b) −→ R sa֒ różniczkowalne w każdym

punkcie przedzia lu (a, b) oraz że g(x) 6= 0 6= g′(x) dla każdego

x ∈ (a, b) . Jeśli istnieje granica lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = G ∈ [−∞, +∞]

i spe lniony jest jeden z dwóch warunków:

1◦ lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) , 2◦ lim
x→a

|g(x)| = +∞ ,

to iloraz f(x)
g(x) ma granice֒ przy x → a oraz G = lim

x→a

f(x)
g(x) .

Dowód. Udowodnimy najpierw twierdzenie przy bardzo moc-

nych za lożeniach. Chodzi nam o to, by wyjaśnić jego sens. Dowód

w przypadku ogólnym podamy potem. Za lożymy mianowicie, że

a > −∞ , że zachodzi warunek 1◦ oraz że istnieja֒ skończone

granice lim
x→a

f ′(x) i lim
x→a

g′(x) , przy czym ta druga jest różna

od 0. W tej sytuacji można dookreślić funkcje f, g w punkcie a

przyjmuja֒c f(a) = 0 = g(a) . Z twierdzenia Lagrange’a o wartości

średniej zastosowanego do funkcji f rozpatrywanej na przedziale

[a, x] wynika, że f(x)−f(a)
x−a = f ′(cx) dla pewnego cx ∈ (a, x) .

Sta֒d wynika natychmiast, że lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a = lim

x→a
f ′(x) . Wy-

kazalísmy wie֒c, że w tym przypadku funkcje֒ f można potrak-

tować jako określona֒ w punkcie a i wtedy f ′(a) = lim
x→a

f ′(x) .

To samo dotyczy oczywíscie funkcji g . Oczywíscie w obu przy-

padkach mamy na myśli różniczkowalność prawostronna֒. Niech

r(h) = f(a+h)−f(a)−f ′(a)h
h dla h 6= 0 oraz r(0) = 0 . Oczywíscie

lim
h→0

r(h) = 0 . Analogicznie niech ρ(h) = g(a+h)−g(a)−g′(a)h
h

.

24.1
Analiza nieskończenie ma lych. Trzeba jednak powiedzieć, że tylko nielicz-
ni potrafia֒ zanotować zrozumiale wyk lad.
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Wtedy lim
h→0

ρ(h) = 0 . Sta֒d możemy wywnioskować, że

f(x)
g(x) = f(x)−0

g(x)−0 = f(x)−f(a)
g(x)−g(a) = f ′(a)(x−a)+(x−a)r(x−a)

g′(a)(x−a)+(x−a)ρ(x−a) =

= f ′(a)+r(x−a)
g′(a)+ρ(x−a) −−−→x→a

f ′(a)
g′(a) .

Ostatnie przej́scie graniczne jest wykonalne, bo za lożylísmy na

razie, że g′(a) 6= 0 .

W dowodzie tym wykorzystalísmy w istotny sposób za lożenia

f(a) = g(a) = 0 . Oczywíscie bez tych za lożeń teza może być

w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem — pochod-

ne decyduja֒ o wielkości funkcji w otoczeniu punktu, w którym war-

tościa֒ funkcji jest 0, jeśli f(a) 6= 0 , to ,,w pierwszym przybliżeniu”

f(x) ≈ f(a) !

A teraz dowód w laściwego twierdzenia. Niech m,M

be֒da֒ dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi że m < G < M .

Jeśli G = −∞ , to oczywíscie nie rozpatrujemy m , jeśli G = +∞ ,

to nie rozpatrujemy M . Niech m̃, M̃ be֒da֒ takimi liczbami, dla

których m < m̃ < G < M̃ < M . Ponieważ lim
x→a+

f ′(x)
g′(x) = G ,

wie֒c istnieje liczba c ∈ (a, b) , taka że m̃ <
f ′(x)
g′(x) < M̃ dla x ∈

(a, c) . Z twierdzenia Cauchy’ego o wartości średniej wynika, że

jeżeli a < x < y < c , to

m̃ <
f(y)−f(x)
g(y)−g(x)

< M̃ . (H)

Za lóżmy najpierw, że lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) . Z tych dwu

równości i z twierdzenia o granicy ilorazu funkcji wynika, że

m < m̃ 6 lim
x→a

f(y)−f(x)
g(y)−g(x)

= f(y)
g(y)

6 M̃ < M .

Sta֒d i z definicji granicy od razu wynika, że lim
y→a

f(y)
g(y) = G .

Teraz zak ladamy, że lim
x→a

|g(x)| = +∞ . Ustalmy y ∈ (a, c) .

Istnieje taka liczba c1 ∈ (a, y) ⊂ (a, c) , że jeśli a < x < c1 , to

g(y)
g(x)

< 1 , zatem 1 − g(y)
g(x)

> 0 . Mamy f(y)−f(x)
g(y)−g(x)

=
f(x)
g(x)

− f(y)
g(x)

1− g(y)

g(x)

.

Nierówności można mnożyć przez liczby dodatnie, wie֒c nierów-

ność (H) jest równoważna naste֒puja֒cej
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m̃
(

1 − g(y)
g(x)

)
+ f(y)

g(x)
<

f(x)
g(x)

< M̃
(

1 − g(y)
g(x)

)
+ f(y)

g(x)
.

Mamy lim
x→a

m̃
(

1− g(y)
g(x)

)
+ f(y)

g(x) = m̃ , bo lim
x→a

|g(x)| = +∞ i y jest

ustalone. Wynika sta֒d, że istnieje taka liczba c2 ∈ (a, c1) , że jeśli

x ∈ (a, c2) , to m < m̃
(

1 − g(y)
g(x)

)
+ f(y)

g(x) <
f(x)
g(x) . Po ewentualnym

zmniejszeniu c2 otrzymujemy nierówność podwójna֒:

m < m̃
(

1 − g(y)
g(x)

)
+ f(y)

g(x) <
f(x)
g(x) < M̃

(
1 − g(y)

g(x)

)
+ f(y)

g(x) < M ,

a z niej wynika, że m <
f(x)
g(x)

< M , wie֒c lim
x→a

f(x)
g(x)

= G . Dowód

zosta l zakończony.

Uwaga 24.3

Twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy lim
x→b

f(x)
g(x) po kosme-

tycznych zmianach w za lożeniach i tezie. Sta֒d wynika, że można

je też stosować w przypadku granic dwustronnych.

Uwaga 24.4

Istnieje ścis la analogia mie֒dzy regu la֒ de l’Hospitala i twierdze-

niem Stolza. Te rozważania nie be֒da֒ ścis le, bo mówić tu be֒dziemy

raczej o intuicjach. Cia֒g można traktować jako funkcje֒ określona֒

na zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +∞ . Ni-

estety dziedzina nie jest w tym przypadku przedzia lem, wie֒c nie

można mówić o pochodnej. Można jednak spojrzeć na zagadnie-

nie nieco inaczej. Pochodna by la nam potrzebna do oszacowa-

nia różnicy f(x) − f(a) , przy czym interesowa la nas minimalna

możliwa zmiana argumentu. Pisalísmy przy odpowiednich za lo-

żeniach, że f(x)−f(a)
g(x)−g(a) ≈ f ′(a)

g′(a) . W przypadku cia֒gu minimalna

możliwa zmiana argumentu to 1. Wobec tego zamiast ilorazu

pochodnych f ′(x)
g′(x)

, który przybliża interesuja֒cy nas iloraz różni-

cowy
f(x+h)−f(x)

h
g(x+h)−g(x)

h

= f(x+h)−f(x)
g(x+h)−g(x) rozpatrujemy iloraz an+1−an

bn+1−bn
.

W twierdzeniu Stolza zak ladalísmy, że cia֒g (bn) jest ścísle mono-

toniczny. W regule de l’Hospitala też wyste֒puje to za lożenie,

zak ladamy mianowicie, że pochodna funkcji g nie przyjmuje war-
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tości 0 24.2 , z czego wynika, że jest ona albo dodatnia, albo ujem-

na, a to pocia֒ga za soba֒ ścis la֒ monotoniczność funkcji g .

Przyk lad 24.1 lim
x→∞

xa

ex = 0 . Możemy próbować zastosować

regu le֒ de l’Hospitala, bo mianownik ma granice֒ nieskończona֒ i je-

go pochodna, ex , jest różna od 0 wsze֒dzie. Nie jest ważne jaka jest

granica licznika, a nawet czy licznik ma granice֒. Iloraz pochodnych

to axa−1

ex , wie֒c jest to wyrażenie tego samego typu co wyj́sciowe.

Istotne jest pojawienie sie֒ w wyk ladniku a− 1 w miejscu a . Jeśli

a 6 1 , to licznik jest ograniczony z góry na pó lprostej [1, +∞) ,

a mianownik da֒ży do +∞ , wie֒c iloraz da֒ży do 0.

Niech k oznacza dowolna֒ liczbe֒ naturalna֒. Za lóżmy, że twier-

dzenie jest prawdziwe dla wszystkich wyk ladników a 6 k . Niech

α 6 k + 1 . Wykażemy, że lim
x→∞

xα

ex = 0 . Zastosujemy regu le֒

de l’Hospitala. Ponieważ
(
xα

)′
= αxα−1 i α− 1 6 k + 1− 1 = k ,

wie֒c — na mocy za lożenia indukcyjnego — lim
x→∞

xα−1

ex = 0 .

Sta֒d i z twierdzenia de l’Hospitala wynika, że lim
x→∞

xα

ex = 0 ,

co kończy dowód.

Uwaga 24.5

Oczywíscie wynik z ostatniego przyk ladu można otrzymać sto-

suja֒c jedynie elementarne metody: wyk ladnik a można zasta֒pić

liczba֒ naturalna֒ m wie֒ksza֒ od a , potem skorzystać z nierówności

ex >
(
1 + x

n

)n
prawdziwej dla każdej liczby naturalnej n i każdej

liczby x > 0 , naste֒pnie skorzystać z tego, że granica֒ ilorazu wielo-

mianu stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy x → ∞
jest liczba 0. Pokazalísmy tu po prostu jak można wykorzystać

twierdzenie de l’Hospitala, ta metoda pozwala na obliczanie granic

w wielu sytuacjach, w których metody elementarne bywaja֒ trudne

w użyciu, bo wymagaja֒ dobrego pomys lu!

Przyk lad 24.2 lim
x→+∞

ln x
xa = 0 dla każdego a > 0 — te֒

24.2
bo ma w lasność Darboux (przyjmowania wartości pośrednich), niezależnie od
tego, czy jest cia֒g la.
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równość już poznalísmy, ale pokażemy jak można ja֒ uzyskać za

pomoca֒ regu ly de l’Hospitala. Ponieważ mianownik jest funkcja֒

ścísle rosna֒ca֒ o granicy +∞ , wie֒c obliczymy granice֒ ilorazu po-

chodnych: lim
x→+∞

1/x
axa−1 = lim

x→+∞
1

axa = 0 . Wobec tego istnieje też

granica ilorazu funkcji i również jest równa 0.

Jest jasne, że funkcje֒ xa można w ostatnim przyk ladzie za-

sta֒pić dowolnym wielomianem dodatniego stopnia.

Przyk lad 24.3 lim
x→0+

xx = 1 . Mamy bowiem: xx = ex ln x .

Funkcja wyk ladnicza jest cia֒g la, wie֒c wystarczy udowodnić, że

lim
x→0+

x ln x = 0 . Mamy

lim
x→0+

x ln x = lim
x→+∞

1
y

ln 1
y

= − lim
y→+∞

ln y
y

= 0

— ostatnia równość wynika z wyniku uzyskanego w poprzednim

przyk ladzie dla a = 1 , przedostatnia — z tego, że ln 1
y = − ln y .

Przyk lad 24.4 lim
x→0

tg x−x
x3 . Mamy lim

x→0
tg x−x = 0 = lim

x→0
x3 ,

wie֒c można zastosować regu le֒ de l’Hospitala. Zachodzi równość

(tg x)′ = 1
cos2 x = 1 + tg2 x . Mamy

lim
x→0

(tg x−x)′

(x3)′ = lim
x→0

1+tg2 x−1
3x2 = 1

3 lim
x→0

(
tg x
x

)2
= 1

3 .

Sta֒d i z twierdzenia de l’Hospitala wynika, że lim
x→0

tg x−x
x3 = 1

3 .

Przyk lad 24.5 Znaleźć taki wielomian w: R → R , jeśli istnieje,

że lim
x→0

x−4
(

sin x − w(x)
)

= 0 . Jest rzecza֒ oczywista֒, że jeśli

taki wielomian istnieje, to istnieje również wielomian stopnia nie

wie֒kszego niż 4 spe lniaja֒cy ten warunek (bo lim
x→0

xk

x4 = 0 dla

k > 4 ). Za lóżmy, że w(x) = w0 + w1x + w2x
2 + w3x

3 + w4x
4 .

Mamy −w0 = lim
x→0

(
sin x − w(x)

)
= lim

x→0

sin x−w(x)
x4 · x4 = 0 . Jeśli

w istnieje, to w0 = 0 . Wobec tego

0 = lim
x→0

sin x−w(x)
x4 ·x3 = lim

x→0

sin x−(w1x+w2x2+w3x3+w4x4)
x = 1−w1,

wie֒c w1 = 1 . Kontynuuja֒c otrzymujemy (teraz stosujemy regu le֒

de l’Hospitala dwa razy)
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0 = lim
x→0

sin x−(x+w2x2+w3x3+w4x4)
x4 · x2 = lim

x→0

sin x−x
x2 − w2 =

= lim
x→0

cos x−1
2x − w2 = lim

x→0

− sin x
2 − w2 = w2 .

Powtarzamy to rozumowanie stosuja֒c regu le֒ de l’Hospitala

dwa razy i otrzymujemy

0 = lim
x→0

sin x−(x+w3x3+w4x4)
x4 · x = lim

x→0

sin x−x
x3 − w3 =

= lim
x→0

cos x−1
3x2 − w3 = lim

x→0

− sin x
6x

− w3 = −1
6
− w3 .

Sta֒d mamy w3 = −1
6 . Powtórzymy rozumowanie jeszcze raz.

0 = lim
x→0

sin x−(x− 1
6 x3+w4x4)

x4 = lim
x→0

sin x−x+ 1
6 x3

x3 − w4 =

= lim
x→0

cos x−1+ 1
2 x2

3x2 − w4 = lim
x→0

− sin x+x
6x − w4 =

= lim
x→0

− cos x+1
6 − w4 = −w4 .

Udowodnilísmy, że wielomian x − 1
6x3 spe lnia ża֒dany waru-

nek. Oczywíscie spe lnia go też wielomian x − 1
6x3 + 1410x1683

i wiele innych. Wśród nich jedynym wielomianem, którego stopień

jest mniejszy (ostro) niż 5 jest wielomian x − 1
6x3 .

W ostatnich przyk ladach stosowalísmy regu le֒ de l’Hospitala

nie sprawdzaja֒c zawczasu tego, czy iloraz pochodnych ma granice֒.

Okazywa lo sie֒ w końcu, że ma i dopiero wtedy ca la procedura by la

uzasadniona, wcześniej nie by ly sprawdzone za lożenia twierdzenia,

wie֒c z formalnego punktu nie wolno by lo go jeszcze stosować.

Mog loby okazać sie֒, że granica nie istnieje i wtedy nie bylibyśmy

w stanie nic wywnioskować, o czym świadczy poniższy przyk lad.

Przyk lad 24.6 Znajdziemy granice֒ lim
x→0

x sin 1
x = lim

x→0

sin 1
x

1
x

.

Stosujemy regu le֒ de l’Hospitala, bo lim
x→0

1
|x| = ∞ . Mamy wie֒c

lim
x→0

sin 1
x

1
x

= lim
x→0

cos 1
x ·−1

x2
−1

x2

= lim
x→0

cos 1
x , a ta granica nie istnieje,

wystarczy przyja֒ć xn = 1
nπ , by sie֒ o tym przekonać. Wobec

tego regu la de l’Hospitala nie pomog la nam w rozwia֒zaniu tego

problemu.

Oczywíscie
∣∣x sin 1

x

∣∣ 6 |x| , zatem lim
x→0

x sin 1
x = 0 .
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Przyk lad 24.7 Obliczymy granice֒ lim
x→0

x(ln(cos x+x4·
√

1+x2 ))
tg x−sin x .

Jasne jest, że zarówno licznik jak i mianownik maja֒ granice֒ 0 .

Jednak pochodne wypisanych funkcji nie wygla֒daja֒ zbyt przyjaź-

nie. Postaramy sie֒ uprościć problem zaste֒puja֒c niektóre funkcje

wielomianami. Zaczniemy od mianownika. Znajdziemy taka֒ licz-

be֒ naturalna֒ k , że granica lim
x→0

tg x−sin x
xk be֒dzie skończona i różna

od 0 . Stosujemy regu le֒ de l’Hospitala:

lim
x→0

tg x−sin x
xk = lim

x→0

1+tg2 x−cos x
kxk−1 = lim

x→0

2 tg x(1+tg2 x)+sin x
k(k−1)xk−2 .

Jeśli k 6 2 , to ta granica jest równa 0 , jeśli k > 4 , to granica

prawostronna jest równa ∞ . Wobec tego k = 3 i wtedy

lim
x→0

tg x−sin x
x3 = lim

x→0

2 tg x(1+tg2 x)+sin x
3(3−1)x3−2 = 2·1

3·2 + 1
3·2 = 1

2 .

Skorzystalísmy ,,po drodze” z równości lim
x→0

sin x
x

= 1 = lim
x→0

tg x
x

.

Możemy wie֒c obliczać granice֒ korzystaja֒c z równości

lim
x→0

x(ln(cos x+x4·
√

1+x2 ))
tg x−sin x = lim

x→0

x(ln(cos x+x4·
√

1+x2 ))
x3 · x3

tg x−sin x =

= 2lim
x→0

x(ln(cos x+x4·
√

1+x2 ))
x3 = 2lim

x→0

ln(cos x+x4·
√

1+x2 )
x2 .

Mamy lim
h→0

ln(1+h)
h = 1 , wie֒c obliczymy granice֒

lim
x→0

−1+cos x+x4·
√

1+x2

x2 = lim
x→0

−1+cos x
x2 = lim

x→0

− sin x
2x

= −1
2

.

Wynika sta֒d, że lim
x→0

x(ln(cos x+x4·
√

1+x2 ))
tg x−sin x = 2 · (−1

2 ) = −1 .

W kilku przypadkach obliczalísmy pochodna֒ pochodnej. To

oczywíscie zdarza sie֒ cze֒sto, gdy trzeba ustalić jakie w lasności ma

funkcja. Przyjmuje sie֒ naste֒puja֒ce określenie.

Definicja 24.6 (pochodnej wyższego rze֒du)

Niech f be֒dzie funkcja֒ określona֒ na zbiorze zawieraja֒cym prze-

dzia l otwarty I zawieraja֒cy punkt p . Niech f (0)(x) = f(x) dla

każdego x z dziedziny funkcji f . Za lóżmy, że funkcja f ma po-

chodna֒ (n−1) –ego rze֒du f (n−1) w każdym punkcie przedzia lu I.

Jeśli funkcja f (n−1) ma w punkcie p pochodna֒
(
f (n−1)

)′
(p) , to te֒

pochodna֒ nazywamy pochodna֒ n–tego rze֒du funkcji f w punkcie
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p i oznaczamy przez f (n)(p) . Jeśli pochodna n –tego rze֒du jest

skończona, to mówimy, że funkcja f jest n –krotnie różniczkowal-

na w tym punkcie.

Jest jasne, że f ′ = f (1) . Zamiast pisać f (2) piszemy na

ogó l f ′′ . Niektórzy matematycy zamiast f (3) pisza֒ f ′′′ .

Przyk lad 24.8 Niech f(x) = ax + b . Wtedy dla każdego

x mamy f ′(x) = a , wie֒c f ′′(x) = 0 dla każdej liczby rzeczy-

wistej x . Wobec tego również f (3)(x) = 0 , a sta֒d wynika, że

również f (n)(x) = 0 dla każdej liczby naturalnej n > 1 i każdej

liczby rzeczywistej x .

Przyk lad 24.9 Niech f(x) = ax2 + bx + c . Wtedy f ′(x) =

=2ax + b , wie֒c f ′′(x) = 2a , zatem dla każdej liczby naturalnej

n > 2 i każdego x ∈ R zachodzi równość f (n)(x) = 0.

Przyk lad 24.10 Niech f be֒dzie wielomianem stopnia m , tzn.

istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a0 , a1 , . . . ,am , przy czym

am 6= 0 , że dla każdej liczby x ∈ R zachodzi równość f(x) =

=a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amxm . Wtedy f (m)(x) = m!am dla

każdego x ∈ R oraz f (n)(x) = 0 dla każdej liczby naturalnej

n > m i każdej liczby rzeczywistej x .

Twierdzenie to wykazalísmy już w przypadku m = 1, 2 . Za lóżmy,

że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomianów stopnia

mniejszego niż m . Wynika sta֒d, że dla wszystkich liczb rzeczy-

wistych x zachodzi równość f ′(x) = a1 + 2a2 + · · ·+mamxm−1x .

Ponieważ f ′ jest wielomianem stopnia m−1 , wie֒c (f ′)(m−1)(x) =

=(m− 1)! ·mam = m!am dla każdej liczby rzeczywistej x . Ponie-

waż (f ′)(m−1) = f (m) , wie֒c dla każdej liczby rzeczywistej x mamy

f (m)(x) = m!am . Sta֒d oczywíscie wynika, że jeśli n > m jest

liczba֒ naturalna֒, to f (n)(x) = 0 dla każdego x ∈ R .

Przyk lad 24.11 Niech f(x) = ex . Zachodzi wtedy równość

f (1)(x) = f ′(x) = ex . Wobec tego dla każdej liczby naturalnej n

i każdej rzeczywistej x zachodzi równość f (n)(x) = ex .

Przyk lad 24.12 Niech f(x) = sin x . Zachodzi wtedy równość
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f (1)(x) = f ′(x) = cos x . Zatem f (2)(x) = f ′′(x) = − sin x =

= − f(x) . Sta֒d wynika, że f (3)(x) = −f ′(x) = − cos x oraz

f (4)(x) = −f ′′(x) = sin x . Jasne jest, że od tego momentu be֒da֒

sie֒ kolejno pojawiać, cos x , − sin x , − cos x i znów sin x itd.

Można wie֒c napisać f (2n)(x) = (−1)n sin x oraz f (2n+1)(x) =

=(−1)n cos x dla dowolnego n ∈ {0, 1, 2, . . .} i x ∈ R .

Przyk lad 24.12 Tak jak w poprzednim przyk ladzie wykazuje-

my, że (cos x)
(2n)

= (−1)n cos x i (cos x)
(2n+1)

= (−1)n+1 sin x .

Przyk lad 24.13 Niech f(x) = ln x . Mamy wie֒c naste֒puja֒ca֒

równość f (1)(x) = f ′(x) = 1
x

= x−1 . Wobec tego f (2)(x) =

=f ′′(x) =
(
x−1

)′
= (−1)x−1−1 = −x−2 . Naste֒pnie f (3)(x) =

=
(
−x−2

)′
= 2x−3 . Sta֒d f (4)(x) = 2(−3)x−4 = −3!x−4 . Ana-

logicznie f (5)(x) = 4!x−5 itd. Ogólnie możemy napisać

f (n)(x) = (ln(x))
(n)

= (−1)n−1(n − 1)!x−n

dla każdej liczby ca lkowitej n > 1 i każdej liczby x ∈ R . .

Przyk lad 24.14 Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens.

Mamy (tg x)
′

= 1+tg2 x . Wobec tego zachodzi równość (tg x)
′′

=

=
(
1 + tg2 x

)′
= 2 tg x(1 + tg2 x) = 2(tg x + tg3 x) — skorzystalís-

my z wzoru na pochodna֒ funkcji z lożonej. Sta֒d

(tg x)
(3)

= 2(1 + 3 tg2 x)(1 + tg2 x) = 2(1 + 4 tg2 x + 3 tg4 x) ,

a sta֒d otrzymujemy równość

(tg x)
(4)

= 2(8 tg x + 12 tg3 x)(1 + tg2 x) =

= 8(2 tg x + 5 tg3 x + 3 tg5 x) .

Te obliczenia można kontynuować, jednak w tym przypadku nie da

sie֒ napisać równie prosto jak w poprzednich przypadkach ogólnego

wzoru na n –ta֒ pochodna funkcji. Można jednak zauważyć, że

dla każdej liczby naturalnej n istnieje taki wielomian wn zmien-

nej t stopnia n + 1 , o nieujemnych wspó lczynnikach, podzielny

przez wielomian 1 + t2 , że (tg x)(n) = wn(tg x) . Wielomian wn

jest funkcja֒ parzysta֒, gdy n jest liczba֒ nieparzysta֒, a funkcja֒

nieparzysta֒, gdy n jest liczba֒ parzysta֒.
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Przyk lad 24.15 Znajdziemy teraz wzór na n –ta֒ pochodna֒

funkcji x
x2+5x+6 = 3

x+3 − 2
x+2 . Wystarczy znaleźć n –ta֒ pochodna֒

funkcji postaci 1
x+c

. Mamy
(

1
x+c

)′
= −(x + c)−2 . Wobec tego

(
1

x+c

)′′
= −(−2)(x + c)−2−1 = 2(x + c)−3 . Naste֒pnie otrzymu-

jemy
(

1
x+c

)(3)

= −6(x + c)−4 = −6!(x + c)−4 . Bez żadnych

trudności piszemy wzór ogólny na n –ta֒ pochodna֒ tej funkcji:
(

1
x+c

)(n)

= (−1)nn!(x + c)−n−1 . Sta֒d wynika już od razu, że

(
x

x2+5x+6

)(n)

= (−1)nn!
(
3(x + 3)−n−1 − 2(x + 2)−n−1

)
. Wypa-

da jednak zaznaczyć, że bez roz lożenia na czynniki mianownika

nasze szanse na sukces by lyby mniejsze.

Przyk lad 24.16 Wykazalísmy poprzednio, że jeśli funkcja jest

różniczkowalna na pewnym przedziale i jej pochodna jest na tym

przedziale równa 0, to funkcja ta jest sta la. Za lóżmy teraz, że

f ′′(x) = 0 dla wszystkich x ∈ (a, b) dla pewnych a, b ∈ R .

Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia funkcja f ′

jest sta la na przedziale (a, b) . Niech f ′(x) = A dla wszyst-

kich x ∈ (a, b) . Niech g(x) = f(x) − Ax . Zachodzi oczywista

równość g′(x) = 0 dla każdej liczby x ∈ (a, b) . Wobec tego g jest

funkcja֒ sta la֒. Oznaczaja֒c jej jedyna֒ wartość przez B otrzymu-

jemy równość B = g(x) = f(x) − Ax . Sta֒d od razu wynika, że

f(x) = Ax + B dla każdej liczby x ∈ (a, b) . Wykazalísmy wie֒c,

że jeśli druga pochodna jest tożsamościowo równa 0, to funkcja

jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż 1. Podobnie można

wykazać, że jeśli trzecia pochodna jest tożsamościowo równa 0 na

pewnym przedziale, to funkcja jest na tym przedziale wielomianem

stopnia nie wie֒kszego niż 2. Jeśli bowiem f (3)(x) = 0 dla każdego

x ∈ (a, b) , to na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja f ′ jest

wielomianem postaci Ax + B . Zgadujemy, że
(

1
2Ax2 + Bx

)′
=

=Ax+B . Sta֒d wynika, że
(
f(x) − 1

2Ax2 − Bx
)′

= 0 dla wszyst-

kich x ∈ (a, b) . Wobec tego funkcja f(x)− 1
2
Ax2 −Bx jest sta la,

co kończy dowód tego, że f jest wielomianem, którego stopień
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jest mniejszy niż 3. Jest ca lkowicie jasne, że kontynuuja֒c to rozu-

mowanie wykażemy, że jeśli n –ta pochodna pewnej funkcji jest

równa 0 w każdym punkcie pewnego przedzia lu, to funkcja ta na

tym przedziale jest wielomianem, którego stopień jest mniejszy

niż n .

Przyk lad 24.17 Za lóżmy, że f jest funkcja֒ różniczkowalna֒

na pewnym przedziale oraz że dla pewnej liczby rzeczywistej k

równość f ′(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich x . Wykażemy,

że w tej sytuacji istnieje sta la C ∈ R , taka że dla każdej liczby

rzeczywistej x zachodzi równość f(x) = Cekx . W celu uzyskania

tej równości starczy wykazać, że iloraz
f(x)

ekx
jest funkcja sta la֒,

czyli że pochodna tego ilorazu jest wsze֒dzie równa 0. Mamy
(

f(x)

ekx

)′
=

f ′(x)ekx − kekxf(x)

e2kx
=

f ′(x) − kf(x)

ekx
= 0

— ostatnia równość wynika z za lożenia o funkcji f . Wykazalísmy

wie֒c, że iloraz jest funkcja֒ sta la֒. Te֒ sta la֒ oznaczamy przez C .

Jasne jest, że f(x) = Cekx .

Przyk lad 24.18 Rozważymy nieco bardziej skomplikowana֒ za-

leżność niż w poprzednim przyk ladzie. Mianowicie za lożymy, że f

jest funkcja֒ dwukrotnie różniczkowalna֒ w każdym punkcie prostej
24.3 oraz że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość

f ′′(x) = f(x) . Bez trudu stwierdzamy, że funkcje g1(x) = ex

oraz g2(x) = e−x spe lniaja֒ to równanie. Maja֒c dwie, można ich

znaleźć nieskończenie wiele. Jeśli c1 i c2 sa֒ dowolnymi liczbami

rzeczywistymi, to funkcja c1g1(x) + c2g2(x) = c1e
x + c2e

−x też

spe lnia to równanie. Funkcja u(x) = f(x) − c1g1(x) − c2g2(x)

również spe lnia to równanie. Liczby c1 i c2 można dobrać w ta-

ki sposób, że u(0) = 0 = u′(0) — wystarczy rozwia֒zać uk lad

równań: f(0) = c1 + c2 , f ′(0) = c1 − c2 traktuja֒c c1 i c2

jako niewiadome, a f(0) i f ′(0) jako dane liczby. Otrzymujemy

c1 = =1
2 (f(0) + f ′(0)) oraz c2 = 1

2 (f(0) − f ′(0)) . Szukamy wie֒c

takiej dwukrotnie różniczkowalnej funkcji u , że dla każdego x za-

24.3
Nie jest istotne, że dziedzina֒ jest prosta, może być dowolny przedzia l.
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chodza֒ wzory u′′(x) = u(x) i u′(0) = 0 = u(0) . Wykażemy, że u

to funkcja zerowa. Niech v(x) = u′(x)−u(x) . Funkcja v jest róż-

niczkowalna, v′(x) + v(x) = u′′(x) − u′(x) + u′(x) − u(x) = 0 dla

każdej liczby x i v(0) = 0 . Istnieje wie֒c takie C , że v(x) = Ce−x

dla każdego x – twierdzenie z poprzedniego przyk ladu dla k = −1.

W tej sytuacji 0 = v(0) = Ce−0 = C , zatem v(x) = 0 dla każdej

liczby x . Wynika sta֒d, że u′(x) = u(x) dla każdej liczby x , wie֒c

istnieje taka liczba C̃ , że u(x) = C̃ex dla każdego x — znów sto-

sujemy rezultat z poprzedniego przyk ladu, tym razem dla k = 1 .

Ponieważ 0 = u(0) = C̃e0 = C̃ , wie֒c u(x) = 0 dla każdego x ,

zatem f(x) = c1g1(x) + c2g2(x) .

Przyk lad 24.19 Wykazalísmy w poprzednich przyk ladach, że

jeśli któraś z równości f (n)(x) = 0 , f ′(x) = kf(x) , f ′′(x) =

=f(x) jest spe lniona w każdym punkcie pewnego przedzia lu, to

funkcje֒ f można opisać prostym wzorem. Omówimy jeszcze je-

den przyk lad tego typu. Za lożymy, że dla wszystkich punktów

pewnego przedzia lu I spe lniony jest wzór f ′′(x) = −f(x) . 24.4

Wykażemy, że w tej sytuacji istnieja֒ liczby a, b ∈ R , takie że

dla każdej liczby x ∈ I zachodzi równość f(x) = a cos x + b sin x .

Niech p oznacza dowolny punkt przedzia lu I . Jasne jest, że w każ-

dym punkcie x ∈ I zachodzi równość

(a cos x + b sin x)
′′

= − (a cos x + b sin x) ,

tzn. funkcja postaci a cos x + b sin x spe lnia rozpatrywane rów-

nanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mia ly miejsce równości

f(p) = a cos p + b sin p oraz f ′(p) = −a sin p + b cos p , czyli

a = f(p) cos p − f ′(p) sin p oraz b = f(p) sin p + f ′(p) cos p .

Niech u(x) = f(x) − a cos x − b sin x . Mamy u′′(x) = −u(x)

dla każdej liczby x ∈ I oraz że u(p) = 0 = u′(p) . Sta֒d wynika,

że
(
(u′(x))2 + (u(x))2

)′
= 2 (u′′(x)u′(x) + u′(x)u(x)) = 0 . Wobec

tego funkcja (u′(x))2 + (u(x))2 jest sta la na przedziale I , zatem

(u′(x))2 + (u(x))2 = (u′(p))2 + (u(p))2 = 0 dla każdego x ∈ R .

24.4
Taka zależność, a dok ladniej f ′′=− g

l f pojawia sie֒ przy analizowaniu ruchu

wahad la matematycznego o d lugości l przy za lożeniu, że amplituda jest tak
ma la, że przybliżenie f≈sin f jest dostatecznie dok ladne, g to przyspieszenie
ziemskie.
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Suma kwadratów liczb rzeczywistych jest równa 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy obie te liczby sa֒ zerami. Wobec tego dla każdego x ∈ R

zachodzi równość u(x) = 0 , a zatem f(x) = a cos x + b sin x dla

każdego x ∈ R . Okaza lo sie֒, że również w tym przypadku można

 latwo opisać wszystkie funkcje spe lniaja֒ce równanie f ′′ = −f .

Tego typu równania nazywane sa֒ równaniami różniczkowymi

zwyczajnymi. Istnieje obszerna teoria równań różniczkowych zwy-

czajnych. Nie mamy tu możliwości omawiania jej. Jest ona sto-

sowana również w wielu dziedzinach poza matematyka֒, przede

wszystkim w fizyce, w chemii, w technice, również w ekonomii.

Znajdowanie pochodnych wyższego rze֒du polega na oblicza-

niu pochodnych rze֒du pierwszego, wie֒c w laściwie już sie֒ z tym za-

poznalísmy. Jeśli chodzi o wzory ogólne, to oczywistym — w za-

sadzie niewartym wspomnienia — jest wzór na n –ta֒ pochodna֒

sumy dwu funkcji różniczkowalnych n –krotnie:

(f + g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x) .

Leibniz zauważy l, że jeśli funkcje f i g sa֒ n –krotnie różnicz-

kowalne, to zachodzi równość przypominaja֒ca wzór dwumianowy

Newtona:

(f · g)
(n)

(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
f (n−j)(x)g(j)(x) (Lz)

Prosty dowód tego wzoru wykorzystuja֒cy wzór na pochodna֒ ilo-

czynu dwu funkcji i znana֒ równość
(
n
j

)
+

(
n

j+1

)
=

(
n+1
j+1

)
, dzie֒ki

której wspó lczynniki dwumianowe można obliczać za pomoca֒ trój-

ka֒ta Pascala, pozostawiamy Czytelnikom w charakterze ćwiczenia.

Wzory na n –ta֒ pochodna֒ z lożenia i funkcji odwrotnej sa֒ na tyle

skomplikowane, że w laściwie w ogóle nieprzydatne, zreszta֒ trudno

je znaleźć w literaturze.

Przejdziemy teraz do sformu lowania jednego z najważniej-

szych wzorów analizy matematycznej, tzw. wzoru Taylora. Pierw-

sza֒ pochodna֒ funkcji wprowadzilísmy po to, by móc przybliżyć

funkcje֒ w pobliżu interesuja֒cego nas punktu wielomianem stopnia

pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wyższych rze֒dów po-

jawi ly sie֒ w kilku miejscach w zwia֒zku z bardziej szczegó lowym
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badaniem funkcji . Okazuje sie֒, że definicje֒ pochodnej, zwia֒zana֒

z przybliżaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub ze-

rowego, można uogólnić. Tym zajmiemy sie֒ teraz. Efektem be֒dzie

zapowiadany wzór Taylora.

Poprzednio b la֒d przybliżenia mia l być ma ly w porównaniu

z pierwsza֒ pote֒ga֒ zmiany argumentu. Teraz zaża֒damy, by by l

ma ly w porównaniu z wyższymi pote֒gami h . Zmusi nas do użycia

wielomianów stopnia wyższego niż 1 .

Jeśli 0 < |h| < 1 , to |h| > h2 > |h|3 > h4 > . . . . Jasne jest

też, że jeśli h jest bardzo blisko 0, to h2 jest znacznie bliżej zera

niż h , h3 znacznie bliżej niż h2 itd. Jest tak, bo lim
h→0

h2

h = 0

i ogólnie, jeśli m > n , to lim
h→0

hm

hn = 0 . Można myśleć o tym tak:

jeżeli h jest bardzo ma le i m > n , to liczba hm = hm−n · hn

stanowi znikoma֒ cze֒́sć liczby hn , oczywíscie obie sa֒ wtedy bardzo

ma le, ale jedna jest istotnie mniejsza niż druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, różnica mie֒dzy dwie-

ma funkcjami f i g be֒dzie ma la, jeśli be֒dzie da֒żyć do 0 po podzie-

leniu przez hn , gdzie oznacza liczbe֒ naturalna֒. Naste֒puja֒cy lemat

podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by jedna funkcja

by la bliska drugiej w tym sensie.

Lemat 24.7 (o funkcjach ścísle przylegaja֒cych)

Jeśli funkcje f i g sa֒ n –krotnie różniczkowalne w punkcie 0, to

lim
x→0

f(x)−g(x)
xn = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pochodne funkcji f i g

w punkcie 0 sa֒ równe do n –tego rze֒du w la֒cznie: f (j)(0) = g(j)(0)

dla j ∈ {0, 1, . . . , n} .

Dowód. Za lóżmy, że lim
x→0

f(x)−g(x)
xn = 0 . Oznaczamy r(x) =

=f(x) − g(x) . Udowodnimy, że r(0) = r′(0) = . . . = r(n)(0) = 0 .

Jeśli że 0 6 j 6 n , to lim
x→0

r(x)
xj = lim

x→0

r(x)
xn · lim

x→0
xn−j = 0 , bo

pierwsza granica jest równa 0, a druga 0 lub 1 w zależności od

tego, czy j < n czy też j = n . Mamy lim
x→0

r(x) = 0 . Sta֒d

i z tego, że funkcja r jest cia֒g la w punkcie 0, jako różniczkowalna,
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wynika, że r(0) = 0 . Mamy 0 = lim
x→0

r(x)
x = lim

x→0

r(x)−r(0)
x = r′(0) .

Wobec tego r′(0) = 0 .

Teraz wykażemy, że r′′(0) = 0 (zak ladaja֒c, że n > 2 ). Sto-

sujemy teraz regu le֒ de l’Hospitala:

0 = lim
x→0

r(x)

x2
= lim

x→0

r′(x)

2x
=

1

2
lim
x→0

r′(x) − r′(0)

x
=

1

2
r′′(0) .

Trzecia pochodna też równa jest 0:

0 = lim
x→0

r(x)
x3 = lim

x→0

r′(x)
3x2 = lim

x→0

r′′(x)
6x = lim

x→0

r′′(x)−r′′(0)
6x = r(3)(0)

6 .

Powtarzamy procedure֒ aż do uzyskania równości 1
n!r

(n)(0) = 0.

Wykażemy teraz, że jeśli r(0) = r′(0) = . . . = r(n)(0) = 0 , to

lim
x→0

r(x)

xn
= 0 . Stosujemy regu le֒ de l’Hospitala:

lim
x→0

r(x)

xn
= lim

x→0

r′(x)

nxn−1
= . . . = lim

x→0

r(n−1)(x)

n(n − 1) . . . 2x
.

Mamy lim
x→0

r(n−1)(x)

x
= lim

x→0

r(n−1)(x) − r(n−1)(0)

x
= r(n)(0) = 0,

co kończy dowód lematu.

Wniosek 24.8 (z dowodu)

Jeśli funkcja r jest n –krotnie różniczkowalna w punkcie 0 oraz

r(0) = r′(0) = r′′(0) = r(n−1)(0) = 0 , to lim
x→0

r(x)
xn = r(n)(0)

n! .

Z lematu o funkcjach ścísle przylegaja֒cych wynika, że jeśli

chcemy przybliżyć funkcje֒ w otoczeniu punktu p wielomianem

w tak, by b la֒d przybliżenia by l ma ly w porównaniu z hn , to

pochodne tego wielomianu w punkcie 0, do n –tego rze֒du w la֒cznie,

musza֒ być równe odpowiednim pochodnym funkcji f w punkcie

p : f (j)(p) = w(j)(0) . Jeżeli w(x) = a0+a1x+a2x
2+· · ·+anxn dla

każdego x ∈ R , to w(j)(0) = j! aj dla j = 0, 1, 2, . . . , n . Wynika

sta֒d, że powinno być aj = f(j)(p)
j! . To motywuje wprowadzenie

naste֒puja֒cego określenia.

Definicja 24.9 (wielomianu Taylora i reszty)

Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie p pochodna֒ n –tego rze֒du.

n –tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p nazywamy
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wielomian

Tp,n,f (h) = f(p)+f ′(p)h+
f ′′(p)

2!
h2 +

f (3)(p)

3!
h3 + · · ·+ f (n)(p)

n!
hn

zmiennej h. n –ta֒ reszta֒ nazywamy różnice֒

rn(h) = f(p + h) − Tp,n,f (h) =

= f(p + h) −
(
f(p) + f ′(p)h + f ′′(p)

2!
h2 + · · · + f(n)(p)

n!
hn

)
.

Oczywíscie wielomian Taylora określony jest dla wszystkich

liczb h , natomiast reszta tylko dla takich h , dla których punkt

p + h znajduje sie֒ w dziedzinie funkcji f . Jasne jest też, że

po to, by móc mówić o pochodnej f (n)(p) trzeba za lożyć istnie-

nie pochodnej f (n−1) oraz wszystkich pochodnych niższego rze֒du

w pewnym otoczeniu punktu p . Zachodzi naste֒puja֒ce

Twierdzenie 24.10 (G.Peano)

Jeśli f jest funkcja֒ n –krotnie różniczkowalna֒ w punkcie p , to

zachodzi równość lim
h→0

rn(h)
hn = 0 .

Równość f(p+h) = f(p)+f ′(p)h+ f ′′(p)
2! h2+· · ·+ f(n)(p)

n! hn+rn(h)

nazywana bywa wzorem Taylora z reszta֒ Peano, jeśli dodamy in-

formacje֒ zawarta֒ w twierdzeniu Peano.

Twierdzenie Peano wynika natychmiast z lematu o funkcjach ścísle

przylegaja֒cych.

Również z tego lematu wynika, że innego wyboru nie ma,

jeśli chcemy mieć tak dok ladne przybliżenie i nie chcemy zwie֒kszać

stopnia wielomianu ponad niezbe֒dne minimum.

Twierdzenie 24.11 (o jednoznaczności wielomianu Taylora)

Jeśli funkcja f jest n razy różniczkowalna w punkcie p , w jest

wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż n , tzn. istnieja֒ takie liczby

a0 , a1 ,. . . ,an , że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodza֒ wzory

w(x) = a0 +a1x+a2x
2 + · · ·+anxn i lim

h→0

f(p+h)−w(p)
hn = 0 , to dla

każdego j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} zachodzi wzór f (j)(p) = j!aj , wie֒c

w jest wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p .

Nadmienić wypada, że Taylor by l wspó lczesny Newtonowi,

wzór Taylora znaleziony zosta l od razu. Idea przybliżania dok lad-
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niejszego niż liniowe by la obecna w omawianej teorii od samego

pocza֒tku! Również wspó lczesny Newtonowi by l Szkot o nazwisku

Maclaurin, którego nazwiskiem opatrywany jest wzór Taylora dla

p = 0 . Zaznaczmy jeszcze, że z wzorem Taylora zwia֒zane jest sze-

reg Taylora funkcji:

∞∑

n=0

f(n)(p)
n! hn . Szereg ten może mieć dodatni

promień zbieżności lub zerowy. Chca֒c o nim mówić trzeba za lożyć,

że funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rze֒dów. Nawet

wtedy może mieć on zerowy promień zbieżności lub mieć sume֒

różna֒ od f(p + h) . Gdy p = 0 mówimy o szeregu Maclaurina.

Czytelnik pozna l już rozwinie֒cia w szereg Maclaurina

funkcji wyk ladniczej o podstawie e : ex =
∞∑

n=0

xn

n! ,

funkcji sinus: sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! ,

funkcji kosinus: cos x =

∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
,

funkcji arkus tangens: arctg x =

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n+1 ,

oraz rozwinie֒cie w szereg Taylora:

funkcji ln wokó l punktu p = 1 : ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 xn

n ,

funkcji pote֒gowej o wyk ladniku a ∈ R wokó l punktu p = 1 :

(1 + x)a =
∞∑

n=0

(
a
n

)
xn .

Przyk lad 24.20 Rozwiniemy wokó l punktu x = 2 funkcje֒
x

x2+5x+6 . Mamy x
x2+5x+6 = 3

x+3 − 2
x+2 = 3

(x−2)+5 − 2
(x−2)+4 =

= 3
5[(x−2)/5+1] − 2

2[(x−2)/4+1] = 3
5

∞∑

n=0

(−1)n
(

x−2
5

)n −

− 2
4

∞∑

n=0

(−1)n
(

x−2
4

)n
=

∞∑

n=0

(−1)n
(

3
5n+1 − 2

4n+1

)
(x − 2)n .
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Wobec tego n –ty wielomian Taylora w punkcie 2 rozwijanej funk-

cji jest równy 1
10−

(
3
25− 1

8 )(x−2)+· · ·+(−1)n
(

3
5n+1 − 2

4n+1

)
(x−2)n .

Bez sztuczek algebraicznych, od których zacze֒lísmy rozwijanie

tej funkcji w szereg, otrzymanie krótkich wzorów na wspó lczynniki

wielomianu Taylora by loby trudniejsze.

Uwaga 24.12

Jeśli f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · =

∞∑

n=0

anxn dla x ∈ (−r, r) ,

r > 0 , to n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie 0

jest a0 + a1x + · · · + anxn . Dla dowodu wystarczy przekonać sie֒,

że lim
x→0

1
xn

(
an+1x

n+1 + an+2x
n+2 + · · ·

)
= lim

x→0

1
xn

∞∑

j=n+1

ajx
j = 0 .

Wynika to jednak  latwo z równości: lim
x→0

1
xn

∞∑

j=n+1

ajx
j =

lim
x→0

∞∑

j=n+1

ajx
j−n = lim

x→0

∞∑

j=1

aj+nxj =
∞∑

j=1

aj+n0j = 0 .

Przedostatnia równość wynika np. z jednostajnej zbieżności sze-

regu na jakimkolwiek przedziale postaci [−c, c] dla c ∈ (0, r) .

Przyk lad 24.21 Przedstawimy funkcje֒ arcsin x w postaci su-

my szeregu Maclaurina. Jeśli |x| < 1 , to

(
arcsin x

)′
= 1√

1−x2
= (1 − x2)−1/2 =

∞∑

n=0

(−1/2
n

)
(−x2)n = 1 +

+

∞∑

n=1

1
n! (−1

2 )(−3
2 ) · . . . ·(−2n−1

2 )(−x2)n = 1+

∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
n!·2n x2n =

=1 +
∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)

x2n =
(
x +

∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)

x2n+1
)′

, za-

tem funkcja arcsin x−
(
x +

∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)

x2n+1
)

jest sta la

na przedziale (−1, 1) , na którym szereg
∞∑

n=0

(−1/2
n

)
(−x2)n jest

zbieżny. Wartość tej funkcji w punkcie 0 jest równa 0 . Sta֒d
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wniosek: arcsin x = x+
∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)

x2n+1 dla x ∈ (−1, 1) .

Wyjaśnimy jeszcze kwestie֒ x = ±1 . Zauważmy, że
(
1 − 1

2

)2
<

<
(
1 − 1

2

)(
1 − 1

3

)
,

(
1 − 1

4

)2
<

(
1 − 1

4

)(
1 − 1

5

)
, . . . ,

(
1 − 1

2n

)2
<

<
(
1 − 1

2n

)(
1 − 1

2n+1

)
. Wobec tego

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1) = 1

2n+1

√(
1 − 1

2

)2(
1 − 1

4

)2 · . . . ·
(
1 − 1

2n

)2
<

< 1
2n+1

√(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

4

)(
1− 1

5

)
· . . . ·

(
1 − 1

2n

)(
1 − 1

2n+1

)
=

= 1
2n+1

√
1

2n+1 = 1
(2n+1)3/2 . Wynika sta֒d, że dla x = 1 szereg

x +

∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)x

2n+1 jest zbieżny 24.5 , co wie֒cej z kry-

terium Weierstrassa wynika, że szereg ten jest zbieżny jednostaj-

nie na przedziale [−1, 1] , zatem jego suma jest funkcja֒ cia֒g la֒ na

tym przedziale. Ponieważ ta suma i funkcja arcsin x sa֒ równe

w przedziale (−1, 1) i cia֒g le w punkcie x = −1 i w punkcie

x = 1 , wie֒c sa֒ też równe w punktach ±1 . Dodajmy jeszcze, że

jeśli |x| > 1 , to szereg x+
∞∑

n=1

1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)

x2n+1 jest rozbieżny,

o czym Czytelnik może przekonać sie֒ np. stosuja֒c kryterium ilo-

razowe d’Alemberta. Sta֒d wynika, że (2n + 1) –szy wielomian

Taylora funkcji arcsin x jest równy

x + 1
2·3x3 + 1·3

2·4·5x5 + · · · + 1·3·...·(2n−1)
2·4·...·(2n)·(2n+1)

x2n+1 .

Przyk lad 24.22 Niech f(0) = 0 i f(x) = e−1/x2

dla x 6= 0 .

Jeśli x 6= 0 , to f ′(x)= 2x−3e−1/x2

, f ′′(x)=
(
−x−4 +4x−6

)
e−1/x2

i ogólnie dla każdej liczby naturalnej n > 1 istnieje taki wielomian

wn stopnia 3n , że f (n)(x) = wn

(
1
x

)
e−1/x2

dla każdego x 6= 0 .

Dowodzimy tego przez indukcje֒ wzgle֒dem n . Dla n = 1 teze֒ już

sprawdzilísmy. Jeśli f (n)(x) = wn

(
1
x

)
e−1/x2

, to

f (n+1)(x) =
(
− x−2w′

n

(
1
x

)
+ 2x−3wn

(
1
x

))
e−1/x2

,

24.5
Można też pos lużyć sie֒ kryterium Raabe’go, jeśli ktoś je pamie֒ta.
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wie֒c wn+1(y) = 2y3wn(y) − y2w′
n(y) . Mamy teraz lim

x→0
f (n)(x) =

=lim
x→0

wn

(
1
x

)
e−1/x2

= lim
y→∞

wn(y)e−y2

= lim
y→∞

wn(y)

ey2 = 0 . Ta ostat-

nia równość wynika z tego, że dla każdej liczby rzeczywistej a

zachodzi równość lim
y→∞

ya

ey = 0 , wie֒c tym bardziej lim
y→∞

ya

ey2 = 0 .

Ponieważ f jest funkcja֒ cia֒g la֒ w punkcie 0 i lim
x→0

f ′(x) = 0 , wie֒c

f ′(0) = 0 — wynika to wprost z twierdzenia Lagrange’a o wartości

średniej, można też zastosować regu le֒ de l’Hospitala. Sta֒d, w taki

sam sposób, wnioskujemy, że f ′′(0) = 0 itd. (indukcja). Wobec

tego dla każdego n mamy f (n)(0) = 0 . Z tych rozważań wynika,

że funkcja f ma pochodne dowolnego rze֒du oraz, że T0,n,f (h) = 0

dla każdego h . Sta֒d wynika, że w tym przypadku dzie֒ki badaniu

wielomianu Taylora nic o funkcji dowiedzieć sie֒ nie można! Tym

razem ca la informacja jest ukryta w reszcie.

Oczywíscie 0 = f(0) jest najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji f ,

ale to wynika wprost z definicji tej funkcji.

Przyk lad 24.23 Niech g(x) = xf(x) , gdzie f oznacza funkcje֒

zdefiniowana֒ w poprzednim przyk ladzie. Z wzoru na pochodna֒

iloczynu dwu funkcji i tego, że f (n)(0) = 0 dla dowolnej liczby

ca lkowitej n > 0 wynika, że g(n)(0) = 0 dla każdego ca lkowitego

n > 0 . Funkcja g przyjmuje wartości dodatnie dla x > 0 , a dla

x < 0 — ujemne. Wobec tego w punkcie 0 nie ma lokalnego

ekstremum.

Przyk lad 24.24 Niech ϕ(x) = sin 1
x · e−1/x2

dla x 6= 0 oraz

ϕ(0) = 0 . Rozumuja֒c tak, jak w przyk ladzie 24.22 dowodzimy,

że funkcja ϕ jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna oraz

że ϕ(n)(0) = 0 dla każdej liczby ca lkowitej n > 0 . Bez trudu

można stwierdzić, że nie istnieje taka liczba δ > 0 , że na przedziale

(0, δ) funkcja ϕ jest wypuk la lub wkle֒s la. Wobec tego 0 nie jest

punktem przegie֒cia funkcji ϕ . W punkcie 0 funkcja ϕ nie ma

też lokalnego ekstremum.

Podobnie jak w dwóch poprzednich przyk ladach przyjrzenie

sie֒ wielomianowi Taylora w punkcie 0 nic nie daje, ca la informacja

o funkcji ϕ jest ukryta w reszcie, która jest równa funkcji.
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Twierdzenie 24.13 (o lokalnych ekstremach)

Za lóżmy, że funkcja f jest n –krotnie różniczkowalna w punkcie

p oraz że zachodza֒ równości 0 = f ′(p) = f ′′(p) = . . . = f (n−1)(p)

i nierówność f (n)(p) 6= 0 . Wtedy

1. jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒, to funkcja f nie ma w punkcie

p lokalnego ekstremum — w dowolnie ma lym otoczeniu punk-

tu p przyjmuje zarówno wartości wie֒ksze niż w punkcie p jak

i wartości wie֒ksze niż w punkcie p ,

2. jeśli n jest liczba֒ parzysta֒, funkcja to f ma w punkcie p

lokalne ekstremum w laściwe: minimum, gdy f (n)(p) > 0 ;

maksimum, gdy f (n)(p) < 0 .

Dowód. Skorzystamy z wzoru Taylora: f(p + h) = f(p) +

+ f ′(p)
1! h+ f ′′(p)

2! h2 + · · ·+ f(n−1)(p)
(n−1)! hn−1 + f(n)(p)

n! hn +rn(h) . Wobec

za lożeń o pochodnych funkcji f w punkcie p możemy napisać

f(p + h) − f(p) =
f (n)(p)

n!
hn + rn(h) = hn

(
f (n)(p)

n!
+

rn(h)

hn

)

Ponieważ lim
h→0

rn(h)
hn = 0 , wie֒c taka liczba istnieje δ > 0 , że jeśli

0 < |h| < δ , to
∣∣∣ rn(h)

hn

∣∣∣ <
∣∣∣ f(n)(p)

n!

∣∣∣ . Znak sumy dwu liczb jest

taki sam jak znak tej z nich, której wartość bezwzgle֒dna jest

wie֒ksza. W przypadku sumy f(n)(p)
n! + rn(h)

hn jest on wie֒c, przy

za lożeniu, że 0 < |h| < δ , taki jak znak liczby f (n)(p) (n! nie ma

wp lywu znak). Jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒, to znak iloczynu

hn
(

f(n)(p)
n! + rn(h)

hn

)
zmienia sie֒ wraz ze zmiana֒ znaku h . Jeśli

n jest liczba֒ parzysta֒, to znak ten jest niezależny od znaku h :

w przypadku f (n)(p) < 0 liczba hn
(

f(n)(p)
n! + rn(h)

hn

)
jest ujemna,

zaś w przypadku f (n)(p) > 0 – dodatnia. Sta֒d wynika teza.

Twierdzenie 24.14 (o punktach przegie֒cia)

1. Jeśli p jest punktem przegie֒cia funkcji f , która jest dwukrot-

nie różniczkowalna w tym punkcie, to f ′′(p) = 0 .
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2. Jeżeli n > 2 i funkcja f jest n –krotnie różniczkowalna

w punkcie p oraz 0 = f ′′(p) = f (3)(p) = . . . = f (n−1)(p)

i f (n)(p) 6= 0 , to jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒, to p jest

punktem przegie֒cia funkcji f , jeśli natomiast liczba n jest

parzysta, to p nie jest punktem przegie֒cia funkcji f .

Dowód. 1. Z definicji punktu przegie֒cia wynika, że istnieje ta-

ka liczba δ > 0 , że na jednym z przedzia lów (p − δ, p] , [p, p + δ)

funkcja f jest wypuk la, a na drugim — wkle֒s la. Dla ustalenia

uwagi przyjmijmy, że na przedziale (p − δ, p] funkcja f jest wy-

puk la, a na przedziale [p, p + δ) — wkle֒s la. Ponieważ f jest

dwukrotnie różniczkowalna w punkcie p , wie֒c jest różniczkowalna

w punktach pewnego przedzia lu o środku w punkcie p . Bez straty

ogólności można przyja֒ć, że tym przedzia lem jest (p − δ, p + δ) .

Wobec tego na przedziale (p − δ, p] pochodna f ′ funkcji f jest

niemaleja֒ca i wobec tego jej pochodna, czyli f ′′ , jest nieujemna

w każdym punkcie, w którym jest określona, wie֒c w szczególności

f ′′(p) > 0 . Na przedziale [p, p+ δ) funkcja f jest wkle֒s la i wobec

tego f ′′(p) 6 0 . Ponieważ f ′′(p) 6 0 6 f ′′(p) , wie֒c f ′′(p) = 0 .

2. Zastosujemy wzór Taylora do funkcji f ′′ w punkcie p

biora֒c pod uwage֒ zerowanie sie֒ kolejnych pochodnych. Mamy

f ′′(p + h) − f ′′(p) = hn−2
(

f(n)(p)
(n−2)! + rn−2(h)

hn−2

)
.

Niech δ > 0 be֒dzie taka֒ liczba֒ dodatnia֒, że jeśli 0 < |h| < δ , to
∣∣∣ rn−2(h)

hn−2

∣∣∣ <
|f(n)(p)|
(n−2)! . Liczby f(n)(p)

(n−2)! + rn−2(h)
hn−2 i f(n)(p)

(n−2)! maja֒ wie֒c

taki sam znak. Jeśli liczba n jest nieparzysta, to liczba hn−2

jest dodatnia dla dodatnich h i ujemna dla h ujemnych. Wobec

tego liczba f ′′(p + h) = hn−2
(

f(n)(p)
(n−2)! + rn−2(h)

hn−2

)
jest na jednym

z przedzia lów (−δ, 0) , (0, δ) dodatnia, a na drugim — ujemna.

Wobec tego na jednym z przedzia lów (p− δ, p] , [p, p + δ) funkcja

f jest ścísle wkle֒s la, a na drugim — ścísle wypuk la. Wynika sta֒d,

że p jest punktem przegie֒cia funkcji f . Jeżeli natomiast liczba

n jest parzysta, to wtedy funkcja f ′′ ma w punkcie p lokalne

ekstremum w laściwe, wie֒c albo na ca lym przedziale (p − δ, p + δ)

z wyja֒tkiem punktu p funkcja f ′′ jest dodatnia, albo na ca lym
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przedziale p − δ, p + δ funkcja f ′′ jest ujemna. W pierwszym

przypadku funkcja f jest ścísle wypuk la na calutkim przedziale

(p − δ, p + δ) , a w drugim — ścísle wkle֒s la. W żadnym z tych

przypadków p nie jest punktem przegie֒cia funkcji f . Dowód zos-

ta l zakończony.

Dowody dwóch ostatnich twierdzeń ilustruja֒, jak stosowany

jest wzór Taylora: pewna w lasność przys luguje wielomianowi Tay-

lora, reszta nie jest w stanie jej zmienić, bo jest za ma la. Oczywís-

cie istotnym za lożeniem jest f (n)(p) 6= 0 — bez niego nie mamy

podstaw do twierdzenia, że reszta jest ma la w porównaniu z wielo-

mianem Taylora funkcji f(x) − f(p) , przeciwnie w takim przy-

padku wszystkie informacje o zachowaniu sie֒ funkcji w pobliżu

punktu p zawarte sa֒ w reszcie, o której niewiele wiemy! Wypada

podkreślić, że mówimy tu jedynie o zachowaniu sie֒ funkcji w pobli-

żu punktu p , na nic wie֒cej nie możemy liczyć, bo za lożenia, które

uczynilísmy dotycza֒ jedynie pochodnych w tym jednym punkcie!

O wielkości liczby δ również nic nie możemy powiedzieć. Jeżeli

w konkretnej sytuacji musimy czegoś konkretnego o niej dowiedzieć

sie֒, to wymaga to dalszego badania konkretnej funkcji.

Kończa֒c przytoczymy twierdzenie pozwalaja֒ce napisać resz-

te֒ rn w konkretnej postaci przy dodatkowym za lożeniu, że istnieje

naste֒pna pochodna funkcji w pewnym otoczeniu interesuja֒cego

nas punktu. Z trzech cze֒sto przytaczanych wzorów podamy tylko

jeden, bo ich stosowalność jest dosyć ograniczona z wyja֒tkiem jed-

nego, w którym wyste֒puje ca lka, wie֒c na razie niedoste֒pnego.

Twierdzenie 24.15 (Lagrange’a o postaci reszty)

Jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest (n + 1) –krotnie różniczkowalna

w przedziale (a, b) , to mie֒dzy dowolnymi liczbami x, y ∈ (a, b)

można znaleźć taka֒ liczbe֒ c , że rx,n,f (y−x) = f(n+1)(c)
(n+1)! (y−x)n+1 .

Dowód. Niech g(x) = rx,n,f (y−x) =f(y)−
( n∑

j=0

f(j)(x)
j! (y−x)j

)
.

Wtedy g′(x) = −
n∑

j=0

f(j+1)(x)
j! (y − x)j +

n∑

j=1

f(j)(x)
(j−1)! (y − x)j−1 =
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= − f(n+1)(x)
n! (y − x)n . Niech w(x) = (y − x)n+1 , wie֒c w′(x) =

=− (n + 1)(y−x)n . Z twierdzenia Cauchy’ego o wartości średniej

wynika, że mie֒dzy liczbami x i y można znaleźć taka liczbe֒ c , że

g(x)−g(y)
w(x)−w(y)

= g′(c)
w′(c)

= − f(n+1)(c)
n!

(y − c)n
/(

− (n + 1)(y − c)n
)

=

= f(n+1)(c)
(n+1)! , wie֒c g(x) = g(x) − g(y) = f(n+1)(c)

(n+1)!

(
w(x) − w(y)

)
=

= f(n+1)(c)
(n+1)! (y−x)n+1 , a w laśnie ten wzór chcielísmy udowodnić.

Uwaga 24.16

Można uzyskać inne postaci reszty zaste֒puja֒c w dowodzie twier-

dzenia Lagrange’a wielomian (y − x)n+1 innym wielomianem ze-

ruja֒cym sie֒ w punkcie y , np. y − x . Ogólny wzór wygla֒da wte-

dy tak: rx,n,f (y − x) = − 1
n!f

(n+1)(c) w(x)
w′(c) . Dodajmy jeszcze, że

dowód twierdzenia jest bardzo krótki, ale jednak jest oparty na

pomyśle: traktujemy reszte֒ rx,n,f (y − x) jako funkcje֒ zmiennej x

przy ustalonym y , choć w pierwszej chwili mamy ochote֒ zmieniać

y przy ustalonym x .

Zadania
1. Obliczyć granice֒ lim

x→0
f(x) , jeśli f(x) =

1. sin x−x
x3 ; 2. xx ;

3.
(1−(cos x)sin x)

2

(tg x)6 ; 4. sin(1683x)

sin(x
√

2)
;

5. x−sin x
tg x−x ; 6. sin(tg x−sin x)

(− ln(cos x))a , a ∈ R;

7. x ctg x−1
x2 ; 8. x(ex+1)−2(ex−1)

x3 ;

9. 1−cos x2

x2 sin x2 ; 10. arcsin(2x)−2 arcsin x
x3 ;

11. xxx−1 ; 12. 2x−2sin x

x3 ;

13. x2/(1+ln x) ; 14. cos(sin x)−cos x
x4 ;

15. x−3
(
1 − (cos x)sin x

)
; 16. (ln 1

x)x ;

17.
(
(ln x) · ln(1 − x)

)
; 18. xε ln x , gdzie ε > 0 ;

19.
(

1
x − 1

ex−1

)
; 20.

(
ctg x − 1

x

)
;

21. 1
x ·

(
(1 + x)1/x − e

)
; 22.

(
arcsin x

x

)−1/x2

;
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23.
(

sin x
x

)1/x2

; 24. x ln(cos x)
sin x−tg x ;

25. ln(1+tg x)−sin x
sin3 x

; 26. ln(cos x+arcsin x)
ex tg x ;

27. tg(tg x))+arcsin x
x

; 28. sin(sin x)−x 3
√

1−x2

x5 ;

29. sin(sin x)+e1−cos x tg x+ 3
√

1−x−√
cos x

3√x−sin x+ 5
√

x−tg x+(x3/3)
;

30. 1
x(ln(cos x))4

(
x − x3

6 + x5

120 − x7

5040 − sin x
)

;

31. (sin(tg x))5/3· 3
√

xx−1

(ln x)1/3·(
√

1−x2−
√

1+x2
;

32. 1
ln(cos x) ·

(
( 1

cos x )sin x·tg x − 1
e

)
;

33. 1
x
√

x

(√
2 arctg

√
x
2 −

√
3 arctg

√
x
3

)
.

2. Obliczyć granice֒

a. lim
x→π

2

(
π
2
− x

)
tg x ; b. lim

x→π
4

(tg x)tg(2x)

c. lim
x→π

4

tg x−1
2 sin2 x−1

; d. lim
x→∞

x1000(1.001)−x ;

e. lim
x→∞

(
tg πx

2x+1

)−1/x
; f. lim

x→∞
x2 · e−x/1000 ;

g. lim
x→1

xx−x
ln x−x+1 ; h. lim

x→1
x1/(1−x) ;

i. lim
x→1

(2 − x)tg(πx/2) ; j. ln(x + ex)
(
(1 + 1

x
)x − e

)
.

3. Obliczyć, jeśli istnieje, granice֒ lim
x→0

x2 sin(1/x)
sin x . Czy można użyć

regu le֒ de l’Hospitala (bez dodatkowych przekszta lceń)?

4. Obliczyć, jeśli istnieje, granice֒ lim
x→∞

x+sin x
x−sin x . Czy można użyć

regu le֒ de l’Hospitala (bez dodatkowych przekszta lceń)?

5. Obliczyć, jeśli istnieje, granice֒ lim
x→∞

1+x+sin x cos x
(x+sin x cos x)esin x . Czy

można użyć regu le֒ de l’Hospitala (bez dodatkowych prze-

kszta lceń)?

6. Obliczyć granice֒ lim
x→∞

e−2x(cos x+2 sin x)+e−x2
sin2 x

e−x(cos x+sin x)
lub wyka-

zać, że ta granica nie istnieje. Czy można zastosować regu le֒

de l’Hospitala (bez dodatkowych przekszta lceń)?

7. Niech P (x) oznacza pole odcinka ko la o promieniu 1 od-

cie֒tego cie֒ciwa֒ c(x) , na której oparty jest ka֒t x . Znaleźć

trzeci wielomian Taylora w punkcie 0 funkcji P . Wykazać,
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że P (x) ≈ 2
3c(x)h(x) , gdzie h(x) jest równe różnicy promie-

nia okre֒gu i wysokości trójka֒ta równoramiennego T2 , którego

podstawa֒ jest cie֒ciwa c a wierzcho lkiem leża֒cym naprzeciw

niej — środek okre֒gu.

8. Oszacować b la֒d r(x) pope lniany przy stosowaniu naste֒puja֒-

cego przybliżenia: d lugość  luku A(x) , na którym oparty jest

ka֒t o wielkości x , jest równa sumie sumie ramion trójka֒ta

równoramiennego T1 , którego podstawa֒ jest cie֒ciwa c(x) , na

której oparty jest  luk A(x) a wysokościa֒ jest odcinek o d lu-

gości
√

4
3

odleg lości środków A(x) i c(x) .

9. Dowieść, że (tg x)(n)(0) > 0 dla dowolnego nieparzystego n .

10! Dowieść, że wielomian w jest podzielny przez (x− c)k wtedy

i tylko wtedy, gdy 0 = w(0) = w′(0) = . . . = w(k−1)(0) .

11. Niech f oznacza funkcje֒ trzykrotnie różniczkowalna֒ i niech

Sf (x) = f(3)(x)
f ′(x) − 3

2

( f ′′(x)
f ′(x)

)2
dla każdej liczby x , dla której

f ′(x) 6= 0 . Dowieść, że jeśli Sf < 0 i Sg < 0 i z lożenie f ◦ g

jest zdefiniowane, to Sf◦g < 0 .

12. Dowieść, że jeśli Sf < 0 dla pewnej funkcji f , to funkcja f ′

nie ma minimów lokalnych (Sf z poprzedniego zadania).

13. Dowieść, że jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcja֒ (p + q) –krotnie

różniczkowalna֒ w punktach przedzia lu [a, b] i ma pochodna֒

rze֒du p+q+1 w punktach przedzia lu (a, b) i f(a) = f ′(a) =

=f ′′(a) = . . . = f (p)(a) = 0 = f (q)(b) = . . . = f ′(b) = f(b) ,

to istnieje taka liczba c ∈ (a, b) , że fp+q+1(c) = 0 .

14! Dowieść, że jeśli wielomian a0 + a1x + · · ·+ anxn ma n pier-

wiastków rzeczywistych liczonych z krotnościami, to k –ta

pochodna tego wielomianu ma n − k pierwiastków rzeczy-

wistych liczonych z krotnościami.

15. Dowieść, że funkcja ex
(
xne−x

)(n)
jest wielomianem, który ma

n różnych pierwiastków dodatnich.

16. Udowodnić, że jeśli f (n)(x) = 0 dla każdego x ∈ R , to funkcja

f jest wielomianem stopnia mniejszego niż n .
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17. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ nieskończenie wiele

razy różniczkowalna֒ i dla każdego x ∈ R istnieje taka liczba

naturalna nx 6 100 , że f (nx)(x) = 0 , to funkcja f jest

wielomianem stopnia mniejszego niż 100 .

18.∗ Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ nieskończenie wiele

razy różniczkowalna֒ i dla każdego x ∈ R istnieje taka liczba

naturalna nx , że f (nx)(x) = 0 , to f jest wielomianem.

19.∗ Dowieść, że jeśli f : [0,∞) −→ R jest taka֒ funkcja֒ nieskoń-

czenie wiele razy różniczkowalna֒, że 0 = f(0) = f ′(0) =

=f ′′(0) = . . . i f (n)(x) > 0 dla każdej liczby x > 0 i każdej

liczby ca lkowitej n > 0 , to f(x) = 0 dla każdego x > 0 .

20. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ dwukrotnie

różniczkowalna֒, że f ′′(x) = −ω2f(x) dla każdego x ∈ R , to

f(x) = f(0) cos(ωx) + f ′(0) sin(ωx) dla każdego x ∈ R .

21. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ dwukrotnie

różniczkowalna֒, że f ′′(x) = ω2f(x) dla każdego x ∈ R , to

f( x
ω ) = 1

2

[
f(0)

(
ex+e−x

)
+f ′(0)

(
ex−e−x

)]
dla każdego x∈ R.

22. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest taka֒ funkcja֒ dwukrotnie

różniczkowalna֒ na przedziale [a, b] , że f ′(a) = 0 = f ′(b) , to

istnieje takie c ∈ (a, b) , że |f ′′(x)| >
4

(b−a)2

∣∣f(b) − f(a)
∣∣ .

23. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ dwukrotnie różnicz-

kowalna֒ w punkcie x , to f ′′(x) = lim
h→0

f(x+h)+f(x−h)−2f(x)
h2 .

24. Dowieść, że jeśli f : [a, b] −→ R jest taka֒ funkcja֒ n –krotnie

różniczkowalna֒, że f(xj) = 0 dla pewnych x0, x1, . . . , xn

z przedzia lu [a, b] , j = 0, 1, . . . , n i x0 < x1 < . . . < xn ,

to istnieje taka liczba c ∈ (a, b) , że f (n)(c) = 0 .

25. Dowieść, że jeśli Tm(x) = 21−m cos(arccos x), gdy |x| < 1 , to

(1 − x2)T ′′
m(x) − xT ′

m(x) + m2Tm(x) = 0 .

26. Dowieść, że jeśli Pm(x) = 1
2mm!

(
(x2 − 1)m

)(m)
, to

(1 − x2)P ′′
m(x) − xP ′

m(x) + m(m + 1)Pm(x) = 0 .

27. Czy szereg
∑

xn

n! jest jednostajnie zbieżny na ca lej prostej?
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28. Wyjaśnić, czy szereg
∑

(−1)n x2n+1

(2n+1)! jest jednostajnie zbieżny

na ca lej prostej.

29. Niech f(0) = 0 i f(x) = e−1/x2

sin 1
x dla x 6= 0 . Wykazać,

że funkcja f jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna.

30. Podać przyk lad takiej nieskończenie wiele razy różniczkowalnej

funkcji f , że xf(x) > 0 dla x 6= 0 i że na żadnym przedziale

postaci [0, δ] , δ > 0 , funkcja ta nie jest wypuk la ani wkle֒s la.

31. Dowieść, że jeśli f : (0,∞) → R jest funkcja֒ dwukrotnie róż-

niczkowalna֒ i Mj = sup{|f (j)(x)|: x > 0} dla j = 0, 1, 2 ,

to M1 6 2M0M2 oraz że w tej nierówności wspó lczynnika 2

nie można zmniejszyć.

32. Dowieść, że jeśli f : (0,∞) → R jest funkcja֒ dwukrotnie róż-

niczkowalna֒, lim
x→∞

f(x) = 0 i funkcja f ′′ jest ograniczona,

to lim
x→∞

f ′(x) = 0 .

33. Za lóżmy, że funkcja f jest k –krotnie różniczkowalna w punk-

cie p , a funkcja g jest k –krotnie różniczkowalna w punkcie

f(p) , to zachodzi równość

(g ◦ f)(k)(p) =

=
∑

k!
n1!n2!·...·nj !g

(j)(f(p))
( f ′(p)

1!

)n1
( f ′′(p)

2!

)n2
. . .

( f(j)(p)
1!

)nj
,

gdzie sumowanie rozcia֒ga sie֒ na wszystkie takie uk lady liczb

naturalnych (n1, n2, . . . , nj) , że n1 + 2n2 + · · · + jnj = k .

34. Dowieść, że jeśli dwukrotnie różniczkowalna na R funkcja f

spe lnia warunki
(
f(x)

)2
6 a i

(
f ′(x)

)2
+

(
f ′′(x)

)2
6 b dla

każdego x ∈ R , to ∀x∈R

(
f(x)

)2
+

(
f ′(x)

)2
6 max(a, b) .

35. Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy różniczko-

walna funkcja f : R −→ R , że f(x) = 0 , gdy x 6 0 oraz

f(x) > 0 , gdy x > 0 .

36. Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy różnicz-

kowalna funkcja f : R −→ R , że f(x) = 0 , gdy x 6 0 ,

0 < f(x) < 1 , gdy 0 < x < 1 oraz f(x) = 1 , gdy x > 1 .

37. Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy różnicz-

kowalna funkcja f : R −→ R , że f(x) = 0 , gdy |x| > 2 ,

0 < f(x) < 1 , gdy 1 < |x| < 2 oraz f(x) = 1 , gdy |x| 6 1 .
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38. Wykazać, że dla każdego wielomianu w i każdych h, p ∈ R

zachodzi równość w(p + h) =
∑∞

n=0
hn

n! w
(n)(p) .

39. Udowodnić, że jeśli f(x) = ln x i p > |h| > 0 , to zachodzi

równość f(p + h) =
∑∞

n=0
hn

n! f
(n)(p) .

40. Udowodnić, że jeśli f(x) = 1
1+x+x2 , p ∈ R , to istnieje taka

liczba r > 0 , że jeśli |h| < r , to f(p+h) =
∑∞

n=0
hn

n! f
(n)(p) .

41. Dowieść, że jeśli f(x) = x+2
1+3x+3x2+x3 , p 6= −1 , to istnieje taka

liczba r > 0 , że jeśli |h| < r , to f(p + h)=
∞∑

n=0

hn

n! f
(n)(p) .

42. Dowieść, że jeśli f(x) =
√

x + 2 , p > −2 , to istnieje taka

liczba r > 0 , że jeśli |h| < r , to f(p + h)=
∑∞

n=0
hn

n! f
(n)(p) .

43. Dowieść, że jeśli f(x) = sin(1 + x2) , p ∈ R , to istnieje taka

liczba r > 0 , że jeśli |h| < r , to f(p + h)=
∑∞

n=0
hn

n! f
(n)(p) .

44. Dowieść, że jeśli f(x) = 3
√

1 + x , p 6= −1 , to istnieje taka

liczba r > 0 , że jeśli |h| < r , to f(p + h)=
∑∞

n=0
hn

n! f
(n)(p) .

45. Dla jakich a, b ∈ R zachodzi wzór lim
x→0

x−(a+b cos x) sin x
x5 = 0 ?

46. Dla jakich a, b, c, d ∈ R funkcja x−5
(
e−x − 1+ax+bx2

1+cx+dx2

)
jest

ograniczona w pewnym otoczeniu liczby 0 ?
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Widzielísmy już, że wiele funkcji można zapisać w postaci

sumy szeregu lub granicy cia֒gu. Podamy teraz twierdzenie, które

pozwala w licznych sytuacjach obliczać pochodna֒ granicy cia֒gu

funkcyjnego. Zaczniemy od przyk ladu pokazuja֒cego, że rzecz wy-

maga pewnego zastanowienia.

Przyk lad 25.1 Niech fn(x) = 1
n

sin(n2x) . Jasne jest, że za-

chodzi nierówność |fn(x)| 6
1
n

, wie֒c cia֒g (fn) jest jednostaj-

nie zbieżny do funkcji zerowej. Mamy f ′
n(x) = n2 1

n
cos(n2x) =

=n cos(n2x) , wie֒c f ′
n(0) = n , zatem lim

n→∞
fn(0) = ∞ . Jeśli n jest

liczba֒ parzysta֒, to f ′
n(π) = n . Jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒, to

f ′
n(π) = −n . Cia֒g (f ′

n(π)) w ogóle nie ma granicy (ani skończonej

ani nieskończonej). Wynika sta֒d, że z jednostajnej zbieżności

cia֒gu funkcyjnego nie wynika jednostajna zbieżność cia֒gu pochod-

nych, nie wynika nawet punktowa i to nawet wtedy, gdy granica

jest funkcja֒ różniczkowalna֒.

Bardzo użyteczne bywa twierdzenie, które mówi, że jednak

przy pewnych za lożeniach pochodna granicy ma zwia֒zek z pochod-

nymi wyrazów cia֒gu.

Twierdzenie 25.1 (o różniczkowaniu cia֒gów funkcyjnych)

Za lóżmy, że (Fn) jest cia֒giem funkcji cia֒g lych określonym na

przedziale domknie֒tym [a, b] oraz że każda funkcje Fn jest róż-

niczkowalna na przedziale otwartym (a, b) . Jeśli cia֒g (F ′
n) jest

jednostajne zbieżny na przedziale (a, b) do funkcji f , a cia֒g (Fn)

jest zbieżny w co najmniej jednym punkcie przedzia lu [a, b] , to

25.1.1 cia֒g (Fn) jest jednostajnie zbieżny na przedziale [a, b]

do pewnej funkcji F i

25.1.2 F ′(x) = f(x) dla każdego x ∈ (a, b) , co można zapisać

też tak
(

lim
n→∞

Fn(x)
)′

= lim
n→∞

F ′
n(x) .
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Dowód. Wykażemy najpierw, że cia֒g (Fn) jest zbieżny jedno-

stajnie. Niech p ∈ [a, b] be֒dzie takim punktem, że cia֒g (Fn(p))

jest zbieżny. Niech ε > 0 . Istnieje nε takie, że dla każdych

n, k > nε i dowolnego x zachodza֒ nierówności |F ′
n(x)−F ′

k(x)| < ε

oraz
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ < ε . Wobec tego

|Fn(x) − Fk(x)| 6

∣

∣

∣
Fn(x) − Fk(x) −

(

Fn(p) − Fk(p)
)

∣

∣

∣
+

+
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ =

=
∣

∣F ′
n(cx) − F ′

k(cx)
∣

∣

∣

∣x − p
∣

∣ +
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ < ε + ε = 2ε .

Zastosowalísmy twierdzenie Lagrange’a do funkcji Fn − Fk ! Cia֒g
(

Fn

)

jest wie֒c cia֒giem Cauchy’ego, zatem jest zbieżny jedno-

stajnie do pewnej funkcji F . Funkcja ta jest cia֒g la jako granica

cia֒gu funkcji cia֒g lych zbieżnego jednostajnie.

Wykażemy, że F ′(x) = f(x) dla każdego x . Stosuja֒c znów

twierdzenie Lagrange’a do różnicy Fn − Fk otrzymujemy dla do-

statecznie dużych n i k nierówność
∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
− F ′

n(x) −

(

Fk(x + h) − Fk(x)

h
− F ′

k(x)

)
∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

F ′
n(cn,k) − F ′

n(x) −

(

F ′
k(cn,k) − F ′

k(x)

)
∣

∣

∣

∣

< ε

— bowiem dla dostatecznie dużych n, k i dowolnego t zachodzi

nierówność
∣

∣F ′
n(t) − F ′

n(t)
∣

∣ < ε
2 ,

która֒ stosujemy w przypadku t = cn,k oraz t = x . Ponieważ

lim
k→∞

Fk(t) = F (t) i lim
k→∞

F ′
k(t) = f(t) , wie֒c dla dostatecznie

dużego n wszystkich liczb x ∈ [a, b] i wszystkich takich h , że

x + h ∈ [a, b] , zachodzi nierówność
∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
−F ′

n(x) −

(

F (x + h) − F (x)

h
− f(x)

)
∣

∣

∣

∣

6 ε .

Dla ustalonego, dostatecznie dużego n i ustalonego x istnieje taka

liczba δn > 0 , że

0 < |h| < δn ⇒

∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
− F ′

n(x)

∣

∣

∣

∣

< ε ,
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jeśli tylko x + h ∈ I . Sta֒d wynika, że jeśli 0 < |h| < δn , to
∣

∣

∣

∣

F (x + h) − F (x)

h
−f(x)

∣

∣

∣

∣

6 ε+

∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
−F ′

n(x)

∣

∣

∣

∣

6 2ε

dla tego ustalonego x , jeśli x + h ∈ I . Oznacza to, że zachodzi

równość f(x) = lim
h→0

F (x+h)−F (x)
h

, tzn. f(x) = F ′(x) .

Uwaga 25.2

Jeśli pochodne F ′
1, F

′
2, . . . sa֒ cia֒g le, to ich granica f też, bo

granica jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la.

Z twierdzenia o różniczkowaniu cia֒gów wynika

Twierdzenie 25.3 (o różniczkowaniu szeregu funkcyjnego)

Niech
∑

Fn be֒dzie takim szeregiem funkcji cia֒g lych na przedziale

[a, b] , różniczkowalnych na przedziale (a, b) , że szereg
∑

F ′
n jest

jednostajnie zbieżny na przedziale (a, b) a szereg
∑

Fn jest zbież-

ny w co najmniej jednym punkcie przedzia lu [a, b] . Wtedy szereg
∑

Fn jest jednostajnie zbieżny na przedziale [a, b] , jego suma jest

funkcja֒ różniczkowalna֒ i dla każdego x ∈ (a, b) zachodzi równość
(
∑

Fn(x)
)′

=
∑

F ′
n(x) .

Uwaga 25.4

Nie korzystalísmy w dowodzie tego twierdzenia w istotny sposób

z żadnych w lasności funkcji określonych na przedziale domknie֒-

tym. Oznacza to, że w twierdzeniu o różniczkowaniu cia֒gów funk-

cyjnych możemy zasta֒pić przedzia l domknie֒ty [a, b] przedzia lem

(a, b) , [a, b) lub (a, b] zak ladaja֒c, że −∞ < a < b < ∞ . Czytel-

nik zechce zastanowić sie֒ nad tym, gdzie wykorzystujemy za lożenie

−∞ < a < b < ∞ i sformu lować twierdzenie w przypadku prze-

dzia lu nieskończonego.

Udowodnimy teraz bardzo twierdzenie, z którego później sko-

rzystamy kilka razy.
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Twierdzenie 25.5 (o istnieniu funkcji pierwotnej)

Jeśli I ⊆ R jest przedzia lem a f : I −→ R funkcja֒ cia֒g la֒, to

istnieje taka funkcja F : I −→ R , że dla każdego x ∈ I zachodzi

równość 25.1 F ′(x) = f(x) .

Dowód. Niech a be֒dzie lewym końcem przedzia lu I , b — pra-

wym, być może a = −∞ lub b = ∞ . Niech (an) be֒dzie nie-

rosna֒cym cia֒giem zbieżnym do a , (bn) — niemaleja֒cym cia֒giem

zbieżnym do b i niech a < a1 < b1 < b . Mamy wie֒c

[a1, b1] ⊆ [a2, b2] ⊆ . . . [an, bn] ⊆ . . . i

∞
⋃

n=1

[an, bn] = (a, b) .

Za lóżmy jeszcze, że jeśli a ∈ I , to an = a dla n = 1, 2, . . . , a jeśli

b ∈ I , to bn = b dla n = 1, 2, . . .

Niech wn be֒dzie takim wielomianem, że dla każdej liczby

x ∈ [an, bn] zachodzi nierówność |wn(x) − f(x)| < 1
n
.25.2 Z tego,

że [c, d] ⊆ I wynika istnienie takiego k ∈ N , że [c, d] ⊆ [ak, bk] .

Wobec tego nierówność |wn(x) − f(x)| < 1
n

zachodzi dla n > k

i x ∈ [ak, bk] . Wynika sta֒d jednostajna zbieżność cia֒gu (wn) na

przedziale [ak, bk] , wie֒c również na przedziale [c, d] .

Niech p be֒dzie dowolnym punktem przedzia lu (a1, b1). Niech

Wn oznacza taki wielomian, że Wn(p) = 0 i W ′
n(x) = wn(x)

dla każdego x ∈ R . Taki wielomian Wn istnieje: jeśli zachodzi

równość wn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amxm , to przyjmujemy

Wn(x) = a0x + 1
2a1x

2 + 1
3a2x

3 + · · · + 1
m+1amxm+1 −

−
[

a0p + 1
2a1p

2 + 1
3a2p

3 + · · · + 1
m+1ampm+1

]

.

Z twierdzenia o różniczkowalności cia֒gu funkcyjnego wynika od

razu, że cia֒g (Wn) jest jednostajnie zbieżny do pewnej funkcji F

na przedziale [c, d] i F ′(x) = f(x) dla każdego x ∈ [c, d] .

Zauważmy jeszcze, że żadnych ograniczeń na przedzia l [c, d]

25.1
W końcu przedzia lu pochodna jednostronna.

25.2
Istnienie takiego wielomianu wynika z twierdzenia Weierstrassa o przybliżaniu
funkcji cia֒g lych wielomianami.
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nie nak ladalísmy. Oczywíscie dla każdego x ∈ I istnieja֒ takie

liczby c, d , że x ∈ [c, d] , a sta֒d wynika, że równość F ′(x) = f(x)

zachodzi dla każdej liczby x ∈ I .

Przypomnijmy, że z twierdzenia Lagrange’a o wartości śred-

niej wynika natychmiast, że jeśli F ′
1(x) = f(x) = F ′

2(x) dla każ-

dego x ∈ I , to istnieje taka liczba C , że dla każdego x ∈ I

zachodzi równość F2(x) = F1(x) + C , czyli funkcja F , której

istnienie wykazalísmy nie jest co prawda określona jednoznacznie,

ale z dok ladnościa֒ do sta lej.

Uwaga 25.6

Z dowodu twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej możemy  latwo

wyeliminować twierdzenie Weierstrassa o przybliżaniu funkcji cia֒g-

 lych wielomianami. Wystarczy zamiast wielomianami przybliżać

funkcjami przedzia lami liniowymi, czyli funkcjami postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| ,

w rozdziale poświe֒conym cia֒gom i szeregom funkcyjnym wykaza-

lísmy, że jest to możliwe. Mamy oczywíscie
(

1
2 |x|x

)′
= |x| dla

każdego x ∈ R . Z tego wzoru wnioskujemy bez trudu, że
1
2

(

ax2 + 2bx + a1|x − x1|(x − x1) + a2|x − x2|(x − x2) +

+ · · · + an|x − xn|(x − xn)
)′

=

= ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| .

W dowodzie zamiast wielomianów wn używamy funkcji przedzia-

 lami liniowych — to jedyna zmiana.

Naste֒pne dwa twierdzenia ilustruja֒ możliwe k lopoty z różnicz-

kowalnościa֒.

Twierdzenie 25.7

Dla każdego cia֒gu (an)∞n=1 liczb rzeczywistych istnieje funkcja

cia֒g la f : R −→ R , która jest różniczkowalna w każdym punkcie

x ∈ R \ {a1, a2, . . .} i która nie pochodnej w żadnym z punktów

a1, a2, . . .
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Dowód. Możemy oczywíscie za lożyć, że jeśli i 6= j , to ai 6= aj ,

czyli że w cia֒gu (an) nie ma powtórzeń — wystarczy wykreślić

wszystkie wyrazy, które pojawi ly sie֒ w cia֒gu wcześniej.

Niech g(x) = sin |x| . Funkcja g jest różniczkowalna w każ-

dym punkcie x 6= 0 — wynika to z twierdzenia o pochodnej

z lożenia dwu funkcji. W punkcie 0 pochodne jednostronne sa֒

różne, wie֒c funkcja różniczkowalna nie jest, ale jest cia֒g la.

Niech f(x) =
∑∞

n=1 2−ng(x − an) . Dla każdego n zachodzi

nierówność |2−ng(x − an)| 6 2−n , a ponieważ szereg
∑∞

n=1 2−n

jest zbieżny, wie֒c szereg
∑∞

n=1 2−ng(x − an) jest jednostajnie

zbieżny (kryterium Weierstrassa), zatem jego suma jest funkcja֒

cia֒g la֒.

Za lóżmy, że x 6= an dla n = 1, 2, . . . i że ε > 0 . Istnieje

taka liczba naturalna k , że
∑∞

n=k 2−n = 2−k+1 < ε
3 . Mamy też

|g(x + h) − g(x)| =
∣

∣ sin |x + h| − sin |x|
∣

∣ 6
∣

∣|x + h| − |x|
∣

∣ 6 |h| ,

wie֒c
∣

∣

g(x+h)−g(x)
h

∣

∣ =
∣

∣

sin |x+h|−sin |x|
h

∣

∣ 6
|h|
|h|

= 1 . Wynika sta֒d, że
∣

∣

1
h

(
∑∞

n=k 2−ng(x + h − an) −
∑∞

n=k 2−ng(x − an)
)
∣

∣ =

=
∣

∣

∑∞
n=k

1
2n

g(x+h−an)−g(x−an)
h

∣

∣6
∑∞

n=k
1

2n

∣

∣

g(x+h−an)−g(x−an)
h

∣

∣ 6

6
∑∞

n=k
1

2n = 1
2k−1 < ε

3 .

Z różniczkowalności funkcji g poza punktem 0 wynika, że

istnieje taka liczba δk > 0 , że jeśli 0 < |h| < δk , to

∣

∣

∣

1
h

(

k−1
∑

n=1

1
2n g(x+h−an)−

k−1
∑

n=1

1
2n g(x−an)

)

−

k−1
∑

n=1

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
< ε

3 .

Sta֒d i z tego, że |g′(x)| 6 1 wynika, że jeśli 0 < |h| < δk , to
∣

∣

∣

f(x+h)−f(x)
h

−

∞
∑

n=1

1
2n g′(x − an)

∣

∣

∣
6

6

∣

∣

∣

1
h

(

k−1
∑

n=1

1
2n g(x+h−an)−

k−1
∑

n=1

1
2n g(x−an)

)

−

k−1
∑

n=1

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
+

+
∣

∣

∣

1
h

(

∞
∑

n=k

1
2n g(x+h−an)−

∞
∑

n=k

1
2n g(x−an)

)
∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∞
∑

n=k

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
<
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< ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε .

Wynika z tych oszacowań, że lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

=
∞
∑

n=1

1
2n g′(x− an) .

Zauważmy teraz, że funkcja
∑∞

n=2 2−ng(x− an) jest różnicz-

kowalna dla każdego x ∈ R z wyja֒tkiem punktów a2, a3, . . . ,

w szczególności jest różniczkowalna w punkcie a1 . Ponieważ

funkcja g(x− a1) =
∑∞

n=1 2−ng(x− an)−
∑∞

n=2 2−ng(x− an) nie

jest różniczkowalna w punkcie a1 , wie֒c funkcja
∑∞

n=1 2−ng(x−an)

jest nieróżniczkowalna w punkcie a1 . W taki sam sposób można

udowodnić, że funkcja
∑∞

n=1 2−ng(x− an) jest nieróżniczkowalna

w punktach a2 , a3 , . . .

Twierdzenie 25.8 (funkcja cia֒g la nigdzie nieróżniczkowalna
25.3

)

Istnieje funkcja cia֒g la f : R −→ R , która nie ma skończonej po-

chodnej w żadnym punkcie.

Dowód. Niech u(x) = 1
2 − |x − 1

2 | dla 0 6 x 6 1 . Te֒ funkcje֒

przed lużamy na ca la֒ prosta֒ tak, by równość u(x + 1) = u(x) za-

chodzi la dla każdej liczby x ∈ R . Niech un(x) = 4−nu(4nx) . 25.4

Niech f(x) =
∑∞

n=0 un(x) dla x ∈ R .

Szereg
∑

un jest jednostajnie zbieżny na ca lej prostej, bo

|un(x)| 6
1
2 · 4−n dla każdego x ∈ R i

∑∞
n=0 4−n = 4

3 < ∞.

Wobec tego, że funkcje u0, u1, . . . sa֒ cia֒g le, funkcja f jest cia֒g la.

Wykażemy, że nie ma ona skończonej pochodnej w żadnym punk-

cie (jednostronne nieskończone ma w wielu punktach).

Ustalmy x oraz n . Niech hn be֒dzie taka֒ liczba֒, że na

przedziale Px,n o końcach x , x + hn funkcja un jest mono-

toniczna i |hn| = 4−n−1 . Oznacza to, że mie֒dzy punktami x

i x + hn nie ma ani jednego punktu postaci p
2 · 4−n , gdzie p ∈ Z .

Wynika sta֒d, że jeśli k 6 n , to funkcja uk jest monotoniczna na

25.3
Twierdzenie udowodni l Weierstrass, a podany niżej dowód pochodzi od van
der Waerdena

25.4
A może Czytelnik narysuje sobie wykresy u0 , u1 ?
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przedziale Px,n . Jasne jest też, że uk(x+hn)−uk(x)
hn

= ±1 . Jeśli

k > n , to uk(x + hn) = uk(x) , bo okresem funkcji uk jest liczba

4−k , wie֒c liczba 4−n = 4k−n · 4−k jako wielokrotność okresu jest

też okresem funkcji uk . Sta֒d wynika, że iloraz f(x+hn)−f(x)
hn

jest

suma֒ n + 1 sk ladników, z których każdy równy jest ±1 , wie֒c

jest liczba֒ nieparzysta֒, gdy n jest parzyste i parzysta֒, gdy n jest

nieparzyste. Wynika sta֒d, że wartość bezwzgle֒dna֒ różnicy mie֒dzy

kolejnymi wyrazami cia֒gu
(

f(x+hn)−f(x)
hn

)

nie jest mniejsza niż 1 ,

wie֒c cia֒g ten nie ma granicy skończonej. Jeśli wie֒c funkcja f ma

pochodna֒ w punkcie x , to ta pochodna jest nieskończona.

Uwaga 25.9 A.S.Besicovitch poda l przyk lad funkcji cia֒g lej, któ-

ra w żadnym punkcie nie ma ani jednej pochodnej jednostronnej

(ani skończonej ani nieskończonej), ale jego przyk lad jest istotnie

trudniejszy od podanego w tekście i zosta l podany kilkadziesia֒t lat

po pojawieniu sie֒ przyk ladu Weierstrassa. Oryginalny przyk lad

Weiertrassa by l nieco inny od podanego w dowodzie. By la to

funkcja postaci
∑∞

n=0 bn cos(anπx) , gdzie oznacza liczbe֒ ca lkowi-

ta֒ nieparzysta֒, b ∈ (0, 1) oraz ab > 1 + 3
2π . Później za lożenia

o liczbach a i b zosta ly istotnie os labione: wystarczy za lożyć,

że 0 < b < 1 i ab > 1 , zob. Hardy G. H., Weierstrass’s nondif-

ferentiable function, Transactions of the American Mathematical

Society 17(1916), strony 301-325. Później okaza lo sie֒, że funkcje

o tak nieoczekiwanych w lasnościach pojawiaja֒ sie֒ w fizyce, np.

w modelu matematycznym ruchów Browna.

Zadania

1. Podać przyk lad takiego cia֒gu (fn) funkcji różniczkowalnych

na ca lej prostej, który jest jednostajnie zbieżny do funkcji

zerowej, że cia֒g (f ′
n) jego pochodnych jest zbieżny punktowo

do funkcji niezerowej.
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2. Dowieść, że funkcja cia֒g la, nigdzie nieróżniczkowalna, która֒

skonstruowalísmy w tym rozdziale, nie jest monotoniczna na

żadnym przedziale.

3.∗ Dowieść, że funkcja cia֒g la, nigdzie nieróżniczkowalna zdefi-

niowana w tym rozdziale ma nieskończona֒ pochodna֒ w co

najmniej jednym punkcie.

4. Niech I1 , I2 , . . . be֒da֒ otwartymi przedzia lami parami roz-

 la֒cznymi. Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy

różniczkowalna funkcja f : R −→ [0,∞) , że f(x) > 0 wtedy

i tylko wtedy, gdy x ∈ I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ . . .

5. Niech G1 ⊆ R , G2 ⊆ R , . . . be֒da֒ zbiorami otwartymi (Gn

jest otwarty, jeśli dla każdego x ∈ Gn istnieje taka liczba

δ > 0 , że (x−δ, x+δ) ⊆ Gn ). Za lóżmy, że G1∪G2∪ . . . = R .

Dowieść, ze istnieja֒ takie funkcje fn: R −→ [0,∞) , że jeśli

fn(x) > 0 , to x ∈ Gn i
∑∞

n=1 fn(x) = 1 dla każdego x ∈ R .

6.∗ Niech (an)∞n=0 be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb rzeczywistych.

Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy różniczko-

walna funkcja f : R −→ R , że f (n)(0) = an dla n = 0, 1, . . .

Jeśli dla pewnej liczby r > 0 szereg
∑

an
xn

n! jest zbieżny na

pewnym przedziale (−r, r) , a g jest taka֒ nieujemna֒ funkcja֒

nieskończenie wiele razy różniczkowalna֒, że jeśli |x| 6
1
3r , to

g(x) = 1 a jeśli |x| >
2
3r , to g(x) = 0 , to możemy przyja֒ć, że

ϕ(x) = a0g(x) +
∑∞

n=1 an
xn

n! , funkcja g istnieje, zob. zad 37

z poprzedniego rozdzialu i poprawiać wzór dalej.

7! Dowieść, że jeśli I jest przedzia lem, f : I −→ R funkcja֒

cia֒g la֒, to dla każdej liczby naturalnej n istnieje taka funkcja

F : I −→ R , że F (n) = f , czyli dowolna funkcja cia֒g la jest

n –ta֒ pochodna֒ pewnej funkcji. Dowieść, że jeśli F (n) = G(n)

na przedziale I , to funkcja F − G jest wielomianem stopnia

mniejszego niż n .
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8. Dowieść, że jeśli funkcja f ma cia֒g la֒ pochodna֒ na przedziale

domknie֒tym [a, b] i fn(x) = n
(

f(x+ 1
n

)− f(x)
)

, to fn ⇉ f ′

9. Niech ζ(x) =
∑∞

n=1
1

nx dla x > 1 . Udowodnić, że funkcja ζ

jest dobrze zdefiniowana oraz, że jest nieskończenie wiele razy

różniczkowalna.

10. Zbadać, dla jakich x ∈ R szereg
∑∞

n=1(−1)n x
n+x

jest zbież-

ny i znaleźć zbiór wszystkich punktów różniczkowalności jego

sumy.

11. Niech f : R −→ R be֒dzie funkcja֒ nieskończenie wiele razy

różniczkowalna֒. Za lóżmy, że dla każdego x ∈ R zachodzi

równość lim
n→∞

f (n)(x) = g(x) , przy czym na każdym prze-

dziale ograniczonym ta zbieżność jest jednostajna. Dowieść,

że istnieje taka liczba c , że f(c) = cex dla każdego x ∈ R .

12. Ile pochodnych ma funkcja
∑∞

n=1
1

n3 sin(nx) ?

13. Niech fn(x) = 1
n

sin2(2n+1πx) , jeśli 1
2n+1 < x < 1

2n oraz

fn(x) = 0 dla pozosta lych x z przedzia lu [0, 1] . Dowieść,

że szereg
∑

fn jest zbieżny jednostajnie na przedziale [0, 1]

i
∑

sup{fn(x): x ∈ [0, 1]} = ∞ .

Oznacza to, że zbieżności jednostajnej tego szeregu nie można

wywnioskować z kryterium Weierstrassa.
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Przypomnijmy, że szeregiem pote֒gowym o środku w punkcie

p nazywamy szereg postaci
∑∞

n=0 an(x − p)n . Udowodnilísmy

wcześniej, że dla każdego cia֒gu (an) istnieje takie r ∈ [0,∞] , że

jeśli |x − p| < r , to szereg
∑∞

n=0 an(x − p)n jest bezwzgle֒dnie

zbieżny, a jeśli |x − p| > r , to ten szereg jest rozbieżny. Takie r

nazywamy promieniem zbieżności szeregu pote֒gowego. W wielu

podre֒cznikach podawany jest wzór na r . Podamy go też, choć nie

jest on nam potrzebny do sformu lowania żadnego twierdzenia.

Definicja 26.1 (granicy górnej)

M ∈ [−∞, +∞] jest granica֒ górna֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko wte-

dy, gdy gdy spe lnione sa֒ oba warunki

(i) dla każdego rosna֒cego cia֒gu (kn) , dla którego istnieje

lim
n→∞

akn
zachodzi nierówność lim

n→∞
akn

6 M oraz

(ii) M jest najmniejszym elementem zbioru [−∞, +∞] , dla

którego spe lniony jest warunek (i).

Analogicznie definiowana jest granica dolna cia֒gu. Granice֒

górna֒ cia֒gu (an) oznaczamy symbolem lim sup an , a granice֒ dol-

na֒ — symbolem lim inf an . Granica górna cia֒gu to kres górny

granic wszystkich jego podcia֒gów zbieżnych.

Z definicji wynika od razu, że jeśli cia֒g ma granice֒, to jest ona

też jego granica֒ górna֒ i dolna֒.

Lemat 26.2
Istnieje podcia֒g, którego granica jest równa granicy górnej cia֒gu.

Dowód. Niech M = lim sup an . Jeśli M = −∞ , to −∞
jest granica֒ wszystkich tych podcia֒gów cia֒gu (an) , które maja֒

granice. Oznacza to, że lim
n→∞

an = −∞ , wie֒c w tym przypadku

twierdzenie jest prawdziwe. Za lóżmy, że M > −∞ . Niech (Mj)

be֒dzie ścísle rosna֒cym cia֒giem o granicy M . Ponieważ M1 < M ,

wie֒c istnieje podcia֒g (akn
) cia֒gu (an) , którego granica jest wie֒k-

sza niż M1 , zatem istnieje takie m1 , że am1
> M1 . Ponieważ

M2 < M , wie֒c istnieje podcia֒g (akn
) cia֒gu (an) , którego granica

jest wie֒ksza niż M2 , zatem istnieje takie m2 > m1 , że am2 > M2.
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Analogicznie istnieje taka liczba m3 > m2 , że am3 > M3 , itd.

Ponieważ lim
n→∞

Mn = M , wie֒c z cia֒gu (amn
) nie można wybrać

podcia֒gu, który ma granice֒ mniejsza֒ niż lim
n→∞

amn
= M , a wie֒k-

sza niż M = lim sup an ta granica też być nie może. Oznacza to,
że lim

n→∞
amn

= M , co kończy dowód lematu.

Lemat 26.3
Jeśli q > lim sup an , to istnieje taka liczba naturalna nq , że jeśli

n > nq , to an < q .

Dowód. Za lóżmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje taki podcia֒g

(akn
) cia֒gu (an) , że akn

> q dla każdego n . To jednak nie

jest możliwe, bo wybieraja֒c z niego podcia֒g, który ma granice֒,

otrzymujemy podcia֒g cia֒gu (an) , którego granica nie jest mniejsza

niż q > lim sup an , wbrew definicji granicy górnej.

Z tego lematu wynika, że kryterium pierwiastkowe zbieżności
szeregu można wypowiedzieć tak:

Twierdzenie 26.4 (Cauchy’ego)

Jeśli lim sup n
√

|an| < 1 , to szereg
∑

an jest bezwzgle֒dnie zbież-

ny. Jeśli lim sup n
√

|an| > 1 , to szereg
∑

an jest rozbieżny, co

wie֒cej jego wyraz nie da֒ży do 0 .

Dowód. Zbieżność wynika natychmiast z lematu poprzedzaja֒-

cego twierdzenie, wystarczy przyja֒ć np. q = 1
2 (1 + lim sup |an|) .

W tej sytuacji dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność
n
√

|an| < q < 1 , wie֒c |an| < qn , wie֒c twierdzenie wynika z kry-

terium porównawczego. Rozbieżność jest konsekwencja֒ tego, że

dla nieskończenie wielu n zachodzi nierówność n
√

|an| > 1 , wie֒c

również |an| > 1 , zatem wyraz szeregu nie da֒ży do 0 .

Twierdzenie 26.5 (Cauchy’ego – Hadamarda)

Niech (an) be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb. rzeczywistych. Niech

r = 1

lim sup n
√

|an|
. Wtedy r ∈ [0,∞] jest promieniem zbieżności

szeregu
∑

an(x − p)n dla dowolnego p ∈ R . Oznacza to, że jeśli

x ∈ (p − r, p + r) , to szereg
∑

an(x − p)n jest zbieżny, a jeśli

x /∈ [p − r, p + r] , to — rozbieżny.
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Dowód. Jeśli |x−p| < r = 1

lim sup n
√

|an|
, to zachodzi nierówność

lim sup n
√

|an||x − p|n < 1 , wie֒c szereg
∑

an(x − p)n jest bez-

wzgle֒dnie zbieżny, na mocy kryterium pierwiastkowego Cauchy’e-

go. Jeśli |x − p| > r = 1

lim sup n
√

|an|
, to zachodzi nierówność

lim sup n
√

|an||x − p|n > 1 , wie֒c szereg
∑

an(x − p)n jest roz-

bieżny, na mocy kryterium pierwiastkowego Cauchy’ego.

Twierdzenie 26.6 (o jednostajnej zbieżności szeregu pote֒gowego)

Szereg pote֒gowy jest zbieżny jednostajnie na każdym domknie֒tym

przedziale ograniczonym, zawartym w przedziale zbieżności.

Dowód. Wystarczy zajmować sie֒ szeregami pote֒gowymi o środ-

ku w punkcie 0 . Udowodnilísmy już w rozdziale Cia֒gi i szeregi

funkcyjne I, że szereg pote֒gowy jest jednostajnie zbieżny na każ-

dym przedziale postaci [−a, a] , jeśli 0 6 a < r .

Za lóżmy teraz, że 0 < r < ∞ i że szereg
∑

an̺n jest

zbieżny, gdzie ̺ = r lub ̺ = −r . Niech αn = an̺n i t = x
̺ ,

zatem anxn = αntn . Twierdzenie zostanie udowodnione, jeśli

wykażemy, że jednostajna zbieżność szeregu
∑

αntn na przedziale

[0, 1] wynika ze zbieżności szeregu
∑

αn , bo iksom z przedzia lu

domknie֒tego o końcach 0 i ̺ odpowiadaja֒ te z przedzia lu [0, 1] .

Przyjmijmy sn,k = αn+1 + αn+2 + · · · + αn+k . Mamy wtedy

αn+1t
n+1 + αn+2t

n+2 + · · · + αn+ktn+k =

= sn,1t
n+1 + (sn,2 − sn,1)tn+2 + · · · + (sn,k − sn,k−1)tn+k =

= (1 − t)
(

sn,1t
n+1 + sn,2t

n+2 + · · · + sn,k−1t
n+k−1

)

+ sn,ktn+k .

Niech ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒. Szereg
∑

αn jest zbieżny,

wie֒c spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c dla dostatecznie dużych n

i dowolnych k zachodza֒ nierówności |sn+1| < ε , |sn+2| < ε , . . . ,

|sn+k| < ε . Sta֒d, z tego, że 0 6 t 6 1 i z poprzednich równości

wynika, że
∣

∣sn,ktn+k
∣

∣ < ε oraz
∣

∣

∣
(1 − t)

(

sn,1t
n+1 + sn,2t

n+2 + · · · + sn,k−1t
n+k−1

)

∣

∣

∣
6

6 ε(1 − t)
(

tn+1 + tn+2 + · · · + tn+k−1
)

= ε(tn+1 − tn+k) < ε ,

wie֒c
∣

∣an+1t
n+1 + an+2t

n+2 + · · · + an+ktn+k
∣

∣ < 2ε , co dowodzi

jednostajnej zbieżności szeregu
∑

anxn na przedziale [0, 1] .
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Przypomnijmy, że suma szeregu pote֒gowego
∑

an(x − p)n

jest różniczkowalna w punktach wewne֒trznych przedzia lu zbież-

ności i
(
∑

an(x−p)n
)′

=
∑

nan(x−p)n−1 , wie֒c pochodna też jest

suma֒ szeregu pote֒gowego, który ma taki sam promień zbieżności,

jak szereg wyj́sciowy. Sta֒d — latwa indukcja — wynika

Twierdzenie 26.7
Suma szeregu pote֒gowego jest wewna֒trz swego przedzia lu zbież-

ności różniczkowalna nieskończenie wiele razy.

Jeśli f(x) =
∑∞

n=0 an(x − p)n , to f (k)(p) = k!ak .

Z tego twierdzenia wynika, że jeśli równość
∑

an(x − p)n =

=
∑

bn(x−p)n zachodzi dla wszystkich liczb z pewnego przedzia lu

o środku w punkcie p , to an = bn dla n = 0, 1, . . . To twierdzenie
można wzmocnić os labiaja֒c jego za lożenia.

Twierdzenie 26.8 (zasada identyczności)

Jeśli istnieje cia֒g (xj) zbieżny do punktu p przy czym xj 6= p

dla dowolnego j i
∑∞

n=0 an(xj − p)n =
∑∞

n=0 bn(xj − p)n dla

j = 1, 2, . . . , to a0 = b0 , a1 = b1 , a2 = b2 , . . .

Dowód. Zdefiniujmy funkcje dwie f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n oraz

g(x)=
∑∞

n=0 bn(x−p)n . Sa֒ one nieskończenie wiele razy różniczko-

walne na pewnym przedziale o środku p . Ponieważ f(xj) = g(xj)

i lim
j→∞

xj = p wie֒c,

a0 = f(p) = lim
j→∞

f(xj) = lim
j→∞

g(xj) = g(p) = b0 .

Wobec tego dla każdego j ∈ {1, 2, . . .} zachodzi wzór
∞
∑

n=1

an(xj − p)n−1 =
f(xj)−f(p)

xj−p =
g(xj)−g(p)

xj−p =

∞
∑

n=1

bn(xj − p)n−1 .

Funkcje
∑∞

n=1 an(xj − p)n−1 i
∑∞

n=1 bn(xj − p)n−1 spe lniaja֒ za-

 lożenia dowodzonego twierdzenia, zatem z już udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia wynika, że a1 = b1 , co pozwala kontynuować induk-
cyjny dowód wzoru an = bn.

Definicja 26.9 (funkcji analitycznej)

Funkcja f jest analityczna w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieja֒ liczba r > 0 i cia֒g (an) takie, że jeśli |x − p| < r , to
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f(x) =
∑∞

n=0 an(x − p)n . Funkcje֒ analityczna֒ w każdym punkcie

pewnego zbioru A nazywamy analityczna֒ w zbiorze A .

Z ostatnio wykazanych twierdzeń wynika, że jeśli funkcja f
jest analityczna w punkcie p , to jest nieskończenie wiele razy
różniczkowalna w pewnym przedziale o środku w punkcie p . Wiele
z dotychczas poznanych funkcji to funkcje analityczne, np. wie-
lomiany, funkcja wyk ladnicza ex , logarytm naturalny, sinus, kosi-
nus, funkcja pote֒gowa xa . Analityczność sprawdzalísmy czasem

w punkcie 0 , czasem w punkcie 1 , ale  latwo można by lo wykazać
analityczność w innych punktach. W rozdziale poświe֒conym re-

gule de l’Hospitala i wzorowi Taylora pojawi ly sie֒ również funkcje

nieskończenie wiele razy różniczkowalne, które nie sa֒ analityczne

przynajmniej w pewnych punktach.

W przypadku funkcji analitycznych twierdzenia o lokalnych
ekstremach i punktach przegie֒cia umożliwiaja֒ wyjaśnienie charak-

teru punktu, w którym pierwsza pochodna zeruje sie֒. Wynika

to sta֒d, że jeśli funkcja analityczna w punkcie p nie jest sta la

w pewnym otoczeniu tego punktu, to któraś pochodna w tym
punkcie jest różna od zera.

Wiele twierdzeń w przypadku funkcji analitycznych ma prost-
sza֒ postać niż ich odpowiedniki dla funkcji nieskończenie wiele

razy różniczkowalnych. Teraz udowodnimy kilka twierdzeń, które
pozwola֒  latwo przekonywać sie֒ o analityczności różnych funkcji.

Warto w tym miejscu dodać, że d lugo sa֒dzono, że wszystkie funk-

cje nieskończenie wiele razy różniczkowalne sa֒ analityczne!

Twierdzenie 26.10 (o analityczności w otoczeniu)

Jeżeli funkcja f jest analityczna w punkcie p , to jest analityczna
w pewnym przedziale otwartym o środku w punkcie p .

Dowód poprzedzimy twierdzeniem o niezależności sumy sze-
regu bezwzgle֒dnie zbieżnego od kolejności jego wyrazów.

Lemat 26.11 (o dużej zmianie kolejności sumowania)

Jeśli zachodzi jedno z dwóch za lożeń:

(i) dla każdej liczby ca lkowitej m > 0 szereg
∑∞

n=0 |am,n|

jest zbieżny i

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

< +∞ ,

(ii) dla pewnego różnowartościowego przekszta lcenia
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σ̃: N
na−−→ N × N zachodzi nierówność

∑∞
j=0 |aσ̃(j)| < ∞ ,

to dla każdego różnowartościowego σ: N
na−−→ N×N zachodzi wzór

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

=
∞
∑

j=0

aσ(j) .

Dowód. Zaczniemy od równoważności warunków (i) oraz (ii).

Za lóżmy, że spe lniony jest warunek (i). Dla dowolnego różno-

wartościowego σ: N
na−−→ N × N szereg

∑∞
j=0 |aσ(j)| jest zbieżny,

bo
ℓ

∑

j=0

|aσ(j)| 6

p
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

6

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

dla każdej liczby naturalnej p wie֒kszej lub równej najwie֒kszemu

z pierwszych elementów par σ(0) , σ(1) , . . . , σ(ℓ) ).

Za lóżmy teraz, że spe lniony jest warunek (ii). Dla dowolnych

liczb naturalnych p, q i dla każdej liczby naturalnej k spe lniona
jest nierówność

q
∑

m=0

(

p
∑

n=0

|am,n|
)

6

ℓ
∑

j=0

|aσ̃(j)| 6

∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| ,

gdzie ℓ jest tak duża֒ liczba֒, że wśród par σ̃(0), σ̃(1), . . . , σ̃(ℓ) zna-

jduja֒ sie֒ wszystkie pary

(0, 0) , (0, 1) , . . . , (0, p) , (1, 0) , . . . , (1, p) , (q, 0) , . . . , (q, p) .

Ustalaja֒c q i przechodza֒c do granicy przy p −→ ∞ otrzymujemy

nierówność
q

∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

6

∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| .

Z definicji sumy szeregu wynika, że
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

|am,n| 6

∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| .

Wykazalísmy, że z za lożenia (ii) wynika za lożenie (i).

W istocie rzeczy z dowodu równoważności warunków (i) i (ii)

wynika równość:
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

|am,n| =
∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| ,
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przy czym jest ona prawdziwa zawsze, również wtedy, gdy sumy
nie sa֒ skończone.

Niech ε > 0 . Dla każdego m istnieje taka liczba k(m) ∈ N ,

że
∑∞

n=k(m)+1 |am,n| < ε
2m+3 . Wtedy

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

n=k(m)+1

|am,n| <
ε

2m+3
,

zatem
∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

)

∣

∣

∣

∣

<
ε

8
+

ε

16
+

ε

32
+ · · · =

ε

4
.

Niech r(ε) i µ(ε) be֒da֒ takimi liczbami naturalnymi, że
∞
∑

j=r(ε)+1

|aσ(j)| <
ε

4
i

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

<
ε

4
.

Niech ρ(ε) oznacza taka֒ liczbe֒ naturalna֒, że
{

σ(0), σ(1), . . . , σ
(

r(ε)
)

}

⊆

⊆
{

(

0, 0
)

,
(

0, 1
)

, . . . ,
(

0, k(0)
)

}

∪
{

(

1, 0
)

, . . . ,
(

1, k(1)
)

}

∪

∪ . . . ∪
{

(

µ(ε), 0
)

, . . . ,
(

µ(ε), k[µ(ε)]
)

}

⊆

⊆
{

σ(0), σ(1), σ(2), . . . , σ
[

ρ(ε)
]

}

.

Wtedy zachodza֒ nierówności
∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

−
∞
∑

j=0

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

am,n

)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

µ(ε)
∑

m=0

(

k(m)
∑

n=0

am,n

)

−
ρ(ε)
∑

j=0

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

µ(ε)
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∞
∑

j=ρ(ε)+1

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

6

6

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

+

ρ(ε)
∑

j=r(ε)+1

|aσ(j)| +

+

µ(ε)
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

|am,n|
)

+
∞
∑

j=ρ(ε)+1

|aσ(j)| <
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε .
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Ponieważ ε jest dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒, wie֒c zachodzi równość
∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

=
∞
∑

j=0

aσ(j) .

Dowód twierdzenia o analityczności w otoczeniu. Niech

f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n , r niech be֒dzie promieniem zbieżności sz-

eregu pote֒gowego i niech q be֒dzie taka֒ liczba֒, że |q − p| < r. Jeśli

|x − q| < r − |q − p| , czyli |x − q| + |q − p| < r , to
∞
∑

n=0

(

∞
∑

k=0

|an|
(

n
k

)

|x −q|k|q − p|n−k
)

=
∞
∑

n=0

|an|
(

|x − q|+|q− p|
)n

<∞.

Korzystaja֒c z lematu o dużej zmianie kolejności sumowania mo-

żemy napisać:

f(x) =

∞
∑

n=0

an(x − p)n =

∞
∑

n=0

an

(

∞
∑

k=0

(

n
k

)

(x − q)k(q − p)n−k
)

=

=

∞
∑

k=0

(

∞
∑

n=0

an

(

n
k

)

(x − q)k(q − p)n−k
)

=

=

∞
∑

k=0

(

∞
∑

n=0

an

(

n
k

)

(q − p)n−k
)

(x − q)k ,

a to oznacza, że funkcja f jest analityczna w punkcie q . Dowód
zosta l zakończony.

Uwaga 26.12
Z dowodu twierdzenia o analityczności w otoczeniu wynika, że
promień zbieżności szeregu Taylora funkcji f w punkcie q jest

równy co najmniej r − |q − p| . Może być wie֒kszy, o czym prze-

konamy sie֒ niebawem. Niech f(x) = 1
1+x

. Zachodzi równość

f(x) =
∑∞

n=0(−x)n =
∑∞

n=0(−1)nxn ,

wie֒c w tym przypadku promień zbieżności szeregu Taylora w punk-

cie 0 jest równy 1 . Rozwiniemy funkcje֒ f wokó l punktu 1
2 .

Mamy też

f(x) = 1
3/2+(x−1/2) = 2

3
1

1+(2/3)(x−1/2) = 2
3

∑∞
n=0

(

− 2
3

)n(

x− 1
2

)n
,

wie֒c teraz promień zbieżności jest równy 3
2 > 1

2 = 1 −
∣

∣

1
2 − 0

∣

∣ .

W podobny sposób wykazujemy, że promień zbieżności szeregu

Taylora funkcji f w punkcie −1
2 jest równy 1

2 = 1−
∣

∣− 1
2 − 0

∣

∣ .
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Wniosek 26.13
Z twierdzenia o analityczności w otoczeniu wynika, że funkcja
wyk ladnicza, funkcje sinus i kosinus, wielomiany sa֒ analityczne

w każdym punkcie. Z dowodu twierdzenia wynika natomiast, że
promienie zbieżności ich szeregów Taylora w każdym punkcie sa֒

równe +∞ .

Przyk lad 26.1 Udowodnilísmy wcześniej, że dla x ∈ (−1, 1]

zachodzi równość ln(1 + x) =
∑∞

n=0(−1)n 1
n+1xn+1 . Wynika sta֒d

analityczność funkcji ln w każdym punkcie przedzia lu otwartego

(−1, 1) . w rzeczywistości jest ona analityczna w każdym punkcie

pó lprostej (0,∞) . Jeśli p > 0 , to ln(p + h) = ln p + ln
(

1 + h
p

)

=

=
∑∞

n=0(−1)n 1
n+1

(

h
p

)n+1
=

∑∞
n=0

−1
n+1

(−1
p

)n+1
xn+1 . Oczywíscie

promień zbieżności otrzymanego szeregu jest równy |p| .

Uwaga 26.14
Rozwinie֒cie logarytmu naturalnego wokó l punktu 1 można uzys-

kać znacznie prościej niż poprzednio: wystarczy stwierdzić, że
promień zbieżności szeregu jest równy 1 , np. stosuja֒c kryterium

ilorazowe, a naste֒pnie stwierdzić, że zachodzi naste֒puja֒ca równość
(

ln(1+x)−∑∞
n=0(−1)n 1

n+1
xn+1

)′
= 0 , z której wynika, że funkcja

ln(1 + x) − ∑∞
n=0(−1)n 1

n+1
xn+1 jest sta la na przedziale (−1, 1) ,

a potem obliczyć jej wartość w punkcie 0 .

Przyk lad 26.2 Udowodnilísmy już wcześniej, że dla dowolnej

liczby x ∈ (−1, 1) zachodzi wzór (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn , wie֒c

wykazalísmy analityczność funkcji xa w punkcie 1 . Sta֒d wynika

 latwo, że jest ona analityczna w każdym punkcie p > 0 . Mamy

(p + h)a = pa
(

1 + h
p

)a
= pa

∑∞
n=0

(

a
n

)(

h
p

)n
dla dowolnej liczby h ,

której wartość bezwzgle֒dna jest mniejsza niż p .

Uwaga 26.15

Rozwinie֒cie (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn można uzyskać prościej niż

poprzednio. Bez trudu stwierdzamy, że dla każdego a ∈ R , które
nie jest liczba֒ ca lkowita֒ nieujemna֒, promień zbieżności szeregu
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn jest równy 1 , a gdy a jest liczba֒ ca lkowita֒ nieujemna֒

promieniem zbieżności jest +∞ . Jeśli f(x) =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn , to
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(1 + x)f ′(x) =
∞
∑

n=1

n
(

a
n

)

xn−1 +
∞
∑

n=1

n
(

a
n

)

xn = a + a
∞
∑

n=2

(

a−1
n−1

)

xn−1 +

+a
∞
∑

n=1

n
(

a−1
n−1

)

xn = a + a
∞
∑

n=1

(

a−1
n

)

xn + a
∞
∑

n=1

(

a−1
n−1

)

xn =

= a + a
∞
∑

n=1

(

a
n

)

xn =
∞
∑

n=0

(

a
n

)

xn = af(x) — skorzystalísmy z tego,

że n
(

a
n

)

= a
(

a−1
n−1

)

i
(

a−1
n

)

+
(

a−1
n−1

)

=
(

a
n

)

. Teraz mamy
(

f(x)(1 + x)−a
)′

= f ′(x)(1 + x)−a − af(x)(1 + x)−a−1 =

= (1 + x)−a−1
(

(1 + x)f ′(x) − af(x)
)

= 0 ,

wie֒c dla każdego x ∈ (−1, 1) zachodzi równość f(x)(1 + x)−a =

=f(0)(1 + 0)−a = 1 , czyli f(x) = (1 + x)a .

Z tego, co napisalísmy wyżej wynika, że w cze֒sto warto przyj-

rzeć sie֒ szeregowi Taylora, który można znaleźć np. obliczaja֒c

pochodne funkcji w interesuja֒cym nas punkcie, naste֒pnie wykazać

jakoś zbieżność szeregu, a potem wykazać równość funkcji i sumy
szeregu. Celowo unikamy postaci reszty we wzorze Taylora, bo
w pewnych przypadkach to skuteczna metoda, ale w innych wy-

maga sporo wysi lku, np. ln(1+x) , (1+x)a . Można przekonać sie֒

o tym ogla֒daja֒c starsze podre֒czniki, w których stosowano wzory

na postać reszty zgodnie z panuja֒ca֒ wówczas moda֒.

Wykażemy teraz jeszcze kilka w lasności funkcji analitycznych,
które u latwiaja֒ zajmowanie sie֒ nimi.

Twierdzenie 26.16
Jeśli funkcje f i g sa֒ analityczne w punkcie p , to również funkcje

f + g , f − g i f · g sa֒ analityczne w tym punkcie p .

Dowód. Jeśli f(p + h) =
∑∞

n=0 anhn , g(p + h) =
∑∞

n=0 bnhn ,

to (f + g)(p + h) =
∑∞

n=0(an + bn)hn , co dowodzi analityczności

sumy funkcji analitycznych. W taki sam sposób dowodzimy ana-
lityczności różnicy funkcji analitycznych. Analityczność iloczynu
funkcji analitycznych wynika z twierdzenia Cauchy’ego o mnoże-

niu szeregów bezwzgle֒dnie zbieżnych (szeregi pote֒gowe wewna֒trz

swych przedzia lów zbieżności sa֒ bezwzgle֒dnie zbieżne).
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Twierdzenie 26.17 (o analityczności z lożenia)

Jeśli funkcja f jest analityczna w punkcie p , a funkcja g jest

analityczna w punkcie f(p) , to ich z lożenie g ◦ f jest analityczne

w punkcie p .

Dowód. Niech f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n , jeśli |x−p| < r i r > 0

oraz g(y) =
∑∞

n=0 bn

[

y − f(p)
]n

, jeśli |y − f(p)| < ρ , ρ > 0 .

Ponieważ funkcja zdefiniowana szeregiem pote֒gowym jest cia֒g la

i szereg pote֒gowy jest wewna֒trz swego przedzia lu zbieżności jest

zbieżny bezwzgle֒dnie, wie֒c istnieje taka liczba dodatnia r0 < r ,

że jeśli |x − p| < r0 , to
∑∞

n=1 |an| · |x − p|n < ρ . Wynika sta֒d,

że
∑∞

j=0 |bj |
(
∑∞

n=0 |an| · |x − p|n
)j

< ∞ , dzie֒ki czemu możemy

zmieniać kolejność sumowania dowolnie. Z twierdzenia o mnożeniu
szeregów wynika można szereg pote֒gowy podnieść do dowolnej

naturalnej pote֒gi. W wyniku otrzymujemy szereg pote֒gowy. Niech
(
∑∞

n=1 an ·(x−p)n
)j

=
∑∞

n=jaj,n(x−p)n . Z nierówności trójka֒ta

wnioskujemy, że prawdziwa jest nierówność
∑∞

n=j |aj,n| · |x − p|n 6
(
∑∞

n=1 |an| · |x − p|n
)j

.

Wynika sta֒d, że szeregu podwójnym
∑∞

j=0 bj

(
∑∞

n=jaj,n(x− p)n
)

można zmieniać kolejność wyrazów dowolnie nie wp lywaja֒c na jego

zbieżność ani sume֒. Mamy wie֒c
∞
∑

j=0

bj

(

∞
∑

n=j

aj,n(x − p)n
)

=

∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

bj aj,n

)

(x − p)n .

Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 26.18
Iloraz funkcji analitycznej przez funkcje֒ analityczna֒ różna֒ od 0

jest funkcja֒ analityczna֒

Dowód. Jeśli g jest funkcja֒ analityczna֒ i g(p) 6= 0 , to funkcja
1

g(x)
jest analityczna w punkcie p , bo jest z lożeniem funkcji anali-

tycznej g z funkcja֒ 1
y

analityczna֒ w punkcie g(p) . Jeśli funkcja

f jest analityczna w punkcie p , to iloraz f(x)
g(x) = f(x) · 1

g(x) jest

analityczny w punkcie p jako iloczyn funkcji analitycznych.
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Wniosek 26.19
Każda funkcja wymierna jest analityczna.

Twierdzenie 26.20 (o analityczności funkcji odwrotnej)

Jeśli funkcja f jest analityczna w punkcie p i f ′(p) 6= 0 , to

po ograniczeniu jej dziedziny do dostatecznie ma lego otoczenia
punktu p otrzymujemy funkcje֒ różnowartościowa֒, której funkcja

odwrotna jest analityczna.

Dowód. Niech T (y) = y − f(p) i S(x) = x + p . Funkcje T

i S sa֒ analityczne i odwrotne do nich też, wie֒c możemy zaja֒ć

sie֒ istnieniem funkcji odwrotnej do funkcji g := T ◦ f ◦ S . Jeśli

zdo lamy wykazać, że to z lożenie ma funkcje֒ odwrotna֒, to be֒dziemy

mogli napisać, że prawdziwy jest wzór f−1 = S ◦ (T ◦f ◦S)−1 ◦T ,

wie֒c na mocy poprzedniego twierdzenia funkcja f−1 okaże sie֒ być

funkcja֒ analityczna֒. Oczywíscie g(0) = T ◦ f ◦ S(0) = 0 . Niech

g(x) = T ◦f ◦S(x) =
∑∞

n=1 anxn . Wtedy a1 = g′(0) = f ′(p) 6= 0 .

Chcemy udowodnić, że funkcja g−1 jest analityczna w punkcie 0 .

Za lóżmy, że g−1(x) =
∑∞

n=1 bnxn dla dostatecznie ma lych

liczb |x| . Udowodnimy, że ta równość wyznacza liczby b1, b2, . . . .

Wynika z niej i z twierdzenia o z lożeniu funkcji analitycznych, że
w pewnym otoczeniu 0 spe lniona jest równość

x =

∞
∑

n=1

an

(

∞
∑

j=1

bjx
j
)n

= a1

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)

+

+ a2

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)2
+ a3

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)3
+ · · · .

Zmieniaja֒c kolejność sumowania otrzymujemy:

x = a1b1x +
[

a1b2 + a2b
2
1

]

x2 +
[

a1b3 + 2a2b1b2 + a3b
3
1

]

x3 +

+
[

a1b4 + 2a2b1b3 + a2b
2
2 + 3a3b

2
1b2 + a4b

4
1

]

x4 + · · · .
Wynika z tej równości kolejno, że

b1 = 1
a1

b2 = − 1
a1

[

a2b
2
1

]

;

b3 = − 1
a1

[

2a2b1b2 + a3b
3
1

]

;

b4 = − 1
a1

[

2a2b1b3 + a2b
2
2 + 3a3b

2
1b2 + a4b

4
1

]

.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Widzimy wie֒c, że udaje sie֒ obliczyć kolejno b1, b2, . . . Wobec tego
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możliwe jest napisanie wzoru na funkcje֒ odwrotna֒ w postaci sze-

regu pote֒gowego, co prawie kończy dowód. Nie wiemy nic o zbież-

ności otrzymanego szeregu. Teoretycznie mog loby sie֒ okazać, że

jego promień zbieżności równy jest 0 .

Zajmiemy sie֒ tym problemem. Ponieważ promień zbieżnoś-

ci szeregu
∑

anxn jest dodatni, wie֒c istnieje taka liczba c > 0 ,

że szereg
∑

ancn jest zbieżny bezwzgle֒dnie. Wynika sta֒d, że

lim
n→∞

ancn = 0 , zatem cia֒g
(

ancn
)

jest ograniczony. Oznacza to,

że istnieje liczba M > 0 taka, że dla każdej liczby naturalnej n

zachodzi nierówność |ancn| 6 M , zatem |an| 6 Mc−n . Zdefiniu-

jemy pomocnicza֒ funkcje֒ analityczna֒ za pomoca֒ wzoru

h(x) = |a1|x − Mc−2x2 − Mc−3x3 − · · · .
Znajdujemy wspó lczynniki d1, d2, . . . szeregu Maclaurina funk-

cji h−1 . Wyrażamy je za pomoca֒ wzorów otrzymanych na wspó l-

czynniki funkcji g−1 , w których liczby a1 , a2 , a3 ,. . . zaste֒puje-

my kolejno liczbami |a1|,−Mc−2,−Mc−3, . . . . Mamy wie֒c

d1 = 1
|a1| > |b1| ,

d2 = − 1
|a1|

[

− Mc−2d2
1

]

= 1
|a1|

[

Mc−2d2
1

]

>

∣

∣

∣
− 1

a1

[

a2b
2
1

]

∣

∣

∣
= |b2| ,

d3 = − 1
|a1|

[

− 2Mc−2d1d2 − Mc−3d3
1

]

=

= 1
|a1|

[

2Mc−2d1d2 + Mc−3d3
1

]

>

∣

∣

∣
− 1

a1

[

2a2b1b2 + a3b
3
1

]

∣

∣

∣
= |b3| .

Analogicznie d4 > |b4| itd. (INDUKCJA!). Wynika sta֒d, że

wystarczy wykazać, że promień zbieżności szeregu
∑

dnxn jest

dodatni!26.1 Mamy

y = h(x) = |a1|x − Mc−2x2 − Mc−3x3 − · · · =

= |a1|x − Mc−2x2

1−c−1x = |a1|c2x−(|a1|c+M)x2

c2−cx ,

czyli (|a1|c+M)x2−(cy+|a1|c2)x+c2y = 0 . Otrzymane równanie

kwadratowe rozwia֒zujemy bez trudu:

x= 1
2(|a1|c+M)

[

(cy + |a1|c2)±
√

(cy + |a1|c2)2 − 4c2y(|a1|c + M)
]

.

Ponieważ h(0) = 0 , wie֒c również h−1(0) = 0 . Sta֒d

26.1
Ze zbieżności szeregu o wie֒kszych, nieujemnych wyrazach wynika zbieżność

szeregu o mniejszych, nieujemnych wyrazach.
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x = 1
2(|a1|c+M)

[

(cy+|a1|c2)−
√

(cy + |a1|c2)2 − 4c2y(|a1|c + M)
]

.

Wyrazilísmy x jako funkcje֒ zmiennej y i to funkcje֒ analityczna֒,

bowiem z lożenie funkcji analitycznych, suma i różnica funkcji ana-
litycznych sa֒ funkcjami analitycznymi, wielomian i pierwiastek

kwadratowy też sa֒ analityczne. Dowód zosta l zakończony.

Z udowodnionych twierdzeń wynika od razu, że funkcje anali-
tyczne w ustalonym punkcie tworza֒ zbiór zamknie֒ty ze wzgle֒du na

dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie przez te, które nie
przyjmuja֒ wartości 0 . Można je też sk ladać i odwracać. Wyjaśnia

to, dlaczego praktycznie wszystkie, którymi sie֒ zajmujemy, sa֒ ana-

lityczne, czasem z wyja֒tkiem nielicznych punktów, jak np. funkcja

x13|x| , która nie jest analityczna w punkcie 0 . Bardziej am-

bitny przyk lad to funkcja zdefiniowana równościami f(x) = 0 dla

x 6 0 i f(x) = e−1/x dla x > 0 . Ta funkcja jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna. Mamy f (n)(0) = 0 dla n = 1, 2, . . . .

Gdyby by la analityczna w punkcie 0 , to zachodzi laby równość

f(x) = 0 + 0
1!x + 02

2! x
2 + · · · = 0 dla dostatecznie ma lych |x| , ale

tak nie jest dla żadnego x > 0 .

Przyk lad 26.3 Rozwiniemy funkcje֒ 1
(1+x)3

w szereg pote֒gowy

o środku w punkcie 0 . Natychmiast nasuwaja֒ sie֒ trzy metody

poste֒powania:

1◦ obliczyć pochodne funkcji w punkcie 0 i stwierdzić, że
jest ona równa sumie swego szeregu Taylora w pewnym
otoczeniu punktu 0 , bo jest analityczna w tym punkcie
jako iloraz funkcji analitycznych;

2◦ rozwina֒ć w szereg pote֒gowy o środku w punkcie 0 funk-

cje֒ 1
1+x

i podnieść wynik do trzeciej pote֒gi korzystaja֒c

z twierdzenia Cauchy’ego o mnożeniu szeregów zbieżnych
bezwzgle֒dnie;

3◦ rozwina֒ć w szereg pote֒gowy o środku w punkcie 0 funk-

cje֒ 1
1+x i skorzystać z wzoru

(

1
1+x

)′′
= 2

(1+x)3 oraz

twierdzenia o różniczkowaniu szeregów pote֒gowych.

Nie korzystamy z już poznanego wzoru dwumianowego Newtona

(1 + x)−3 =
∑∞

n=0

(−3
n

)

xn , choć to naj latwiejsza metoda w tym
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przypadku, bo na jednym prostym przyk ladzie pokazujemy, jak
dzia laja֒ różne metody omijaja֒ce postać reszty we wzorze Taylora.

1◦ Mamy
(

(1+x)−3
)(n)

= (−1)n (n+2)!
2! (1+x)−3−n . W punk-

cie 0 ta pochodna równa jest (−1)n (n+2)!
2!

. Sta֒d wynika równość

(1 + x)−3 =
∑∞

n=0(−1)n (n+2)!
n!·2! xn dla każdej liczby x , dla której

szereg
∑∞

n=0(−1)n (n+2)!
n!·2! xn jest zbieżny, wie֒c dla x ∈ (−1, 1) .

2◦ Z wzoru na sume֒ szeregu geometrycznego dla x ∈ (−1, 1)

wynika, że 1
1+x = 1 − x + x2 − x3 + · · · =

∑∞
n=0(−x)n , a sta֒d:

1
(1+x)2

=
(

∑∞
n=0(−x)n

)(

∑∞
n=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(−x)k(−x)n−k

)

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0(n + 1)(−x)n .

Mnożymy dalej

1
(1+x)3 = 1

(1+x)2 · 1
1+x =

(

∑∞
n=0(n + 1)(−x)n

)

·
(

∑∞
n=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(k + 1)(−x)k(−x)n−k

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(k + 1)(−x)n

)

=
∑∞

n=0
(n+2)(n+1)

2 (−x)n =

=
∑∞

n=0

(

n+2
2

)

(−x)n .

3◦ Mamy 1
1+x = 1− x + x2 − x3 + · · · =

∑∞
n=0(−x)n , zatem

1
(1+x)3 = 1

2

(

1
1+x

)′′
= 1

2

∑∞
n=2 n(n − 1)(−x)n−2 =

= 1
2

∑∞
n=0(n + 2)(n + 1)(−x)n =

∑∞
n=0

(

n+2
2

)

(−x)n .

Przyk lad 26.4 Niech f(x) = x
1−x−x2 dla tych x ∈ R , dla

których 1 − x − x2 6= 0 , tzn. dla x 6= 1
2 (−1 ±

√
5) . Funkcja f

jest analityczna jako iloraz dwu funkcji analitycznych. Znajdziemy

jej szereg Taylora w punkcie 0 . Zachodzi równość 1 − x − x2 =

= −
(

x−−1+
√

5
2

)(

x−−1−
√

5
2

)

. Oznaczmy b = −1+
√

5
2

, c = −1−
√

5
2

.

Mamy b + c = −1 , bc = −1 i b − c =
√

5 . Wobec tego

możemy napisać x
1−x−x2 = −x

(x−b)(x−c) = −x
b−c

(

1
x−b − 1

x−c

)

=

=−x√
5

(

1
c

1
1−x/c

− 1
b

1
1−x/b

)

= −x√
5

(

1
c

∑∞
n=0

(

x
c

)n − 1
b

∑∞
n=0

(

x
b

)n)

=

=
√

5
5

(

∑∞
n=0

(

x
b

)n+1−
∑∞

n=0

(

x
c

)n+1
)

=
√

5
5

∑∞
n=1(−x)n(cn−bn) =
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= 1√
5

∞
∑

n=1

xn((−c)n − (−b)n) = 1√
5

∞
∑

n=1

xn
((

1+
√

5
2

)n −
((

1−
√

5
2

))n
.

Przyk lad 26.5 Znajdziemy wzór na n –ty wyraz cia֒gu Fi-

bonacciego, który jest zdefiniowany w naste֒puja֒cy sposób: a1 =1,

a2 = 1 oraz an+2 = an+1 + an .

Niech F (x) =
∑∞

n=1 anxn dla tych x , dla których szereg
∑∞

n=1 anxn jest zbieżny. Z definicji cia֒gu (an) wynika, że

x2f(x) + xf(x) =

∞
∑

n=1

anxn+2 +

∞
∑

n=1

anxn+1 =

=

∞
∑

n=1

anxn+2 +

∞
∑

n=1

an+1x
n+2 + a1x

2 =

∞
∑

n=1

an+2x
n+2 + a1x

2 =

= F (x) − (a1x + a2x
2) + a1x

2 = F (x) − a1x = F (x) − x .

Sta֒d wynika, że F (x) = x
1−x−x2 dla wszystkich tych x , dla któ-

rych szereg jest zbieżny. Bez trudu ( latwa indukcja) dowodzimy,

że 0 < an < 2n , a to oznacza, że dla każdego x ∈
(

− 1
2 , 1

2 ) szereg

jest zbieżny. Z rezultatów uzyskanych w poprzednim przyk ladzie
wynika, że

∞
∑

n=1

anxn = F (x) = x
1−x−x2 =

√
5

5

∞
∑

n=1

xn
((

1+
√

5
2

)n −
(

1−
√

5
2

)n)

.

Oznacza to, że an = 1√
5

((

1+
√

5
2

)n −
(

1−
√

5
2

)n)

.

Teraz udowodnimy twierdzenie udowodnione przez L.Eulera,
z którego skorzystamy w dalszym cia֒gu. Samo twierdzenie też jest

warte poznania.

Twierdzenie 26.21 (o postaci iloczynowej sinusa)

Dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość

sin x = x
(

1 − x2

π2

)(

1 − x2

4π2

)(

1 − x2

9π2

)

· . . . = x
∞
∏

n=1

(

1 − x2

n2π2

)

.

Dowód. Udowodnimy najpierw, że dla każdej liczby naturalnej
n istnieja֒ takie wielomiany Pn i Qn stopnia n , że dla każdego

α ∈ R zachodza֒ równości

sin(2n + 1)α = sin αPn(sin2 α) i cos(2n + 1)α = cos αQn(cos α) .

Wynika to z naste֒puja֒cych wzorów (indukcja):
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sin(2n + 1)α = sin
(

(2n − 1)α + 2α
)

= sin(2n − 1)α cos 2α +

+ sin 2α cos(2n − 1)α = sin α(1 − 2 sin2 α)Pn−1(sin2 α) +

+ 2 sin α(1 − sin2 α)Qn−1(1 − sin2 α) ;

cos(2n + 1)α = cos
(

(2n − 1)α + 2α
)

= cos(2n − 1)α cos 2α −
− sin(2n − 1)α sin 2α = cos α(2 cos2 α − 1)Qn−1(cos2 α) −

− 2 cos α(1 − cos2 α)Pn−1(1 − cos2 α) .

Każda z liczb sin2 π
2n+1 < sin2 2π

2n+1 < . . . < sin2 nπ
2n+1 jest

pierwiastkiem Pn , bo 0 = sin(kπ) = sin kπ
2n+1

Pn(sin2 kπ
2n+1

) oraz

sin kπ
2n+1

6= 0 dla k = 1, 2, . . . , n . Niech xk = sin2 kπ
2n+1

dla

k = 1, 2, . . . , n . Wobec tego, że liczba pierwiastków jest równa
stopniowi wielomianu, istnieje taka liczba An , że równość

Pn(x) = An

(

1 − x
x1

)(

1 − x
x2

)

. . .
(

1 − x
xn

)

zachodzi dla wszystkich x ∈ R , zatem
sin(2n+1)α

sin α
= An

(

1 − sin2 α
x1

)(

1 − sin2 α
x2

)

· . . . ·
(

1 − sin2 α
xk

)

.

Z równości lim
α→0

sin(2n+1)α
sin α = 2n + 1 i lim

α→0

(

1− sin2 α
xj

)

= 1 wynika,

że An = 2n + 1 . Mamy wie֒c

sin(2n + 1)α = (2n + 1) · sin α ·
·
(

1 − sin2 α
sin2 π

2n+1

)

·
(

1 − sin2 α
sin2 2π

2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 α
sin2 nπ

2n+1

)

.

Podstawiaja֒c α = x
2n+1

otrzymujemy

sin x = (2n + 1) · sin x
2n+1 ·

(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)

·

·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 2π
2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 nπ
2n+1

)

.

Zajmiemy sie֒ granica֒ prawej strony przy n −→ ∞ . Niech

rn,k(x) =
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 (k+1)π
2n+1

)

·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 (k+2)π
2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 nπ
2n+1

)

.

Zak ladać be֒dziemy, że k > 1 jest tak duża֒ liczba֒ naturalna֒,

że zachodza֒ nierówności x2

4k2 < 1
2 i x2 < k .

Sinus jest funkcja֒ ścísle wkle֒s la֒ na przedziale [0, π] , wie֒c
2α
π < sin α < α dla α ∈

(

0, π
2

)

. Dalej zak ladamy, że n > ℓ > k .

Mamy sin2 x
2n+1 6

x2

(2n+1)2 i sin2 ℓπ
2n+1 > 4

π2
ℓ2π2

(2n+1)2 = 4ℓ2

(2n+1)2 .

Sta֒d wynika, że: 1 > 1 − sin2 x
2n+1

sin2 ℓπ
2n+1

> 1 − x2

4ℓ2 > 1 − x2

ℓ2 .
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Jeśli −1 < cj 6 0 dla j = 1, 2, . . . ,m , to zachodzi nierówność

Bernoulliego (1 + c1)(1 + c2) . . . (1 + cm) > 1 + c1 + c2 + · · · + cm

—  latwiutka indukcja. Mamy wobec tego

rn,k(x) >
(

1 − x2

(k+1)2

)(

1 − x2

(k+2)2

)

· . . . ·
(

1 − x2

n2

)

>

> 1 − x2

(k+1)2
− x2

(k+2)2
− · · · − x2

n2 >

> 1 − x2

k(k+1) − x2

(k+1)(k+2) − · · · − x2

(n−1)n =

= 1− x2

k + x2

k+1 − x2

k+1 + x2

k+2 −· · ·− x2

n−1 + x2

n = 1− x2

k + x2

n > 1− x2

k .

Z otrzymanego oszacowania wynika, że iloczyn

sn,k(x) = x
sin x

2n+1
x

2n+1

(

1− sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)(

1− sin2 x
2n+1

sin2 2π
2n+1

)

. . .
(

1− sin2 x
2n+1

sin2 kπ
2n+1

)

znajduje sie֒ mie֒dzy liczbami sin x i k
k−x2 sin x , bowiem sin x =

=sn,k(x) · rn,k(x) . Obliczaja֒c granice֒ otrzymujemy naste֒puja֒ca֒

równość lim
n→∞

sn,k(x) = x
(

1− x2

π2

)(

1− x2

4π2

)

. . .
(

1− x2

k2π2

)

, a z niej

wynika, że sin x 6 x
(

1− x2

π2

)(

1− x2

4π2

)

. . .
(

1− x2

k2π2

)

6
k

k−x2 sin x ,

jeśli sin x > 0 . Jeżeli natomiast sin x < 0 , to otrzymujemy nie-

równość sin x > x
(

1 − x2

π2

)(

1 − x2

4π2

)

. . .
(

1 − x2

k2π2

)

>
k

k−x2 sin x .

Z twierdzenia o trzech cia֒gach wynika wie֒c, że jeśli sin x 6= 0 ,

to zachodzi równość sin x = x

∞
∏

k=1

(

1 − x2

k2π2

)

, której dowód by l

naszym celem. Jeśli natomiast sin x = 0 , to x = ℓπ dla pewnej

liczby ca lkowitej ℓ , ale wtedy x

∞
∏

k=1

(

1 − x2

k2π2

)

= 0 , wie֒c również

w tym przypadku równość ma miejsce.

Uwaga 26.22

W istocie rzeczy wykazalísmy, że zbieżność jest nie tylko punk-
towa, ale jednostajna na przedzia lach ograniczonych, choć nie jest
jednostajna na ca lej prostej.

Przyk lad 26.6 Jeśli liczba x nie jest ca lkowita֒ wielokrotnościa֒

liczby π , to zachodzi równość ctg x = 1
x

+
∑∞

n=1
2x

x2−n2π2 .

Mamy | sin x| = |x| lim
n→∞

(∣

∣1 − x2

π2

∣

∣

∣

∣1 − x2

4π2

∣

∣ . . .
∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣

)

,

wie֒c ln | sin x| = ln |x| +
∑∞

n=1 ln
∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣ . Szereg pochodnych,
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czyli 1
x

+
∑∞

n=1

−2x

n2π2

1− x2

n2π2

= 1
x

+
∑∞

n=1
2x

x2−n2π2 , jest jednostaj-

nie zbieżny na każdym przedziale, który nie zawiera ca lkowitych

wielokrotności liczby π , bo jeśli kπ < a 6 x 6 b < (k + 1)π , to
∣

∣

2x
x2−n2π2

∣

∣ 6
2(1+|k|)π

n2π2−(1+|k|)2π2 6
2(1+|k|)

π
· 2

n2 = 4(1+|k|)
πn2 dla każdej

liczby naturalnej n , dla której n2 − (1 + |k|)2 > 1
2n2 . Sta֒d

i ze zbieżności szeregu
∑

1
n2 wynika jednostajna zbieżność szeregu

pochodnych na przedziale [a, b] . Wobec tego wolno różniczkować

szereg
∑∞

n=1

∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣ ,,wyraz po wyrazie”, zatem

ctg x = (ln | sin x|)′ = 1
x +

∑∞
n=1

2x
x2−n2π2 .

Przyk lad 26.7 Przedstawimy funkcje֒ x ctg x w postaci sumy

szeregu pote֒gowego o środku w punkcie 0 — jest to możliwe,

bo funkcja x
sin x

= 1

1−x2

3! + x4

5! − x6

7! +···
jest analityczna w punkcie

0 i wobec tego funkcja x ctg x = x
sin x · cos x jest analityczna jako

iloczyn funkcji analitycznych. Jeśli |x| < π i n > 1 , to 2x2

x2−n2π2 =

=−2x2

n2π2
1

1−x2/(nπ)2 = −2x2

n2π2

∑∞
k=0

(

x2

n2π2

)k
= −2

∑∞
k=0

(

x
nπ

)2(k+1)
.

Szeregi te sa֒ zbieżne bezwzgle֒dnie, wie֒c

x ctg x = 1 + 2x2

x2−n2π2 = 1 − 2
∑∞

n=1

∑∞
k=0

(

x
nπ

)2(k+1)
=

= 1 − 2
∑∞

n=1

∑∞
k=1

(

x
nπ

)2k
= 1 − 2

∑∞
k=1

(

x2k
∑∞

n=1
1

n2kπ2k

)

.

Przypomnijmy, że ζ(z) =
∑∞

n=1
1

nz , wie֒c ζ(2k) =
∑∞

n=1
1

n2k .

Wobec tego x ctg x = 1−
∑∞

k=1
2

π2k ζ(2k) x2k . Mamy
(

x ctg x
)′

=

= ctg x− x
sin2 x

= cos x sin x−x
sin2 x

. Obliczamy druga֒ pochodna֒ w zerze:
(

x ctg x
)′′
x=0

= lim
h→0

cos h sin h−h
h sin2 h

= lim
h→0

(1−h2/2)(h−h3/6)−h
h3 = −2

3

— zasta֒pilísmy funkcje kosinus i sinus ich trzecimi wielomianami

Taylora. Sta֒d wniosek: 1
2

(

− 2
3

)

= − 2
π2 ζ(2) = − 2

π2

(
∑∞

n=1
1

n2

)

,

zatem
∑∞

n=1
1

n2 = π2

6 .

Uwaga 26.23 (o funkcjach hiperbolicznych)

Podamy teraz definicje kosinusa i sinusa hiperbolicznego.

cosh x = 1
2

(

ex + x−x
)

, sinh x = 1
2

(

ex − x−x
)

.

Czytelnik sprawdzi, że jeśli x, y ∈ R , to zachodza֒ równości
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cosh2 x − sinh2 x = 1 ,

cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y ,

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y ,

lim
x→0

sinh x
x = 1 .

Podobnie jak w przypadku kosinusa i sinusa można udowodnić, że
podane równości jednoznacznie definiuja֒ te funkcje.

Definiowany jest również tangens hiperboliczny i kotangens

hiperboliczny: tgh x = sinh x
cosh x i ctgh x = cosh x

sinh x . Można dowieść,

że sinh x = x
∏∞

n=1

(

1 + x2

n2π2 ) dla każdego x ∈ R . Z tego wzoru

Czytelnik może wyprowadzić wzór tgh x = 1
x + 2

∑∞
n=1

x
x2+n2π2 .

Można też wykazać, że x ctgh x = 1+2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

π2n .

Przyk lad 26.8 Opowiemy krótko o tzw. liczbach Bernoulliego,

które zacza֒ l używać Jacob Bernoulli (1654 – 1705)26.2 w zwia֒zku

z wzorami na sume֒ pote֒g kolejnych liczb naturalnych.

Wykażemy najpierw, że dla każdej liczby ca lkowitej k > 0
istnieje taki wielomian wk stopnia k + 1 , że dla każdego n za-

chodzi wzór 1k + 2k + · · · + nk = wk(n) . Dla k = 0 mamy

10 + 20 + · · · + n0 = n , wie֒c w0(n) = n . Dla k = 1 mamy

1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 = 1

2n + 1
2n2 = w1(n) . Za lóżmy, że dla

każdego j = 0, 1, . . . , k istnieje taki wielomian stopnia j + 1 , że
dla każdego naturalnego n zachodzi wzór

1j + 2j +· · ·+ nj = wj(n) .

Napiszmy wzory:

(1 + 1)k+1 − 1k+1 =
(

k+1
k

)

1k +
(

k+1
k−1

)

1k−1 + · · · +
(

k+1
1

)

1 + 1 ,

(2 + 1)k+1 − 2k+1 =
(

k+1
k

)

2k +
(

k+1
k−1

)

2k−1 + · · · +
(

k+1
1

)

2 + 1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n + 1)k+1 − nk+1 =
(

k+1
k

)

nk +
(

k+1
k−1

)

nk−1 + · · · +
(

k+1
1

)

n + 1 .

Dodaja֒c je stronami i korzystaja֒c z za lożenia indukcyjnego

otrzymujemy:

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n = (n + 1)k+1 − 1 =

=
(

k+1
k

)

(1k + 2k + · · · + nk) +
(

k+1
k−1

)

(1k−1 + 2k−1 + · · · + nk−1) +

26.2
Ksia֒żke֒, w której pojawi ly sie֒ te liczby opublikowano 8 lat po jego śmierci,

w 1713 r
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+ · · · +
(

k+1
k

)

(1 + 2 + · · · + n) + n =
(

k+1
k

)

(1k + 2k + · · · + nk) +

+
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) + · · · +
(

k+1
1

)

w1(n) +
(

k+1
0

)

w0(n) , zatem

1k + 2k + · · · + nk = 1
k+1

[

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n −
−

(

k+1
k−1

)

wk−1(n) − . . . −
(

k+1
1

)

w1(n) −
(

k+1
0

)

w0(n)
]

.

nk+1 wyste֒puje w nawiasie tylko raz, zatem istnieje taki wielomian

wk stopnia k + 1 , że 1k + 2k + · · · + nk = wk(n) .

Niech wj(n) = aj,0 + aj,1n + aj,2n
2 + · · · + aj,j+1n

j+1 dla

j = 1, 2, . . . . Mamy wie֒c

wk(n) = 1
k+1

(

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n −
−

(

k+1
k−1

)

wk−1(n) − · · · −
(

k+1
1

)

w1(n) −
(

k+1
0

)

w0(n)
)

.

Oznacza to, że dla każdego n zachodzi równość

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n =

=
(

k+1
k

)

wk(n) +
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) + · · ·+
(

k+1
1

)

w1(n) +
(

k+1
0

)

w0(n) .

Wspó lczynniki przy ni po obu stronach równości sa֒ równe, wie֒c
(

k+1
i

)

=
(

k+1
k

)

ak,i +
(

k+1
k−1

)

ak−1,i + · · · +
(

k+1
i−1

)

ai−1,i (♠)

oraz aj,0 = wj(0) = 0 dla j = 1, 2, . . . — prosta indukcja.

Jeśli i = k + 1 , to 1 =
(

k+1
k+1

)

=
(

k+1
k

)

ak,k+1 , sta֒d ak,k+1 = 1
k+1

.

Dalej k + 1 =
(

k+1
k

)

ak,k +
(

k+1
k−1

)

ak−1,k = (k + 1)ak,k + (k+1)k
2 · 1

k ,

zatem ak,k = 1
2 dla k = 1, 2, . . .

Oznaczmy bj,i = aj,i dla j 6= i oraz bi,i = −ai,i = −1
2 . Dla

i = 1, 2, . . . , k równość (♠) można wie֒c przepisać w taki sposób

0 =
(

k+1
k

)

bk,i +
(

k+1
k−1

)

bk−1,i + · · · +
(

k+1
i−1

)

bi−1,i. (♥)

Wraz z równościa֒ bi−1,i = ai−1,i = 1
i , pozwala on na znajdowanie

kolejnych liczb bj,i . Dla kolejnych i = 1, 2, . . . , k otrzymujemy:

0 =
(

k+1
k

)

bk,1 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,1 + · · · +
(

k+1
0

)

b 0,1 , b 0,1 = 1 ,

0 =
(

k+1
k

)

bk,2 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,2 + · · · +
(

k+1
1

)

b 1,2 , b 1,2 = 1
2 ,

0 =
(

k+1
k

)

bk,3 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,3 + · · · +
(

k+1
2

)

b 2,3 , b 2,3 = 1
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 =
(

k+1
k

)

bk,k +
(

k+1
k−1

)

bk−1,k , bk−1,k = 1
k .

Wykażemy, że dla każdego p ∈ N i każdego k > p− 1 zacho-

dzi wzór bk+1,p+1 = k+1
p+1 bk,p . Zastosujemy indukcje֒ wzgle֒dem k.
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Dla k = p−1 mamy bp−1+1,p+1 = 1
p+1 = p

p+1 · 1
p = p−1+1

p+1 bp−1,p .

Za lóżmy, że bj+1,p+1 = j+1
p+1bj,p dla wszystkich j ∈ [p − 1, k] ∩ Z .

Z równości (♥) , w której zaste֒pujemy k przez k + 2 wynika, że

bk+2,p+1 =− 1
k+3

[(

k+3
k+1

)

bk+1,p+1 +
(

k+3
k

)

bk,p+1 + · · ·+
(

k+3
p

)

bp,p+1

]

=

= − 1
k+3

[(

k+3
k+1

)

k+1
p+1 bk,p +

(

k+3
k

)

k
p+1bk−1,p + · · ·+

(

k+3
p

)

p
p+1bp−1,p

]

=

= − 1
p+1

[(

k+2
k

)

bk,p +
(

k+2
k−1

)

bk−1,p + · · · +
(

k+2
p−1

)

bp−1,p

]

=

= 1
p+1

(

k+2
k+1

)

bk+1,p = k+2
p+1 bk+1,p — przedostatnia równość to kon-

sekwencja wzoru (♥) . Indukcja zosta la zakończona.

Stosuja֒c udowodniona֒ równość p − 1 razy otrzymujemy

bk,p = k
p bk−1,p−1 = k(k−1)

p(p−1) bk−2,p−2 = . . . = k(k−1)...(k−p+2)
p(p−1)...2 bk−p+1,1 .

Z otrzymanej w laśnie równości wynika, że jeśli znamy wyrazy cia֒-

gu (bk,1)∞k=0 , to możemy znaleźć liczby bk,i dla i 6 k + 1 .

Niech bk = bk,1 . Dla k > 1 mamy wie֒c
(

k+1
k

)

bk +
(

k+1
k−1

)

bk−1 + · · · +
(

k+1
1

)

b1 +
(

k+1
0

)

b0 = 0 (B) ,

zatem
1
1!

bk

k! + 1
2!

bk−1

(k−1)! + · · · + 1
k!

b1
1! + 1

(k+1)!
b0
0! = 0 (♣) .

Niech g(x) =
∑∞

n=0
bn

n! x
n . Jeśli promień zbieżności tego szeregu

jest dodatni, to z twierdzenia Cauchy’ego o mnożeniu szeregów
wynika, że każdego x z przedzia lu zbieżności zachodzi równość

g(x)(ex−1)=b0x+
∑∞

k=1(
1
1!

bk

k!
+ 1

2!
bk−1

(k−1)!
+· · ·+ 1

k!
b1
1!

+ 1
(k+1)!

b0
0!

)xk+1,

gdzie b0 = 1 . Jeśli promień zbieżności szeregu
∑∞

n=0
bn

n!
xn jest

dodatni, to g(x)
(

ex − 1
)

= x , zatem
∑∞

n=0
bn

n! x
n = g(x) = x

ex−1 .

Funkcja x
ex−1 = 1

1+x/2!+x2/3!+··· jest analityczna w punkcie 0 , bo

jest ilorazem funkcji analitycznych w tym punkcie. Jeśli x
ex−1 =

=B0 +
∑∞

k=1 Bnxn , B0 = 1 , to zaste֒puja֒c w równościach (♣)

liczby b1, b2, . . . liczbami B1, B2, . . . otrzymujemy wzory:
1
1!

Bk

k!
+ 1

2!
Bk−1

(k−1)!
+ · · · + 1

k!
B1

1!
+ 1

(k+1)!
B0

0!
= 0 .

Ponieważ te wzory jednoznacznie definiuja֒ cia֒g (Bn) i b0 = B0 ,

wie֒c bn = Bn dla każdego n . Wykazalísmy zatem, że x
ex−1 =

=b0x +
∑∞

k=1( 1
1!

bk

k!
+ 1

2!
bk−1

(k−1)!
+ · · ·+ 1

k!
b1
1!

+ 1
(k+1)!

b0
0!

)xk+1 = g(x) .

Zauważmy, że funkcja

458



Szeregi pote֒gowe

h(x) := g(x) + x
2 = x

ex−1 + x
2 = x

2
ex+1
ex−1 = x

2
ex/2+e−x/2

ex/2−e−x/2 = x
2 ctgh x

2

jest parzysta, wie֒c jej pochodne nieparzystego rze֒du w punkcie 0

sa֒ równe 0 . Mamy h(n)(0) = g(n)(0) = bn dla n = 2, 3, . . .

i h′(0) = g′(0) + 1
2 . Wobec tego b2n+1 = 0 dla n = 1, 2, . . .

i h′(0) = 0 , wie֒c g′(0) = −1
2 .

Liczby B0, B1, B2, . . . nazywane sa֒ cze֒sto liczbami Bernoul-

liego. Z wzoru (B) wynikaja֒ kolejno równości: B0 = 1 , B1 = −1
2 ,

B2 = 1
6 , B3 = 0 , B4 = − 1

30 , B5 = 0 itd.

Przypomnijmy, że dla |x| < π zachodzi wzór 26.3 x ctgh x =

=1 + 2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

π2n . Wynika sta֒d, że

1 + 2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

22nπ2n = x
2 ctgh x

2 =

= g(x) + x
2 = 1 + B2

2! x2 + B4

4! x4 + · · · = 1 +
∑∞

n=1
B2n

(2n)!x
2n ,

wie֒c 2(−1)n−1 ζ(2n)
22nπ2n = B2n

(2n)! , co można przepisać w postaci

1 + 1
22n + 1

32n + · · · = ζ(2n) = (−1)n−1B2n
22n−1π2n

(2n)! .

W przyk ladzie 26.7 udowodniona zosta la naste֒puja֒ca֒ równość

x ctg x = 1 −
∑∞

n=1
2

π2n ζ(2n) x2n , która֒ teraz zapiszemy tak

x ctg x = 1 −
∑∞

n=1
2

π2n (−1)n−1B2n
22n−1π2n

(2n)! x2n =

= 1 +
∑∞

n=1(−1)n 22n

(2n)!B2nx2n .

Mamy tg x − ctg x = sin2 x−cos2 x
sin x cos x = −2 cos 2x

sin 2x = −2 ctg 2x , zatem

tg x = ctg x − 2 ctg 2x = 1
x

(

x ctg x − 2x ctg 2x
)

=

= 1
x

∑∞
n=1(−1)n 22n

(2n)!B2n

(

x2n − (2x)2n
)

=

=
∑∞

n=1(−1)n 22n(1−22n)
(2n)!

B2nx2n−1 .

Znaleźlísmy szereg Maclaurina funkcji tangens. Wszystkie
pochodne nieparzystego rze֒du funkcji tangens sa֒ dodatnie, zatem

(−1)n−1B2n > 0 dla każdego n ∈ N . Liczby B2, B6, B10, . . . sa֒

wie֒c dodatnie, zaś liczby B4, B8, B12, . . . — ujemne. Kończymy

krótki przegla֒d zagadnień zwia֒zanych z liczbami Bernoulliego.

26.3
zob. uwaga 26.23

459



Szeregi pote֒gowe

Zadania
1. Dowieść, że jeżeli funkcja f jest nieparzysta i analityczna

w punkcie 0 , to f (2n)(0) = 0 dla n = 0, 1, 2, . . .

2. Znaleźć szereg Maclaurina funkcji f , jeśli f(x) =

1. (1 + x) ln(1 + x) ; 2. 1
4 ln 1+x

1−x + 1
2 arctg x ;

3. arctg 2−2x
1+4x ; 4. arctg 2x

2−x2 ;

5. 12−5x
6−5x−x2 ; 6. arccos(1 − 2x2) ;

7. x arctg x − ln
√

1 + x2 ; 8. x arcsin x −
√

1 − x2 ;

9. x ln(x+
√

1+x2) −
√

1+x2 ; 10. (1 + x)e−x ;

11. ex sin x ; 12. (1 − x)2 cosh
√

|x| ;

13.
(

ln(1 − x)
)2

; 14. ln
√

1+x
1−x ;

15. ex cos x ; 16. (1 + x)−1 ln(1 + x) ;

17. cos(b arcsin x) , b ∈ R ; 18. x−2(arcsin x)2 ;

19. cos2 x ; 20. sin3 x ;
21. x√

1−2x
; 22. x

(1−x)(1−x2) ;

23. (1 + x + x2 + x3 + x4)−1 ; 24. (1 + x + x2)−1 ;

25. ex cos α sin(x sin α) , α ∈ R ; 26. 1
(1−x2)

√
1−x2

27. sin(b arcsin x) , b ∈ R ; 28. (arctg x)2 ;

29. sin(b arccos x) , b ∈ R ; 30. sin(3x) sin(5x) .

3. Znaleźć przedzia l zbieżności szeregu pote֒gowego

a.
∑∞

n=1 n−pxn , p ∈ R ; b.
∑∞

n=1
1
n

(

3n + (−2)n
)

xn ;

c.
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)! (x + 1)n ; d.
∑∞

n=1

(1·3·5·...·(2n−1)
2·4·6·...·(2n)

)p
xn;

e.
∑∞

n=1 an2

xn , a ∈ (0, 1) ; f.
∑∞

n=1

(

1 + 1
n

)n2

xn ;

g.
∑∞

n=1

(

1 + 1
2 + · · · + 1

n

)

xn ; h.
∑∞

n=1
1

2n xn2

;

i.
∑∞

n=1
1
n (−1)⌊

√
n⌋xn ; j.

∑∞
n=1

1
sinn nxn ;

k.
∑∞

n=1

(

1
ln n

)n(

1 + 2 cos nπ
4

)

xn ;

l.
∑∞

n=1

(

1
nan + 1

n2 bn
)n2

(

x+1
2

)n
, gdzie a > 0 , b > 0 ;

m.
∑∞

n=1
1
n10ℓ(n)(2 − x)n , ℓ(n) to liczba cyfr liczby n .

4. Przedstawić funkcje֒ ln(2 + 2x + x2) w postaci
∑

an(x + 1)n .

5. Przedstawić funkcje֒ (1 − x)−1 w postaci
∑

an
1

xn .

460



Szeregi pote֒gowe

6. Przedstawić funkcje֒ ln x w postaci
∑

an

(

x+1
x−1

)n
.

7. Przedstawić funkcje֒ x√
1+x

w postaci
∑

an

(

x
1+x

)n
.

8. Zsumować szereg

a.
∑∞

n=0
1

2n+1x2n+1 ; b.
∑∞

n=0(−1)n 1
2n+1x2n+1 ;

c.
∑∞

n=0
x2n

(2n)!
; d.

∑∞
n=1

1
n(n+1)

xn ;

e.
∑∞

n=1
1·3·5·...·(2n−1)

2·4·6·...·(2n) xn ; f.
∑∞

n=1 nxn ;

g.
∑∞

n=1(−1)nn2xn ; h.
∑∞

n=1 n(n + 1)xn .

9. Znaleźć n –ta֒ pochodna֒ w punkcie 0 funkcji

a. ex2

; b. arctg(2x) .

10. Znaleźć n –ta֒ pochodna֒ funkcji

a. ex2

; b. arctg(2x) ; c. e10/x .

11. Niech f(x) =
∑∞

n=0 anxn dla x ∈ R i F (x) = f(x)
1−x dla

x < 1 . Znaleźć F (n)(0) .

12. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest analityczna oraz

a < x0 < b , to f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(x0)

n! (x − x0)n dla każdej

liczby x , dla której szereg wyste֒puja֒cy po prawej stronie

równości jest zbieżny.

13. Dowieść, że jeśli funkcja f : (−2, 2) −→ R jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna we wszystkich punktach przedzia lu

[−1, 1] i f (n)(x) > 0 dla każdego n i każdego x ∈ [−1, 1] ,

to funkcja ta jest analityczna w przedziale (−1, 1) promień

zbieżności i promień zbieżności jej szeregu Maclaurina nie jest
mniejszy niż 1 .

14. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna oraz |f (n)(x)| 6 cn dla każdego

x ∈ (a, b) i każdego n ∈ Z , to dla dowolnych x, x0 ∈ (a, b)

f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(x0)

n! (x − x0)n .
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Operacja odwrotna do różniczkowania nazywana jest ca lkowa-
niem. Dana funkcja traktowana jest jako pochodna pewnej funkcji,
która֒ trzeba znaleźć. Zaczniemy od definicji.

Definicja 27.1 (funkcji pierwotnej czyli ca lki nieoznaczonej)

Niech G ⊂ IR be֒dzie suma֒ pewnej rodziny parami roz la֒cznych

przedzia lów. Jeżeli f : G −→ IR jest funkcja֒ na zbiorze G , to

każda֒ funkcje֒ F : G −→ IR , dla której równość F ′(x) = f(x) ma

miejsce dla każdego x ∈ G nazywamy funkcja֒ pierwotna֒ lub ca lka֒

nieoznaczona֒ funkcji f . Oznaczamy: F (x) =
∫

f(x)dx .

Zauważmy, że jeśli F jest funkcja֒ pierwotna֒ funkcji f , to

dla każdej liczby rzeczywistej C funkcja F + C też jest funkcja֒

pierwotna֒ funkcji f . Zachodzi

Twierdzenie 27.2 (o jednoznaczności funkcji pierwotnej)

Jeśli P jest przedzia lem, f : P −→ IR funkcja֒ a F1 i F2 jej funkc-

jami pierwotnymi, to istnieje liczba C ∈ IR , taka że dla każdego

x ∈ P zachodzi równość F2(x) = F1(x) + C .

Dowód. Teza wynika natychmiast z tego, że pochodna֒ funkcji

F2−F1 jest funkcja tożsamościowo równa 0 , wie֒c funkcja F2−F1

jest sta la na przedziale zawartym w swej dziedzinie.

Podkreślić od razu wypada, że jeśli dziedzina nie jest przedzia-

 lem, to teza przestaje być prawdziwa. Funkcja ln |x| jest funkcja֒

pierwotna֒ funkcji 1
x . Niech F1(x) = ln |x| . Przyjmijmy F2(x) =

1 + ln x dla x > 0 i F2(x) = ln(−x) dla x < 0 . Jasne jest, że

F ′
2(x) = 1

x dla każdego x 6= 0 , wie֒c F2 jest funkcja֒ pierwotna֒

funkcji ln , podobnie jak F1 . Funkcja F2 − F1 przyjmuje jednak
dwie wartości, mianowicie 0 dla x < 0 oraz 1 dla x > 0 . Nie
jest wie֒c sta la, chociaż jest sta la na każdym przedziale zawartym

w dziedzinie funkcji f . Czasami taka֒ funkcje֒ nazywamy lokalnie

sta la֒. W dalszym cia֒gu be֒dziemy, zgodnie z przyje֒tym zwyczajem,

pisać
∫

f(x)dx = F (x) + C ,
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jeśli F jest jaka֒ś funkcja֒ pierwotna֒ funkcji f , przy czym C oz-

naczać tu be֒dzie zawsze funkcje֒ lokalnie sta la֒, czyli funkcje֒, która

jest sta la na każdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f .

Przyk lad 27.1
∫

dx = x + C .

Przyk lad 27.2
∫

ex dx = ex + C .

Przyk lad 27.3
∫

cos xdx = sin x + C .

Przyk lad 27.4
∫

sin xdx = − cos x + C .

Przyk lad 27.5
∫

1
x dx = ln |x| + C .

Przyk lad 27.6
∫

xa dx = 1
a+1xa+1 + C dla a 6= −1 i każdego

x , dla którego funkcja xa jest określona.

Przyk lad 27.7
∫

1
1+x2 dx = arctg x + C .

Jasne jest, że nie każda funkcja ma funkcje֒ pierwotna֒. Przy-

pomimamy, że jeśli funkcja ma funkcje֒ pierwotna֒, czyli jest po-

chodna֒ pewnej funkcji, to na każdym przedziale przys luguje jej

w lasność przyjmowania wartości pośrednich, czyli w lasność Dar-

boux (twierdzenie 23.10). Udowodnilísmy też (tw. 25.5)

Twierdzenie 27.3 (o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji)

Jeśli f : P −→ IR funkcja֒ cia֒g la֒ na przedziale P , to f ma na nim

funkcje֒ pierwotna֒.

Przekonamy sie֒ niebawem, że znalezienie funkcji pierwotnej

pozwoli znajdować pola obszarów i obje֒tości pewnych bry l, a także

d lugości krzywych. W istocie rzeczy pierwsze wzory na pola figur

bardziej skomplikowanych uzyskano już w starożytności (ko lo, pa-

rabola, powierzchnia kuli itd.). Istotny poste֒p uzyskany zosta l

dzie֒ki Archimedesowi. Jednak jego pomys lowe rozumowania d lugo

musia ly czekać na kontynuatorów. W praktyce naste֒pne poważne

osiagnie֒cia w tej dziedzinie uzyskano dopiero dzie֒ki zauważeniu

zwia֒zku liczenia pól, obje֒tości z różniczkowaniem. Wyniki Archi-

medesa i jego wspó lczesnych sta ly sie֒ teraz banalnymi zadaniami, z

którymi radza֒ sobie uczniowie i studenci, choć wielu z nich mia loby

istotne trudności ze zrozumieniem tego, co pisa l Archimedes (na-
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wet po przet lumaczeniu na polski lub inny je֒zyk wspó lczesmy).

Warto też wyraźnie stwierdzić, że choć wiemy, że funkcje
cia֒g le maja֒ funkcje pierwotne, to jednak nie zawsze daje sie֒ je

wyrazić za pomoca֒ funkcji, którymi do tej pory operujemy, wiele

z nich to tzw. funkcje nieelementarne. Ważny przyk lad to e−x2

.
Jej funkcji pierwotnej nie można wyrazić za pomoca֒ wielomianów,

sinusa, kosinusa, funkcji wyk ladniczej, funkcji odwrotnych do wy-
mienionych, jeśli dopuścimy dzia lania arytmetyczne i sk ladanie
funkcji. Tego typu twierdzenia uda lo sie֒ wykazać w drugiej po-

 lowie XIX wieku. Ich dowody, a nawet dok ladniejsze omówienie,
daleko wykraczaja֒ poza program nauczania matematyki w wyż-

szych uczelniach, z wyja֒tkiem niektórych wydzia lów matematyki.

Wspominamy jednak o tych twierdzeniach, bo funkcja e−x2

jest
jedna֒ z cze֒́sciej używanych w statystyce. Z przyczyn podanych

przed chwila֒ stworzono tablice jej ca lek, można wybierać funkcje֒

pierwotna֒ tak, by jej granica֒ przy x −→ −∞ by la liczba 0 . Druga

przyczyna to ostrzeżenie, że problemy wygla֒daja֒ce na elementarne

czasem sa֒ nierozwia֒zywalne. Jest wiele innych funkcji tego typu,

np. sin x
x

, sin x2 ,
√

Ax4 + Bx3 + Cx2 + Dx + E przy za lożeniu,

że wyrażenie pod pierwiastkiem jest wielomianem stopnia > 2 i

to nie szczególnie dobranym (x4 + 2x2 + 1 nie powoduje żadnych

k lopotów, bo pierwiastek to tylko dekoracja!). Cze֒sto też pozornie

ma la zmiana zmienia zasadniczo trudność problemu, który trzeba

rozwia֒zać: ca lka z funkcji e−x2

jest nieelementarna, natomiast
∫

xe−x2

dx = −1
2e−x2

+ C !

Definicja 27.4 (ca lki oznaczonej Newtona)

Ca lka֒ oznaczona֒ funkcji f : [a, b] −→ IR nazywamy liczbe֒ rzeczy-

wista֒ F (b) − F (a) , gdzie F oznacza funkcje֒ pierwotna֒ funkcji f .

Stosujemy oznaczenie

∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a) .

Cze֒sto piszemy: F (b) − F (a) = F (x)
∣

∣

∣

b

a
, wie֒c można napisać
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∫ b

a
f(x)dx = F (x)

∣

∣

∣

b

a
.

Później przekonamy sie֒, że jeśli

funkcja f : [a, b] → R jest do-

datnia i cia֒g la, to liczbe֒
∫ b

a
f(x)dx

należy uznać za pole obszaru

y = f(x)

a b

{(x, y): 0 6 y 6 f(x)}, czyli pole pod wykresem funkcji f.

Przyk lad 27.8
∫ b

a
dx = x

∣

∣

b

a
= b − a (pole prostoka֒ta o pod-

stawie b − a i wysokości 1 równe jest b − a ).

Przyk lad 27.9
∫ b

a
xdx = 1

2x2
∣

∣

b

a
= b2−a2

2 . Jeśli 0 6 a 6 b ,

to
∫ b

a
xdx to pole trapezu o podstawach a i b , którego wysokość

równa jest b − a , czyli 1
2
(b + a)(b − a) . Jeśli b 6 0 ,to podstawy

trapezu równe sa֒ |a| = −a oraz |b| = −b , a wysokość równa

jest b-a, zatem ca lka jest liczba֒ przeciwna֒ do pola, wie֒c równa

jest −1
2

(

− b + (−a)
)

(b − a) = b2−a2

2 . Pozosta l jeszcze jeden

przypadek: a < 0 < b . Mamy oczywíscie
∫ b

a
xdx =

∫ 0

a
xdx +

∫ b

0
xdx . Wobec tego tym razem ca lka równa jest różnicy pól dwóch

trójka֒tów prostoka֒tnych równoramiennych o ramionach |a| i b .

Te pola to oczywíscie 1
2b2 i 1

2a2 , ca lka równa jest 1
2 (b2 − a2) .

Przyk lad 27.10
∫ a

0
x2 dx = 1

3
x3

∣

∣

b

a
= a3

3
. Wobec tego ,,pole

pod parabola֒” równe jest 1
3 pola prostoka֒ta o wierzcho lkach (0,0),

(a, 0) , (a2, a) , (0, a2) . Wzór ten zna l już Archimedes, ale jego

wyprowadzenie – nie znano jeszcze wtedy ca lek – by lo trudne.

Obliczanie ca lek jest na ogó l dosyć trudne, wymaga pomys lo-
wości. My podamy kilka prostych wzorów i pokażemy jak można
je stosować w prostych sytuacjach. Obecnie istnieja֒ liczne pro-

gramy komputerowe, np. Mathematica, Maple, Derive, za po-
moca֒ których można obliczyć wiele ca lek. Tym nie mniej warto

znać podstawowe wzory i umieć stosować w prostych sytuacjach.
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Twierdzenie 27.5 ( o ca lce sumy dwu funkcji.)

Za lóżmy, że funkcje f i g maja֒ funkcje pierwotne. Wtedy funkcje

f ± g też maja֒ funkcje pierwotne i zachodza֒ wzory

∫

(

f(x) ± g(x)
)

dx =

∫

f(x)dx ±
∫

g(x)dx oraz

∫ b

a

(

f(x) ± g(x)
)

dx =

∫ b

a

f(x)dx ±
∫ b

a

g(x)dx .

Pierwszy z tych wzorów wynika od razu z tego, że pochodna
sumy jest suma֒ pochodnych, różnicy – różnica֒ pochodnych. Wzór

drugi wynika z pierwszego.

Twierdzenie 27.6 (o ca lce iloczynu funkcji przez liczbe֒)

Jeśli funkcja f ma funkcje֒ pierwotna֒, to dla każdej liczby rzeczy-

wistej c funkcja cf ma funkcje֒ pierwotna֒ i zachodzi równość

∫

cf(x)dx = c

∫

f(x)dx .

Dla ca lki oznaczonej

∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx .

Wzory wynikaja֒ od razu z odpowiednich w lasności pochodnej.

Z obliczaniem ca lki iloczynu jest o wiele gorzej, bo wzór na
pochodna֒ iloczynu jest bardziej skomplikowany. Istnieja֒ również

funkcje (niecia֒g le), które maja funkcje pierwotne a ich iloczyn

pochodna֒ nie jest. Podamy dwa twierdzenia, które cze֒sto pozwala-

ja֒ uprościć obliczanie ca lki z iloczynów bardzo szczególnej postaci.

Twierdzenie 27.7 (o ca lkowaniu przez cze֒́sci)

Za lóżmy, że funkcje f i g maja֒ cia֒g le pochodne. Wtedy zachodzi

wzór:
∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x) −
∫

f(x)g′(x)dx .
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Dla ca lki oznaczonej
∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)

∣

∣

∣

b

a
−

∫ b

a
f(x)g′(x)dx =

= f(b)g(b) − f(a)g(a) −
∫ b

a
f(x)g′(x)dx .

Wzór ten jest natychmiastowa֒ konsekwencja֒ twierdzenia o po-

chodnej iloczynu.

Twierdzenie 27.8 (o ca lkowaniu przez podstawienie)

Za lóżmy, że funkcje f i g′ sa֒ cia֒g le oraz że F jest funkcja֒ pier-

wotna֒ funkcji f . Wtedy

∫

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + C

Dla ca lki oznaczonej

∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

F (y)dy = F (g(b)) − F (g(a)) .

Ten wzór wynika natychmiast z twierdzenia o pochodnej z lożenia
dwu funkcji.

Umowa 27.9 (w kwestii oznaczeń)

Zamiast g′(x)dx be֒dziemy czasem pisać dg(x) ; w konsekwencji

jeżeli y = g(x) , to piszemy dy = g′(x)dx = dg(x) .

Zauważmy, że jeśli funkcja g jest różnowartościowa, czyli ma

funkcje֒ odwrotna֒ g−1 , to równość y = g(x) równoważna jest

równości x = g−1(y) . Wtedy, zgodnie z przyje֒ta֒ umowa֒, możemy

napisać dx = d(g−1)(y) = (g−1)′(y)dy . Z twierdzenia o pochod-

nej funkcji odwrotnej wynika:
(

g−1
)′

(y) =
(

g−1
)′(

g(x)
)

= 1
g′(x) .

Wobec tego dx = d
(

g−1
)

(y) = 1
g′(x) dy , co w świetle wzoru

dy = dg(x) = g′(x)dx , wygla֒da na zupe lnie oczywiste stwierdze-

nie. Jednak należy pamie֒tać o tym, że symbole dx , dy nie oz-

naczaja֒ liczb, co wie֒cej: w ogóle ich nie zdefiniowalísmy. Wyste֒-

puja֒ jedynie w po la֒czeniu z innymi. Wobec tego nie jest ca lkiem

jasne, czy regu ly dzia lań na liczbach maja zastosowanie również
w tym przypadku, a dok ladniej: które regu ly pozostaja֒ w mocy.
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Okaza lo sie֒, że wnioskowanie, jeśli dy = g′(x)dx , to dx = 1
g′(x) dy

ma sens dzie֒ki twierdzeniu o pochodnej funkcji odwrotnej!

Przypomnieć wypada, że oprócz pochodna y′ = g′(x) jest

cze֒sto oznaczana symbolem dy
dx = g′(x) . Symbol dy

dx jest oz-

naczeniem pochodnej. Nie jest u lamkiem. Można go jednak trak-
tować jak iloraz. Czytelnicy przekonaja֒ sie֒ jeszcze wiele razy,

że upraszcza to manipulowanie wzorami. Zauważmy jeszcze, że

jeśli x = h(t) , to oprócz równości dy = g′(x)dx , zachodzi wzór

dx = h′(t)dt . Chcia loby sie֒ wywnioskować z tych wzorów, że

dy = g′(x)h′(t)dt . Można to zrobić, bo y = g
(

h(t)
)

, wie֒c dy =

(g ◦ h)′(t)dt , ale na mocy twierdzenia o pochodnej z lożenia

dwu funkcji:
(

g ◦ h
)′

(t) = g′
(

h(t)
)

h′(t) , zatem również dy =

g′
(

h(t)
)

h′(t)dt . Widać wie֒c znów analogie֒ z u lamkami: dy
dt =

dy
dx · dx

dt , czyli dy = (g ◦ h)′(t)dt = g′(h(t))h′(t)dt = = dy
dx ·

dx
dt · dt . Zakończymy te przyd lugie rozważania na temat oznaczeń

stwierdzeniem, że wzór na ca lkowanie przez cze֒́sci zwykle zapisy-

wany jest w postaci:
∫

f(x)g′(x)dx =
∫

f dg = fg−
∫

gdf = f(x)g(x)−
∫

g(x)f ′(x)dx

a wzór na ca lkowanie przez podstawienie – w postaci:
∫

f(g(x))g′(x)dx =
∫

f(y)dy .

Przyk lad 27.11
∫

e2x dx
y=2x

=======
dy=2dx

∫

ey 1
2
dy = 1

2
ey + C =

= 1
2
e2x + C .

Przyk lad 27.12
∫

xex2

dx
y=x2

=======
dy=2xdx

∫

ey 1
2 dy = 1

2

∫

ey dy =

= 1
2ey + C = 1

2ex2

+ C .

Przyk lad 27.13
∫

tg xdx =
∫

sin x
cos x dx

y=cos x
===========
dy=− sin xdx

= −
∫

1
y dy = − ln |y| + C = − ln | cos x| + C .

Przyk lad 27.14
∫ √

r2 − x2 dx
x=r sin t

==========
dx=r cos tdt

=
∫

√

r2 − r2 sin2 t r cos tdt =
∫
√

r2 cos2 t r cos tdt =
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=
∫

r2 cos2 tdt = r2
∫

1+cos 2t
2 dt

u=2t
======
du=2dt

= r2
∫

1+cos u
2 · du

2 = r2

2

(

u
2 + sin u

2

)

+ C =

= r2

2

(

t + 1
2

sin 2t
)

+ C = r2

2
(t + sin t cos t) + C =

= r2

2 arcsin x
r + x

2

√
r2 − x2 + C – w tym przypadku przyje֒lísmy,

że x = r sin t oraz −π
2 6 t 6

π
2 . Można, bo wtedy x przyjmuje

wszystkie wartości z przedzia lu [−r, r] . W tej sytuacji cos t > 0 i

wobec tego zachodzi równość
√

cos2 t = cos t .

Przyk lad 27.15
∫ r

−r

√
r2 − x2 dx = 1

2

[

r2 arcsin r
r +r

√
r2 − r2−

−
(

r2 arcsin −r
r + (−r)

√

r2 − (−r)2
)

]

= 1
2

[

2r2 arcsin 1
]

= πr2

2 .

Skorzystalísmy tu oczywíscie z wyniku otrzymanego w przyk ladzie
poprzednim. Obliczana ca lka okaza la sie֒ po lowa֒ ko la o promieniu

r , co nie jest specjalnie dziwne, bo wykresem funkcji
√

r2 − x2 jest

górna po lowa okre֒gu o środku (0, 0) i promieniu r , wie֒c ,,pole pod

wykresem” to po lowa pola ko la o promieniu r .

Przyk lad 27.16
∫

xex dx =
∫

x (ex)
′
dx

ca lkujemy
==========
przez cze֒́sci

= xex −
∫

(x)′ex dx = xex −
∫

ex dx = xex − ex + C .

Przyk lad 27.17
∫

x2ex dx =
∫

x2 (ex)
′
dx

ca lkujemy
==========
przez cze֒́sci

= x2ex −
∫ (

x2
)′

ex dx = x2ex −
∫

2xex dx = x2ex − 2
∫

xex dx =

poprzedni
=========

przyk lad
x2ex − 2 (xex − ex) + C = ex(x2 − 2x + 2) + C .

W tym przyk ladzie skorzystalísmy z wyniku uzyskanego w po-
przednim. Poste֒puja֒c analogicznie można obliczać ca lki z funkcji

x3ex , x4ex itd. — jednokrotne ca lkowanie przez cze֒́sci obniża o 1

stopień wielomianu, przez który mnożymy funkcje֒ wyk ladnicza֒,

wie֒c wielokrotne pozwala na pozbycie sie֒ go, czyli sprowadzenie

problemu do obliczenia ca lki
∫

ex dx = ex + C .

Przyk lad 27.18
∫

xe3x dx =
∫

x
(

1
3e3x

)′
dx

ca lkujemy
==========
przez cze֒́sci
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= 1
3xe3x − 1

3

∫

(x)′e3x dx = 1
3xe3x − 1

3

∫

e3xdx =

= 1
3xe3x − 1

9e3x + C — ostatnie ca lkowanie przez podstawienie

(y = 3x ) potraktowalísmy już jako na tyle oczywiste, że nawet

tego specjalnie nie zaznaczylísmy.

Przyk lad 27.19
∫

x cos(5x)dx =
∫

x
(

1
5 sin(5x)

)′
dx =

ca lkujemy
==========
przez cze֒́sci

1
5x sin(5x) − 1

5

∫

(x)′ sin(5x)dx =

= 1
5x sin(5x)− 1

5

∫

sin(5x)dx = 1
5x sin(5x)− 1

5

(

−1
5 cos(5x)

)

+C =

= 1
5
x sin(5x) + 1

25
cos(5x) + C .

Przyk lad 27.20
∫

ln xdx
ca lkujemy

==========
przez cze֒́sci

x ln x −
∫

xd(ln x) =

= x ln x −
∫

x 1
x dx = x ln x −

∫

dx = x ln x − x + C .

Przyk lad 27.21
∫

arcsin xdx
ca lkujemy

==========
przez cze֒́sci

= x arcsin x −
∫

xd(arcsin x) = x arcsin x −
∫

x 1√
1−x2

dx =

y=1−x2

=========
dy=−2xdx

x arcsin x + 1
2

∫

1√
y dy = x arcsin x + 1

2

∫

y−1/2 dy =

= x arcsin x + 1
2(1+(−1/2))y

1+(−1/2) + C =

= x arcsin x +
(

1 − x2
)1/2

+ C = x arcsin x +
√

1 − x2 + C .

Przyk lad 27.22
∫

dx
2x−3

y=2x−3
=======
dy=2dx

∫

1
y
· 1

2
dy = 1

2
ln |y| + C =

= 1
2

ln |2x − 3| + C .

Przyk lad 27.23
∫

x
x2+3x+2 dx =

∫

x
(x+1)(x+2) dx .

Można pomyśleć, że wyrażenie x
x2+3x+2 jest suma֒ u lamków posta-

ci A
x+1 i B

x+2 . Aby równość x
x2+3x+2 = A

x+1 + B
x+2 mia la miejsce,

wzór x = A(x+ 2)+B(x+ 1) musi zachodzić dla wszystkich liczb

x 6= −1, −2 .27.1 Wobec tego: A + B = 1 i 2A + B = 0 , wie֒c

A = −1 i B = 2 . Mamy wie֒c
∫

x
x2+3x+2 dx =

∫ −1
x+1 dx +

27.1
W rzeczywistości ponieważ funkcje x oraz A(x+2)+B(x+1) sa֒ cia֒g le we

wszystkich punktach, w tym w punkcie x=−1 i w punkcie x=−2 , równość
musi mieć miejsce również dla x=−1,−2 .
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+
∫

2
x+2 dx = − ln |x + 1| + 2 ln |x + 2| + C = ln (x+2)2

|x+1| + C.

Metoda zasygnalizowana w przyk ladzie 27.23 to tzw. rozk lad
na u lamki proste. Polega ona na tym, że funkcje֒ wymierna֒, czyli

iloraz dwóch wielomianów przedstawiamy w postaci sumy wielo-

mianu i u lamków prostych, tj. u lamków postaci A
(x+c)n , gdzie

a, c ∈ IR , n ∈ IN lub postaci Ax+B
(x2+px+q)n , gdzie A,B, p, q ∈ IR ,

n ∈ IN oraz p2 − 4q < 0 . Można wykazać, że taki rozk lad
funkcji wymiernej zawsze istnieje. Nietrudny dowód pozostawia-

my Czytelnikowi.27.2 Pokażemy kilka przyk ladów jej użycia.

Przyk lad 27.24
∫

x3

x2+2x+2
dx =

∫ (x2+2x+2)(x−2)+2x+4
x2+2x+2

dx =

=
∫(

x−2+ 2(x+2)
x2+2x+2

)

dx = 1
2x2−2x+

∫

2x+2
x2+2x+2 dx+

∫

2
x2+2x+2 dx =

= 1
2x2 − 2x +

∫ (x2+2x+2)′

x2+2x+2 dx +
∫

2
(x+1)2+1 d(x + 1) =

ca lkujemy
===============
przez podstawienia

1
2x2−2x+ln(x2 +2x+2)+2 arctg(x+1)+C .

To wygla֒da troche֒ na stosowanie jakichś sztuczek. Tak jednak nie

jest. Można by lo przewidzieć jak be֒da֒ wygla֒dać u lamki proste,

których suma֒ be֒dzie dana funkcja wymierna. Stopień licznika jest

o jeden wie֒kszy niż stopień mianownika, wie֒c powinien wysta֒pić

wielomian stopnia pierwszego oraz u lamek, którego licznik jest
wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż 1, a mianownik równy jest

x2 + 2x + 2 . Można wie֒c by lo spróbować napisać x3

x2+2x+2 =

ax + b + px+q
x2+2x+2 . Po pomnożeniu przez mianownik otrzymujemy

równość x3 = (ax + b)(x2 + 2x + 2) + px + q =

= ax3+(2a+b)x2+(2a+2b+p)x+(2b+q) . Z równości wielomianów

wynika równość ich wspó lczynników przy odpowiednich pote֒gach

zmiennej x , wie֒c być spe lnione równości 1 = a , 0 = 2a + b ,

0 = 2a + 2b + p i 0 = 2b + q . Rozwia֒zawszy otrzymany uk lad

równań otrzymujemy: a = 1 b = −2 , p = 2 i q = 4 . Poźniej
po prostu obliczylísmy pochodna֒ mianownika i zapisalísmy licznik

w postaci sta la ·pochodna mianownika + inna sta la, co u latwi lo os-
tateczne obliczenie ca lki.

27.2
zob. np. G.M.Fichtenholz t. II.
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Przyk lad 27.25 Obliczymy
∫

1
1+x4 dx . Zaczniemy od rozk ladu

na u lamki proste. W tym celu przedstawimy mianownik w postaci
iloczynu wielomianów stopnia nie wie֒kszego niż 2. Mamy

x4 + 1 =
(

x2 + 1
)2 − 2x2 =

(

x2 + 1
)2 −

(

x
√

2
)2

=

=
(

x2 − x
√

2 + 1
) (

x2 + x
√

2 + 1
)

.

Teraz znajdziemy takie liczby rzeczywiste a , b , c i d , że dla
każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość

1
1+x4 = ax+b

x2−x
√

2+1
+ cx+d

x2+x
√

2+1
.

Mnoża֒c te֒ równość przez 1+x4 , skracaja֒c co sie֒ tylko da, naste֒p-

nie porza֒dkuja֒c, otrzymujemy:

1 = (ax + b)(x2 + x
√

2 + 1) + (cx + d)(x2 − x
√

2 + 1) = (b + d) +

+x(a + b
√

2 + c − d
√

2) + x2
(

b + a
√

2 + d − c
√

2
)

+ x3(a + c) .

Porównuja֒c wspó lczynniki przy tych samych pote֒gach zmiennej x

otrzymujemy:

b+d = 1 , a+ c+(b−d)
√

2 = 0 , b+d+(a− c)
√

2 = 0 , a+ c = 0 .

Rozwia֒zaniem tego uk ladu czterech równań z czterema niewiado-

mymi sa֒ liczby a = −c = −1
2
√

2
i b = d = 1

2 . Wobec tego:

1
1+x4 =

−1

2
√

2
x+ 1

2

x2−x
√

2+1
+

1

2
√

2
x+ 1

2

x2+x
√

2+1
.

Teraz wystarczy sca lkować oba sk ladniki. Sca lkujemy drugi, bo

ma lepszy wygla֒d zewne֒trzny (mniej minusów). Mamy

∫

1

2
√

2
x+ 1

2

x2+x
√

2+1
dx =

√
2

8

∫

2x+2
√

2
x2+x

√
2+1

dx =
√

2
8

∫ (x2+x
√

2+1)
′
+
√

2

x2+x
√

2+1
dx =

=
√

2
8

∫ (x2+x
√

2+1)
′

x2+x
√

2+1
dx + 1

4

∫

1
x2+x

√
2+1

dx =

=
√

2
8

ln
(

x2 + x
√

2 + 1
)

+ 1
4

∫

1
(

x+ 1√
2

)2
+ 1

2

dx =

=
√

2
8 ln

(

x2 + x
√

2 + 1
)

+ 1
4

∫

2

(x
√

2+1)
2
+1

dx =

=
√

2
8

ln
(

x2 + x
√

2 + 1
)

+ 1
2
√

2

∫

1

(x
√

2+1)
2
+1

d(x
√

2 + 1) =

=
√

2
8 ln

(

x2 + x
√

2 + 1
)

+ 1
2
√

2
arctg

(

x
√

2 + 1
)

+ C .

W taki sam sposób można obliczyć druga֒ ca lke֒, ale nie warto,

bowiem:
∫ − 1

2
√

2
x+ 1

2

x2−x
√

2+1
dx

u=−x
=======
du=−dx

∫

1

2
√

2
u+ 1

2

u2+u
√

2+1
(−du) =
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= −
√

2
8 ln

(

u2 + u
√

2 + 1
)

− 1
2
√

2
arctg

(

u
√

2 + 1
)

+ C =

= −
√

2
8 ln

(

x2 − x
√

2 + 1
)

− 1
2
√

2
arctg

(

−x
√

2 + 1
)

+ C =

= −
√

2
8 ln

(

x2 − x
√

2 + 1
)

+ 1
2
√

2
arctg

(

x
√

2 − 1
)

+ C .

Dodaja֒c obliczone ca lki otrzymujemy:
∫

1
1+x4 dx =

=
√

2
8 ln x2+x

√
2+1

x2−x
√

2+1
+ 1

2
√

2

(

arctg
(

x
√

2+1
)

+arctg
(

x
√

2−1
)

)

+C .

Mamy wynik. Pokażemy teraz, jak można go uzyskać inaczej.

Zauważmy, że 1
1+x4 = 1

2

(

1−x2

1+x4 + 1+x2

1+x4

)

. Wobec tego można

obliczyć dwie ca lki:
∫

1−x2

1+x4 dx oraz
∫

1+x2

1+x4 dx . Można je obliczyć

rozk ladaja֒c funkcje podca lkowe na u lamki proste, ale nie jest to

konieczne. Zachodza֒ równości
∫

1 − x2

1 + x4
dx =

∫ 1
x2 − 1
1
x2 + x2

dx = −
∫

d(x + 1
x)

(

x + 1
x

)2 − 2

y=x+1/x
=========
dy=1−1/x2

= −
∫

dy

y2 − 2
=

1

2
√

2

∫
(

1

y +
√

2
− 1

y −
√

2

)

dy =

=
1

2
√

2

(

ln |y +
√

2| − ln |y −
√

2| + C
)

=
1

2
√

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

y +
√

2

y −
√

2

∣

∣

∣

∣

∣

+ C =

=
1

2
√

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

x + 1
x +

√
2

x + 1
x −

√
2

∣

∣

∣

∣

∣

+ C =
1

2
√

2
ln

x2 + x
√

2 + 1

x2 − x
√

2 + 1
+ C .

Pierwsza ca lka zosta la znaleziona. Teraz zajmiemy sie֒ druga֒.
∫

1 + x2

1 + x4
dx =

∫ 1
x2 + 1
1
x2 + x2

dx =

∫

d(x − 1
x)

(

x − 1
x

)2
+ 2

y=x−1/x
============
dy=(1+1/x2)dx

=

∫

dy

y2 + 2
=

1√
2

∫ d
(

y√
2

)

1 +
(

y√
2

)2

z=y/(
√

2)
==========
dz=dy/(

√
2)

1√
2

∫

dz

1 + z2
=

=
1√
2

arctg z + C =
1√
2

arctg

(

y√
2

)

+ C =

=
1√
2

arctg

(

x√
2
− 1

x
√

2

)

+ C .
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W końcu:
∫

dx
1+x4 = 1

2
√

2
ln x2+x

√
2+1

x2−x
√

2+1
+ 1

2
√

2
arctg

(

x2−1
x
√

2

)

+C .27.3

Otrzymany wynik wygla֒da inaczej niż poprzedni! Jednak to ten

sam rezultat, co wynika z wzoru

arctg a + arctg b = arctg
(

a+b
1−ab

)

,

który z kolei wynika z wzoru na tangens sumy dwu liczb: tan-
gensy obu stron tej podejrzanej równości sa֒ równe. Należy jeszcze

troche֒ pome֒czyć sie֒ z jej interpretacja֒ np. dla x = 0 ; wg drugiej

wersji wzoru funkcja pierwotna w punkcie 0 określona nie jest,
wg. pierwszej jest — z twierdzeń ogólnych wynika, że powinna
być określona na ca lej prostej. Pokazalísmy wie֒c dwie metody,

otrzymalísmy na tyle różnie wygla֒daja֒ce wyniki, że niewiele osób

stwierdzi loby, że to w istocie rzeczy ten sam wynik różnia֒cy sie֒

jedynie zapisem. To dosyć cze֒ste zjawisko przy ca lkowaniu, wie֒c

je zasygnalizowalísmy.

Przyk lad 27.26 Obliczymy ca lke֒
∫

x5

1+x4 dx . Można jak w

przyk ladach poprzednich przedstawić funkcje֒ podca lkowa֒ w pos-

taci u lamków prostych, ale w tym konkretnym przypadku widać
od razu prostsza֒ metode֒. Mamy bowiem

∫

x5

1+x4 dx
y=x2

========
dy=2xdx

1
2

∫

y2

1+y2 dy = 1
2

∫

(

1 − 1
1+y2

)

dy =

= 1
2 (y − arctg y) + C = 1

2

(

x2 − arctg x2
)

+ C .

Przyk lad 27.27 Obliczymy ca lke֒
∫

e2x sin 3xdx . Be֒dziemy

ca lkować przez cze֒́sci dwukrotnie.
∫

e2x sin 3xdx = 1
2

∫ (

e2x
)′

sin 3xdx = 1
2e2x sin 3x −

−1
2

∫

e2x (sin 3x)
′
dx = 1

2
e2x sin 3x− 3

2

∫

e2x cos 3x = 1
2
e2x sin 3x−

−3
4

∫ (

e2x
)′

cos 3xdx = 1
2e2x sin 3x − 3

4e2x cos 3x +

+3
4

∫

e2x (cos 3x)
′
dx = 1

2e2x sin 3x− 3
4e2x cos 3x− 9

4

∫

e2x sin 3xdx .

Uda lo nam sie֒ po kilku przekszta lceniach sprowadzić obliczanie

ca lki
∫

e2x sin 3xdx do obliczania tej samej ca lki! To nie jest bez

sensu wbrew pozorom: uzyskalísmy równanie, w którym niewiado-

27.3
Powinna wysta֒pić suma dwu sta lych, ale to i tak jest dowolna sta la, a raczej

funkcja sta la na każdym przedziale zawartym w dziedzinie, wie֒c nie ma potrze-

by zmieniać oznaczeń.
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ma֒ jest poszukiwana ca lka. Rozwia֒zuja֒c je otrzymujemy równość

∫

e2x sin 3xdx =
2

13
e2x sin 3x − 3

13
e2x cos 3x + C

Sta lej C w równaniu nie by lo, ale teraz musi sie֒ pojawić. Równość

ca lek nieoznaczonych oznacza jedynie, że różnica mie֒dzy tymi nimi

jest funkcja֒ lokalnie sta la֒, wie֒c gdy ca lki znajduja֒ sie֒ tylko po

jednej stronie równości, trzeba dopisać C po drugiej stronie tej
równości.

Przyk lad 27.28
∫ √

4 + x2 dx
x=2tg t

=============
dx=2(1+tg2t)dt

2
∫

√

4 + 4 tg2 t ·

·(1 + tg2 t)dt = 4
∫

√

1
cos2 t

(

1
cos2 t

)

dt = 4
∫

1
cos3 t

dt =

= 4
∫

cos t
cos4 t dt = 4

∫

cos t
(1−sin2 t)2

dt
y=sin t

=========
dy=cos tdt

4
∫

dy
(1−y2)2

=

=
∫

(

1
1−y + 1

1+y

)2

dy =
∫

(

1
(1−y)2 + 2 1

1−y
1

1+y + 1
(1+y)2

)

dy =

=
∫

(

1
(1−y)2 + 1

1−y + 1
1+y + 1

(1+y)2

)

=

=
∫

(

(1 − y)−2 + (1 − y)−1 + (1 + y)−1 + (1 + y)−2

)

dy =

= (1 − y)−1 − ln |1 − y| + ln |1 + y| − (1 + y)−1 + C =

= 2y
1−y2 + ln

∣

∣

∣

1+y
1−y

∣

∣

∣
+ C .

Wypada powrócić do zmiennej x . Podstawialísmy x = 2 tg t .

Możemy oczywíscie zak ladać,że |t| < π
2 , bowiem każda liczbe֒ x

można przedstawić w postaci 2 tg t wybieraja֒c liczbe֒ t z przedzia-

 lu (−π
2
, π

2
) . Ten wybór liczby t gwarantuje, że cos t > 0 , z czego

zreszta֒ już raz skorzystalísmy. Mamy wie֒c 1
cos t =

√

1 + tg2 t =

=
√

1 + x2

4 = 1
2

√
4 + x2 . Sta֒d wnioskujemy, że zachodza֒ równości

2y
1−y2 = 2 sin t

cos2 t = 2 tg t 1
cos t = 1

2 · x ·
√

4 + x2 .

Mamy też ln
∣

∣

∣

1+y
1−y

∣

∣

∣
= ln 1+y

1−y = ln (1+y)2

1−y2 = ln (1+sin t)2

cos2 t =

= 2 ln 1+sin t
cos t = 2 ln

(

1
cos t + tg t

)

= 2 ln
(√

4+x2

2 + x
2

)

. Ostatecznie

∫ √
4 + x2 dx = 1

2 · x ·
√

4 + x2 + 2 ln
(√

4+x2

2 + x
2

)

+ C .
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Te֒ równość można uzyskać nieco szybciej stosuja֒c tzw. pod-

stawienia Eulera, ale nie be֒dziemy już tego robić. Ogólnie rzecz

biora֒c wyrażenia zawieraja֒ce jeden pierwiastek kwadratowy z wie-

lomianu pierwszego lub drugiego stopnia można sca lkować stosuja֒c

jakieś podstawienie trygonometryczne, jak w tym przyk ladzie, lub
podstawienia Eulera, o których mówić tu nie be֒dziemy lub też

podstawienia hiperboliczne, którymi również nie be֒dziemy sie֒ za-

jmować. To sa֒ zamienne metody. Czasem jedne daja֒ wynik szyb-

ciej, a czasem inne. Zależy to od ca lkowanej funkcji.
Na tym przyk ladzie kończymy demonstracje metod ca lkowa-

nia. Podkreślić należy, że dalecy jesteśmy od wyczerpania tematu.
Warto wiedzieć, że sa֒ ca lki, których obliczenie może zlecić kom-

puterowi, o ile wzmiankowane urza֒dzenie jest wyposażone w odpo-

wiedni program. Można też, w razie potrzeby, pos lużyć sie֒ tabli-

cami. Niewa֒tpliwie warto umieć stosować twierdzenie o zamianie

zmiennych i twierdzenie o ca lkowaniu przez cze֒́sci. Teraz pokaże-

my kilka twierdzeń i nieco zastosowań ca lek.

Twierdzenie 27.10 (o porównywaniu ca lek)

Jeśli funkcje f i g maja֒ funkcje pierwotne na przedziale [a, b] i dla

każdego x ∈ [a, b] zachodzi nierówność f(x) 6 g(x) , to również
∫ b

a
f(x)dx 6

∫ b

a
g(x)dx .

Dowód. Niech F i G oznaczaja֒ odpowiednio funkcje pierwotne

funkcji f i g . W tej sytuacji G′(x) − F ′(x) = g(x) − f(x) > 0 ,

zatem funkcja G − F jest niemaleja֒ca. Wobec tego
∫ b

a
g(x)dx −

∫ b

a
f(x)dx = G(b) − G(a) −

(

F (b) − F (a)
)

=

=
(

G(b) − F (b)
)

−
(

G(a) − F (a)
)

> 0 .

Twierdzenie 27.11 (o wartości średniej)

Niech f : [a, b] −→ IR be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒. Wtedy istnieje liczba

c ∈ [a, b] , taka że zachodzi równość

∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b − a) .

Dowód. Wynika natychmiast z twierdzenia Lagrange’a o war-
tości średniej zastosowanego do funkcji pierwotnej funkcji f .
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Definicja 27.12 (wartości średniej funkcji.)

Liczbe֒ 1
b−a

∫ b

a
f(x)dx

(

= f(c)
)

nazywamy wartościa֒ średnia֒

funkcji f .
Można myśleć o niej tak: jeśli funkcja f przyjmuje jedynie

wartości dodatnie, to liczba 1
b−a

∫ b

a
f(x)dx jest wysokościa֒ pros-

toka֒ta o podstawie b − a , którego pole równe jest ,,polu pod

wykresem” funkcji f . Jeśli f(x) oznacza pre֒dkość w chwili x , to

1
b−a

∫ b

a
f(x)dx oznacza iloraz przebytej drogi

∫ b

a
f(x)dx 27.4 przez

czas b − a zużyty na jej przebycie, czyli średnia֒ pre֒dkość w tym

ruchu. Naste֒pne przyk lady, które motywuja֒ te֒ definicje֒ pojawia֒

sie֒ niebawem i czytelnik z pewnościa֒ je dostrzeże.

Twierdzenie 27.13 (o addytywności ca lki wzgle֒dem przedzia lu)

Jeśli a < c < b i funkcja f ma funkcje֒ pierwotna֒ na przedziale

[a, b] , to zachodzi równość

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx .

Dowód. Niech F oznacza funkcje֒ pierwotna֒ funkcji f . Wtedy

prawdziwe sa֒ wzory:
∫ b

a
f(x)dx = F (b) − F (a) ,

∫ c

a
f(x)dx =

=F (c) − F (a) i
∫ b

c
f(x)dx = F (b) − F (c) . Z nich teza wynika

natychmiast.
Punktem wyj́scia do wielu zastosowań ca lki jest

Twierdzenie 27.14 (o sumach Riemanna)

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest cia֒g la, to dla każdej liczby ε > 0

istnieje taka liczba δ > 0 , że jeżeli xi − xi−1 < δ , xi−1 6 ti 6 xi

dla i = 1, 2, . . . , n oraz a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b ,

to zachodzi nierówność

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx −
n

∑

i=1

f(ti)(xi − xi−1)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε .

27.4
Przypomnijmy, że jeśli F (x) oznacza po lożenie poruszaja֒cego sie֒ punktu w

momencie x , to f(x)=F ′(x) oznacza pre֒dkość w tym momencie, mówilísmy

o tym przy okazji definicji pochodnej funkcji jednej zmiennej.
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Dowód. Ponieważ funkcja f jest cia֒g la na przedziale [a, b] , wie֒c

na każdym z przedzia lów [xi−1, xi] przyjmuje kresy. Niech mi

oznacza kres dolny, a Mi — górny. Wobec tego dla każdego x ∈
[xi−1, xi] zachodzi nierówność mi−1 6 f(x) 6 Mi . Z twierdzenia

o porównywaniu ca lek wynikaja֒ nierówności:

mi(xi − xi−1) 6
∫ xi

xi−1
f(x)dx 6 Mi(xi − xi−1)

dla i = 1, 2, . . . , n . Dodaja֒c je stronami i korzystaja֒c z twierdze-

nia o addytywności ca lki wzgle֒dem przedzia lu otrzymujemy

n
∑

i=1

mi(xi − xi−1) 6

∫ b

a

f(x)dx 6

n
∑

i=1

Mi(xi − xi−1) .

Ponieważ f jest cia֒g la na przedziale domknie֒tym [a, b] , wie֒c jest

jednostajnie cia֒g la, zatem dla każdego ε > 0 istnieje taka liczba

δ > 0 , że jeśli |t − s| < δ , to |f(t) − f(s)| < ε
b−a . Wobec tego

jeśli xi − xi−1 < δ , to Mi −mi < ε
b−a dla wszystkich i . Sta֒d od

razu wynika, że zachodzi nierówność:
n

∑

i=1

(Mi − mi) (xi − xi−1) <
ε

b − a

n
∑

i=1

(xi − xi−1) = ε .

Sta֒d wynika teza: obydwie liczby

n
∑

i=1

f(ti)(xi−xi−1) i
∫ b

a
f(x)dx

leża֒ mie֒dzy sumami
n

∑

i=1

mi(xi−xi−1) i
n

∑

i=1

Mi(xi−xi−1) , których

różnica jest mniejsza od ε . Dowód zosta l zakończony.

Sumy
n

∑

i=1

mi(xi − xi−1) i
n

∑

i=1

Mi(xi − xi−1) nazywane sa֒

dolna֒ i górna֒ suma֒ Darboux, suma

n
∑

i=1

f(ti)(xi − xi−1) — suma֒

Riemanna. Istnieja֒ funkcje niecia֒g le, które maja֒ funkcje pier-

wotne, czyli sa֒ ca lkowalne w sensie Newtona, dla których teza

twierdzenia o sumach Riemanna nie zachodzi. Przyk ladów po-
dawać nie be֒dziemy, zainteresowany Czytelnik może je znaleźć

w pozycjach obszerniejszych, np. we wspominanym już drugim
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tomie ksia֒żki G.M.Fichtenholza, ”Rachunek różniczkowy i ca l-

kowy”, albo samodzielnie wymyśleć. Podamy jednak definicje֒

ca lkowalności w sensie Riemanna.

Definicja 27.15 ( funkcji ca lkowalnej w sensie Riemanna)

Funkcja f : [a, b] −→ IR jest ca lkowalna w sensie Riemanna wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba I ∈ R , że dla każdego ε > 0
istnieje takie δ > 0 , że jeżeli xi−1 6 ti 6 xi i xi − xi−1 < δ dla

i = 1, 2, . . . , n , a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b , to

∣

∣

∣
I−

(

f(t1)(x1−x0)+f(t2)(x2−x1)+ . . .+f(tn)(xn−xn−1)
)

∣

∣

∣
< ε .

Liczba I nazywana jest ca lka֒ Riemanna funkcji f na przedziale

domknie֒tym [a, b] i oznaczana jest symbolem
∫ b

a
f(x)dx .

x0 t1 x1 x2 x3 xj = tj+1
tn xntixi−1 xi

Sumy Riemanna funkcji dodatniej

Z twierdzenia o sumach Riemanna wynika, że funkcje cia֒g le sa֒

ca lkowalne w sensie Riemanna i że ich ca lki Riemanna oraz New-
tona to te same liczby. Stosowanie tego samego symbolu jest wie֒c

w pe lni uzasadnione tym bardziej, że jeśli funkcja (niecia֒g la) jest

ca lkowalna zarówno w sensie Riemanna jak i w sensie Newtona,
to obie ca lki sie֒ pokrywaja֒. O funkcjach ca lkowalnych w sensie

Riemanna powiemy niewiele.

Twierdzenie 27.16 ( o ograniczoności funkcji ca lkowalnej)

Funkcja ca lkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona.

Funkcje ca lkowalne moga֒ mieć punkty niecia֒g lości.

Twierdzenie 27.17
Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest ograniczona i ma skończenie wiele

punktów niecia֒g lości, to jest ca lkowalna w sensie Riemanna.
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Twierdzenie 27.18 (o ca lkowalności funkcji monotonicznej )

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest monotoniczna, to jest ca lkowalna

w sensie Riemanna.

Dowody tych twierdzeń pomijamy, choć nie sa֒ ani trudne ani

d lugie, można znaleźć je w literaturze lub przeprowadzić samo-
dzielnie. Zajmiemy sie֒ raczej interpretacja֒ sum Riemanna.

Za lóżmy, że f jest funkcja֒ dodatnia֒. By rozpatrzeć sume֒

Riemanna podzielilísmy przedzia l [a, b] na ,,krótkie” przedzialiki.

W każdym z nich wybralísmy dowolnie punkt ti . i–ty sk ladnik

f(ti)(xi −xi−1) , to pole prostoka֒ta o podstawie [xi−1, xi] i wyso-

kości f(ti) . Górna podstawa tego prostoka֒ta ma punkt wspólny

z wykresem funkcji f|[xi−1,xi] . Można wie֒c myśleć, że przybliżamy

,,pole pod wykresem” za pomoca֒ wielu wa֒skich prostoka֒tów. Dol-

na suma Darboux przybliża to samo pole z do lu, w tym przypadku
prostoka֒ty mieszcza֒ sie֒ pod wykresem. Górna suma Darboux to

suma pól nieco wyższych prostoka֒tów, tak że ich suma zawiera

,,pole pod wykresem”. Zinterpretownie sum w przypadku funkcji
ujemnej nie nastre֒cza k lopotów.

W przypadku funkcji zmieniaja֒cej znak należy podzielić prze-

dzia l na cze֒́sci tak, by na każdej z nich funkcja mia la sta ly znak,

może jednak sie֒ okazać, że musi ich być nieskończenie wiele. Wte-

dy zamiast pola be֒dziemy mieć do czynienia z naprzemienna֒ suma֒

pól: od sumy pól obszarów, które znalaz ly sie֒ nad osia֒ OX odje֒ta

zostanie suma pól tych obszarów, które znalaz ly sie֒ pod osia֒ OX .

Nie definiowalísmy pola do tej pory, wie֒c teraz podamy jedna֒

z możliwych definicji.

Definicja 27.19 (mierzalności w sensie Jordana)

Zbiór A ⊆ R
2 jest mierzalny w sensie Jordana wtedy i tylko wte-

dy, gdy dla każdego ε > 0 istnieja֒ takie prostoka֒ty P1, P2, . . . , Pm

i R1, R2, . . . , Rn o roz la֒cznych wne֒trzach i bokach równoleg lych

do osi ustalonego uk ladu wspó lrze֒dnych, że

P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ Pm ⊆ A ⊆ R1 ∪ R2 ∪ . . . ∪ Rn oraz

0 6
∑n

j=1 |Rj | −
∑m

i=1 |Pi| < ε ,

gdzie |P | oznacza iloczyn d lugości prostopad lych boków pros-

toka֒ta P , czyli pole prostoka֒ta.
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Miara֒ Jordana zbioru mierzalnego A nazywamy kres górny sum
∑m

i=1 |Pi| po wszystkich możliwych skończonych zbiorach pros-

toka֒tów P1, P2, . . . , Pm o wne֒trzach parami roz la֒cznych, o bokach

równoleg lych do osi uk ladu wspó lrze֒dnych, których suma zawarta

jest w zbiorze A .

P1 P2 P4 Pj Pn

x0 x1 x2 x3 x4 xnxj−1 xj

Oczywíscie ten kres górny jest równy kresowi dolnemu sum
∑n

j=1 |Rj | , gdzie R1, R2, . . . , Rn sa֒ prostoka֒tami o wne֒trzach pa-

rami roz la֒cznych, o bokach równoleg lych do osi uk ladu wspó lrze֒d-

nych, których suma zawiera zbiór A . Miare֒ zbioru A oznaczamy

symbolem |A| .
Miara Jordana zbioru mierzalnego to po prostu jego pole.

Można udowodnić, że suma skończenie wielu zbiorów mierzal-
nych w sensie Jordana jest zbiorem zbiorem mierzalnym w sensie
Jordana. Suma nieskończenie wielu zbiorów nie musi być zbiorem
mierzalnym w sensie Jordana.  Latwo można wykazać, że wie֒kszy

zbiór ma wie֒ksze pole: jeśli A ⊆ B i zbiory A i B sa֒ mierzalne,

to |A| 6 |B| . Dowody tych w lasności sa֒  latwe, choć czasem

żmudne, ale nie be֒dziemy ich podawać. Warto powiedzieć, że

podobnie definiujemy zbiory mierzalne w sensie Jordana na prostej
i w przestrzeni. Z tych w lasności dosyć  latwo wynika, że jeżeli

f : [a, b] −→ (0,∞) jest funkcja֒ cia֒g la֒ (lub tylko ca lkowalna֒ w sen-

sie Riemanna), to zbiór A := {(x, y): 0 6 y 6 f(x)} jest

mierzalny i |A| =
∫ b

a
f(x)dx , jak to zapowiadalísmy wcześniej.

Nieco ogólniejsza wersja tego twierdzenia wygla֒da tak:

Twierdzenie 27.20 ( o polu mie֒dzy wykresami)

Jeśli funkcje f, g: [a, b] −→ R sa֒ cia֒g le, to zbiór

A := {(x, y): min(f(x), g(x)) 6 y 6 max(f(x), g(x))}
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jest mierzalny w sensie Jordana i |A| =
∫ b

a
|f(x) − g(x)|dx .

To twierdzenie jest bardzo ważne i można je uogólnić. Po-
damy przyk ladowe uogólnienie.

Twierdzenie 27.21
Jeśli zbiór A ⊆ [a, b] × [c, d] jest mierzalny w sensie Jordana i

dla każdego y ∈ [c, d] zbiór Ay := {x ∈ [a, b]: (x, y) ∈ A} jest

mierzalny w sensie Jordana, to |A| =
∫ d

c
|Ay|dy .

Dowodu nie podajemy, bo jest dość żmudny, choć nietrudny.

Przyk lad 27.29 Pole ko la można obliczać traktuja֒c je jako

obszar zawarty mie֒dzy wykresami funkcji −
√

r2 − x2 i
√

r2 − x2 .

Jest wie֒c ono równe
∫ r

−r

(√
r2 − x2 −

(

−
√

r2 − x2
)

dx
)

= 2
∫ r

−r

√
r2 − x2 dx =

= 2πr2

2 = πr2 .

Pokażemy jeszcze kilka przyk ladów geometrycznych i fizy-

cznych. W dalszym cia֒gu w przypadku zbioru A ⊆ R
3 przez

|A| lub |A|3 oznaczać be֒dziemy jego obje֒tość (matematycy cze֒sto

używaja֒ terminu: miare֒ trójwymiarowa֒). Pole zbioru A ⊆ R
2

oznaczać be֒dziemy przez |A| lub |A|2 , jeśli możliwe be֒da֒ wa֒tp-

liwości dotycza֒ce wymiaru. Analogicznie d lugość krzywej C oz-

naczymy przez |C| lub |C|1 .

Twierdzenie 27.22 (o obliczaniu obje֒tości)

Za lóżmy, że A ⊂ [a1, b1] × [a2, b2] × [c, d] jest zbiorem mierzal-

nym w sensie Jordana oraz że dla każdej liczby z ∈ [c, d] zbiór

{(x, y) ∈ [a1, b1] × [a2, b2]: (x, y, z) ∈ A} też jest mierzalny w

sensie Jordana. Wtedy |A| =
∫ d

c
|Az|dz .

Podobnie jak w dwuwymiarowym przypadku ścis lego dowodu
tego wzoru nie podamy, spróbujemy jednak wyjaśnić jego geneze֒.
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Punktem wyj́scia be֒dzie stwier-

dzenie, że jeżeli zbiór A sk lada
sie֒ z podstawy

B ⊆ [a1, b1] × [a2, b2]

i wszystkich odcinków prostopad-
 lych do niej, tej samej d lugości h ,
których jeden koniec znajduje sie֒

B × {0}

B × {h}

w zbiorze B × {0} i które leża֒ nad p laszczyzna֒ z = 0 ,27.5 to

prawdziwy jest wzór |A| = |B| · h — to jest uogólnienie wzorów

na obje֒tość walca, prostopad lościanu, czy graniastos lupa prostego.

Punkty c = z0 < z1 < z2 < . . . < zn−1 < zn = d dziela֒

przedzia l [c, d] na dostatecznie krótkie przedzia ly. Wtedy obje֒-

tość cze֒́sci zbioru A zawartej mie֒dzy p laszczyznami o równaniach

z = zi−1 i z = zi równa jest |Ati |(zi − zi−1) , gdzie ti ∈ [zi−1, zi]

jest odpowiednio dobranym punktem
(

liczba |Ati | ma być średnia֒

wartościa֒ pól |Az| dla z ∈ [zi−1, zi] — ta cze֒́sć zbioru A to nieo-

mal walec, na ogó l nieko lowy, o polu podstawy |Ati |
)

. W tej

sytuacji możemy twierdzić, że obje֒tość to

n
∑

i=1

|Ati |(zi − zi−1) .

Gdybyśmy nie starali sie֒ wybrać punktu ti tak, by zachodzi la

równość, to i tak zachodzi laby równość przybliżona przy za lożeniu,

że pole |Az| jest funkcja֒ cia֒g la֒ zmiennej z . To rozumowanie

pokazuje, jak należy myśleć o obje֒tości.

Pokażemy teraz na kilku przyk ladach jak ten wzór dzia la. Za-
czniemy od dobrze znanych wzorów.

Przyk lad 27.30 Niech B be֒dzie zbiorem zawartym w p lasz-

czyźnie Π , którego pole równe jest P . Niech W be֒dzie punktem

leża֒cym poza p laszczyzna֒ Π i niech zbiór S be֒dzie suma֒ wszys-

tkich odcinków zaczynaja֒cych sie֒ w punkcie W , których drugi

koniec leży w zbiorze B (jeśli B jest ko lem i punkt W leży

nad jego środkiem, to S jest stożkiem o podstawie B i wierz-
cho lku W ; jeśli B jest wieloka֒tem, to S jest ostros lupem o wierz-

27.5
Matematycy nazywaja֒ taki zbiór walcem o podstawie B , a zwyk ly walec –

walcem ko lowym.
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cho lku W i podstawie B ) — taki zbiór S matematycy nazywaja֒

stożkiem o podstawie B i wierzcho lku W . Niech h oznacza od-
leg lość punktu W od p laszczyzny Π , czyli wysokość stożka S .
Przetnijmy stożek S p laszczyzna֒ równoleg la֒ do p laszczyzny Π ,

której odleg lość od p laszczyzny Π równa jest z ∈ [0, h] . Otrzy-

many przekrój jest figura֒ podobna֒ do B , w skali h−z
h . Ponieważ

stosunek pól figur podobnych jest równy kwadratowi skali podo-

bieństwa, wie֒c pole P (z) tego przekroju jest równe
(

h−z
h

)2
P .

Wobec tego

|S| =
∫ h

0

(

h−z
h

)2
P dz = P

h2

∫ h

0

(

h2 − 2hz + z2
)

dz =

= P
h2

(

h3 − h3 + 1
3h3

)

= 1
3Ph .

Otrzymalísmy wie֒c podawane zwykle wzory na obje֒tość stożka

i ostros lupa jednocześnie, w rzeczywistości wzór otrzymany w tym
przyk ladzie jest nieco ogólniejszy.

Przyk lad 27.31 Za lóżmy, że każdy przekrój poziomy zbioru A

otrzymany w wyniku przecie֒cia zbioru A p laszczyzna֒ znajduja֒ca֒

sie֒ na wysokości z ∈ [0, h] ma to samo pole P i że przekroje

p laszczyznami poziomymi znajduja֒cymi sie֒ na innych wysokoś-

ciach sa֒ puste. Wtedy |A| =
∫ h

0
P dz = Ph . Otrzymany wynik

stosuje sie֒ oczywíscie do prostopad lościanu, ale również do rów-

noleg lościanu, moga֒ doj́sć skre֒cenia różne na różnych poziomach.

Twierdzenie to, zwane zasada֒ Cavalieri’ego, zosta lo sformu lowane

w XVII w. W czasach kiedy autor tego tekstu by l uczniem liceum,
zasada ta znajdowa la sie֒ w podre֒czniku do geometrii, z którego

uczyli sie֒ wtedy wszyscy licealísci w Polsce.

Przyk lad 27.32 Zajmijmy sie֒ kula֒ o promieniu r . Bez straty

ogólności rozważań można przyja֒ć, że jej środkiem jest punkt 0 .

Przecinaja֒c kule֒ p laszczyzna֒ z lożona֒ z punktów, których trze-

cia֒ wspó lrze֒dna֒ jest z otrzymujemy ko lo o promieniu
√

r2 − z2.

Pole tego ko la równe jest π(r2 − z2) . Wobec tego obje֒tość kuli

równa jest
∫ r

−r
π(r2 − z2)dz = π

(

zr2 − 1
3
z3

)
∣

∣

r

−r
= 4

3
πr3 . Znów

otrzymalísmy w bardzo prosty sposób znany wzór. Otrzyma l go
dawno temu Archimedes stosuja֒c zre֒czne rozumowanie geomet-
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ryczne, jednak zaje֒ lo mu to wie֒cej miejsca niż nam, korzystaja֒cym

z wielu znacznie późniejszych pomys lów.

Przyk lad 27.33 Znajdziemy obje֒tość de֒tki zak ladaja֒c, że pow-

staje ona w wyniku obrotu ko la o promieniu r > 0 wokó l prostej
leża֒cej w p laszczyźnie tego ko la, w odleg lości R > r od jego

środka. Matematycy powierzchnie֒ de֒tki nazywaja֒ torusem.

Za lóżmy, że środkiem ko la o promieniu r jest punkt (R, 0, 0)

oraz że to ko lo leży w p laszczyźnie z = 0 . ,,Przetnijmy” de֒tke֒

p laszczyzna֒ pozioma֒ przechodza֒ca֒ przez punkt (0, 0, z) . Przekrój

jest pierścieniem ko lowym, którego promień wewne֒trzny równy

jest R −
√

r2 − z2 a zewne֒trzny to R +
√

r2 − z2 , zatem polem

tego pierścienia ko lowego jest liczba

π
(

R +
√

r2 − z2
)2 − π

(

R −
√

r2 − z2
)2

= 4πR
√

r2 − z2 .

Wynika sta֒d, że obje֒tościa֒ de֒tki jest
∫ r

−r
4πR

√
r2 − z2 dz = 4πR · 1

2πr2 = 2π2Rr2 = 2πR · πr2 .

Zadanie zosta lo rozwia֒zane.

Tych kilka przyk ladów nieźle ilustruje skuteczność rachunku
ca lkowego. Otrzymanie tych wzorów bez rachunku ca lkowego jest
możliwe, ale znane autorowi wyprowadzenia w istocie zawieraja֒

przej́scia graniczne, które pojawia sie֒ w dowodzie twierdzenia o su-

mach Riemanna. Można twierdzić, że stworzenie rachunku ca lko-
wego stanowi lo ukoronowanie wysi lków wielu ludzi obliczaja֒cych

różne wielkości, np. obje֒tości.

D lugość wykresu funkcji

Za lóżmy, że funkcja f : [a, b] −→ (0, +∞) jest różniczkowalna i

że jej pochodna f ′ jest cia֒g la na przedziale [a, b] . Jasne jest,

że d lugość krzywej powinnísmy przybliżać d lugościa֒  lamanej (linii

z lożonej z odcinków), której wierzcho lki dziela֒ wykres funkcji f

na ma le fragmenty. Omówimy to nieco dok ladniej.
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x0 x1 x2 x3 x4

p2

p3

(x3, y3) = p′3
p3 = (x3, f(x3))

p2 = (x2, f(x2))

odleg lość p2 od p′3 jest równa (x3 − x2)
√

1 + f ′(x2)2

y3 = f(x2) + f ′(x2)(x3 − x2)

ℓ1

ℓ2

ℓ3
ℓ4

Niech a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b . Niech li oznacza

d lugość odcinka, który  la֒czy punkty pi−1 =
(

xi−1, f(xi−1)
)

i pi =

=
(

xi, f(xi)
)

. Mamy wie֒c

li =

√

(xi − xi−1)2 + (f(xi) − f(xi−1))
2

.

Z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej wynika, że istnieje

taka liczba ti ∈ [xi−1, xi] , że zachodzi równość

li =
√

(xi − xi−1)2 + f ′(ti)2(xi − xi−1)2 =

= (xi − xi−1)
√

1 + (f ′(ti)2) .

Sta֒d wynika, że d lugość  lamanej równa jest

l1 + l2 + . . . + ln =
n

∑

i=1

(xi − xi−1)
√

1 + (f ′(ti)2) .

D lugość wykresu funkcji f to wobec tego
∫ b

a

√

1 + (f ′(x))
2
dx , co

wynika oczywíscie z twierdzenia o sumach Riemanna.

Ten wynik jest bardzo jasny z punktu widzenia fizyki. Za lóż-
my, że wykres funkcji to np. szosa, po której porusza sie֒ samochód

w ten sposób, że sk ladowa֒ pozioma֒ wektora pre֒dkości jest 1 .

Niech x oznacza czas. Wtedy w chwili x znajdujemy sie֒ w punkcie
(

x, f(x)
)

– zak ladamy, że startujemy z punktu
(

a, f(a)
)

, wte-

dy f ′(x) mierzy pre֒dkość zmian wartości funkcji f w chwili x ,

jest wie֒c to sk ladowa pionowa wektora pre֒dkości naszego pojazdu.

Jego pre֒dkościa֒ skalarna֒ jest zatem d lugość wektora pre֒dkości,

czyli liczba

√

1 + (f ′(x))
2

, oczywíscie zależna od czasu. Prze-

byta֒ droge֒ należy obliczać mnoża֒c czas przez pre֒dkość. Ponie-

waż pre֒dkość jest zmienna, wie֒c prowadzi to do dzielenia czasu

podróży, na krótkie odcinki, bo w krótkim okresie czasu pre֒dkość
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jest prawie sta la (pre֒dkość jest funkcja֒ cia֒g la֒ czasu), naste֒pnie

mnożymy ten krótki czas przez pre֒dkość z jaka֒ sie֒ wtedy poru-

szamy i sumujemy. Wynik to suma Riemanna dla ca lki z funkcji
√

1 + (f ′(x))
2

. Po przej́sciu do granicy otrzymujemy wie֒c ca lke֒

∫ b

a

√

1 + (f ′(x))
2
dx . Rozumuja֒c podobnie doj́sć można uznać, że

∫ b

a
f(x)dx jest droga֒ przebyta֒ przez pojazd poruszaja֒cy sie֒ po

prostoliniowej drodze w ten sposób, że w chwili x jego pre֒dkościa֒

jest f(x) .

Ten argument jest bardzo ważny historycznie: Newton two-
rzy l rachunek różniczkowy i ca lkowy w silnym zwia֒zku z fizyka֒.

Bardzo podobnie przyspieszenie jest powia֒zane z pre֒dkościa֒ —

po prostu wsze֒dzie zaste֒pujemy po lożenie przez pre֒dkość i jed-

nocześnie pre֒dkość przez przyspieszenie.

Przyk lad 27.34 Obliczymy d lugość  luku paraboli y = x2

zaczynaja֒cego sie֒ w punkcie (0, 0) i kończa֒cego sie֒ w punkcie
(

a, a2
)

. Zgodnie z poprzedzaja֒cymi ten przyk lad rozważaniami ta

d lugość równa jest
∫ a

0

√

1 + (2x)2 dx . Podobna֒ ca lke֒ obliczalísmy

w przyk ladzie 27.28, wie֒c nie be֒dziemy powtarzać obliczeń. Pod-

stawiaja֒c w tam otrzymanym wyniku np. x = 4u i w ostatecznym

wyniku pisza֒c x zamiast u otrzymujemy
∫ √

1 + 4x2 dx = x
4

√

1 + x2

4 + 1
4 ln

(

2x +
√

1 + 4x2
)

+ C .

 Luk paraboli ma wie֒c d lugość a
4

√

1 + a2

4 + 1
4 ln

(

2a +
√

1 + 4a2
)

.

Wynik jest zadziwiaja֒co skomplikowany. W XIX w. matema-

tykom uda lo sie֒ wykazać, że d lugość elipsy, która nie jest okre֒giem

nie daje sie֒ wyrazić za pomoca֒ tzw. funkcji elementarnych. Można

to zrobić za pomoca֒ tzw. funkcji eliptycznych.

Obliczymy teraz d lugość okre֒gu, a w laściwie jego po lowy,

choć wszyscy dobrze znaja֒ wzór, który otrzymamy. Tu rachunek

be֒dzie bardzo prosty, a różnica mie֒dzy okre֒giem i elipsa֒ tak nie-

wielka. Jednak bardzo istotna: w ca lce, która֒ trzeba znaleźć w

przypadku elipsy wyste֒puje pod pierwiastkiem iloraz dwóch wielo-
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mianów kwadratowych, w przypadku okre֒gu — jeden wielomian.

Przyk lad 27.35 Pó lokra֒g o promieniu r > 0 możemy potrak-

tować jako wykres funkcji
√

r2 − x2 zdefiniowanej na przedziale

[−r, r] . Wobec tego jego d lugość równa jest

∫ r

−r

√

1 +
(

(√
r2 − x2

)′)2

dx =
∫ r

−r

√

1 +
(

−x√
r2−x2

)2

dx =

=
∫ r

−r

√

1 + x2

r2−x2 dx =
∫ r

−r
r√

r2−x2
dx

x=r sin t
==========
dx=r cos tdt

=

= r
∫ + π

2

−π
2

dt = πr .

Otrzymalísmy wie֒c dobrze znany wynik.27.6

Pola powierzchni bry l obrotowych
Tym razem punktem wyj́scia be֒dzie wzór na pole powierzchni

bocznej stożka: πrl , gdzie r to promień podstawy stożka, a l to
d lugość tworza֒cej. Z tego wzoru bez trudu można wyprowadzić

wzór na pole powierzchni bocznej stożka ście֒tego, w którym wie֒k-

sza podstawa ma promień R , mniejsza — promień r , a tworza֒ca

to l . Stożek ście֒ty potraktujemy jako wynik odcie֒cia od stożka o

promieniu podstawy R i tworza֒cej l R
R−r stożka o promieniu pod-

stawy r i tworza֒cej l r
R−r

— wynika to z podobieństwa trójka֒tów.

Wobec tego pole powierzchni bocznej stożka ście֒tego jest równe

π lR2

R−r
− π lr2

R−r
= πl (R + r) .27.7

x0 x1 x2 x3 x4

ℓ3 = ℓ

r3 = f(x3) = R
r3

r2 = f(x2) = rr2
ℓ1

ℓ2

ℓ3

ℓ4

27.6
Troche֒ oszukuja֒c: funkcja

√
r2−x2 nie ma skończonej pochodnej w końcach

przedzia lu, ale tego można unikna֒ć rozpatruja֒c np. ćwiartke֒ okre֒gu.
27.7

Troche֒ to przypomina wzór na pole trapezu: 1
2 (2πR+2πr)l – po lowa sumy

podstaw razy wysokość.
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Za lóżmy, że funkcja f : [a, b] → (0, +∞) ma cia֒g la֒ pochodna֒.

Obrócimy wykres funkcji f wokó l osi OX . W wyniku otrzymamy

powierzchnie֒, której pole obliczymy. Podzielimy przedzia l [a, b]

punktami a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b na krótkie przedzia-
 ly, niekoniecznie równe. To co powstaje w wyniku obrotu cze֒́sci

wykresu odpowiadaja֒cej przedzia lowi [xi−1, xi] można przybliżyć

stożkiem ście֒tym o wysokości xi − xi−1 i promieniach podstaw

f(xi) , f(xi−1) (walcem, gdy f(xi−1) = f(xi) ). Pole powierzchni

bocznej takiego stożka, to zgodnie z przypomnianymi wzorami

πli
(

f(xi−1) + f(xi)
)

, gdzie li oznacza jego tworza֒ca֒, czyli

li =

√

(xi − xi−1)2 + (f(xi) − f(xi−1))
2

=

= (xi − xi−1)

√

1 +
(

f ′(ti)
)2

dla pewnego ti∈(xi−1, xi) , istnienie takiej liczby t wynika z twier-

dzenia Lagrange’a o wartości średniej. Przedzia l [xi−1, xi] jest

,,krótki”, wie֒c f(xi−1 ≈ f(ti) ≈ f(xi) , zatem

πli (f(xi−1) + f(xi)) ≈ 2π · f(ti)(xi − xi−1)

√

1 +
(

f ′(ti)
)2

.

Przybliżenie f(xi−1) ≈ f(ti) ≈ f(xi) jest dopuszczalne, bo pope l-

niamy b la֒d mniejszy niż K ·(xi−xi−1)2 dla pewnego K ∈ R . Pole

powierzchni powsta lej w wyniku obrotu wykresu funkcji f można

wie֒c przybliżyć suma֒
n

∑

i=1

2π · f(ti)

√

1 +
(

f ′(ti)
)2

, która z kolei

przybliża ca lke֒
∫ b

a
2πf(t)

√

1 +
(

f ′(t)
)2

dt . Wobec tego ta ca lka

jest równa polu powierzchni powsta lej w wyniku obrotu funkcji f

wokó l osi x . Czas na jakís przyk lad.

Przyk lad 27.36 Niech f(x) =
√

r2 − x2 dla a 6 x 6 a + h ,

przy czym −r 6 a oraz a + h 6 r . W wyniku obrotu wykresu

funkcji f określonej na przedziale [a, a + h] otrzymujemy cze֒́sć

powierzchni kuli zawarta֒ mie֒dzy dwiema równoleg lymi p laszczyz-

nami, których odleg lość równa jest h . Zgodnie z omówionym
wzorem pole tej cze֒́sci sfery równe jest

2π

∫ a+h

a

√

r2 − x2 ·

√

1+

( −x√
r2 − x2

)2

dx=2πr

∫ a+h

a

dx = 2πrh .
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W szczególności, jeżeli a = −r i h = 2r otrzymujemy wzór na
pole powierzchni ca lej kuli.

Jednak otrzymalísmy coś wie֒cej: wzór na pole powierzchni

cze֒́sci sfery zawartej mie֒dzy dwiema równoleg lymi p laszczyznami

oddalonymi o h . Zauważmy jeszcze, że we wzorze tym NIE wyste֒-

puje liczba a . Pole nie zależy od a , ważne jest tylko to, że obie
p laszczyzny przecinaja֒ sfere֒. Jedna z tych p laszczyzn może prze-

chodzić przez jeden z biegunów, a w innej sytuacji p laszczyzna
równika może dzielić przestrzeń mie֒dzy nimi na pó l. Nie jest to

ca lkiem oczywiste, ale z pewnościa֒ Archimedes to wiedzia l.27.8

Przyk lad 27.37 Obliczymy teraz pole powierzchni de֒tki (toru-

sa) opisanej już w przyk ladzie 27.33. Przypomnijmy: powierzchnie֒

otrzymujemy w wyniku obrotu okre֒gu zdefiniowanego równania-

mi y = 0 , (x − R)2 + z2 = r2 wokó l osi OZ . Można przyja֒ć,

że obracamy wokó l osi OZ wykresy dwu funkcji R +
√

r2 − z2

oraz R −
√

r2 − z2 , zmiennej z . Cze֒́sć wspólna otrzymanych

powierzchni sk lada sie֒ z dwóch okre֒gów, wie֒c jej polem jest 0 .

Wobec tego pole ,,de֒tki” to suma pól obu powierzchni. W pierw-

szym przypadku pole równe jest (por. przyk lad 27.35)

2π

∫ r

−r

(

R +
√

r2 − z2
)

·

√

1 +

( −z√
r2 − z2

)2

dz =

= 2πr

∫ r

−r

(

R√
r2 − z2

+ 1

)

dz = 2π2rR + 4πr2 ,

wobec tego w drugim —

2π

∫ r

−r

(

R −
√

r2 − z2
)

·

√

1 +

( −z√
r2 − z2

)2

dz = 2π2rR−4πr2 .

Sumuja֒c otrzymujemy 4π2rR = 2πr · 2πR .

Jest wie֒c widoczne, że za pomoca֒ ca lek można dać sobie rade֒

z obliczaniem obje֒tości, pól i d lugości. Cze֒sto wyniki nie daja֒ sie֒

wyrazić za pomoca֒ funkcji elementarnych. Jednak wyrażenie ich

27.8
W podre֒czniku do geometrii używanym we wszystkich polskich liceach, gdy

autor tego tekstu by l uczniem, twierdzenie to by lo podane wraz z dowodem
nie korzystaja֒cym w jawnej postaci z ca lek. Oczywíscie tylko cze֒́sć uczniów

je zauważa la.
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nawet za pomoca֒ samej ca lki jest ważne, bo istnieje wiele metod

przybliżonego obliczania ca lek, wie֒c nawet jeśli mamy wynik nie-

elementarnie wyrażony, to i tak można uzyskiwać jego przybliżenia
z ca lkowicie wystarczaja֒ca֒ dok ladnościa֒.

Środek masy.

Środek masy pary ,,punktów materialnych” S1 = (x1, y1) ,

którego masa֒ jest m1 oraz S2 = (x2, y2) , którego masa֒ jest m2,

to punkt

S =
(

m1x1+m2x2

m1+m2
, m1y1+m2y2

m1+m2

)

.

Wynika to sta֒d, że punkt S dzieli odcinek S1S2 tak, że

m1 · ‖S1S‖ = m2 · ‖SS2‖ ,
−−−−→
[S1, S] = m2

m+1+m2
[x2 − x1, y2 − y1] .

Z fizyki wiadomo, że środek masy wie֒kszej liczby punktów znaj-

dujemy zaste֒puja֒c kolejno pary punktów środkami ich mas, w któ-

rych umieszczamy sume֒ ich mas. To prowadzi nas do stwierdzenia,

że środkiem masy uk ladu n punktów S1 , S2 , . . . , Sn , których
masami sa֒ m1 , m2 , . . . , mn , jest punkt

S =
(

m1x1+m2x2+···+mnxn

m1+m2+···+mn
, m1y1+m2y2+···+mnyn

m1+m2+···+mn

)

.

Ten wzór obowia֒zuje też w przestrzeni (dochodzi wspó lrze֒dna z )

i na prostej (odpada wspó lrze֒dna y ).

Po tych uwagach możemy zaja֒ć sie֒ środkiem masy jednorod-

nego obszaru na p laszczyźnie ograniczonego przez wykresy dwu

funkcji cia֒g lych f, g: [a, b] −→ R . Zak ladamy, że dla każdego

x ∈ [a, b] zachodzi nierówność f(x) 6 g(x) . Za lóżmy, też że

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b i — jak zwykle — że

odcinki [xi−1, xi] sa֒ dostatecznie krótkie. Obszar mie֒dzy wykre-

sami G := {(x, y): a 6 x 6 b, f(x) 6 y 6 g(x)} dzielimy na

wa֒skie paski Gi = {(x, y): xi−1 6 x 6 xi, f(x) 6 y 6 g(x)} .

Te paski sa֒ wa֒skie i d lugie, wie֒c środek masy Gi to w przy-

bliżeniu Si =
(

1
2 (xi−1 + xi),

1
2 (f(ti) + g(ti)

)

, gdzie ti ∈ [xi−1, xi]

jest dowolnie wybranym punktem. Przybliżać wolno, bo pasek
Pi ma lo różni sie֒ od prostoka֒ta w tym sensie, że ,,wyrównanie”

góry i do lu powoduje ma la zmiane֒ pola w porównaniu z polem

ca lego paska. Masa paska jest proporcjonalna do jego pola, wie֒c

możemy przyja֒ć, że jest temu polu równa. W przybliżeniu jest to
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(xi − xi−1)
(

g(ti) − f(ti)
)

. Wobec tego środek masy S obszaru

G jest w przybliżeniu równy

∑

n

i=0
Si(xi−xi−1)(g(ti)−f(ti))

∑

n

i=0
(xi−xi−1)

(

g(ti)−f(ti)
) . Niech

S = (xS , yS) . Wtedy xS ≈
∑

n

i=0

1
2 (xi−1+xi)(xi−xi−1)(g(ti)−f(ti))

∑

n

i=0
(xi−xi−1)

(

g(ti)−f(ti)
)

oraz yS ≈
∑n

i=0

1
2 (f(ti)+g(ti))(xi−xi−1)(g(ti)−f(ti))
∑

n

i=0
(xi−xi−1)

(

g(ti)−f(ti)
) . W granicy mia-

nownik stanie sie֒ równy
∫ b

a

(

g(x)−f(x)
)

dx , co jest zgodne z ocze-

kiwaniem, bo powinna sie֒ w nim pojawić masa obszaru G , czyli

jego pole. W liczniku xS , po zasta֒pieniu liczby 1
2
(xi−1 + xi)

liczba֒ ti , mamy sume֒ Riemanna ca lki
∫ b

a
x
(

g(x) − f(x)
)

dx , zaś

w liczniku yS — sume֒ Riemanna ca lki 1
2

∫ b

a

(

g(x)2 − f(x)2
)

dx .

Wobec tego można napisać równości, które dla matematyka27.9 sa֒

definicja֒ środka masy obszaru G :

xS =

∫ b

a
x
(

g(x) − f(x)
)

dx
∫ b

a

(

g(x) − f(x)
)

dx
, yS =

∫ b

a

g(x)+f(x)
2

(

g(x)−f(x)
)

dx
∫

b

a

(

g(x)−f(x)
)

dx
.

Uwaga 27.23
To be֒dzie ca lkowicie nieformalny komentarz, ale wskazuja֒cy, jak

należy mysleć o wielkościach fizycznych. Wielkość
(

g(x)−f(x)
)

dx

to pole prostoka֒ta o wysokości g(x)− f(x) , którego szerokość dx

jest ,,nieskończenia ma la”. Zamiast sumy pól tych ,,nieskończenie
cienkich” prostoka֒tów wyste֒puje ca lka. W liczniku xS mamy

ca lke֒ z iloczynu x , czyli pierwszej wspó lrze֒dnej środka masy tego

,,nieskończenie cienkiego” prostoka֒ta, przez jego mase֒. W liczniku

yS mamy ca lke֒ z iloczynu 1
2

(

g(x) + f(x)
)

, czyli drugiej wspó l-

rze֒dnej środka masy tego chudzielca, przez jego pole, czyli przez
(

g(x) − f(x)
)

dx . Oczywíscie nie zdefiniujemy nieskończenie cien-

kich prostoka֒tów, zreszta֒ po to teoria granic, pochodnych i ca lek

zosta la stworzona, by uwolnić sie֒ od tak nieprecyzyjnych sformu-

 lowań, jakie wyste֒puja֒ w tej uwadze. Jednak warto zdawać sobie

sprawe֒ z tego, że one sa֒ w tle. Dobre intuicje to też ważna rzecz.

27.9
dla fizyka to chyba jest twierdzenie
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Przyk lad 27.38 Znajdziemy środek masy jednorodnego trój-

ka֒ta. Za lóżmy, że wierzcho lkami trójka֒ta sa֒ punkty A = (0, 0) ,

B = (b1, b2) i C = (c1, c2) przy czym 0 6 c1 6 b1 , b1 > 0

i −b2c1 + b1c2 6= 0 .27.10 Niech f(x) = b2
b1

x = b2
b1

(x − b1) + b2 .

Wykresem funkcji f jest prosta przechodza֒ca przez punkty A

i B . Za lożymy, że jej dziedzina֒ jest przedzia l [0, b1] , czyli że jej

wykresem jest odcinek AB. Określimy też funkcje֒ g : g(x) = c2

c1
x

dla 0 6 x 6 c1 i g(x) = b2−c2

b1−c1
(x − c1) + c2 = b2−c2

b1−c1
(x − b1) + b2

dla c1 6 x 6 b1, oczywíscie jeśli c1 = 0 — obowia֒zuje jedynie

drugi wzór, a jeśli c1 = b1 — tylko pierwszy. Trójka֒t o wierz-

cho lkach A,B,C to zbiór

G={(x, y) : 0 6 x 6 b1, min(f(x), g(x)) 6 y 6max(f(x), g(x))}.
Można wie֒c stosować poznane wzory na wspó lrze֒dne środka masy.

Niech S = (xS , yS) be֒dzie środkiem masy G . Znajdziemy

najpierw pole |G| trójka֒ta G . Niech P = 1
2 |b1c2 − b2c1| . Mamy

|G| =
∫ b1

0

∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx =
∫ c1

0

∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx +

+
∫ b1

c1

∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx =

=
∫ c1

0

∣

∣

c2

c1
− b2

b1

∣

∣xdx+
∫ b1

c1

∣

∣

b2−c2

b1−c1
(x− b1) + b2 − b2

b1
(x− b1)− b2

∣

∣dx =

=
∫ c1

0
|b1c2−b2c1|

b1c1
xdx +

∫ b1
c1

∣

∣

b2c1−b1c2

b1(b1−c1) (x − b1)
∣

∣dx
x−b160

============
|b1c2−b2c1|=2P

= 2P
b1c1

∫ c1

0
xdx − 2P

b1(b1−c1)

∫ b1
c1

(x − b1)dx =

= P
b1c1

c2
1 + P

b1(b1−c1)(c1 − b1)2 = c1

b1
P + (b1−c1)

b1
P = |b1c2−b2c1|

2

— otrzymalísmy wzór na pole trójka֒ta, który potrafimy znaleźć

bez ca lek, ale z ca lkami jest wygodniej ze wzgle֒du na stosowany tu

opis trójka֒ta i naste֒pne obliczenia. Teraz trzeba znaleźć jeszcze

dwie ca lki. Mamy xS |G| =
∫ b1

0
x
∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx =

=
∫ c1

0
x
∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx +
∫ b1

c1
x
∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣dx
poprzednie

========
obliczenia

27.10
Każdy trójka֒t można przesuna֒ć bez obracania tak, by jego skrajny lewy punkt

znalaz l sie֒ na osi OY , jeśli tych skrajnych lewych punktów jest wiele, to na

osi rze֒dnych znajduje sie֒ ca ly bok, trójka֒t przesuwamy tak, by najniższy

ze skrajnych lewych punktów znalaz l sie֒ w pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych.

Skrajny prawy punkt to B . Warunek −b2c1+b1c2 6=0 jest równoważny temu,
że punkty A,B,C nie leża֒ na jednej prostej.
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= 2P
b1c1

∫ c1

0
x2 dx − 2P

b1(b1−c1)

∫ b1
c1

x(x − b1)dx =

= 2P
b1c1

∫ c1

0
x2 dx − 2P

b1(b1−c1)

∫ b1
c1

(

(x − b1)2 + b1(x − b1)
)

dx =

= 2P
c1b1

c3
1

3 + 2P
b1(b1−c1)

( (c1−b1)3

3 + b1
(c1−b1)2

2

)

=

= P
3b1

(

2c2
1 − 2(b1 − c1)2 + 3b1(b1 − c1)

)

= P · b1+c1

3
,

zatem xS = b1+c1

3
= 0+b1+c1

3
. Okaza lo sie֒, że: pierwsza środka

masy trójka֒ta jednorodnego to średnia arytmetyczna pierwszych

wspó lrze֒dnych jego wierzcho lków. Znajdziemy druga֒. Mamy

yS |G| = 1
2

∫ b1
0

∣

∣g(x) − f(x)
∣

∣ ·
(

g(x) + f(x)
)

dx =

= P
b1c1

∫ c1

0
x
(

c2

c1
+ b2

b1

)

xdx −

− P
b1(b1−c1)

∫ b1
c1

(x − b1)
(

(

b2−c2

b1−c1
+ b2

b1

)

(x − b1) + 2b2

)

dx =

= P
b1c1

∫ c1

0
b1c2+b2c1

b1c1
x2 dx −

− P
b1(b1−c1)

∫ b1
c1

(

2b1b2−b1c2−b2c1

b1(b1−c1)
(x − b1)2 + 2b2(x − b1)

)

dx =

= P
b1c1

b1c2+b2c1

b1c1

c3
1

3 + P
b1(b1−c1)

(

2b1b2−b1c2−b2c1

b1(b1−c1)
(c1−b1)3

3 +b2(c1−b1)2
)

=

= P
3b21

(

c1(b1c2+b2c1)+(c1−b1)(2b1b2−b1c2−b2c1)+3b1b2(b1−c1)
)

=

= P
3b21

(

c1(b1c2+b2c1) + (b1 − c1)(b1b2 + b1c2 + b2c1)
)

=

= P
3b21

(

(b1 − c1)b1b2 + b1(b1c2 + b2c1)
)

= P
3b21

b2
1(b2 + c2) = P (b2+c2)

3
.

Wynika sta֒d, że yS = b2+c2

3 = 0+b2+c2

3 , a to jest wynik, który

można by lo oczekiwać. Po d lugich i cie֒żkich cierpieniach udo-

wodnilísmy, że środek masy jednorodnego trójka֒ta jest średnia֒

arytmetyczna֒ jego wierzcho lków. No i KONIEC!

Nie be֒dziemy mnożyć przyk ladów. Podamy jeszcze wzory na

wspó lrze֒dne środka masy wykresu funkcji f : [a, b] −→ R zak la-

daja֒c, że jest ona różniczkowalna i że pochodna f ′: [a, b] −→ R

jest cia֒g la. Należy wyobrazić sobie wykres wykonany z bardzo

cienkiego, jednorodnego drutu. W takiej sytuacji

xS =

∫ b

a
t
√

1+(f ′(t))2 dt
∫ b

a

√
1+(f ′(t))2 dt

i yS =

∫ b

a
f(t)

√
1+(f ′(t))2 dt

∫ b

a

√
1+(f ′(t))2 dt

.

Uwaga 27.24
W mianownikach widzimy d lugość wykresu funkcji. Wykres to
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zbiór punktów postaci (t, f(t)) . O dt myślimy jako o nieskoń-

czenie krótkim odcinku poziomym. f ′(t) = tg α , gdzie α to

ka֒t nachylenia stycznej do wykresu w punkcie (t, f(t)) , zatem
√

1 + (f ′(t))2 = 1
cos α . Oznacza to, że

√

1 + (f ′(t))2 dt to d lugość

przeciwprostoka֒tnej w trójka֒cie, w którym przyprostoka֒tna o d lu-

gości dt tworzy z przeciwprostoka֒tna֒ ka֒t α . Oznacza to, że
√

1 +(f ′(t))2 dt to d lugość nieskończenie krótkiego fragmentu wy-

kresu, czyli jego ,,masa”. W jednym liczniku mnożymy te֒ nieskoń-

czenie ma la֒ mase֒ przez pierwsza֒ wspó lrze֒dna֒ punktu (t, f(t)) ,

a w drugim — przez druga֒. Ta nieformalna agitacja jest bardzo

ważna.
Zache֒camy Czytelnika do napisania wzorów na środek masy

obszaru trójwymiarowego zawartego mie֒dzy wykresami dwu funk-

cji dwu zmiennych, na środek masy powierzchni obrotowej pow-
sta lej w wyniku obrotu wykresu funkcji wokó l osi argumentów.
A może warto napisać wzory na moment bezw ladności wzgle֒dem

osi obrotu pokrywaja֒cej sie֒ z osia֒ uk ladu wspó lrze֒dnych?

Zadania
1. Obliczyć ca lke֒

∫

x5

x4+x2+1 dx

2. Obliczyć
∫

f(x)dx , jeśli f(x) =

a. x + 3x2 − 12x4 a֒. x(1 + x2)4 b. e2x

c. sin 3x ć. x sin (x2) d. 1
1+4x2

e. x
1+4x2 e֒. 1

1+3x2 f. 1
2+3x2

g. x2+2x−2
2+3x2 h. tg x i. 1

1+2x

j. x
1+2x k. x2+2x+3

x+2 l. 1
(x+1)(x−2)

 l. x
(x+1)(x−2) m. sin x cos x n. ex

1+ex

ń. x2
√

x3 − 1 o. e
√

x ó. x sin 2x

p. x2 sin x q. xex r. x2e2x

s. arctgx ś. 1√
4−x2

t. x√
1−x4

u. sin3 x w. 1
sin2 x

x. cos x · esin x

y. ln x
x

z. ex sin x ż. e2x sin 5x

ź. 1
(1+ex)2

α. 1
1+ex/2+ex/3+ex/6 β.

(

1 − 2
x

)2
ex
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γ. x2e3x sin 4x δ. cos2
√

x ε.
ln(x+

√
1+x2)

(1+x2)3/2

ζ. 1+sin x
1+cos xex η. x ln(1 + x4) θ. xx(1 + ln x)

3. Obliczyć pole obszaru ograniczonego przez wykresy funkcji

a. f(x) = x2 i g(x) = 1
2
x2 + 2 ,

b. f(x) = x2 i g(x) = −x2 oraz proste x = −1 , x = 1 ,

c. f(x) = x2 i g(x) = 1 − x2 ,

d. f(x) = x2 , g(x) = 1 − x2 i h(x) = 2 ,

e. f(x) = x2 i g(x) = x2 − 2x + 4 oraz oś OY,

f. f(x) =
√

x i g(x) = 0 oraz prosta֒ x = 2 ,

g. f(x) = x2 oraz parabole֒ x = y2 ,

h. f(x) = x sin 4x i g(x) = 0 oraz proste x = 0 i x = π
8 ,

i. F (y) = 1
2y2 i okre֒giem o równaniu x2 + y2 − 4x = 0 .

4! Niech x2 − y2 = 1 , x > 0 , y > 0 . Dowieść, że istnieje takie

t ∈ R , że x = cosh t = 1
2
(et + e−t) i y = sinh t = 1

2
(et − e−t) .

Niech A = {(u, v): u2 − v2 6 1, |vx| 6 uy} . Udowodnić, że

zachodzi równość |A| = t .

Uwaga 27.25 Jeśli x > −1 , y > 0 i x2 + y2 = 1 , to istnieje

dok ladnie jedna liczba t ∈ [0, π) , że x = cos t , y = sin t . Jeżeli

A = {(t cos τ, t sin τ): t 6 1, |τ | 6 t} , to |A| = t . Ta uwaga

pokazuje geometryczne podobieństwo definicji sinusa i kosinusa
oraz sinusa hiperbolicznego i kosinusa hiperbolicznego.
5.∗ Wyprowadzenie wzoru Wallisa

a. Niech In =
∫ π/2

0
sinn xdx . Wykazać, że dla każdej liczby

naturalnej n > 2 zachodzi równość In = n−1
n In−2 .

Dla dowodu można dwukrotnie sca lkować odpowiednie

funkcje przez cze֒́sci: sinn x = sin x · sinn−1 x = sinn−1 x ·
(− cos x)′ , . . .

b. Obliczyć I0 oraz I1 , a naste֒pnie I2n i I2n+1 dla dowol-

nej liczby ca lkowitej n > 0 .
c. Wykazać, że lim

n→∞
In = 0 .

d. Wykazać, że cia֒g (In) jest maleja֒cy i że lim
n→∞

I2n

I2n+1
= 1 .

e. Wykazać, że π
2 = lim

n→∞
1

2n+1

(

2·4·...·2n
1·3·...·(2n−1)

)2

.
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6. Dowieść, że jeśli 0 6 x 6 1 , to lim
n→∞

n(n + 1)xn(1 − x) = 0 .

Dowieść, że zachodzi równość
∫ 1

0
n(n + 1)xn−1(1−x)dx = 1 .

Nie można wie֒c wnioskować tego, że ca lki da֒ża֒ do 0 z tego

tylko, że funkcje podca lkowe da֒ża֒ do 0 .

7. Obliczyć obje֒tość elipsoidy x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 6 1 .

8. Obliczyć d lugość krzywej o równaniu: y2 = 4x3 , przy czym

y > 0, 0 6 x 6
8
9 .

9. Obliczyć d lugość krzywej o równaniu y = 2
√

x , przy czym
1 6 x 6 9 .

10. Porównać ca lki nie obliczaja֒c ich:

a.
∫ 1

2 π

0
sin6 x dx i

∫ 1
2 π

0
sin3 x dx,

b.
∫ 1

0
e−x dx i

∫ 1

0
e−x2

dx .

11. Określić znak ca lki

a.
∫ 2π

0
x sin x dx, b.

∫ 1
1
2

x2 ln x dx ,

c.
∫ 2

−2
x32x dx, d.

∫ 2π

0
sin x

x dx .

12. Znaleźć lim
n→∞

an obliczaja֒c pewna֒ ca lke֒, jeśli an =

(a) 1
n+1 + 1

n+2 + . . . 1
n+n , (b) n

n2+1 + n
n2+22 + . . . + n

n2+n2 ,

(c)
n√

n!
n , (d) 17+27+···+n7

n8 .

(e) lim
n→∞

(

n+1
n sin π

n2 + n+2
n sin 2π

n2 + · · · + 2n−1
n sin (n−1)π

n2

)

(f) lim
n→∞

n−2
n

∑

j=1

√

(nx + j)(nx + j + 1)

(g) lim
n→∞

(

e1/n

n+1 + e2/n

n+1/2 + · · · + en/n

n+1/n

)

13. Znaleźć pochodna֒ funkcji f , jeśli f(x) =

a.
∫ x+1

1
et2 dt , b.

∫ x2

1
et2 dt ,

c.
∫ 1

x−1
et2 dt , d.

∫ x2

x−1
et2 dt .

14. Obliczyć ca lke֒

a.
∫ 10

1
|x−5|
x−5 (x2 + 1) dx – w punkcie 5 funkcja podca lkowa

nie jest zdefiniowana,

b.
∫ 1

−1
(|x|)′(x2 + x) dx – w punkcie 0 funkcja podca lkowa
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nie jest zdefiniowana,

c.
∫ 1

−1
|x| dx ,

d.
∫ 10

−10
|x2 − 5x + 6| dx .

15. Znaleźć środek masy jednorodnego  luku paraboli y = x2 ,
0 6 x 6 3 .

16. Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru

{(x, y): 0 6 y 6 x2, 0 6 x 6 3} .

17. Znaleźć przybliżone po lożenie środka masy jednorodnego  luku
sinusoidy y = sin x , 0 6 x 6 π .
D lugość tego  luku wyraża sie֒ ca lka֒ jest nieelementarna֒, wie֒c

należy ja֒ przybliżyć np. z b le֒dem mniejszym niż 1
10 .

18. Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru

{(x, y): 0 6 y 6 sin x, 0 6 x 6 π} .

19. Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru ograniczonego pa-

rabolami 2x = y2 i 2y = x2 .

20. Znaleźć środek masy jednorodnej ćwiartki elipsy

{(x, y): x2

a2 + y2

b2 6 1, 0 6 x, 0 6 y} .

21. Niech 0 < α < π , r > 0 . Znaleźć środek masy jednorodnego

ka֒ta opisanego tak: K = {(t cos ϕ, t sin ϕ): t 6 r, |ϕ| 6 α} .

22. Niech 0 < α < π , r > 0 . Znaleźć środek masy jednorodnego

 luku opisanego tak: K = {(r cos ϕ, r sin ϕ): |ϕ| 6 α} .

23. Znaleźć środek masy jednorodnego czorościanu.

24. Znaleźć środek masy jednorodnej pó lkuli o promieniu r > 0 .

25. Zaleźć środek masy pó ltorusa, tj bry ly powsta lej w wyniku
obrotu ko la o promieniu r > 0 wokó l prostej leża֒cej w jego

p laszczyźnie w odleg lości R > r od środka ko la.

26. Za lóżmy, że π = p
q

, p, q ∈ N . Definiujemy cia֒g za pomoca֒

równości cn = qn

n!

∫ π

0

(

x(π − x)
)n

sin xdx .

Udowodnić, że cn > 0 dla n = 1, 2, . . . .
Udowodnić, że lim

n→∞
cn = 0 .

Udowodnić, że cn ∈ Z dla n = 1, 2, . . . .
Udowodnić, że liczba π jest niewymierna.

Uwaga 27.26 Ten dowód niewymierności π pochodzi z XX wieku

(I.Niven, 1947 r.). Oryginalny z 1761 r. by l d luższy.
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27. Wykazać, że jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest cia֒g la, to

lim
n→∞

∫ b

a
f(x) sin nxdx = 0 . Można zacza֒ć od wielomianów.

28. Wykazać, że jeśli funkcja f jest cia֒g la i dla każdej liczby

naturalnej n > 1 zachodzi równość
∫ 1

0
f(x)xn dx = 0 , to

f(x) = 0 dla każdego x ∈ [0, 1] .

29. Wykazać, że jeśli funkcja f klasy C2 jest nieujemna, niemale-

ja֒ca, wkle֒s la, na pó lprostej [1,∞) , to cia֒g (ak)
+∞
k=1 o wyrazie

ak =

k
∑

n=1

f(n) −
∫ k

1
f(x)dx − 1

2f(k) jest ograniczony.

30. Niech f be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ na pó lprostej [0, +∞) i niech

lim
x→∞

f(x) = A ∈ IR . Znaleźć lim
n→∞

∫ 1

0
f(nx)dx .

31. Znaleźć lim
x→+∞

2xe−x2 ∫ x

0
ex2

dx .

32. Niech F (x) =
∫ x

0
sinn tdt , G(x) =

∫ x

0
cosn tdt . Dla jakich

n ∈ IN funkcje F i G sa֒ okresowe?

33. Obliczyć B(k, n) :=
∫ 1

0
xk−1(1 − x)n dx , jeśli k, n ∈ N .

34. Niech Pn = 1
2nn!

(

(x2 − 1)n
)(n)

. Obliczyć
∫ +1

−1
Pn(x)Pk(x)dx.

35. Niech f(0) = 0 i f(x) = sin 1
x dla x 6= 0 . Udowodnić, że f

ma funkcje֒ pierwotna֒.

36. Niech g(0) = 1 i g(x) = sin 1
x dla x 6= 0 . Udowodnić, że g

nie ma funkcji pierwotnej.
37. Udowodnić, że istnieje funkcja f : R −→ R , która ma funkcje֒

pierwotna֒, ale jej kwadrat q: R −→ R funkcji pierwotnej nie

ma, tutaj. q(x) := f(x) · f(x) .
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W tym rozdziale zajmiemy sie֒ omówieniem definicji i niektó-

rych w lasności liczb zespolonych. Zaczniemy od uwagi o charak-
terze historycznym.

W XVI w. nauczono sie֒ rozwia֒zywać równania trzeciego stop-

nia. Każde równanie postaci ax3 + bx2 + cx + d = 0 , gdzie

a 6= 0 , można zasta֒pić równaniem postaci y3 +py+q = 0 : należy

podzielić równanie przez liczbe֒ a , naste֒pnie wprowadzić zmienna֒

y = x+ b
3a

.28.1 Niech y = u+ v . Mamy wtedy

0 = y3 + py + q = =u3 + v3 + q + (p + 3uv)(u + v) .

Dobierzemy liczby u i v tak, by u3 + v3 = −q i uv = −p
3 , czyli

u3v3 = −p3

27 . Liczby u3, v3 maja֒ wie֒c być pierwiastkami równa-

nia kwadratowego t2 + qt− p3

27 = 0 , wie֒c np.

u3 = − q
2 +

√

p3

27 + q2

4 i v3 = − q
2 −

√

p3

27 + q2

4 .

Wtedy y =
3

√

− q
2

+
√

p3

27
+ q2

4
+

3

√

− q
2
−

√

p3

27
+ q2

4
.

Otrzymalísmy wzór na pierwiastek równania trzeciego stop-
nia. Pokażemy natomiast, że stosowanie tego wzoru może być
k lopotliwe. Niech p = −7 , q = −6 , rozwia֒zujemy wie֒c równanie

x3 − 7x− 6 = 0 . Mamy
p3

27 + q2

4 =
(−7

3

)3
+

(−6
2

)2
= −343

27 + 9 = −100
27 < 0 .

Teraz z tej liczby należy wycia֒gna֒ć pierwiastek kwadratowy. Ten

pierwiastek nie jest liczba֒ rzeczywista֒! Można pomyśleć, że to dla-

tego, że nasze równanie nie ma rozwia֒zań rzeczywistych. Tak jed-

nak nie jest, bo (−1)3−7 · (−1) − 6 = 0, (−2)3 − 7 · (−2) − 6 = 0

i 33 − 7 · 3 − 6 = 0 , wie֒c nasze równanie ma trzy pierwiastki

rzeczywiste! Czytelnik zechce sprawdzić, że jeśli y1, y2, y3 sa֒ pier-

wiastkami równania y3 + py + q = 0 , czyli gdy y3 + py + q =

=(y − y1)(y − y2)(y − y3) , to zachodzi równość:

28.1
Podobnie poste֒powalísmy chca֒c rozwia֒zać równanie kwadratowe, tam nowa֒

zmienna֒ by lo x+ b
2a
. Podstawienie jest skuteczne, bo y3=(x+ b

3a
)3=

=x3+ b
a
x2+ b2

3a2 x+ b3

27a3 , wie֒c ten sk ladnik zawiera dwa pierwsze cz lony le-

wej strony równania.
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− 1
108(y1 − y2)2(y2 − y3)2(y3 − y1)2 = p3

27 + q2

4 .

Wynika sta֒d, że jeśli równanie ma trzy różne pierwiastki rzeczy-

wiste, to wzoru stosować sie֒ nie da. Poszukiwania innych wzorów

nie da ly rezultatu. Zacze֒to zak ladać, że istnieje pierwiastek kwa-

dratowy z liczby −1 , którego nie by lo, ale by l wygodny w użyciu.
Wreszcie liczby zespolone, których nie by lo, zinterpretowano jako

punkty p laszczyzny i pogodzono sie֒ z nimi.28.2 Do dzís zosta la

nazwa: liczby urojone — to pierwiastki kwadratowe z ujemnych
liczb rzeczywistych. Dzís trudno sobie wyobrazić matematyke֒ bez

nich.

Definicja 28.1 (liczb zespolonych)

Liczbami zespolonymi nazywamy liczby postaci a + bi , gdzie i

oznacza jednostke֒ urojona֒, przyjmujemy, że i2 = −1 zaś a i b

sa֒ liczbami rzeczywistymi. Suma liczb zespolonych z1 = a + bi

i z2 = c + di to z1 + z2 = (a + c) + (b + d)i , ich iloczyn to

z1z2 = (ac− bd) + (ad + bc)i . Zbiór wszystkich liczb zespolonych

oznaczany jest na ca lym świecie 28.3 przez C .

Twierdzenie 28.2
Zbiór liczb zespolonych jest cia lem, tzn.

D1 Dla dowolnych liczb z1, z2, z3 ∈ C zachodzi równość

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) — dodawanie jest  la֒czne.

D2 Dla każdej liczby z ∈ C zachodzi równość z + 0 = z , gdzie
0 = 0 + 0 · i .

D3 Dla każdej liczby z ∈ C istnieje taka liczba w ∈ C , że
z + w = 0 — istnienie liczby przeciwnej.

D4 Dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi z1 + z2 = z2 + z1 —
dodawanie jest przemienne.

M1 Dla dowolnych z1, z2, z3 ∈ C zachodzi (z1 ·z2)·z3 = z1 ·(z2 ·z3)

— mnożenie jest  la֒czne.

M2 Dla każdej liczby z ∈ C zachodzi równość z ·1 = z — charak-
teryzacja jedynki, gdzie 1 = 1 + 0 · i .

M3 Dla każdej liczby z ∈ C \ {0} istnieje taka liczba w ∈ C , że

28.2
Zrobili to różni ludzie. Przyjmuje sie֒, że najwie֒kszy wk lad mia l Jean–Robert

Argand, choć d lugo nie wymieniano jego nazwiska, m. in. cytowa l go A.
Cauchy, ale bez wymieniania nazwiska.

28.3
z wyja֒tkiem polskich szkó l średnich
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z · w = 1 — istnienie liczby odwrotnej.

M4 Dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi z1·z2 = z2·z1 — mnożenie
jest przemienne.

MD Równość (z1 +z2) ·z3 = z1 ·z3 +z2 ·z3 zachodzi dla dowolnych

z1, z2, z3 ∈ C — mnożenie jest rozdzielne wzgle֒dem dodawa-

nia.

Dowód. Niech z1, z2, z3 ∈ C i zj = aj + bj dla j = 1, 2, 3 ,

aj , bj ∈ R . Wtedy (z1 + z2) + z3 =
(

(a1 + a2) + (b1 + b2)i
)

+

+(a3 + b3i) =
(

(a1 + a2) + a3

)

+
(

(b1 + b2) + b3
)

i =

=
(

a1 + (a2 + a3)
)

+
(

b1 + (b2 + b3)
)

i = (a1 + b1i) +
(

(a2 + a3) +

+(b2+b3)i
)

= z1+(z2+z3) , co kończy dowód  la֒czności dodawania.

W taki sam sposób sprawdzić można, że zachodza֒ w lasności

D2, D3, D4, M1, M3, M4, MD. Oznaczenia 0 = 0 + 0 · i oraz
1 = 1 + 0 · i sa֒ bardzo naturalne, co wie֒cej zamiast pisać a+ 0 · i ,
be֒dziemy pisać a .

Nie wymienilísmy w lasości M3, bo dowód tej jest nieco inny.

Niech z = x + yi 6= 0 , x, y ∈ R . Niech w = x
x2+y2

− y
x2+y2

· i .

Wtedy z ·w = (x+yi)
(

x
x2+y2 −

y
x2+y2 ·i

)

= x2

x2+y2 −
−y2
x2+y2 +0·i = 1 .

Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 28.3 1
x+yi = x−yi

(x+yi)(x−yi) = x−yi
x2−(yi)2 = x−yi

x2−y2i2 = x−yi
x2+y2

— ten rachunek wyjaśnia, jak znaleźlísmy 1
z w dowodzie poprzed-

niego twierdzenia.

Definicja 28.4 (cze֒́sci rzeczywistej i urojonej)

Liczby postaci bi , b ∈ R nazywać be֒dziemy urojonymi. Liczbe֒

a ∈ R nazywamy cze֒́scia֒ rzeczywista֒ liczby z = a + bi , piszemy

Re z = a ; liczbe֒ b ∈ R – cze֒́scia֒ urojona֒ liczby z = a+bi , piszemy

Im z = b .

Dzie֒ki tej definicji liczby rzeczywiste to szczególne liczby ze-

spolone — ,,te w których nie ma i”.

Definicja 28.5 (różnicy)

Dla dowolnych liczb zespolonych z1, z2 istnieje dok ladnie jedna
liczba zespolona z taka, że z1 + z = z2 . Nazywana jest różnica֒

liczb z2 i z1 i oznaczana symbolem z2 − z1 .
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Definicja 28.6 (ilorazu)

Dla dowolnych liczb zespolonych z1 6= 0 i z2 istnieje dok ladnie
jedna liczba zespolona z taka, że z1z = z2 . Liczba ta zwana jest

ilorazem liczb z2 i z1 i oznaczana symbolem z2
z1

lub z2/z1 .

Wykazalísmy wszystkie podstawowe w lasności dzia lań. Oczy-
wíscie 0 6= 1 . Wobec tego wszystkie wnioski dotycza֒ce dzia lań

w zbiorze liczb rzeczywistych wyprowadzone z aksjomatów bez
użycia tych, w których dowodach używana by la nierówność, za-
chodza֒ w zbiorze liczb zespolonych. Np. zachodza֒ równości 1·z =

z , 0 · z = 0 i 0 + z = z dla dowolnego z ∈ C .

Liczby zespolone możemy wie֒c dzielić:

c+di
a+bi = (c+di)(a−bi)

(a+bi)(a−bi) = (c+di)(a−bi)
a2−(bi)2 = (ac+bd)+(ad−bc)i

a2−b2i2 =

= (ac+bd)+(ad−bc)i
a2−b2(−1)

= ac+bd
a2+b2

+ ad−bc
a2+b2

i .

Niestety, nie wszystko jest tak jak w przypadku liczb rzeczy-
wistych. W zbiorze C nie można w sensowny sposób wprowadzić
nierówności. Nadamy temu zdaniu postać twierdzenia, a naste֒pnie

udowodnimy je.

Twierdzenie 28.7 (o nieistnieniu nierówności)

W zbiorze C nie istnieje relacja ≺ taka, że:

1. jeśli z1, z2 ∈ C , to zachodzi dok ladnie jedna z trzech możli-
wości: z1 = z2 albo z1 ≺ z2 albo z2 ≺ z1 ;

2. jeśli z1 ≺ z2 i z2 ≺ z3 , to z1 ≺ z3 ;

3. jeśli z1 ≺ z2 i z ∈ C , to z1 + z ≺ z2 + z ;

4. jeśli z1 ≺ z2 i 0 ≺ z , to zz1 ≺ zz2 .

Dowód. Za lóżmy bowiem, że uda lo nam sie֒ w jakís sposób zde-

finiować nierówność ≺ w taki sposób, że spe lnione sa֒ warunki

1 – 4. Wtedy kwadraty liczb różnych od 0 sa֒ dodatnie — to

wywnioskowalísmy z pewników, użytych do budowy teorii liczb
rzeczywistych, a te wszystkie pewniki by lyby spe lnione z tym że
standardowa nierówność < by laby zasta֒piona przez ≺ . Mamy

12 = 1 i i2 = −1 , zatem 0 ≺ 1 i jednocześnie 0 ≺ −1 , zatem
0 ≺ 1 i 0 ≺ −1 . Dodaja֒c te nierówności stronami otrzymujemy

0 ≺ −1 ≺ (−1) + 1 = 0 , co przeczy warunkowi 1. Dowód zosta l

zakończony.

Okaza lo sie֒ wie֒c, że liczb zespolonych porównywać sie֒ nie da.

Można oczywíscie definiować jakieś nierówności mie֒dzy liczbami

503



Liczby zespolone

zespolonymi rezygnuja֒c z cze֒́sci warunków 1 – 4, ale nie sa֒ one

użyteczne, wie֒c ma lo kto to robi.

Liczby zespolone można traktować jako punkty p laszczyzny.
Przyjmujemy, że cze֒́sć rzeczywista liczby zespolonej to pierwsza

wspó lrze֒dna (czyli pozioma), a cze֒́sć urojona to druga wspó lrze֒d-

na (pionowa) punktu p laszczyzny. Przy takiej interpretacji suma

z1 + z2 liczb zespolonych może być potraktowana jako koniec wek-

tora, który jest suma֒ wektorów
−→
0z1 i

−→
0z2 .

Definicja 28.8 (wartości bezwzgle֒dnej i argumentu)

Wartościa֒ bezwzgle֒dna֒ |z| liczby zespolonej z = a+bi nazywamy

liczbe֒
√
a2 + b2 , jej argumentem Argz — dowolna֒ taka֒ liczbe֒ ϕ ,

że cosϕ = a√
a2+b2

oraz sinϕ = b√
a2+b2

.

Z definicji wynika, że |z| to odleg lość punktu z od punktu 0 ,

a argument liczby z , to ka֒t mie֒dzy wektorami
−→
01 i

−→
0z mierzony

,,w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara”.

Przyk lad 28.1 Arg2 = 0 lub Arg2 = 2007π , Argi = π
2

lub

Argi = −3π
2 , Arg(−1 + i) = π − π

4 = 3
4π , |2| = 2 = | − 2| =

=|2i| = | − 2i| , |1 + i| = | − 1 + i| = |1 − i| = | − 1 − i| =
√

2 .

Twierdzenie 28.9 (Nierówność trójka֒ta)

Nierówność |z1 + z2| 6 |z1| + |z2| zachodzi dla dowolnych liczb

zespolonych z1, z2 . Staje sie֒ ona równościa֒ jedynie wtedy, gdy

punkty p laszczyzny odpowiadaja֒ce liczbom 0, z1, z2 leża֒ na jednej

prostej, przy czym 0 nie leży mie֒dzy28.4 z1 i z2 .

Dowód. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, b1, a2, b2 zacho-

dzi znana nam nierówność (wynika z nierówności Schwarza)
√

(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 6
√

a2
1 + b21 +

√

a2
2 + b22 ,

staje sie֒ ona równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

rzeczywista t > 0 taka, że z1 = tz2 lub z2 = tz1 .

Z równości z = a+ bi , r = |z| , cosϕ = a√
a2+b2

oraz sinϕ =

= b√
a2+b2

wynika, że z = r(cosϕ+ i sinϕ) . Zapisalísmy liczbe֒ z

w postaci trygonometrycznej.

28.4
nieostro, jedna z liczb z1,z2 może być zerem
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Niech z1 = r1(cosϕ1+i sinϕ1) i z2 = r2(cosϕ2 +i sinϕ2) . Wtedy

z1z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

=r1r2

(

cosϕ1 cosϕ2−sinϕ1 sinϕ2+i(cosϕ1 sinϕ2+cosϕ2 sinϕ1)
)

=

= r1r2

(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

.

Wykazalísmy w ten sposób, że wartość bezwzgle֒dna iloczynu

dwu liczb zespolonych równa jest iloczynowi ich wartości bez-
wzgle֒dnych, a argument iloczynu dwu liczb zespolonych równy

jest sumie ich argumentów. Stosuja֒c otrzymany wzór wielokrot-

nie otrzymujemy

Twierdzenie 28.10 (Wzór de Moivre’a)
(

r(cosϕ+ i sinϕ)
)n

= rn
(

cos(nϕ) + i sin(nϕ)
)

.

Z tego wzoru wynika, że dla każdej liczby zespolonej w 6= 0
i każdej liczby naturalnej n istnieje dok ladnie n różnych liczb ze-
spolonych z1 , z2 ,. . . , zn takich, że znj = w dla j = 1, 2, . . . , n .

Za lóżmy bowiem, że w = ̺(cosψ + i sinψ) . Z dwu równości

z = r(cosϕ+ i sinϕ) i w = zn wynikaja֒ naste֒pne ̺ = rn oraz

nϕ = ψ + 2kπ dla pewnej liczby ca lkowitej k . Wynika sta֒d, że

r = n
√
̺ , r jest wie֒c wyznaczone jednoznacznie. Musi też być

ϕ = ψ
n + 2kπ

n . Zaste֒puja֒c liczbe֒ k liczba֒ k + n zwie֒kszamy ka֒t

ϕ o 2π , co nie zmienia liczby z . Różne liczby z otrzymujemy
przyjmuja֒c kolejno k = 0 , k = 1 ,. . . , k = n − 1 . Otrzymu-

jemy wie֒c dok ladnie n różnych wartości.  Latwo zauważyć, że

odpowiadaja֒ce im punkty p laszczyzny sa֒ wierzcho lkami n –ka֒ta

foremnego wpisanego w okra֒g o promieniu r = n
√
̺ . Jeśli w = 1 ,

to wśród tych liczb jest liczba 1 .

Definicja 28.11 (pierwiastka algebraicznego z liczby zespolonej)

Algebraicznym pierwiastkiem n –tego stopnia z liczby zespolonej
w nazywamy każda֒ liczbe֒ zespolona֒ z , dla której w = zn .

Przyk lad 28.2 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 2 z licz-

by 1 = cos 0 + i sin 0 sa֒ dwie liczby: z1 = cos 0π
2 + i sin 0π

2 =

= cos 0+i sin 0 = 1 i z2 = cos 2π
2 +i sin 2π

2 = cosπ+i sin π = −1 .

Przyk lad 28.3 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z licz-

by 1 = cos 0 + i sin 0 sa֒ trzy liczby: z1 = cos 0π
3 + i sin 0π

3 = 1 ,

505



Liczby zespolone

z2 = cos 2π
3 + i sin 2π

3 = −1
2 + i

√
3

2 oraz z3 = cos 4π
3 + i sin 4π

3 =

= − 1
2 − i

√
3

2 .

Przyk lad 28.4 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z licz-
by −1 = cosπ + i sin π sa֒ trzy liczby:

z1 = cos π
3

+ i sin π
3

= 1
2

+ i
√

3
2

, z2 = cos π+2π
3

+ i sin π+2π
3

= −1

oraz z3 = cos π+4π
3

+ i sin π+4π
3

= 1
2
− i

√
3

2
.

Przyk lad 28.5 Ponieważ cos 2α+i sin 2α = (cosα+i sinα)2 =

= cos2 α+2i cosα sinα+ i2 sin2 α = cos2 α−sin2 α+2i cosα sinα ,
cze֒́sci rzeczywiste sa֒ równe i cze֒́sci urojone sa֒ równe, wie֒c za-

chodza֒ równości cos 2α = cos2 α−sin2 α , sin 2α = 2 sinα cosα .

Przyk lad 28.6 Z równości: cos 3α+i sin 3α=(cosα+i sinα)3 =

= cos3 α+ 3i cos2 α sinα+ 3i2 cosα sin2 α+ +i3 sin3 α =

= cos3 α− 3 cosα sin2 α+ i
(

3 cos2 α sinα− sin3 α
)

wynika, że

cos 3α = cos3 α− 3 cosα sin2 α = 4 cos3 α− 3 cosα ,

sin 3α = 3 cos2 α sinα− sin3 α = 3 sinα− 4 sin3 α .
Widzimy wie֒c, że za pomoca֒ liczb zespolonych można powia֒zać

wzory na cosnα i sinnα z dwumianem Newtona.

Definicja 28.12 (sprze֒żenia)

Jeśli z = a+bi , a, b ∈ R , to liczbe֒ z = a−bi nazywamy sprze֒żona֒

do liczby z .

2 − 3i = 2 + 3i , 13 = 13 , i = −i . Liczba z jest rzeczywista

wtedy i tylko wtedy, gdy z = z . Jeśli z /∈ R , to z ∈ C jest jedyna֒

liczba֒ taka֒, że z + z ∈ R i jednocześnie z · z ∈ R . Prosty dowód

tego stwierdzenia Czytelnicy przeprowadza֒ samodzielnie.

Mamy też z ·z = (a+bi)(a−bi) = a2+b2 = |z|2 , z+z = 2Rez

oraz z − z = 2iImz . Możemy wie֒c napisać

Rez = 1
2
(z + z) i Imz = 1

2i
(z − z) .

Punkty p laszczyzny odpowiadaja֒ce liczbom z i z sa֒ symetryczne

wzgle֒dem osi rzeczywistej.

Przypomnijmy, że argument iloczynu dwu liczb zespolonych
równy jest sumie argumentów sk ladników. Jest to w lasność przy-
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pominaja֒ce logarytm (logarytm iloczynu to suma logarytmów jego

czynników). Logarytm to wyk ladnik pote֒gi. Zdefiniujemy teraz

pote֒ge֒ o podstawie e .

Definicja 28.13 (pote֒gi o wyk ladniku zespolonym)

ez = ex+iy = ex
(

cos y + i sin y) dla dowolnej liczby zespolonej

z = x+ iy , x, y ∈ R .

Przyk lad 28.7 eπi = e0+πi = e0
(

cosπ + i sin π
)

= −1 ,

eln 2+πi = eln 2
(

cosπ + i sin π
)

= −2 ,

eln 2 = eln 2+0i = eln 2
(

cos 0 + i sin 0
)

= 2 .

Przyk lady można mnożyć. Zauważmy, że jeśli z = x + iy ,
w = u+ iv , gdzie x, y, u, v ∈ R , to

ez+w = e(x+u)+i(y+v) = ex+u
(

cos(y + v) + i sin(y + v)
)

=

= exeu
(

cos y + i sin y
)(

cos v + i sin v
)

=

= ex
(

cos y + i sin y
)

eu
(

cos v + i sin v
)

= ezew .

Widzimy wie֒c, że w laśnie zdefiniowanej pote֒dze liczby e przys lu-

guje podstawowa w lasność pote֒g. Definicje֒ pote֒gi stopniowo roz-

szerzalísmy: najpierw wyk ladniki by ly naturalne, potem ca lkowite
i ujemne ujemnych, potem dowolne wymierne. Pote֒ga o wyk lad-

niku rzeczywistym określilísmy tak, by zachować monotoniczność

i równość ea+b = eaeb . Ponieważ zajmujemy sie֒ liczbami ze-

spolonymi, wie֒c nie można mówić o monotoniczności — w zbiorze

liczb zespolonych nie ma nierówności. Zamiast monotoniczności
można zaża֒dać istnienia pochodnej w punkcie 0 .

Definicja 28.14 (granicy funkcji)

Jeśli h:G −→ C jest funkcja֒ określona֒ na zbiorze G ⊆ C i z0

jest punktem skupienia zbioru G , to lim
z→z0

h(z) = g ∈ C wtedy

i tylko wtedy, gdy lim
|z−z0|→0

∣

∣h(z) − g
∣

∣ = 0 .

W ostatnim wyrażeniu liczby zespolone wyste֒puja֒ tylko po-

zornie28.5 , wie֒c to ostatnie poje֒cie nie jest nam obce. Ta definicja

jest prostym uogólnieniem poje֒cia granicy znanego z przypadku

28.5
wartości bezwzgle֒dne sa֒ liczbami rzeczywistymi!
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rzeczywistego — chodzi o to, że jeśli odleg lość mie֒dzy z i z0 jest

dostatecznie ma la, to odleg lość mie֒dzy h(z) i g też jest ma la.

Zaczniemy od podania zespolonych wersji kilku znanych defi-
nicji i twierdzeń o granicach cia֒gów.

Definicja 28.15 (granicy cia֒gu)

lim
n→∞

zn = z ∈ C wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

|zn − z| = 0 .

Stwierdzenie 28.16 Jeśli zn = xn+yni , xn, yn ∈ R , g = x+yi ,
x, y,∈ R , to lim

n→∞
zn = z wtedy i tylko wtedy, gdy lim

n→∞
xn = x

oraz lim
n→∞

yn = y .

Dowód. Mamy |zn − z| =
√

(xn − x)2 + (yn − y)2 > |xn − y|
i |zn − z| > |yn − y| , wie֒c jeśli lim

n→∞
|zn − z| = 0 , to również

lim
n→∞

|xn − x| = 0 i lim
n→∞

|yn − y| = 0 , zatem lim
n→∞

xn = x oraz

lim
n→∞

yn = y . Jeśli natomiast lim
n→∞

xn = x i lim
n→∞

yn = y , to

lim
n→∞

|zn − z| = lim
n→∞

√

(xn − x)2 + (yn − y)2 = 0 , a to oznacza,

że lim
n→∞

zn = z .

Twierdzenie 28.17 Cia֒g (zn) ma granice֒ skończona֒ wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy spe lnia warunek Cauchy’ego:

∀ε>0∃nε∈N∀k,ℓ>nε
|zk − zℓ| < ε . (wC)

Dowód. Jeśli z = lim
n→∞

zn , to cia֒g (zn) spe lnia (wC), bowiem

|zk − zℓ| 6 |zk − z| + |z − zℓ| .
Jeśli cia֒g (zn) spe lnia (wC), to cia֒gi (xn) i (yn) też spe lniaja֒

(wC), bo |xk − xℓ| 6 |zk − zℓ| i |yk − yℓ| 6 |zk − zℓ| . Sa֒ wie֒c

zbieżne, zatem cia֒g (zn) też jest zbieżny.

Twierdzenie 28.18 (Bolzano–Weierstrassa)

Z każdego cia֒gu ograniczonego (zn) , czyli takiego, że istnieje takie

M > 0 , że |zn| 6 M dla każdego n , można wybrać podcia֒g

zbieżny.

Dowód. Niech zn = xn + yni . Wtedy |xn| 6 M i |yn| 6 M .

Z cia֒gu (xn) wybieramy podcia֒g zbieżny (xnk
) . Z cia֒gu (ynk

)

wybieramy podcia֒g zbieżny (ynkℓ
) . Cia֒g (znkℓ

) jest zbieżny.
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Lemat 28.19
Jeśli lim

n→∞
n · zn = 0 , to lim

n→∞
(1 + zn)

n
= 1 .

Dowód. Wykażemy, że zachodzi nierówność:

|(1 + z)n − 1| 6 (1 + |z|)n − 1

— korzystaja֒c z dwumianu Newtona i nierówności trójka֒ta:

|(1 + z)n − 1| =
∣

∣

∣
1 +

(

n
1

)

z +
(

n
2

)

z2 + . . .+
(

n
n−1

)

zn−1 + zn − 1
∣

∣

∣
6

6
(

n
1

)

|z| +
(

n
2

)

|z|2 + . . .+
(

n
n−1

)

|z|n−1 + |z|n = (1 + |z|)n − 1 .

Ponieważ za lożylísmy, że lim
n→∞

n · zn = 0 , wie֒c lim
n→∞

n · |zn| = 0.

Jeśli n|zn| < 1 , to 1 6 (1 + |zn|)n 6 en|zn| 6
1

1−n|zn| −−−−→n→∞
1,

wie֒c lim
n→∞

(1 + |zn|)n − 1 = 0 . Z nierówności |(1 + zn)
n − 1| 6

6 (1 + |zn|)n − 1 wynika wie֒c, że lim
n→∞

(1 + zn)
n

= 1 .

Teraz czeka nas dowód istnienia granicy lim
n→∞

(1 + z
n )n . Musi

on sie֒ różnić od dowodu w przypadku rzeczywistym, bo o żadnej

monotoniczności tym razem mówić nie możemy, bo w zbiorze C

nie ma nierówności. Nie wskazujemy granicy, wie֒c zastosujemy

twierdzenie Cauchy’ego, wed lug którego cia֒g liczbowy spe lniaja֒cy

warunek Cauchy’ego ma granice֒ skończona֒.

Lemat 28.20 (o zbieżności cia֒gu lim
n→∞

(1 + z
n )n )

Cia֒g
(

(1 + z
n)n

)

spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c jest zbieżny.

Dowód. Zauważmy najpierw, że jeśli n > m > k > 0 , to
(

m
k

)

1
mk <

(

n
k

)

1
nk .Wynika to natychmiast z tego, że

(

m
k

)

1
mk = m(m−1)...(m−k+1)

mkk!
=

(

1 − 1
m

)

·
(

1 − 2
m

)

·. . .·
(

1 − k−1
m

)

1
k! <

<
(

1 − 1
n

)

·
(

1 − 2
n

)

· . . . ·
(

1 − k−1
n

)

· 1
k!

=
(

n
k

)

1
nk . Mamy zatem

∣

∣

(

1 + z
n

)n −
(

1 + z
m

)m∣

∣ =

=
∣

∣

∣
1 +

(

n
1

)

z
n +

(

n
2

) (

z
n

)2
+ . . .+

(

n
n−1

) (

z
n

)n−1
+

(

z
n

)n −

−
(

1 +
(

m
1

)

z
m +

(

m
2

) (

z
m

)2
+ . . .+

(

m
m−1

) (

z
m

)m−1
+

(

z
m

)m
)

∣

∣

∣
6

6 [1 − 1] +
[(

n
1

)

1
n
−

(

m
1

)

1
m

]

|z| +
[(

n
2

)

1
n2 −

(

m
2

)

1
m2

]

|z|2 + . . .+

+
[(

n
m

)

1
nm −

(

m
m

)

1
mm

]

|z|m +
(

n
m+1

)

1
nm+1 |z|m+1 + . . .+

+
(

n
n−1

)

1
nn−1 |z|n−1 + |z|n =

(

1 + |z|
n

)n

−
(

1 + |z|
m

)m

.
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Ponieważ cia֒g
(

(1 + |z|
n

)n
)

jest zbieżny (liczba |z| jest rzeczy-

wista!), wie֒c spe lnia on warunek Cauchy’ego, wobec tego również

cia֒g
(

(1 + z
n )n

)

spe lnia warunek Cauchy’ego, bo odleg lości mie֒dzy

wyrazami tego ostatniego nie przekraczaja֒ odleg lości odpowied-

nich wyrazów cia֒gu
(

(1 + |z|
n

)n
)

. Lemat zosta l dowiedziony.

Lemat 28.21
Jeśli |z| 6

1
10

, to
∣

∣ez − 1 − z
∣

∣ 6 2|z|2 .28.6

Dowód. Wiemy (przyk lad 18.4), że 1 + x 6 ex 6
1

1−x , gdy

x < 1 , zatem 0 6 ex − 1 − x < x2

1−x , wie֒c

jeśli x < 1
10 , to 0 6 ex − 1 − x < 10

9 x
2 .

Dla każdej liczby y ∈ R mamy 0 6 1− cos y = 2 sin2 y
2 6

y2

2 .

Jeśli 0 6 y < π
2 , to sin y 6 y 6 tg y , wie֒c y cos y 6 y 6 sin y ,

zatem 0 6 y − sin y 6 y(1 − cos y) 6
y3

2 . Jeśli wie֒c |y| < 1
10 , to

∣

∣eiy − 1 − iy
∣

∣ 6 | cos y − 1| + |i sin y − iy| 6
y2

2
+ |y|3

2
6

11
20
y2 .

Zachodza֒ nierówności |x| 6 |x+iy| = |z| , |y| 6 |x+iy| = |z| .
Za lóżmy, że |z| 6

1
10 . Mamy wtedy

|ez − 1 − z| = |exeiy − 1 − (x+ iy)| 6

6 |eiy(ex − 1 − x)| + |eiy − 1 − iy| + |xeiy − x| 6

6
10
9 x

2+ 11
20y

2+|x|(|y|+ 11
20y

2) 6
10
9 x

2+ 11
20y

2+ 1
2 (x2+y2)+ 11

200y
2 6

6
(

10
9 + 1

2

)

(x2 + y2) 6 2|z|2 .

Wracamy do definiowania funkcji wyk ladniczej. Jej pochodna֒

w punkcie 0 ma być granica lim
z→0

ez−e0
z . Funkcja f ma być rozsze-

rzeniem funkcji wyk ladniczej o podstawie e i wyk ladniku rzeczy-
wistym. Jej pochodna w punkcie 0 powinna być równa pochodnej

funkcji ex w punkcie 0 , czyli liczbie lim
x→0

ex−1
x = 1.

Twierdzenie 28.22 (charakteryzuja֒ce funkcje֒ ez )

Funkcja ez jest jedyna֒ funkcja֒ f : C −→ C spe lniaja֒ca֒ sa֒ naste֒-

puja֒ce dwa warunki

1◦ f(z + w) = f(z)f(w) dla dowolnych z, w ∈ C oraz

28.6
Dalej x,y oznaczaja֒ liczby rzeczywiste oraz z=x+iy .
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2◦ lim
z→0

f(z)−f(0)
z = 1 .

Dowód. Wcześniej wykazalísmy, że warunek 1◦ jest spe lniony.
Udowodnimy, że funkcji ez przys luguje w lasność 2◦ . Zachodzi

nierówność
∣

∣

ez−1−z
z

∣

∣ 6 2|z| , wie֒c lim
z→0

ez−1−z
z

= 0 , a to oznacza,

że lim
z→0

ez−e0
z = lim

z→0

ez−1
z = 1 .

Za lóżmy teraz, że funkcja f spe lnia warunki 1◦ i 2◦ . Z wa-

runku 1◦ wynika, że jeśli f(z) = 0 , to dla każdego w ∈ C za-

chodzi równość 0 = f(z+w) , wie֒c jedyna֒ wartościa֒ funkcji f jest

liczba 0 . To jest niemożliwe ze wzgle֒du na warunek 2◦ . Wobec

tego f(z) 6= 0 dla każdego z ∈ C . Z równości f(0) = f(0 + 0) =

=f(0)f(0) i nierówności f(0) 6= 0 wynika, że f(0) = 1 .

Niech wn =
f( z

n )−1
z
n

=
f( z

n
)−f(0)
z
n

. Z za lożenia wynika, że

lim
n→∞

wn = 1 . Zachodzi również wzór f
(

z
n

)

= 1 + wn
z
n . Z w las-

ności 1◦ wynika, że f(z) =
(

f( z
n

)
)n

=
(

1 + wn
z
n

)n
. Z lema-

tu 28.19 i równości lim
n→∞

n
(wn−1) z

n

1+ z
n

= 0 wynika naste֒pny wzór

lim
n→∞

(

1 + wn
z
n

1 + z
n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
(wn − 1) zn

1 + z
n

)n

= 1 . Sta֒d wynika,

że f(z) =
(

1 + wn
z
n

)n
=

(

1+wn
z
n

1+ z
n

)n

·
(

1 + z
n

)n
, wie֒c zachodzi

równość f(z) = lim
n→∞

(

1 + z
n

)n
. Udowodnilísmy jednoznaczność

funkcji f .

Wniosek 28.23
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość

ex(cos y + i sin y) = lim
n→∞

(

1 + cos y+i sin y
n

)n
.

Z tego, że lim
z→0

ez−1
z = 1 wynika, że lim

z→0

ew+z−ew

z = ew dla

każdej liczby zespolonej w . Zwykle te֒ ostatnia֒ równość z oczy-

wistych przyczyn zapisujemy jako (ew)′ = ew .

Rozszerzaja֒c wie֒c dziedzine֒ funkcji wyk ladniczej otrzymalís-

my funkcje֒, która z formalnego punktu widzenia ma w lasności

podobne do funkcji wyk ladniczej w dziedzinie rzeczywistej. Sa֒

jednak istotne różnice. Nie możemy wg le֒biać sie֒ w nie z braku
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miejsca, ale na jedna֒ rzecz zwrócimy uwage֒. Funkcja wyk ladnicza

o podstawie e i wyk ladniku rzeczywistym jest ścísle rosna֒ca: jeśli

x1 < x2 , to ex1 < ex2 . Z funkcja֒ wyk ladnicza֒ ez jest inaczej.

Mamy e2πi = cos 2π + i sin 2π = 1 , zatem dla każdego z ∈ C

zachodzi równość ez+2πi = eze2πi = ez . Funkcja wyk ladnicza
w dziedzinie zespolonej jest wie֒c okresowa, jej okresem jest 2πi

— liczba czysto urojona.

Jej wartościami sa֒ wszystkie liczby zespolone (w tym rzeczy-

wiste) z jednym wyja֒tkiem: 0 6= ez dla z ∈ C . Wynika to na-

tychmiast z tego, że każda֒ liczbe֒ dodatnia֒ r = |w| można zapisać

w postaci ex , x ∈ R . Wystarczy przyja֒ć x = ln r (jest to je-

dyny wybór). Naste֒pnie przyjmujemy y = Argw i otrzymujemy

równość w = ez , gdzie z = x+ iy = ln |w| + iArgw .

Piszemy wtedy z = lnw . Trzeba jednak pamie֒tać o tym, że

w dziedzinie zespolonej symbol lnw może oznaczać dowolna֒ z nie-

skończenie wielu liczb z , dla których zachodzi równość w = ez.

Można wie֒c napisać ln(−1) = πi albo ln(−1) = −5πi itp.

Wykażemy ważne twierdzenie sformu lowane już w 1608 r.,

które próbowa lo dowieść wielu ludzi (d’Alembert, Euler, Gauss,

Lagrange, Laplace i wielu innych). Dzís chyba przeważa pogla֒d,

że pierwszy poprawny dowód zosta l napisamy przez J–R Arganda
w 1806 r. i poprawiony siedem lat później. W dowodach wielu
czo lowych matematyków znajdowano różne luki.

Twierdzenie 28.24 (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Każdy wielomian o wspó lczynnikach zespolonych, stopnia wie֒ksze-

go (ostro) od 0 , ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Dowód. Niech w(z) = a0 + a1z + . . . + anz
n , przy czym

n > 1 i an 6= 0 . Istnieje taka liczba r > 0 , że jeśli |z| > r , to

|w(z)| > |a0| = |w(0)| , np. r = 2 + 2|a0|+|a1|+|a2|+...+|an−1|
|an| . Jeśli

bowiem |z| > r , to |z| > 2 > 1 i wobec tego

|w(z)| = |a0 + a1z + . . .+ anz
n| >

> |anzn| − |a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1| >

> |an||z|n −
(

|a0| + |a1||z| + . . .+ |an−1||z|n−1|
)

>

> |an||z|n − |z|n−1
(

|a0| + |a1| + . . .+ |an−1||
)

=
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= |z|n−1

(

|an||z| −
(

|a0| + |a1| + . . .+ |an−1|
)

>

>
(

(2|a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|)− (|a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|)
)

= |a0| .
Z twierdzenia Bolzano–Weierstrassa wynika, że z cia֒gu liczb

zespolonych (zn) o modu lach nieprzekraczaja֒cych r można wy-

brać podcia֒g zbieżny do pewnej granicy g i wtedy oczywíscie

|g| 6 r| . Jeśli m = inf{|w(z): |z| 6 r} , to istnieje taki cia֒g

(zn) , że lim
n→∞

|w(zn)| = m . Niech z0 = lim
k→∞

znk
. Oczywíscie

|z0| 6 r oraz |w(z0)| = lim
k→∞

|w(znk
)| = m . Jeśli |z| 6 r , to

|w(z0)| 6 |w(z)| , czyli |w(z0)| jest najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji

|w| w kole o promieniu r i środku w punkcie 0 . W szczególności

|w(z0)| 6 |w(0)| = |a0| i wobec tego również dla |z| > r zachodzi

nierówność |w(z)| > |a0| > |w(z0)| . Oznacza to, że |w(z0)| jest

najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji |w| w ca lej p laszczyźnie.

Wykażemy, że w(z0) = 0 . Przyjmijmy, że z = z0 +h . Wtedy

piszemy w(z) = w(z0+h) = b0+b1h+b2h
2+. . .+bnh

n , gdzie b0 =

=a0+a1z0+. . .+anz
n
0 = w (z0) , b1 = a1+2a2z0 +. . .+ nanz

n−1
0 =

=w′ (z0) , . . . , bn = an = 1
n!
w(n)(z0) . Ponieważ stopień wielo-

mianu równy jest n , wie֒c 0 6= an = bn . Niech m > 1 be֒dzie

najmniejsza֒ taka֒ liczba֒, że bm 6= 0 . Za lóżmy, że w(z0) 6= 0 .

Wtedy można napisać w(z0) = b0 = |b0| · eiϕ dla pewnego

ϕ ∈ IR . Mamy dalej |w(z)| = |b0+bmh
m+bm+1h

m+1+. . .+bnh
n| .

Niech ̺ < 1 be֒dzie liczba֒ dodatnia֒ mniejsza֒ niż 1
2 |b0| i niech h =

̺ ·eiϕ+π

m . Wtedy
∣

∣b0 +bmh
m

∣

∣ =
∣

∣|b0| ·eiϕ+̺mei(ϕ+π)
∣

∣ =
∣

∣|b0|eiϕ−
̺meiϕ

∣

∣ =
∣

∣|b0| − ̺m
∣

∣

∣

∣eiϕ
∣

∣ = |b0| − ̺m . Za lóżmy dodatkowo, że

̺
(

|bm+1|+|bm+2|+ . . .+|bn|
)

< 1
2 (wybieramy ma le ̺ > 0 ). Wtedy

|w(z)| =
∣

∣b0 + bmh
m + bm+1h

m+1 + . . .+ bnh
n
∣

∣ 6

6
∣

∣b0 + bmh
m

∣

∣ +
∣

∣bm+1h
m+1 + . . .+ bnh

n
∣

∣ =

= |b0| − ̺m +
∣

∣bm+1h
m+1 + . . .+ bnh

n
∣

∣ 6

6 |b0| − ̺m +
(

|bm+1||h|m+1 + . . .+ |bn||h|n
)

6

6 |b0| − ̺m + |h|m+1
(

|bm+1| + . . .+ |bn|
)

=

= |b0| − ̺m + ̺m+1
(

|bm+1| + . . .+ |bn|
)

6
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6 |b0| − ̺m + 1
2̺
m = |b0| − 1

2̺
m < |b0| .

Okaza lo sie֒, że wbrew za lożeniu |w(z0)| = |b0| nie jest najmniej-

sza֒ wartościa֒ funkcji |w| . To kończy dowód tego, że w(z0) = 0 .

Twierdzenie zosta lo wie֒c wykazane.

Wniosek z zasadniczego twierdzenia algebry
Każdy wielomian o wspó lczynnikach rzeczywistych, którego sto-
pień jest dodatni, może być przedstawiony w postaci iloczynu
wielomianów rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego.

Dowód. Jeśli wspó lczynniki wielomianu w sa֒ rzeczywiste, to

w(z) = w(z) — prosty dowód tej równości pozostawiamy Czytel-

nikowi. Z tej równości wynika, że jeśli liczba zespolona z0 jest pier-
wiastkiem wielomianu o wspó lczynnikach rzeczywistych, to liczba
zespolona z0 też jest pierwiastkiem tego wielomianu. Wobec tego

jeśli z0 /∈ IR , to wielomian w jest podzielny przez wielomian

(z − z0)(z − z0) = z2 − (z0 + z0)z + |z0|2 . Wspó lczynniki tego

wielomianu sa֒ rzeczywiste, wie֒c w ten sposób sprowadzamy prob-

lem do wielomianu stopnia o 2 mniejszego od w .
Jeśli z0 jest liczba֒ rzeczywista֒, to wielomian w jest podziel-

ny przez wielomian z − z0 , wie֒c w tym przypadku redukujemy

problem do wielomianu stopnia o 1 mniejszego od w .
Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Niech w be֒dzie

wielomianem najmniejszego stopnia, dla którego teza nie zachodzi.
Po podzieleniu go przez wielomian stopnia 1 lub 2 otrzymujemy
wielomian stopnia mniejszego, wie֒c iloczyn wielomianów stopnia

pierwszego i drugiego o wspó lczynnikach rzeczywistych, co oz-
nacza, że wielomian w też jest iloczynem takiego typu, wbrew
naszemu za lożeniu. Dowód zosta l zakończony.

Zadania
1. Rozwia֒zać równanie w zbiorze liczb zespolonych

a. z2 + 4z + 5 = 0 ; b. z + 1
z = 0 ;

c. z2 − z̄2 = 0 ; d. z2 = z ;

e. z2004 = z ; f. ez = 1 ;

g. ez = −1 ; h. z2 − (5 + 5i)z + 13i = 0 ;

i. ez = i ; j. z2 + (2 + 3i)z − 5 + 5i = 0 ;

k. z4 + 5z2 + 9 = 0 ; l. z4 + 8z3 + 16z2 + 9 = 0 ;

 l. |z + i| + |z − i| = 2 ; m. |z + i| + |z − i| =
√

5 ;
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o. z6 + 7z3 − 8 = 0 ; p. z = z3 ;

q. z8 − 15z4 − 16 = 0 ; r. z = −z2 ;

s. z6 + 7z3 − 8 = 0 ; t. z = z3 ;

u. z6 + 26 = 0 ; v. z6 − 26 = 0 ;

w. zz + z − z = 3 + 2i x. z4 + z3 − z2 + z + 1 = 0 .

2. Znaleźć liczby rzeczywiste x, y , dla których

a. (5 − 8i)x+ (7 + 3i)y = 2 − i ;

b. (7 + 2i)x− (5 − 4i)y = −1 − i

3. Przedstawić w postaci trygonometrycznej liczby zespolone

a. 1
2 − i

√
3

2 , b.−1
2 − i

√
3

2 , c. 1 − i
√

3

4. Obliczyć
√

3 − 4i ,
√
−3 − 4i ,

√

1 − i
√

3 .

5. Obliczyć iloraz liczb (1 + i)n i (1 − i)n−2 , n ∈ N .

6. Z wzoru na sume֒ pierwszych n wyrazów cia֒gu geometryczne-

go wyprowadzić wzór na sume֒: sinϕ+ sin(2ϕ) + . . .+ sinnϕ

oraz na sume֒ cosϕ+ cos(2ϕ) + . . .+ cos(nϕ) .

7. Obliczyć sume֒ cos2 ϕ+ cos2(2ϕ) + . . .+ cos2(nϕ) .

8. Obliczyć sume֒
(

n
1

)

cosϕ+
(

n
2

)

cos(2ϕ) + . . .+
(

n
n

)

cos(nϕ) .

9. Dowieść, że cos 2π
2n+1

+ cos 4π
2n+1

+ . . .+ cos 2nπ
2n+1

= −1
2

.

10. Obliczyć sume֒
(

n
0

)

+
(

n
3

)

+
(

n
6

)

+
(

n
9

)

+ . . . .

11. Obliczyć sume֒
(

n
1

)

+
(

n
4

)

+
(

n
7

)

+
(

n
10

)

+ . . . .

12. Znaleźć sume֒ pie֒ćdziesia֒tych pote֒g d lugości wszystkich boków

i przeka֒tnych stuka֒ta foremnego wpisanego w okra֒g o pro-

mieniu 1 .

13. Udowodnić, że suma kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego wpisanego w okra֒g o promie-

niu 1 jest równa n2 .

14. Udowodnić, że suma kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego opisanego na okre֒gu o pro-

mieniu 1 jest równa n ctg π
2n .

15. Udowodnić, że iloczyn kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego opisanego na okre֒gu o pro-

mieniu 1 jest równa
√
nn .

16. z̄ to punkt symetryczny do punktu z wzgle֒dem osi rzeczy-

wistej. Znaleźć punkty symetryczne do punktu z wzgle֒dem
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a. osi urojonej, b. prostej o równaniu y = x ,

c. prostej: y =
√

3
3 x , d. prostej: y =

√
3x .

17. a. Znaleźć zbiór X z lożony z tych wszystkich liczb zespo-

lonych z , dla których zachodzi równość z̄ ·z ·|z|+ |z3 +1| = 1 .

Narysować X na p laszczyźnie.
b. Znaleźć zbiór X z lożony z tych wszystkich liczb zespolo-

nych z , dla których zachodzi równość z̄ · z · |z|+ |z3 − i| = 1 .

Narysować X na p laszczyźnie.
18. Niech L oznacza zbiór z lożony ze wszystkich liczb zespolonych

z , dla których zachodzi równość

(a) iz = z (b) −iz = z .

Naszkicować zbiór L na p laszczyźnie. Opisać za pomoca֒ rów-

nania zbiór M powsta ly w wyniku obrócenia L o 45◦ zgodnie

z ruchem wskazówek zegara wokó l punktu 0 = (0, 0) .

19. Wykazać, że jeśli ad 6= bc , to funkcja postaci az+b
cz+d prze-

kszta lca zbiór C \ {−d
c} na zbiór C \ {−a

c } , jest różnowar-

tościowa, lim
z→−d/c

∣

∣

az+b
cz+d

∣

∣ = ∞ , lim
z→∞

∣

∣

az+b
cz+d

∣

∣ = a
c

.

Definicja 28.25 (homografii)

Jeśli ad 6= bc i h(z) = az+b
cz+d dla z 6= −d

c oraz h
(

− d
c

)

= ∞
i h(∞) = a

c , to funkcje֒ h: C ∪ {∞} −→ C ∪ {∞} nazywamy

homografia֒.28.7

20. Udowodnić, że jeśli h jest homografia֒, L — prosta֒, to zbiór

h
(

L ∪ {∞}
)

jest okre֒giem lub prosta֒ uzupe lniona֒ jednym

punktem ∞ . Jak wygla֒daja֒ obrazy okre֒gów?

21. Udowodnić, że homografia h przekszta lca górna֒ pó lp laszczyz-

ne֒: {z : Imz > 0} ∪ {∞} na siebie wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a, b, c, d , że h(z) = az+b
cz+d

i ad− bc > 0 .
22. Dowieść, że homografia h przekszta lca ko lo {z : |z| < 1} na

siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja֒ takie liczby ϕ ∈ R

i z0 ∈ C , że |z0| < 1 oraz h(z) = eiϕ z−z0
1−z̄0z .

28.7 ∞ to sztucznie dodany punkt, nie wprowadzamy punktu −∞ , bo nie ma
nierówności.
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definicja tangensa i kotangensa . . . . . . . . . . . . . . . . .293 R: 19
definicje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 R: 4
dla dostatecznie dużych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 R: 15
domknie֒cie zbioru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .241 R: 17

domknie֒ta prosta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 R: 15

dope lnienie dope lnienia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 R: 5
dostatecznie bliski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 R: 17
dowód indukcyjny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12 R: 1
dowód nie wprost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 R: 4
drugie kryterium porównawcze . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 R: 16
dwumian Newtona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24, 192, 193 R: 2, 16
dzia lania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51 R: 8
dzia lania z użyciem symboli ±∞ . . . . . . . . . . . . . . 132 R: 15
dziedzina funkcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 R: 7
dzielenie wielomianów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98, 99 R: 12
dzielenie z reszta֒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66, 102 R: 9, 12

dzielnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 R: 9
element neutralny dodawania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52 R: 8
element neutralny mnożenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .53 R: 8
elementy zbioru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 R: 2

Exp(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 R: 18

exp(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ’216, 217, 252 R: 17, 18

Fermat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 R: 22
Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125 R: 15
funkcja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45, 49 R: 7, 7
funkcja ,,na” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47 R: 7
funkcja ścísle maleja֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja ścísle monotoniczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10
funkcja ścísle rosna֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja ca lkowalna w sensie Riemanna . . . . . . . . . 479 R: 27
funkcja cia֒g la nigdzie nieróżniczkowalna . . . . . . . .433 R: 25

funkcja Dirichleta . . . . . . . . . . . . 80, 208, 212, 215, 317 R: 10
funkcja jednostajnie cia֒g la . . . . . . . . . . . . . . . . 225, 226 R: 17

funkcja liczbowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10
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funkcja maleja֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja monotoniczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10
funkcja niemaleja֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja nieparzysta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 R: 19
funkcja nierosna֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja odwrotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47, 84 R: 7, 10
funkcja ograniczona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 R: 10
funkcja parzysta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 R: 19
funkcja pierwiastek kwadratowy . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10
funkcja pierwiastek trzeciego stopnia . . . . . . . . . . . . 79 R: 10
funkcja pierwotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .462 R: 27
funkcja pote֒gowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 R: 18

funkcja przedzia lami liniowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318 R: 20
funkcja różnowartościowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 R: 7
funkcja Riemanna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208, 215 R: 17
funkcja rosna֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10

funkcja symetryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 R: 13
funkcja wyk ladnicza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 R: 18
funkcja wymierna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 R: 12
funkcje wypuk le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377 R: 23
gradus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .282 R: 19
granica cia֒gu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 R: 15

granica cia֒gu zespolonego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 508 R: 28

granica funkcji zespolonej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 507 R: 28
granica górna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437 R: 26
granica lewostronna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .211 R: 17
granica prawostronna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 R: 17
homografia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 516 R: 28
identyczność . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 R: 7
iloczyn cia֒gów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 R: 15

iloczyn kartezjański zbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37 R: 5
iloczyn szeregów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 R: 16
iloczyn zbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 R: 5
iloraz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54, 66 R: 8, 9
iloraz cia֒gów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126 R: 15

iloraz cia֒gów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126 R: 15

iloraz cia֒gu geometrycznego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125 R: 15

iloraz liczb zespolonych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 R: 28
iloraz różnicowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 R: 17
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iloraz wielomianów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .96 R: 12
implikacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29, 30 R: 4
istnienie rozk ladu na czynniki pierwsze . . . . . . . 69-70 R: 9
izometrie p laszczyzny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307-309 R: 19
jednoznaczność granicy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 R: 15
k-elementowe podzbiory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22 R: 3
ka֒t dodatni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273 R: 19

ka֒t ujemny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 R: 19

ka֒t zorientowany . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273 R: 19

kierownica paraboli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 R: 11
klasy abstrakcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 R: 7
kombinacja wypuk la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 R: 17
koniunkcja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 R: 4
kosinus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273, 496 R: 19, 27
kosinus hiperboliczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .269, 496 R: 18, 27
kosinus różnicy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .276, 311 R: 19, 20
kosinus sumy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 R: 19
koty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 R: 1
kres dolny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 R: 14
kres górny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 R: 14
krok indukcyjny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12 R: 1
krotność pierwiastka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 R: 12
kryterium Abela — Dirchleta . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 R: 16
kryterium Cauchy’ego o zage֒szczaniu . . . . . . . . . . .182 R: 16

kryterium ilorazowe d’Alemberta . . . . . . . . . . . . . . . 180 R: 16
kryterium Leibniza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .187 R: 16
kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego . . . . . . 181, 438 R: 16, 26
kryterium porównawcze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 R: 16
kryterium Weierstrassa zbieżn. jednostajnej . . . . 316 R: 20
kula otwarta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 R: 15
kwadrat liczby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 R: 8

kwantyfikator duży (ogólny) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .41 R: 6

kwantyfikator ma ly (szczegó lowy) . . . . . . . . . . . . . . . 41 R: 6

Lambert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 R: 19
Leibniz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 R: 22
lemat Gaussa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 R: 12
lemat o dużej zmianie kolejności sumowania . . . . 441 R: 26
lemat o funkcjach ścísle przylegaja֒cych . . . . . . . . .411 R: 24

lem. o ist. granicy ilorazu różnic. (sinusa) . . . . . .292 R: 19
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lemat o pochodnej funkcji pote֒gowej . . . . . . . . . . . 263 R: 18

lemat o przed lużaniu funkcji cia֒g lej . . . . . . . . . . . . 219 R: 17

lem. o przybliżaniu f. przedzia lami liniowymi . . .319 R: 20
lemat o symetrii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 R: 19
lemat o zachowaniu iloczynu skalarnego . . . . . . . . 277 R: 19
Leonardo z Pizy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 R: 15
liczba e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 R: 15
liczba i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 501 R: 28
liczba odwrotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52 R: 8
liczba pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274, 403 R: 19, 24
liczba pierwsza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69 R: 9
liczba przeciwna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51, 53 R: 8, 8
liczba z lożona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69 R: 9
liczby Bernoulliego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456, 459 R: 26
liczby ca lkowite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 R: 9
liczby naturalne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51, 61 R: 8, 9
liczby niewymierne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51 R: 8
liczby przeste֒pne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .158 R: 15

liczby rzeczywiste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 R: 8
liczby ujemne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 R: 8
liczby wymierne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51,72,73 R: 8, 9
liczby wzgle֒dnie pierwsze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66 R: 9

liczby zespolone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .500 R: 28
Lindemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 R: 19
Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 R: 15
logarytm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .278 R: 19
logarytm dziesie֒tny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 R: 18

logarytm naturalny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 R: 18
logarytm zespolony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512 R: 28
lub . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29, 30 R: 4

ma(a,b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57 R: 8

metoda Newtona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .388 R: 23
metryka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 R: 15
miara ka֒ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273 R: 19

min(a,b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 R: 8

modu l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 R: 8
najmniejszy ze zbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59 R: 9
najwie֒kszy wspólny dzielnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 R: 9

najwie֒kszy wspólny dzielnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .100 R: 12
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najwolniej rozbieżny szereg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .195 R: 16
najwolniej zbieżny szereg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .195 R: 16
Napier, John . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .256 R: 18
naste֒pnik implikacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 R: 4

negacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 R: 4
Newton . . . . . . . . . . . . . . . . 336, 464, 478, 486, 506, 508 R: 22, 27,

28
Nibylandia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .324 R: 20
nierówność Bernoulli’ego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 R: 1
nierówność Bernulli’ego uogólniona . . . . . . . . . . . . .264 R: 18
nierówność Czebyszewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323 R: 20
nierówność Höldera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 R: 18
nierówność Jensena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 R: 17
nierówność Minkowskiego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 R: 18
nierówność Schwarza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .235 R: 17
nierówność trójka֒ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 R: 8

nierówność trójka֒ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504 R: 28

nieskończoność . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79, 128 R: 10, 15
niewymierność liczby pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288, 498 R: 19, 27
Niven . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .498 R: 27
oś OX (oś pozioma) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 R: 10

oś OY (oś pionowa) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 R: 10

oś symetrii paraboli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 R: 11
obje֒tość -obliczanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482 R: 27

obje֒tość kuli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 484 R: 27

obje֒tość stożka o podstawie B . . . . . . . . . . . . . . . . . .484 R: 27

obje֒tość torusa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485 R: 27

obliczanie pierwiastka kwadratowego . . . . . . . . . . . 131 R: 15
obrót . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 R: 19
obraz punktu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 R: 7
ognisko paraboli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 R: 11
ograniczenie dolne,ograniczenie górne . . . . . . . . . . .117 R: 14
ograniczoność funkcji jednostajnie cia֒g lej . . . . . . .227 R: 17

okresowość tangensa i kotangensa . . . . . . . . . . . . . . 294 R: 19
oszacowania liczby pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 R: 19
otoczenie punktu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 R: 17
pó lproste domknie֒te . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79 R: 10

pó lproste otwarte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10
parabola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 R: 11
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permutacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 R: 3
permutacja zbioru liczb naturalnych . . . . . . . . . . . .174 R: 16
pewnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34, 51 R: 4, 8
pewnik Dedekinda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 R: 14
pierwiastek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 R: 9
pierwiastek algebraiczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505 R: 28
pierwiastek dwukrotny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426 R: 24
pierwiastek funkcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 R: 10
pierwiastki wielomianu kwadratowegp . . . . . . . . . . . 87 R: 11
Piotruś Pan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .324 R: 20
pochodna funkcji arkus sinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . .354 R: 22
pochodna funkcji arkus tangens . . . . . . . . . . . . . . . . 354 R: 22
pochodna funkcji kosinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .351 R: 22
pochodna funkcji kotangens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 R: 22
pochodna funkcji pote֒gowej . . . . . . . . . . . . . . . 339, 351 R: 22

pochodna funkcji tangens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 R: 22
pochodna funkcji wyk ladniczej . . . . . . . . . . . . 340, 351 R: 22
pochodna logarytmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341, 350 R: 22
pochodna sinusa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341 R: 22
podstawowa w lasność pote֒gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65 R: 9

podzbiór . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18 R: 2
podzia l na klasy abstrakcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44, 45 R: 7
pokrycie zbioru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 R: 15
pole ko la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .482 R: 27
pole pod wykresem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 R: 27
pole powierzchn i by ly obrotowej . . . . . . . . . . . . . . . 488 R: 27
pole powierzchn i torusa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 490 R: 27
pole powierzchn sfery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489 R: 27
poprzednik implikacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 R: 4
porza֒dek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45 R: 7

postać iloczynowa trójmianu kwadratowego . . . . . .87 R: 11
postać kanoniczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85 R: 11
postać nieskracalna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 R: 9
postać trygonometryczna liczby zespolonej . . . . . 504 R: 28
pote֒ga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .162 R: 15

pote֒ga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64, 271, 275 R: 9, 18,
19

pote֒ga o wyk ladniku wymiernym . . . . . . . . . . . . . . .249 R: 18

pote֒ga o wyk ladniku zespolonym . . . . . . . . . . . . . . . 507 R: 28

pre֒dkość . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331 R: 21
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prawa de Morgana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 R: 4
prawa logiki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31, 34 R: 4
prawa znaków . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55 R: 8
prawie wszystkie wyrazy cia֒gu . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 R: 15

prawo Ohma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .15 R: 1
prawo podwójnego przeczenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 R: 4
prosta przylegaja֒ca do wykresu . . . . . . . . . . . . . . . . 340 R: 22

prosta styczna do paraboli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 R: 11
przechodniość implikacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32 R: 4
przeciwdziedzina funkcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46 R: 7
przedzia ly domknie֒te . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79 R: 10

przedzia ly domknie֒to-otwarte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10

przedzia ly otwarte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10
przedzia ly otwarto-domknie֒te . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 R: 10

przeste֒pność liczby pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 R: 19

przestrzeń metryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 R: 15
przyspieszenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331 R: 21
punkt okresowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 R: 12
punkt skupienia zbioru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200, 215 R: 17
różnica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 R: 8
różnica cia֒gów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 R: 15

różnica liczb zespolonych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .502 R: 28
różnica symetryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 R: 5
różnica zbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 R: 5
równania różniczkowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410 R: 24
równoważność . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31 R: 4
radian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273, 274 R: 19
regu la de l’Hospitala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 398 R: 24
regu la odrywania. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32 R: 4
relacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 R: 7
relacja porza֒dkuja֒ca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 R: 7

relacja przechodnia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44 R: 7
relacja równoważności . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44 R: 7
relacja symetryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 R: 7
relacja zwrotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 R: 7
reszta Lagrange’a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420 R: 24
reszta Taylora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 R: 24
reszta z dzielenia liczb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 R: 9
reszta z dzielenia wielomianów . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 R: 12
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rozpad promieniotwórczy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .259 R: 18
rozwia֒zanie uk ladu równań . . . . . . . . . . . . . . . . 109-110 R: 13

rozwinie֒cie dziesie֒tne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 R: 16

rumb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 R: 19
sgn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 R: 17
silnia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 R: 3
sinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273, 496 R: 19, 27
sinus hiperboliczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269, 496 R: 18, 27
sinus różnicy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276, 311 R: 19, 20
sinus sumy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276, 277 R: 19
spójnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 R: 4
sprze֒żenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 506 R: 28

sta la Eulera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .269 R: 18
stacje benzynowe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13 R: 1
stożek sciety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 488 R: 27
stopień . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .273, 274 R: 19
stopień wielomianu . . . . . . . . . . . . . . . . . .82, 96, 97, 112 R: 10, 12,

13
stopień wielomianu zerowego . . . . . . . . . . . . . . . . .82, 97 R: 10, 12
styczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .332334 R: 21
suma cia֒gów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126 R: 15

suma cze֒́sciowa szeregu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 R: 16

suma Darboux dolna, suma Darboux górna . . . . .478 R: 27
suma szeregów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172 R: 16
suma szeregu nieskończonego . . . . . . . . . . . . . . 165, 166 R: 16
suma zbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 R: 5
symbol Newtona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22, 23, 191 R: 2, 16
symbole nieskończone . . . . . . . . . . . . . . . . . .79, 128, 129 R: 10, 15
symbole nieskończone dzia lania . . . . . . . . . . . . 82, 132 R: 10, 15
szereg anharmoniczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 R: 16
szereg geometryczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 R: 16
szereg harmoniczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 R: 16
szereg Maclaurina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .414 R: 24
szereg Maclaurina funkcji tangens . . . . . . . . . . . . . . 459 R: 26
szereg nieskończony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164, 165 R: 16
szereg pote֒gowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .185, 346 R: 16, 22

szereg rozbieżny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 R: 16
szereg Taylora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414 R: 24
szereg zbieżny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 R: 16
szereg zbieżny bezwzgle֒dnie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 R: 16
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szereg zbieżny warunkowo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .174 R: 16
środek masy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229, 490 R: 17, 27
środek masy n punktów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491 R: 27
środek masy obszaru mie֒dzy wykresami . . . . . . . . 492 R: 27

środek masy pary punktów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .491 R: 27
środek masy trójka֒ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493 R: 27

środek masy wykresu funkcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494 R: 27
tablice logarytmów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .256 R: 18
tangens ka֒ta ostrego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 R: 10

tautologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34 R: 4
teoria mnogości . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 R: 2
teza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 R: 4
teza indukcyjna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 R: 1
tożsamość . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46 R: 7
trójka֒t Pascala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25 R: 3

trichotomia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45, 54 R: 7, 8
tw. Bézout . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 R: 12
tw. Bernsteina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .322 R: 20
tw. Bolzano-Cauchy’ego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 R: 17
tw. Bolzano-Weierstrassa . . . . . . . . . . . . . . . . . .150, 508 R: 15, 28
tw. Cantora-Heinego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .226 R: 17
tw. Cauchy’ego o wartości średniej . . . . . . . . . . . . . 397 R: 24
tw. Cauchyego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152, 172 R: 15
tw. Cesàro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .190 R: 16
tw. charakteryzuja֒ce funkcje wypuk le . . . . . . . . . . 236 R: 17

tw. charakteryzuja֒ce izometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 R: 19

tw. Darboux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .365 R: 23
tw. Fermata o lokalnych ekstremach . . . . . . . . . . . .359 R: 23
tw. Lagrange’a o wartości średniej . . . . . . . . . . . . . 361 R: 23

tw. Mertensa (o mnożeniu szeregów) . . . . . . . . . . . 188 R: 16

tw. o addytywności ca lki wzgle֒dem przedzia lu . .477 R: 27

tw. o analityczności funkcji odwrotnej . . . . . . . . . .448 R: 26
tw. o analityczności sumy, róznicy i iloczynu . . . 446 R: 26
tw. o analityczności w otoczeniu . . . . . . . . . . . . . . . 441 R: 26
tw. o analityczności z lożenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447 R: 26
tw. o arytm. w lasnościach granicy . . . . . . . . .135, 209 R: 15, 17
tw. o arytm. w lasnosciach pochodnej . . . . . . . . . . .345 R: 22
tw. o ca lce iloczynu funkcji przez liczbe֒ . . . . . . . . 466 R: 27

tw. o ca lce sumy dwu funkcji. . . . . . . . . . . . . . . . . . .466 R: 27
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tw. o ca lkowalności funkcji monotonicznej . . . . . . 480 R: 27
tw. o ca lkowaniu przez cze֒́sci . . . . . . . . . . . . . . . . . . .466 R: 27

tw. o ca lkowaniu przez podstawienie . . . . . . . . . . . 467 R: 27
tw. o cia֒g lości funkcji monotonicznej . . . . . . . . . . . 223 R: 17

tw. o cia֒g lości funkcji odwrotnej . . . . . . . . . . . . . . . 225 R: 17

tw. o cia֒g lości funkcji różniczkowalnej . . . . . . . . . .344 R: 22

tw. o cia֒g lości granicy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316 R: 20

tw. o cia֒g lości pierwiastka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 R: 15

tw. o cia֒g lości z lożenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .218 R: 17

tw. o dodawaniu szeregów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 R: 16
tw. o dzieleniu zreszta֒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66, 96 R: 9, 12

tw. o granicach funkcji monotonicznej . . . . . . . . . .212 R: 17
tw. o granicy cia֒gu geometrycznego . . . . . . . . . . . . 130 R: 15

tw. o granicy cia֒gu monotonicznego . . . . . . . . . . . .140 R: 15

tw. o granicy z lożenia dwu funkcji . . . . . . . . . . . . . 210 R: 17
tw. o istnieniu funkcji odwrotnej . . . . . . . . . . . . . . . . 48 R: 7
tw. o istnieniu funkcji pierwotnej . . . . . . . . . . 430, 463 R: 25, 27

tw. o ist. granicy ilorazu różnicowego (sinusa) . . 292 R: 19

tw. o istnieniu pierwiastków . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74 R: 9
tw. o istnieniu pierwiastków rzeczywistych . . . . . 119 R: 14
tw. o istnieniu rozk ladu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 R: 12
tw. o istnieniu sinusa i kosinusa . . . . . . . . . . . . 297 300 R: 19
tw. o jednostajnej cia֒g lości. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .226 R: 17

tw. o jednostajnej zbieżności szer. pote֒gowego . .439 R: 26

tw. o jednoznaczności (sinusa i kosinusa) . . . . . . . 301 R: 19

tw. o jednoznaczności funkcji pierwotnej . . . . . . . 462 R: 27
tw. o jednoznaczności granicy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 R: 17
tw. o jednoznaczności rozk ladu . . . . . . . . . . . . . . . . .103 R: 12
tw. o jednoznaczności wielomianu Taylora . . . . . . 413 R: 24
tw. o jednoznaczności wspó lczynników . . . . . .97, 111 R: 12, 13
tw. o liczbie podzbiorów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 R: 3
tw. o liniowości izometrii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .277 R: 19
tw. o lipschitzowskości funkcji różniczkowalnej . .364 R: 23
tw. o lokalnych ekstremach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .418 R: 24
tw. o  la֒czności sumowania nieskończonego . . . . . .171 R: 16

tw. o mnożeniu szeregu przez liczbe֒ . . . . . . . . . . . . 171 R: 16

tw. o monotoniczności funkcji kwadratowej . . 86, 87 R: 11
tw. o monotoniczności funkcji różniczkowalnej . . 362 R: 23
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tw. o monotoniczności sinusa i kosinusa . . . . . . . . 290 R: 19
tw. o monotonicznościtangensa i kotangensa . . . .295 R: 19
tw. o najlepszym przybliżeniu liniowym . . . . . . . . 342 R: 22

tw. o najw. wspólnym dzielniku (NWD) . . . .67, 106 R: 9, 12
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umowa w kwestii oznaczeń (ca lkowanie) . . . . . . . . 467 R: 27

uwaga o pozornej monotonicznosci . . . . . . . . . . . . . 360 R: 23
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za lożenie indukcyjne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 R: 1
zaprzeczenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 R: 4
zasada Archimedesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61, 116, 118 R: 9, 13,

14
zasada Cavalieri’ego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .484 R: 27
zasada identyczności . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440 R: 26
zasada indukcji zupe lnej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12, 59 R: 1, 9
zasada maksimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .61 R: 9
zasada minimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 R: 9
zasada szufladkowa Dirichleta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 R: 9
zasadnicze twierdzenie algebry . . . . . . . . . . . . . . . . . 512 R: 28
zasadnicze twierdzenie arytmetyki . . . . . . . . . . . . . . . 70 R: 9
zawieranie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 R: 2
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zbiór argumentów funkcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 R: 7
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