WSTEP

W 1974 r. przyszio mi po raz pierwszy uczy¢ w pierwszej
klasie LO nr XIV w Warszawie, wtedy im. Klementa Gottwalda,
a po zmianie ustroju w 1990 r. stalo sie im. S. Staszica. Ta

zmiana oczywicie wielkiego znaczenia nie ma, zaden z nich nie
byt szczegdlnie zwiazany z matematyka (wiedza uczniéw o jednym
i o drugim jest poréwnywalna), a od drugiej polowy lat sze$édzie-
siatych dwudziestego wieku szkota znana byta przede wszystkim ze

specjalnego nauczania matematyki, co robili gléwnie pracownicy
Instytutu Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego. Organiza-
cja zajmowala sie wtedy doc. dr Hanna Szmuszkowicz. Meryto-

ryczny nadzor nad tym sprawowat prof. dr hab. Stanistaw Mazur,
w przesziodci uczen i wspoétpracownik Stefana Banacha.
Po kilku miesigcach mego uczenia otrzymalem zadziwiajaca,

propzycje — napisa¢ skrypt z analizy matematycznej dla uczniow
tego liceum. Zadziwiajaca, bo przeciez bylem poczatkujacym pra-
cownikiem. Z malo zrozumialych powodoéw zgodzilem sie. Przed-

stawilem plan skryptu odmienny od tego, ktory wtedy istnial.
Sprawa byla merytoryczna, wiec zostalem zaproszony na rozmowe

do prof. S. Mazura. Powiedzialem, ze moim zdaniem nie nalezy
rozpoczynaé¢ od listy pewnikow, bo w podstawowkach uczniowie
nie spotykali sie z dowodami i ze najpierw trzeba z grubsza rzecz

biorac wyjasni¢ na czym dowodzenie polega. Oczywiscie na przy-
kladach. S. Mazur wystuchat mych wynurzen i powiedzial, zebym
sprobowat rzecz napisa¢ zgodnie ze swym planem. Po kilku miesia-

cach dostarczytem tekst, ktéry Mazur przeczytal doktadnie, o czym
sSwiadczyly uwagi. Pisze o tym, bo niewielu obecnych recenzentow

podrecznikéw ma zwyczaj dokladnego czytania sprawdzanego po-
drecznika.

Skrypt zostal zaakceptowany i wydany przez Instytut Ksztal-
cenia Nauczycieli, w ktérym wtedy pracowata doc. Hanna Szmusz-
kowicz, z punktu widzenia ktérej podrecznik byl koniecznoscia,.

Wiszystko odbywalo sie bardzo szybko. Wtedy tez wystala mnie do
cenzury, ktora tez musiala zaakcetowac tekst — zajelo im to pewnie
nie wiecej niz pét godziny (czekalem na dole, a tekst powedrowatl
gdzies wyzej), oczywiscie nie powiniem byt tam chodzié¢, byty jakies
oficjalne zasady, ale taki byl styl dziatania doc. H. Szmuszkowicz.
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Uwagi i komentarze T. Iwanca, S. Mazura, M. Skwarczynskie-
go, W. Szlenka, H. Szmuszkowicz pozwolily poprawié¢ pierwotny

tekst w wielu miejscach™' Tym osobom bylem i jestem za nie
wdzieczny. Drugie wydanie (2001 r.) zostao ulepszone dzieki ko-

mentarzom Jana Baranowskiego i Dagny Kownackie;j.
W tym samym roku Tadeusz Iwaniec napisat skrypt dla klas
czwartych.

W nastepnym roku z inicjatywy doc. H. Szmuszkowicz napisa-

li§my wspdélnie w Tadeuszem Iwancem skrypt, dla klasy drugiej,
rok pozniej znéw sam napisalem skrypt dla trzecich klas.

Podzial materialu byl prosty: w pierwszej klasie podstawy:
wlasnosci liczb rzeczywistych, naturalnych, catkowitych, wymier-
nych, wielomiany, podzielnos¢, elementy kombinatoryki, dwumian

Newtona, jakies elementy logiki (tylko troszeczke, by da uczniom
najprostsze narzedzia).

W Kklasie drugiej ciaglo$¢ i definicje poteg, funkcji trygonome-
trycznych, troch szeregdéw, rowniez funkcyjnych, wypuktosé funkcji
(w tym nieréwnosé Jensena). Troche to pod wrazeniem ksiazki

Konrada Knoppa ,,Szeregi nieskonczone”, w ktérej funkcje ele-
mentarne sa rozwiniete w szeregi potegowe przed wprowadzeniem

pochodnej. Istotnie prostszy niz u Knoppa jest dowdéd waznego

wzoru In(1 + x) Z (=o)" , ktory napisat T. Iwaniec.

Klasa trzecia mla}a by¢ poswiecona rachunkowi rézniczko-
wemu, co obejmowato rowniez rézniczkowanie ciggdéw i szeregéw
funkcyjnych, w tym potegowych. Zamiescilem tu tez dowdd anali-
tycznosci funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej pochodzacy
od Cauchy’ego, ktorego zazwyczaj autorzy podrecznikéw unikaja,
cho¢ metoda bywa stosowana rowniez dzis. W tej czesci tekstu
jest najwiecej elementow, ktorych nie da sie zmiesci¢ na lekcjach,
ale mozna wybiera¢. Sa rozwiniecia sinusa w iloczyn nieskonczony,
liczby Bernoulli’ego itp.

Klasa czwarta miala by¢ po$wiecona elementom catkowania,

oczywiscie w najprostszej wersji (catka Newtona). Nie omawiam

W1 Z wymienionych oséb zyje jeszcze tylko T. Iwaniec i oby jak najdtuzej.
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cakowania w sensie Riemanna, tym bardziej Lebesgue’a.
Na koncu wiekszosci rozdzialéw sa zadania. Mieszanka lat-

wych i troszke trudniejszych, na ogdét bez zaznaczania trudniej-
szych. Wykrzyknikiem zaznaczylem zadania, ktorych rozwiazanie

uwazam za konieczne.

Doda¢ wypada, ze maszynopis skryptu do drugiej klasy prze-
czytali i skrytykowali Roman Dwilewicz, Henryk Iwaniec, Sta-
nistaw Mazur i Piotr Minc, co doprowadzilo do ulepszenia pier-
wotnego tekstu.

Skrypt dla klasy trzeciej zrecenzowali Tadeusz Iwaniec, Sta-
nistaw Mazur i Jerzy Ryll.

Do drugiego wydania skryptu dla klasy pierwszej doszo w 2001
roku. Wdziecznos¢ nalezy sie prof. Markowi Niezgodce i panu Jac-

kowi Hermanowi—Izyckiemu.
Mialo dojs$¢ do wydania calosci, ale z powodu pewnego zamie-
szania zwigzanego z organizacja Olimpiady Matematycznej okoto

roku 2007/2008, autor tych stéw nawalil, cho¢ spora cze$é¢ pracy
wykonal. Nawalil, bo zaangazowal sie w prace w Komitetcie Gtéw-

nym Olimpiady Matematycznej, czego zupelnie nie planowat i nie
wystarczylo czasu. Jednak co jaki$ czas odpowiadam na pytanie
o ten skrypt. W tej sytuacji postanowilem umiesci¢ to wszystko
na swej stronie internetowej, co umozliwi zainteresowanym zapoz-
nanie sie z nim.

Tekst byt przygotwywany do druku, a nie do zawieszenia w in-
ternecie, wiec nie ma odsylaczy typu naciskamy na jakies stowo

1 komputer przekierowuje nas w inne miejsce, jednak jest sko-
rowidz nazw i symboli. Zwykle wskazane sa strony, na ktrych

stowo lub symbol pojawia sie pierwszy raz w ksiazce. Wskazuje
nie tylko strone lecz réwniez rozdzial, bo tekst jest podzielony na

rozdzialy.

20 sierpnia 2017 r. Michal Krych



ZASADA INDUKCJI ZUPELNEJ

Oméwimy w tym rozdziale pewna metode dowodzenia twier-

dzen matematycznych. Zaczniemy od kilku przykiadow.

Przyklad 1.1 Dla kazdej liczby naturalnej n (tzn. n jest jedna
z liczb 1,2,3,4,...) zachodzi nastepujacy wzdr

14243+ n="208 (1)

Np. dla n =5 mamy 1+2+3+4+45= 28 —15

Wzér (1) mozna tatwo sprawdzi¢ dla liczb 1,2,...,9,10. By-

loby trudniej sprawdzi¢ go np. dla liczby 1000000000. Nawet
gdybysmy te rachunki przeprowadzili, to i tak nie bylibysmy pew-

ni, czy wzér (1) jest prawdziwy dla innych liczb np. dla liczby
milion razy wiekszej.
Sprébujemy teraz uzasadnié¢ stuszno$é wzoru (1) dla wszyst-

kich liczba naturalnych.

1(1+1)
5 -

2° Zalozmy, ze dla pewnej liczby naturalnej k spelniona jest row-
nos¢ 1+2+---4+k= @ Dodajac do jej obu stron liczbe
k 4+ 1 otrzymujemy

1424+ k4 (k+1) = BEH 4 (g 4 1) = GHLGE2)

Udowodnilismy zatem, ze jesli wzér (1) jest spelniony dla pewnej

1° Wzér (1) jest prawdziwy dla liczby 1, bo 1 =

liczby naturalnej k, to jest tez prawdziwy dla liczby k + 1 oraz
ze wzor ten jest prawdziwy dla liczby 1. Stad wynika, ze jest tez

prawdziwy dla liczby 14+ 1 = 2, a potem dla liczby 2+ 1 = 3,
zatem rowniez dla liczby 3 +1 = 4. Stad wynika, ze jest on

prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej. B

Przykiad 1.2 Udowodnimy, ze n prostych dzieli plaszczyzne
na co najwyzej 2" czesci, np. trzy proste dziela plaszczyzne na co
najwyzej 23 = 8 czesci.

1° Jedna prosta dzieli plaszczyzne na dwie czesci — to jest oczy-
wiste.

2° Zalozmy, ze k prostych podzielilo plaszczyzne na nie wiecej
niz 2% czedci. Poprowadzmy jeszcze jedna prosta. Dzieli ona
kazda z poprzednich czesci na co najwyzej dwa nowe obszary, jesli
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przechodzi przez punkt wewnetrzny, to dzieli te czes¢ plaszczyzny
na dwie nowe; jesli nie przechodzi przez zaden punkt wewnetrzny
pewnej czesci, na ktore jest podzielona plaszczyzna, to nie dzieli
tej czesci wecale. Wobec tego liczba czesci, na ktore jest podzielona
plaszczyzna moze sie najwyzej podwoic przez poprowadzenie nowe]
prostej. Oznacza to, ze k + 1 prostych dzieli ptaszczyzne na co
najwyzej 2 -2F = 28+l czedci.

Z, warunku 1° wynika, ze jedna prosta dzieli plaszczyzne na
co najwyzej dwie czedci. Stad i z warunku 2° wynika, ze dwie
proste dziela plaszczyzne na co najwyzej 22 czesci, wobec tego
trzy proste — na co najwyzej 23 czeéci itd. Twierdzenie zostalo
wiec udowodnione. B

Omowione rozumowania sa przyktadami dowodow indukcyj-
nych. Sformulujemy teraz zasade indukcji zupelnej.

Zasada indukcji zupelnej
Zalézmy, ze

1° prawdziwe jest zdanie T7 ;

2° dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdania T
wynika prawdziwos$¢ zdania Tjyq .

Wtedy prawdziwe sa wszystkie zdania Ty,75,75,... R

Zasade te stosowaliSmy w obu przyktadach. W przyktadzie

pierwszym zdaniem T} byla réwnoéé¢ 14+ 24 -+ k = @

w przykladzie drugim — zdanie: k prostych dzieli plaszczyzne na
co najwyzej 2F czesci.

Zasade indukcji bedziemy stosowa¢ wielokrotnie do dowoddéw
réoznych twierdzen. Przy sprawdzaniu warunku 2° zdanie T} be-
dziemy nazywac zalozeniem indukcyjnym, zdanie Ty, — teza in-
dukcyjna, a rozumowanie uzasadniajace prawdziwos¢ zdania T

na podstawie zdania T} — krokiem indukcyjnym. Nalezy zawsze
sprawdzac, czy oba warunki 1° i 2° sa spelnione.

Rozwiazemy jeszcze dwa zadania za pomoca zasady indukcji

zupelnej.

Przykiad 1.3  Przy drodze w ksztalcie okregu rozmieszczone

sg stacje benzynowe. W stacjach znajduje sie benzyna w iloSci
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wystarczajacej (w sumie) do przejechania catej drogi. Udowodnié,
ze kierowca moze tak wybrac stacje, z ktérej rozpocznie podroz,
by przejechaé¢ cala droge jadac w kierunku zgodnym z ruchem

wskazowek zegara, jesli bak jego pojazdu moze zawsze pomiesci¢
cale paliwo, ktore znajduje sie w stacji, do ktérej podjechat.

Niech T} oznacza zdanie: jesli przy drodze rozmieszczonych
jest k stacji benzynowych, w ktérych znajduje sie benzyna w ilosci
wystarczajacej do przejechania calej drogi, to kierowca moze tak
wybrac stacje, z ktorej rozpocznie podroz, by przejechac cala droge
jadac w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.
1° Zdanie T; jest prawdziwe, bo wtedy w jedynej stacji znajduje
sie cale paliwo.
2° Zalézmy, ze prawdziwe jest zdanie T} oraz, ze przy drodze jest
k41 stacji, a w nich benzyna wystarczajaca do przejechania calej
drogi.

Niech Sy, S5, ... ,Sk,Sk11 oznaczaja stacje, przy czym stacja
Ss znajduje sie bezposrednio po stacji Sy, stacja S3 znajduje sie
bezposrednio po stacji S, itd., stacja Sxi1 — po stacji Sy .

Udowodnimy, ze w pewnej stacji .S; jest dosy¢ benzyny do prze-
jechania do nastepnej stacji (jesli j = k + 1, to nastepna stacja
jest S1). Zalézmy, ze tak nie jest, tzn.:benzyny w stacji S jest
za malo, by dojecha¢ do stacji So, w ktérej jest za malo ben-
zyny dla przejechania do stacji S3 itd. w stacji Sipi1 jest za
malo benzyny do przejechania do stacji S;. Wtedy w stacjach
S1 1 Sy w sumie jest za malo benzyny do przejechania ze stacji
S1 do stacji S3. W stacjach S7, S, S3 jest w sumie za mato
benzyny do przejechania ze stacji S; do stacji S;. Wobec tego we

wszystkich stacjach jest za mato benzyny do przejechania ze stacji
S1 do stacji S7, a to przeczy zalozeniu.

Mozemy tak zmieni¢ (,,obréci¢”) numeracje stacji, by w stacji S
byto dos¢ paliwa do dojechania do stacji Sy. Zalézmy teraz, ze
cala benzyne ze stacji So przeniesiono do stacji S;. Cala ben-
zyna jest teraz w stacjach Sy, Ss, Sy, ... , Sk, Sky1, ktorych
jest k. 7 zalozenia indukcyjnego wynika, ze mozna przejechac
cala droge rozpoczynajac podréz z pewnej stacji S;. Wrdoémy
teraz do sytuacji pierwotnej, tzn. benzyna jest znéw we wszys-
tkich k£ + 1 stacjach. Oczywiscie ze stacji S; mozemy dojechac
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do stacji S1 — dopodki do niej nie dojedziemy sytuacja jest taka
sama, jak w przypadku pustej stacji So. Ze stacji S; zabieramy
cale paliwo i to pozwala dojecha¢ do stacji Sy. Z niej zabieramy
cale paliwo i w tym miejscu drogi jesteSmy w takiej samej sytuacji,
jak w przypadku pustej stacji Sy, wiec mozemy jechaé¢ dalej.

7, zasady indukcji zupelej wynika, ze kierowca zawsze moze tak
wybrac stacje, z ktoérej wyruszy w podroz, ze uda mu sie cala droge

przejechac¢. W

Przyklad 1.4  Wykazemy teraz bardzo uzyteczna nieréwnosc
Bernoulli’ego. Zalézmy, ze n jest liczba calkowita dodatnia zas

a > —1 liczba rzeczywista. Wtedy
(I1+a)">1+na

przy czym réwnos$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0
lub gdy n=1.

Niech T}, oznacza zdanie: jesli a > —1,to (1+a)* > 1+ka.
1° Ty jest zdaniem prawdziwym, bo (1 +a)l =1+a.
2° Zalézmy, ze zdanie T}, jest prawda. Poniewaz 1+ a > 0, wiec
nieréwnosé (1 +a)® > 1+ ka mozemy pomnozy¢ stronami przez
liczbe 1+ a. W wyniku otrzymujemy nieréwnosé (1 + a)k+! >
>(1+ka)(14+a)=1+(k+1)a+ka*>1+ (k+1)a, bo ka® > 0.
Poniewaz zdanie T} jest prawdziwe i ze zdania T} wynika zdanie
Ty11, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej
n i kazdej liczby rzeczywistej a > —1. Mozna tatwo zauwazy¢, ze
jeslin>210#a>—-1,to (1+a)">1+na. W

A teraz podamy przyklad zlego zastosowania zasady indukcji
zupelnej w nadziei, ze Czytelnik znajdzie btad w rozumowaniu.

Przyklad 1.5 Udowodnimy, ze wszystkie koty sa tego samego

koloru, tzn. udowodnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n zdanie
T, : kazde n kotow jest tego samego koloru.

1° Ty jest zdaniem prawdziwym, bo méwimy o jednym kocie.

2° Zalozmy, ze prawdziwe jest zdanie Ty . Rozwazmy grupe k + 1

kotow. Ponumerujmy je liczbami 1, 2, ... , k, £+ 1. Koty
ponumerowane liczbami 1, 2, ... ,k sa tego samego koloru, bo
jest ich k. Koty ponumerowane liczbami 2, 3, ... ,k + 1 tez

sa tego samego koloru, bo jest ich £. Wynika stad, ze wszystkie
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koty sa takiego samego koloru jak drugi, trzeci itd., jak k-—ty.
Twierdzenie zostato ,,udowodnione”. W

Konczac omawianie zasady indukcji zupeinej nalezy podkres-
li¢ réznice miedzy rozumowaniami indukcyjnymi przeprowadza-
nymi w innych dziedzinach wiedzy i rozumowaniami matematy-
cznymi. Ogolnie rozumowaniem indukcyjnym nazywamy wyciaga-

nie wnioskéw ogolnych z analizy przypadkéw szczegolnych. Przyk-
ladowo — prawo Ohma nie zostalo sformulowane w wyniku wy-
ciagania wnioskéw z innych praw fizycznych. Po prostu w wie-

lu pomiarach (we wszystkich przeprowadzonych) okazalo sie, ze
stosunek napiecia do natezenia zalezy jedynie od przewodnika,
przez ktéry plynie prad. Oznacza to, ze dotychczasowe pomiary
potwierdzaja to prawo, ale teoretycznie mogloby sie zdarzy¢, ze

jaki§ nowy, dokladniejszy pomiar da inny rezultat. Inaczej jest
w matematyce: nie sprawdzamy kolejno prawdziwosci kilku lub
kilkuset zdan T, , lecz dowodzimy, ze wszystkie one sa prawdziwe.

Zadania

1. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1:242-343-4+--+nn+1)=3nn+1)(n+2).

2. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1-2:342-3-4+---+n(n+1)(n+2) = n(n+1)(n+2)(n+3).

3. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
mtastemt  tamm =l wme

4. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1 1 1 1 1
123 T332 1 nn+1)(n+2) — 4 2(n+1)(n+2) °
5. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

1 1 1 _ 1 1
1234 T2345 7 1 n(n+1)(n+2)(n+3) — 18  3(n+1)(n+2)(n+3)

6. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
12422432+ +n?=in(n+1)(2n+1).

7. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
134254334+ +n3=(1+243+---+n)?.

8. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi

wzOr: (1—2%)(1—3%)-...-(1—%):”2—:1.

9. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzér:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18!

19.

20.

21.

% + 8-_111 + T114 Tt 3n+2(13n+5) - 37::-5 .

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dla kazdej
liczby rzeczywistej a > 0 zachodzi nieréwnos¢:
(14+a)">14+na+ @a?

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi
nieréwnoéé: 2Mn—1/251.2.3.. .. .n,

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi
nieréwnosé: (n+1)" >2-4-6-...-2n.

Udowodnié¢, ze n prostych na plaszczyznie, z ktérych kazde
dwie maja punkt wspdélny, ale zadne trzy nie przechodza przez
jeden punkt, dzieli te ptaszczyzne na %(nz—l—n + 2) czedcei.

Niech p1 =2, po =3, p3s =5, p4a =7, ps = 11, itd., p,
jest n—ta liczba pierwsza. Dowies¢, ze p,, > 3n dla n > 12.

Na okregu obrano n > 2 punktoéw i kazdy polaczono odcin-
kiem kazdym innym. Czy mozna wykresli¢ te odcinki jednym
ciagiem tak, by koniec pierwszego byl poczatkiem drugiego,
koniec drugiego — poczatkiem trzeciego itd. i zeby przy tym
koniec ostatniego odcinka byl poczatkiem pierwszego.

Niech m(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od
liczby naturalnej n. Udowodni¢, ze 7(n) < § dla n > 8.

Zalézmy, ze liczby x1, xs, ... ,x, maja ten sam znak oraz
ze x1>—1, xo > —1, ..., x, > —1. Dowies¢, ze
(I+z)Q4x)(I+axs)...(1+ax,) 21421 +22 4+ -+ 24
Wyjasni¢, kiedy zachodzi rownosc.

Udowodni¢, ze jesli suma liczb dodatnich jest réwna n, to ich
iloczyn jest nie jest wiekszy niz 1.

Udowodnié¢, ze szachownice wymiaru (4k + 1) x (4k + 1)
mozna obejs¢ ruchem skoczka szachowego przechodzac dok-
tadnie jeden raz przez kazde pole.

Niech Fy =1, Fhb =1, F3 =2, F, =3, ..., Fhio =
=F,+1 + F,,. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n za-
chodzi réwnos$¢ Fy 4o - F,, — Fi = (=1)"*1.

Na dworze kréla Artura zebrato sie 2n rycerzy. Zaden z nich
nie ma wiecej niz n — 1 wrogéw wsrdd nich. Udowodnié, ze

Merlin — doradca krola Artura — moze ich rozsadzi¢ przy
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Zasada indukcji zupelne]

Okraglym Stole tak, by zaden nie byt sasiadem swego wroga.

22. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
1000™ — 1 jest podzielna przez 37.

23. Udowodnié, ze 7 jest dzielnikiem liczby 2222559 4 55552222

24. Udowodnié, ze 13 jest dzielnikiem liczby 1000™ 4 (—1)" dla,

kazdej liczby naturalnej n.
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O POJECIU ZBIORU, ZAWIERANIE

Przypomnimy teraz pojecie zbioru. Zbioru, tak jak punk-
tu czy liczby, nie definiujemy. Slowa ,,zbior” bedziemy uzywacé
W znaczeniu prawie zgodnym z potocznym. Mozna wiec mowic
o zbiorze ksigzek w bibliotece, o zbiorze uczniéw w klasie, o zbiorze
ludzi, o zbiorze liczb naturalnych, o zbiorze punktéw odcinka,
o zbiorze tréjkatow itp.

Zbiory skladaja sie z elementéw. To, ze a jest elementem
zbioru A zapisujemy tak: a € A. Jedli N oznacza zbidér wszyst-

kich liczb naturalnych, to zapis 100 € N oznacza: 100 jest ele-
mentem zbioru liczb naturalnych lub krécej: 100 jest liczba na-

turalna. To, ze a nie jest elementem zbioru A zapisujemy tak:

a ¢ A. Piszac % ¢ N stwierdzamy, ze % nie jest liczba, natu-
ralna. Zwykle zbiory bedziemy oznaczac¢ wielkimi literami alfabetu
lacinskiego, a ich elementy — malymi.

Jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B, to
mowimy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B lub ze zbiér A
jest zawarty w zbiorze B, lub ze zbior B zawiera zbior A. Czasem
moéwimy, ze zbiér B jest nadzbiorem zbioru A. Piszemy A C B

lub B O A. Jedli dodatkowo w zbiorze B sa elementy, ktére nie
naleza do zbioru A, to piszemy A C B lub BC A.

Przykiad 2.1  Zbiér mezczyzn jest zawarty w zbiorze wszyst-
kich ludzi. &

Przykiad 2.2  Zbiér ludzi jest zawarty w zbiorze wszystkich
ssakow. W

Przykiad 2.3  Zbior trojkatow jest zawarty w zbiorze wszyst-
kich figur geometrycznych. B

Przykiad 2.4  Zbiér parzystych liczb naturalnych jest zawarty
w zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Bl

Jesli dwa zbiory maja te same elementy, to méwimy, ze sa one
rowne, piszemy wtedy A = B. Oczywiscie jesli AC B i AD B,
to A = B ina odwrét. Zbior, ktory nie zawiera zadnego elementu

nazywamy pustym i oznaczamy symbolem (). Zbiér pusty jest
podzbiorem kazdego zbioru.
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O pojeciu zbioru, zawieranie

Przyklad 2.5  Zbiér punktéw danego odcinka, ktérych od-
legtosci od obu jego koncow sa liczbami catkowitymi jest pusty, jesli
dhugos¢ odcinka nie jest liczba catkowita; jesli dlugosé odcinka jest
réwna liczbie calkowitej n, to zbior ten sklada sie z n+1 punktow.
Np. jesli dlugos¢ odcinka jest réwna dwa, to zbiér sklada sie z obu
koncow i srodka odcinka, jesli dlugos$é¢ odcinka jest réwna %, to
zbior jest pusty. B

Przykiad 2.6 Zbior ulic w danej miejscowosci diuzszych niz
5 km. Jesli dana miejscowoscia, jest Warszawa, to zbidr ten jest

niepusty — jednym z jego elementéw jest ulica Pulawska. Jedli
dana miejscowoscia jest Ledyczek, ktory w 1996 r mial 520 miesz-

kancéw, to zbiér ten jest pusty. B
Przykiad 2.7  Zbior nieSmiertelnych zétwi jest pusty. B

Jesli wszystkimi elementami zbioru A sa a,b,c,..., to pisze-
my A = {a,b,c,...}. Na przyktad, jesli D jest zbiorem wszyst-
kich cyfr dziesiatkowego ukladu pozycyjnego, to zachodzi réwnosé
D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jesli B jest zbiorem parzystych liczb
naturalnych, ktére nie sa wieksze niz 10, to B = {2,4,6,8,10}.

Zachodzi rownosé {1,2} = {2,1}, bo oba zbiory maja te same
elementy tylko wypisane w réznej kolejnosci. Mamy tez réwnosé
{1,1,2} = {1,2}, bo w obu zbiorach wystepuja te same elementy,
cho¢ po lewej stronie jedynka zostala wypisana dwukrotnie.

{{1}} # {1}, bo elementem i to jedynym pierwszego zbioru
jest zbidr zlozony z liczby 1, a drugiego — liczba 1.

Zbiory mozna okresla¢ inaczej np. rozpatrujac zbior wszyst-
kich elementow jakiegos zbioru A, ktére maja pewna wlasnosé.
Zbior tak okreslony oznaczamy za pomoca nawiasu klamrowego,

po symbolu a € A i dwukropku piszemy, o jaka wlasnos¢ chodzi.

Przyklad 2.8 {n € N: 2 jest dzielnikiem liczby n} jest
zbiorem wszystkich parzystych liczb naturalnych (N zawsze oz-

nacza zbior wszystkich liczb naturalnych). ®

Przyklad 2.9 Zbiér
{n € N: n <20i n podzielne przez 3}
sklada sie z liczb 3, 6, 9, 12, 15 i 18, zatem
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O pojeciu zbioru, zawieranie

{n € N: n<20i n podzielne przez 3} ={3,6,9,12,15,18.} H
Pojecie zbioru upraszcza formutowanie wielu twierdzen —
czesto nawet umozliwia ich doktadne sformutowanie. Zbiory wpro-

wadzono do matematyki w drugiej polowie XIX wieku — wtedy
tez zaczeto badac strukture samych zbioréw, bez wnikania w na-

ture ich elementow. Cze$¢ matematyki zajmujaca sie badaniem

takich wtasnosci nazywana jest teorig mnogosci.
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ELEMENTY KOMBINATORYKI
i DWUMIAN NEWTONA

Przyjrzyjmy sie nastepujacym pytaniom.
1. Ile réznych liczb czterocyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,
2, 3, 4 tak, by kazda cyfra w jeden liczbie wystepowala tylko

raz?
2. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na polce cztery rézne tomy
jednego dzieta?

W istocie rzeczy tres¢ obu pytan jest taka sama. Chodzi o to
na ile réznych sposobdéw mozna uporzadkowaé¢ elementy zbioru
czteroelementowego. W dalszym ciagu bedziemy uzywaé, zgodnie
z przyjetym w matematyce zwyczajem, stowa permutacja (czyli
przestawianie — z laciny) zbioru n—elementowego zamiast —
uporzadkowanie elementéw zbioru n—elementowego.

Liczbe permutacji zbioru n—elementowego oznaczaé¢ bedzie-
my symbolem n! (czytaj: n silnia). Mozemy teraz powiedzie¢, ze
odpowiedzi na oba pytania sa takie same, mianowicie 4!. Na razie
nic to nie daje, bo nie umiemy ,,obliczy¢” liczby 4!.

Wypada znalez¢ wzér pozwalajacy obliczaé¢ n!.

1° Zauwazmy, ze 1! = 1, bo elementy zbioru zlozonego z jednego
tylko elementu mozna uporzadkowa¢ na jeden sposob.

2° Wyznaczymy liczbe (n + 1)! za pomoca liczby n!. Mozemy
rozwaza¢ permutacje zbioru {1,2,...,n,n + 1} . Permutacji
tego zbioru z liczba, 1 na pierwszym miejscu jest tyle, ile per-
mutacji zbioru {2,3,...,n,n+1}, wiec n!. Podobnie permu-
tacji z liczba 2 na poczatku jest tyle, ile permutacji zbioru
{1,3,4,...,n,n+1}, wiec rowniez n!. Tyle samo jest tez per-
mutacji z liczba 3 na poczatku itd. Wobec tego wszystkich
permutacji jest (n+1)-n!, zatem (n+ 1)!=(n+1)-n!.

7 zasady indukcji zupelnej wynika wiec

Twierdzenie 3.1
n!l=1-2-3-...-n dla kazdej liczby naturalnej n. R

Mozemy wiec odpowiedzie¢ na zadane na wstepie pytania:
liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach oraz sposobéw ustawienia
czterech toméw na polce jest 4! =1-2-3-4=24.
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Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

Teraz zajmiemy sie trzema innymi pytaniami.

3° Ile trzeba wypemhi¢ kuponéw Duzego Lotka, aby mie¢ pew-
nos¢, ze skredlilismy 6 wylosowanych liczb?

4° Na plaszczyznie danych jest 7 prostych. Zadne dwie z nich nie
sa réwnolegle. Zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt.
Ile jest wszystkich punktéw przeciecia?

5° Dane sg liczby x1, zo, 3, ... ,Tn, Y1, Y2, Y3, «+- 5 Yn -
Rozpatrujemy iloczyn (x1+y1)(x2+y2)(zs+ys):. .. (Tn+Yn) -

Jezeli otworzymy nawiasy, tzn. skorzystamy z rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania, to otrzymamy sume wielu

iloczynow, w kazdym z nich pojawi sie pewna liczba iksow
oraz pewna liczba igrekéw. Dla n = 3 wyglada to tak
(1 +y1)(z2 + y2) (23 + Y3) = T12223 + T122Y3 + T1Y223 +

+ T1Y2Y3 + Y1T2T3 + Y12T2Y3 + Y1Y223 + Y1Y2Y3 -
Niech k > 0 bedzie liczba catkowita nie wieksza niz n . Ile jest

w diugiej sumie skladnikéw, w ktorych wystepuje doktadnie

n — k iksow i k igrekow?

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze wszystkie te pytania sa zada-
niami jednego typu. W pierwszym pytamy o liczbe sze$cioelemen-
towych podzbioréw zbioru, ktéry ma 49 elementéw. W drugim
— o liczbe par (wiec dwuelementowych podzbioréw) prostych,

ktérych jest 7. W trzecim pytaniu chodzi o k—elementowe pod-
zbiory zbioru sktadajacego sie z n elementéw (element to jeden

z nawiasow). Trzecie pytanie jest najogélniejsze.
Liczbe k—elementowych podzbioréw zbioru n—elementowego

oznaczamy symbolem Newtona (Z) Znajdziemy teraz wzor,

za pomoca, ktérego mozna obliczyé (Z) .
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Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

Lemat 3.2

Jesli k i n sa liczbami naturalnymi i 1 < k& < n, to zachodzi
réwnosé (") = (3) + (")

Dowéd. k—elementowy podzbiér zbioru {1,2,...,n,n+1} albo
jest zawarty w zbiorze {1,2,...,n}, albo zawiera element n + 1.
Zbioréw ,,pierwszego rodzaju” jest (Z) Zbioréw ,,drugiego ro-
dzaju” jest (kfl), bowiem kazdy z nich jest wyznaczony przez
k — 1—elementowy podzbiér zbioru {1,2,...,n}. Wynika stad,
ze wszystkich k—elementowych podzbioréw zbioru n + 1—elemen-

towego jest () + (,"y) = (311) - ™

Twierdzenie 3.3
Dla dowolnych nieujemnych liczb catkowitych k,n, dla ktérych

. / /7 ' * _1 Tees® _k 1
k < n, zachodzi réwnosé () = T = n:(n 1).2. (Z +1) 3.1

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Niech T, oznacza
zadanie: dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej k < n zachodzi
réwnosé (}) = Wlk)'

0) _ o
0o/ — 00!
ma dokladnie jeden podzbiér 0—elementowy, czyli pusty.

2°  Zalozmy, ze zdanie T,, jest prawdziwei k£ > 0. Mamy wtedy

("Zl) - (Z) + (kzl> - k!(r?ik)! + (k—l)!(TrLL!—k—i—l)! -

. n! C(n—k+D)+k _ n! L_n+l  _ _ (nt1)!
= G—DIn—k)! " k- (m—k+1)  (—D!(n—k)!  k-(n—k+1)  Kl(n—k+1)!

Pierwsza rowno$¢ wynika z lematu, druga z zalozenia indukcyj-
nego, a potem juz tylko dzialania na utamkach. Udowodnilismy
prawdziwos¢ zdania T, przy zalozeniu, ze n > k > 0.

1°  Zdanie T jest prawdziwe, bo ( = 1 a zbiér pusty

Mamy (”3‘1) = 1, bo jest jeden zbior pusty i 0('?;-1-1%')' =1, wiec
(”3‘1) = % Mamy tez (ij) =1, bo zbiér, ktéry ma n + 1

elementéw zawiera tylko jeden podzbiér n + 1—elementowy (mia-

(n41)! n+1\ _ (n+1)!
(n+1)!0! n+1) = tnio - ®

Podamy teraz nieco inny dowdd tego twierdzenia. Zaldézmy,
ze 1 < k < n. Mamy wybra¢ k elementéw ze zbioru liczacego

nowicie siebie) i =1, wiec réwniez (

n elementéw. Pierwszy mozemy wybra¢ na n sposobow. Drugi

3.1 W ostatniej réwnosci zakladamy, ze £>1.
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Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

element wybieramy sposréd n — 1 elementéw, wiec mozemy to
zrobi¢ na n — 1 sposobéw. Nastepny element mozemy wybraé
na n — 2 sposoby itd. Stad wynika, ze k elementéw mozemy
wybra¢ na n(n — 1)...(n — k + 1) sposobow, ale méwimy tu
o uporzadkowanym wybieraniu: wiadomo, ktéry element jest pier-
wszy, ktory drugi itd. Poniewaz k elementéw mozna uporzadko-
waé¢ na k! sposobéw, wiec liczba nieuporzadkowanych wyboréw

n(n—1)...(n—k+1) n! _(n
7l = s = (1) -

Teraz mozna tatwo odpowiedzie¢ na zadane pytania.

rowna jest

49)

3° Szes¢ liczb z czterdziestu dziewieciu mozna wybraé na (6

=" 25a50 = 13983816 sposobw.

4° Siedem prostych przecina sie w (;) = % = 21 punktach.

5° Skladnikow zawierajacych n — k ikséw i k igrekow jest (Z) :
Zauwazmy, ze z odpowiedzi na ostatnie pytanie wynika, ze

jesli z1 =29 = ... =2, = aiy1 =y = ... =y, = b, to

w rozwinieciu (a + b)" na sume wielu sktadnikéw wyraz a™ *b*

wystepuje ze wspotczynnikiem (Z) . Stad wynika

Twierdzenie 3.4 (dwumian Newtona)
(a+0)" = (§)a™+ (})a™ o+ (5)am 22 4+ (" )ab" L+ (7)b"
dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i naturalnej n. W

Udowodnimy wzor Newtona raz jeszcze stosujac indukcje.
Skorzystamy z lematu 3.2.
1° Oczywiscie (a+b)'=a+b= (})a+ (})b.
2° Zalézmy, ze zachodzi réwnosé
(a+b)™ = (P)a"+(1)a" 1o+ (5)a" 202+ -+ (" )ab" 1+ (7)o"
Mamy wtedy (przyp. (5) =1=("g") i (;) =1=(371))
(a+b)" T = ((5)a"+ (})a" 1o+ (5)a" 20> +-- -+ (1)b") (a+b) =
= (g)a™™ + (Y)a"d + (3)a" 0%+ ...+ (7)ab” =

b a4+ () (2 ab o (2 =

=("o e (") @b (M)t TR e (M) @b+ ()6
Dowod zostat zakonczony. B

Podstawiajac we wzorze dwumianowym a = 1 = b otrzymu-
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Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

jemy 2" = (D) + (D + )+ + (") + (7). Udowodnilismy

n—1

wiec, ze

Twierdzenie 3.5 (o liczbie podzbioréw)
Zbioér n—elementowy ma 2" podzbioréw. B

Tak jak poprzednio mozna udowodni¢ to twierdzenie bezpos-
rednio. Jest ono prawdziwe dla zbioru jednoelementowego, bo
ma on dwa podzbiory: pusty i samego siebie. Zalézmy teraz,

ze zbiér {1,2,...,n} ma 2" podzbioréw. Podzielimy na dwie
klasy podzbiory zbioru {1,2,...,n,n + 1}: te, ktore zawieraja
liczbe n+1 i te ktore jej nie zawieraja. Tych drugich jest tyle, ile
podzbioréw ma zbiér {1,2,...,n}, wiec 2. Pierwszych jest tyle
samo, bo uzyskujemy je z drugich przez dolozenie liczby n + 1.
Wszystkich jest wiec 2" 4 2" = 2. 2" = 2"+l Zakonczylidmy
dowdd indukcyjny twierdzenia o liczbie podzbioréow. B

Blaise Pascal wpadl na pomyst, by zapisywa¢ wspolczynniki
rozwiniecia (a + b)™ w kolejnych wierszach tréjkata nazwanego

pozniej jego imieniem:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5! 1

Wypisaliémy pierwszych szes¢ wierszy trojkata Pascala, oczywis-
cie mozna wypisywanie kontynuowac, ale zapewne kazdy juz widzi,
jaki jest mechanizm tworzenia nastepnego wiersza z danego. Ten

schemat dziala dzieki wzorowi (”Zl) = (Z) - (kﬁl) :

Zadania

1. Numer telefoniczny moze zaczynac sie od dowolnej z dziesie-
ciu cyfr. Ile jest siedmiocyfrowych numerow telefonicznych,
ktérych wszystkie cyfry sa:
a. rozne; b. nieparzyste.

2. 9 os6b ustawia sie w szereg. Ile jest réznych ustawien, w kto-
rych wybrane trzy osoby stoja jedna obok drugiej?

3. Na ile sposobow mozna podzieli¢c 30 oséb na trzy grupy
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

dziesiecioosobowe (kolejnosé grup oraz kolejnosé oséb w gru-
pie jest nieistotna)?
Iloma sposobami mozna podzieli¢ grupe zlozona z trzech

dziewczynek i trzech chlopcéw na dwie grupy, po troje dzieci
w kazdej, tak by w kazdej grupie byt co najmniej jeden chio-
piec?

Na ile sposobéw mozna podzieli¢ grupe ztozona z czterech
dziewczynek i czterech chlopcéw na dwie grupy po czworo
dzieci w kazdej, tak by w kazdej grupie byt co najmniej jeden
chlopiec?

I[le par tanecznych (réznoplciowych) mozna utworzyé z m
pan i n panéw?

Na ptaszczyznie k prostych rownoleglych przecieto n pros-
tymi rownoleglymi. Ile powstalo réwnoleglobokdéw?

Czy wsrdd liczb 1,2,3,...,10™ wiecej jest tych, w ktorych
zapisie dziesietnym wystepuje siddemka co najmniej raz, czy
tych, ktore zapisujemy nie uzywajac siodemki?
Przeanalizowa¢ przypadki n =3, n=6, n=7, n=10.
Wierzchotki n—kata leza na okregu. Zaden punkt wewnetrz-
ny kota nie lezy na trzech przekatnych tego wielokata. Na ile
czesci dziela te plaszczyzne wszystkie boki i przekatne tego
wielokata?

Niech k > 1. Ile rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich

ma rownanie 7 + 2o+ -+ xp =n?

Niech k > 1. Ile rozwiazan w liczbach catkowitych nieujem-
nych ma réwnanie 1 + 2o+ -+ xp =n"?

Ile jest par krawedzi danego szescianu nie mieszczacych sie
w jednej plaszczyznie?

Wykazaé, ze liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktére
nie zawieraja dwu kolejnych liczb naturalnych jest wyrazem
ciagu Fibonacciego: 1,1,2,3,5,8,13,.... Ktéorym?

Ile jest takich permutacji zbioru {1,2,3,...,31}, ze liczby 1
i 2 wystepuja w nich jedna obok drugiej?

Ile jest takich permutacji zbioru {1,2,3,...,31}, ze iloczyn
kazdych dwu sasiednich liczb jest parzysty?

Na ile sposobow mozna posadzi¢ na 25 miejscowej lawie
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

10 panéw i 15 pan, tak by miedzy kazdymi dwoma panami
siedziala co najmniej jedna pani.
Na ile sposobow mozna posadzi¢ n oséb przy okraglym stole?

Dwa sposoby uwazamy za takie same, jesli w obydwdch kazdy
ma tych samych sasiadow po obu stronach.

Poprowadzono n — 1 prostych rownolegtych do poziomych
bokéw danego kwadratu tak, ze dziela one boki pionowe na n

réwnych odcinkéw i n — 1 prostych pionowych, ktore dziela
boki poziome na n réwnych odcinkéw. Ile powstato kwadra-
toéw, a ile prostokatow?

Poprowadzono n — 1 plaszczyzn prostopadltych do kazdej
krawedzi danego szescianu, ktére dziela ja na n réwnych od-

cinkéw. Ile powstalo szesciandéw, a ile prostopadtoéciandéw?

Na ile sposobé6w mozna wybra¢ k poél z szachownicy n x n,
aby w zadnej kolumnie, ani w zadnym wierszu nie znalazty sie

dwa pola?
Iloma sposobami mozna pomalowaé¢ Sciany szescianu szes-
cioma danymi kolorami, jesli za rézne uwazamy te sposoby,

ktére nie dadza sie otrzymaé (jeden z drugiego) przez obrét
szeScianu? Kazda Sciane malujemy jednym kolorem, innym
niz pozostale Sciany.

Wykazaé, ze (a — b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab> + b*.
Wykazaé, ze (a+b+c)? = a? +b%+ c? + 2ab+ 2ac + 2be dla
dowolnych a,b,c € R.

Wykazaé, ze (a+b+c)® = a®>+0®+c® +3a?b+ 3ab* 4 3a?c+
+3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe dla dowolnych a,b,c € R.

Wykazaé, ze (a + b+ ¢c)" = > k!Z!m!akbgcm przy czym
sumowanie rozciaga sie na takie wszystkie tréjki nieujemnych
liczb catkowitych, ze k+/¢+m =n.

Udowodnié, ze > #'m, = 3" przy czym sumowanie rozciaga
sie na takie wszystkie trojki nieujemnych liczb catkowitych, ze
E+l+m=n.

27! Udowodni¢, ze (8) — (711) + (g) — (g) + (Z) — (g) +---=0.
28! Udowodni¢, ze (3) + (5) + (4) +---=2"""1
29! Udowodni¢, ze (7)+ (5) + (5) +--- =271



Elementy kombinatoryki i dwumian Newtona

30. Obliczy¢ (7)+3(1)+s(0) +-+2(,") +-50).

n—1

31. Obliczyé (7) —2(3) +3(2) —4(}) + -+ (=) 1(7)

n
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Zdania z zakresu matematyki sa albo prawdziwe, albo falszy-
we — W matematyce nie stosuje sie zdan wyrazajacych zyczenie,
przypuszczenie itp. Jesli zdanie jest prawdziwe, to méwimy, ze
jego warto$¢ logiczna jest 1, zdaniom falszywym przypisujemy
wartos¢ logiczna 0.

7, dwéch zdan mozemy utworzy¢ na wiele réznych sposobow
nowe zdanie. Najprostsze metody w matematyce to:

(i) polaczenie dwéch zdan « i § spdjnikiem i — nowe zdanie to

koniunkcja zdan «, 8, oznaczamy je symbolem a A (3.

(ii) polaczenie dwéch zdan « i B spéjnikiem lub — nowe zdanie

to alternatywa zdan «, 3, oznaczamy je symbolem « V (3.
(iii) zbudowanie zdania postaci ,,jesli «, to 3”7 — nowe zdanie

nazywamy implikacja (wynikaniem), o nazywamy poprzed-

nikiem implikacji a 8 — nastepnikiem, oznaczamy je sym-

bolem a = 3.

(iv) zaprzeczenie danemu zdaniu «, oznaczamy je przez —.

Ustalimy teraz, kiedy koniunkcja, alternatywa, implikacja
i negacja sa zdaniami prawdziwymi, a kiedy — falszywymi.

Koniunkcja. Niech a oznacza zdanie: liczba 2 dzieli licz-
be 12, B — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe 12. Wtedy zdanie

a A\ B oznacza zdanie: liczba 2 dzieli liczbe 12 1 liczba 3 dzieli
liczbe 12, tzn. liczby 2 1 3 sq dzielnikami liczby 12. W tym

przypadku ze zdan prawdziwych a i 3 otrzymaliSmy prawdziwe
zdanie o A B. Niech « oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe 12,

8 — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe 12. Wtedy zdanie a/A3 oznacza
zdanie: liczba 5 dzieli liczbe 12 1 liczba 3 dzieli liczbe 12, tzn.
liczby 5 © 3 sq dzielnikams liczby 12. W tym przypadku ze zdania

falszywego « i prawdziwego (3 otrzymalisémy nieprawdziwe zdanie
aAfB. Jesli a oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe 12,  — zda-

nie: liczba 7 dzieli liczbe 12, to zdanie a A B oznacza zdanie:
liczba 5 dzieli liczbe 12 1 liczba 7 dzieli liczbe 12, tzn. liczby 5
1 7 sq dzielnikami liczby 12. W tym przypadku z dwoéch zdan
falszywych a i § otrzymaliémy zdanie falszywe a A 3.

Te trzy przyklady sugeruja prawdziwos¢ nastepujacego pra-
wa: koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa, jesli oba zdania sg
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prawdziwe. Jesli jedno ze zdan o i § lub oba te zdania sg falszy-
we, to réwniez ich koniunkcja a A § jest falszywa. Symbolicznie
zapisujemy to prawo tak: 1AN1=1, IAN0=0, OA1 =0, OAN0O=0.

Alternatywa. W matematyce przyjmujemy, ze alternaty-
wa a V 3 dwéch zdan jest prawdziwa, jesli choéby jedno z tych
zdan jest prawdziwe oraz ze alternatywa dwéch zdan falszywych
jest zdaniem falszywym. Symbolami zapisujemy to tak:

1vi=1, 1vo=1, ovi=1i, ovo=0.
Zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 3 jest dziel-
nikiem liczby 12 jest prawda; zdanie: [liczba 2 jest dzielnikiem
liczby 12 lub liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 jest tez prawda,
natomiast zdanie liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 7
jest dzielnikiem liczby 12 jest falszem.

Wypada tu podkresli¢ réznice miedzy potocznym znaczeniem
spojnika [ub a jego matematycznym znaczeniem. W mowie po-
tocznej zazwyczaj uzywamy spojnika lub wtedy, gdy jedno ze zdan
jest prawda, a drugie — falszem.

Implikacja Zdanie o = 3 uwazamy za falszywe, gdy po-
przednik « jest prawda, a nastepnik [, — falszem, tzn. z prawdy

falsz nie wynika. W innych przypadkach implikacja o = (3 jest
prawdziwa, tzn. prawda wynika zarowno z prawdy jak i z falszu.
Symbolicznie zapisujemy to tak:

(1=0=0, (0=0=1, (1=1)=1, (0=1)=1.
Podkresli¢ trzeba zdecydowanie, ze méwimy tu o prawdziwosci
zdania ztozonego o = [, a nie o prawdziwosci zdania (. Na
przyktad zdanie jesl: liczba 4 jest dzielnikiem liczby 12, to liczba
2 jest dzielnikiem liczby 12 jest zdanie prawdziwym bo poprzednik
i nastepnik sa zdaniami prawdziwymi. Zdanie jesli liczba 2 dzieli

liczbe 6, to liczba 5 dzieli liczbe 6 jest falszem, bo jest prawda,
a nastepnik — falszem. Zdanie jesli liczba 2 dzieli liczbe 7, to
liczba 5 dzieli liczbe 7 jest prawdziwe, bo poprzednik i nastepnik
sq zdaniami falszywymi. Zdanie jesli liczba 5 dzieli liczbe 6, to
liczba 2 dzieli liczbe 6 jest zdaniem prawdziwym, bo poprzednik
jest falszywy, a nastepnik — falszywy.

Negacja. Zdanie —a jest prawdziwe, jesli zdanie « jest
falszywe, tzn. zaprzeczenie falszu jest prawda, symbolicznie za-

pisujemy to wzorem —0 = 1. Zdanie -« jest falszywe, jesli zdanie
a jest prawdziwe, tzn. zaprzeczenie prawdy jest falszem: -1 =0.
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Ta regula jest caltkowicie zgodna z potocznym rozumieniem zdania

nie jest prawda, Ze ...

Przykiad 4.1  Zdanie nie jest prawda, ze liczba 2 dzieli liczbe

5 jest prawdziwe, bo jest zaprzeczeniem falszu. Zdanie nie jest
prawdq, ze liczba 2 dzieli liczbe 4 jest zaprzeczeniem prawdy, czyli

falszem. W

Rownowaznosé. Jesli ze zdania a wynika zdanie (8 i ze
zdania ( wynika zdanie «, to mowimy, ze zdania te sg rowno-

wazne. Piszemy wtedy a < (8 lub a = 3. Czesto zamiast mowic:

zdanie « jest rownowazne zdaniu (3 moéwimy, ze zdanie « za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdanie 3. Oczywiscie

prawda jest rownowazna prawdzie (1 < 1) = 1, falsz — falszowi
(0 & 0) = 1, natomiast prawda nie jest réwnowazna falszowi:
(1<0)=01(0<1)=0.

Przykiad 4.2  Liczba 2 dzieli liczbe 28 wtedy i tylko wte-
dy, gdy liczba —2 dzieli liczbe 28. Liczba calkowita a dzieli
liczbe catkowita b wtedy i tylko wtedy, gdy liczba —a dzieli liczbe

b. Liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest
podzielna przez 2 i przez 3. B

Wypowiemy teraz kilka podstawowych praw logiki, ktérych
bedziemy wielokrotnie uzywac¢. Lista ta nie bedzie pelna, ale Czy-

telnik — w razie potrzeby — wyprowadzi sobie inne.

Twierdzenie 4.1 (o przechodnio$ci implikacji)
Jesli ze zdania « wynika zdanie 3 i ze zdania  wynika zdanie 7,
to ze zdania o wynika zdanie 7:

(a=B)AB=7)=(a=7).

Dowdd. Implikacja jest falszywa jedynie wtedy, gdy poprzednik
jest prawdziwy, a nastepnik falszywy. Jesli zdanie a = ~ jest
falszywe, to zdanie « jest prawdziwe, a zdanie v — falszywe.
Zdanie (o = B) A (8 = =) ma by¢ prawdziwe. Oba czlony tej
koniunkcji musza byé¢ prawdziwe, zatem zdanie [ musi by¢ jed-
noczesnie prawdziwe (bo a = () i falszywe (bo 5 = ), ale to
nie jest mozliwe. Dowdéd zostal zakonczony. B

Przyklad 4.3  Oznaczmy litera a zdanie: a® # 0, litera 3
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— zdanie: a # 0, literg v — zdanie: a® > 0.

Oczywiscie a = 3, tzn. jedli a® A0, to a #0 i B = v, czyli:
jesli a # 0, to a®> > 0. Stad i z przechodnioéci implikacji wynika,
ze o =, czyli: jedli a® #0,t0 a®>>0. W

Przykilad 4.4 Niech A, B,C beda dowolnymi zbiorami. Niech

a oznacza zdanie: A C B, f — zdanie: B C C, a v zdanie:
A C C. Zdanie a mozna rozumie¢ w taki sposéb: jesli p € A,
to p € B, analogicznie zdania 3 i . Z przechodniosci implikacji
wynika, ze w tej sytuacji jesli p € A, to p € C, zatem A C C.
Innymi stowy z przechodniosci implikacji wynika przechodnios¢ za-
wierania, a to oznacza, ze podzbiér podzbioru jest podzbiorem
zbioru. W

Twierdzenie 4.2 (regula odrywania)

Jesli « jest zdaniem prawdziwym i ze zdania « wynika zdanie (3,
to zdanie § jest prawdziwe, czyli (a A (a = §)) = 3.

Dowodd. Implikacja jest nieprawdziwa jedynie wtedy, gdy jej na-
stepnik jest falszem, a poprzednik prawda. Musi wiec by¢ G = 0
iaN(a=p)=1,zatem a =11 (a = ) = 1. Wobec tego
zdanie o musialoby by¢ jednoczesnie prawdziwe i falszywe, a to
nie jest mozliwe.

Przykiad 4.5 Niech « oznacza zdanie: iloczyn trzech kolejnych
liczb catkowitych jest liczb podzielng przez 3, [ — zdanie: jesli
a jest liczbg calkowita, to a® — a jest liczbq podzielng przez 3.
Zdanie « jest prawdziwe. Implikacja a = (3 réwniez, bowiem
a’>—a = (a—1)a(a+1). Z reguty odrywania wynika prawdziwo$¢
zdania 5. W

Twierdzenie 4.3
Jesli ze zdania —«a wynika falszywe zdanie 3, to zdanie « jest

prawdziwe: ((—a = 0) A —ﬁ) = .

Dowodd. Tak jak w poprzednich dowodach sprawdzimy, w jakie]
sytuacji implikacja moglaby by¢ nieprawdziwa. Zdanie «, czyli
nastepnik, musialoby by¢ falszywe, a zdanie (—a = 3) A =g, czyli
poprzednik, — prawdziwe. Oznacza to, ze zdanie S musiatoby
by¢ falszywe i implikacja —a = 3 — prawdziwa, ale to nie jest
mozliwe, bo zdanie —«a jest prawdziwe, a zdanie § falszywe. B
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Przyklad 4.6 Niech o oznacza zdanie : liczba 44 nie jest
dzielnikiem liczby 235, a 3 — zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem
liczby 235. Ze zdania —« wynika zdanie 3, ktoére jest falszywe,
wiec zdanie a jest prawdziwe. W

Twierdzenie 4.3 jest jednym z najprostszych schematow, wg.
ktérych przeprowadzamy tzw. ,,dowody nie wprost”, czyli takie,
w ktérych z zaprzeczenia tezy wnioskujemy zdanie falszywe.

Twierdzenie 4.4 (prawa de Morgana)

Zaprzeczeniem alternatywy dwoch zdan jest koniunkcja ich za-
przeczen: —(aV )= (-a) A (=0).

Zaprzeczeniem koniunkcji dwoch zdan jest alternatywa ich za-
przeczen: —(aApf)=(-a)V (-0).

Dowéd. Udowodnimy pierwsze z wymienionych praw. Strona
lewa jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy alter-
natywa « V 3 jest zdaniem falszywym, a to ma miejsce jedynie
wtedy, gdy oba zdania «, [ sa falszywe, a ten warunek jest

réwnowazny temu, ze koniunkcja ich zaprzeczen, czyli zdan praw-
dziwych jest prawdziwa. W taki sam sposéb mozna uzasadnic¢
prawdziwosé¢ drugiego prawa de Morgana. B

Przykiad 4.7 Zdanie: nieprawda, ze liczby 2 1 3 sq dziel-

nikams liczby 8 jest réwnowazne zdaniu: 2 nie jest dzielnikiem
liczby 8 lub 3 nie jest dzielnikiem liczby 8. Zdanie : nieprawda,
ze liczba 2 lub liczba 3 dzieli liczbe 8 jest roOwnowazne zdaniu:

2 nie dzielt liczby 8 i 3 nie dzieli liczby 8. W

Twierdzenie 4.5 (prawo podwdgjnego przeczenia)

Zaprzeczenie zaprzeczenia zdania « to zdanie a: —(-a) =a. B

Oczywisty dowdd tego twierdzenia pomijamy. Podkresli¢ na-
lezy, ze w jezyku polskim podwdéjne przeczenie oznacza czesto to

samo co pojedyncze, np. zdanie — ,, nie mam zadnego samo-
chodu” oznacza, ze autor tej wypowiedzi nie ma samochodu po-
mimo, ze zostaly tu uzyte dwa przeczenia: ,,nie” oraz ,,zadnego”.

Podane tu przyktady praw logicznych nie wyczerpuja listy
waznych tautologii. Sa natomiast jednymi z najczesciej stosowa-
nych w matematyce. W zadaniach Czytelnik znajdzie wiecej waz-
nych praw logiki. Mozna je latwo udowodni¢ metoda zerojedyn-
kowa, tzn. podstawi¢ 0 oraz 1 na wszystkie mozliwe sposoby
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w miejsce zdan, nastepnie sprawdzi¢ jaka wartos¢ logiczna ma
wtedy zdanie zlozone. Jesli zawsze otrzymujemy 1, to mamy do
czynienia z prawem logiki. Takie zdania, ktére sa zawsze prawdzi-

we, nazywane sg rowniez tautologiami.

Twierdzenia matematyczne maja postac¢ implikacji. Jej po-
przednik nazywany jest zalozeniem, a nastepnik — teza. Dowodd

twierdzenia, z formalnego punktu widzenia, polega na stosowaniu
praw logiki, przy czym za prawdziwe uwazane sa zdania udowod-

nione wczesniej oraz definicje. Poniewaz dowodzenie trzeba od
czegos zaczat, wiec niektore zdania uwazane sa za prawdziwe i nie-

wymagajace dowodu. Takie zdania nazywane s pewnikami lub
aksjomatami. W teorii liczb rzeczywistych przyjmuje sie bez dowo-
du miedzy innymi, ze dodawanie liczb rzeczywistych jest przemi-
enne, tzn. a+b = b+ a dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b.
Bez dowodu przyjmujemy tez, ze a + (b+¢) = (a +b) + ¢ dla
dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c, czyli tacznosé dodawania .

Znajomos¢ praw logiki utatwia sprawdzenie poprawnosci rozu-
mowania. Zwykle jednak stosujemy na tyle oczywiste prawa logiki,
ze nie potrzeba sie na nie w sposéb jawny powotywac. Nalezy jedna

zdawaé sobie sprawe z tego, wedlug jakiego schematu logicznego
rozumujemy.

Dokladne sformulowanie zalozen twierdzen, pewnikéw, defi-
nicji itp. jest wazne — chcemy mie¢ jakas gwarancje tego, ze
rozumujac nie dojdziemy do sprzecznosci, czyli ze nie udowod-

nimy jednoczesnie zdania i jego zaprzeczenia, bo to zmusitoby
nas do uznan wszystkich zdan za prawdziwe. W kiopoty mozna
popas¢ tatwo, jesli nie sprecyzujemy, jak mozna uzywac stow i ja-
kie jest ich dokladne znaczenie. Powiedzmy, ze dowodca rozkazat
zohierzowi—fryzjerowi ogoli¢ wszystkich tych zolnierzy, ktérzy nie
ogola sie sami. Co ma zrobi¢ 6w nieszcze$nik? Czy ma sie ogoli¢
sam — wtedy ogoli zolnierza, ktéry sam sie goli, czy tez ma sie nie
ogoli¢ — wtedy nie ogoli jednego z zomierzy, ktérzy nie ogolili sie

samodzielnie?*!

4.1 Przyktad pochodzi od Bertanda Russella i jednego z nawybitniejszych filo-
zoféw i matematykéw XIX i XX wieku (1872 — 1970).
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Zadania
Udowodni¢, ze niezaleznie od wartosci logicznych zdan o i 3
prawdziwe sa zdania:

(1) (ra=p)eaVp;

(2) —(a=0) & anp;

te dwa wzory oznaczaja, ze mozna zdefiniowac alternatywe

i koniunkcje za pomoca negacji i implikacji;

3) (maVvp) e (a=05);

(4) (m(-av=p)) & anp;

te dwa wzory oznaczaja z kolei, ze mozna zdefiniowac¢ impli-

kacje i koniunkcje za pomoca negacji i alternatywy.

Zdefiniowa¢ implikacje i alternatywe za pomoca koniunkcji

1 negacji.

Udowodnié, ze negacji nie mozna zdefiniowac za pomoca;:

(1) alternatywy i koniunkcji;

(2) alternatywy i implikacji;

(3) koniunkeji i implikacji.

Zapisa¢ za pomoca symboli logicznych i udowodni¢ nastepu-

jace prawa logiki:

(1) jesli ze zdania « wynika zdanie [ iz zaprzeczenia zdania
a wynika zdanie (3, to zdanie [ jest prawdziwe;

(2) jesli prawdziwa jest alternatywa zdan a i 3, to z tego,
ze ze zdania « wynika zdanie v i ze zdania 3 wynika
zdanie v, wynika prawdziwos¢ zdania .

Napisa¢ zaprzeczenia nastepujacych zdan:

(1) jesli 7 jest liczba dodatnia, to —7 jest liczba ujemna;

(2) jesli 2 i 5 sa liczbami dodatnimi, to z tego, ze x > 2+5
wynika, ze © > 0;

(3) jesli szescian mozna utozy¢ z cegiet o wymiarach 1x2x4,
to krawedz szescianu ma dlugos¢ rézna od 6.

Udowodni¢, ze nastepujace zdania sa tautologiami:

(1) a=a; (2) a=(B=aq);

3) a=(B=(anp); 4 aV-a;

®) [la=p)nal=5.  (6) a=[(BA-a)=1];
(7) (8)

7)) ~(an-a); 8) (a= )& (~f=a);
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9) [(a=p0)=a=a; (10) (—~a=a)=a;
(11) ~a = (a = F); (12) aAf = a;
(13) [a=B=7]=[B=(a=7);

(14)  Ja= B=7)]=la=p8)=(a=1).
7 jakich praw logiki korzystamy w nastepujacych rozumowa-

niach:

Jesli x jest liczba nieparzysta, to liczba 23 tez jest nieparzys-
ta. Suma dwu liczb nieparzystych jest parzysta, zatem jesli x
jest liczba nieparzysta, to liczba a2 + = jest parzysta. Suma,
liczby parzystej i nieparzystej jest nieparzysta, zatem jesli
liczba x jest nieparzysta, to liczba a3 +x+1 jest nieparzysta.
Jesli liczba x jest parzysta, to % tez jest parzysta, wiec liczba,
23 + 2 4+ 1 jest nieparzysta. Zaréwno z zalozenia, ze liczba x
jest parzysta, jak i z zalozenia, ze liczba x jest nieparzysta
wynika, ze liczba 23 +x+1 jest nieparzysta. Wynika stad, ze
liczba 23 +x + 1 jest nieparzysta dla kazdej liczby catkowitej

x.
Niech a bedzie liczba naturalna, ktéra nie jest podzielna przez

5. Gdyby jakies dwie liczby sposréd a, 2a, 3a, 4a dawaly
taka sama reszte z dzielenia przez 5, to po odjeciu mniejsze]
od wiekszej otrzymaliby$my liczbe podzielna przez 5, a to jest
niemozliwe, bo zadna z liczb a, 2a, 3a nie dzieli sie przez
5. Oznacza to, ze liczby a, 2a, 3a, 4a daja rézne reszty z
dzielenia przez 5. Wobec tego resztami tymi sg liczby 1, 2,
3, 4 by¢ moze w innej kolejnosci. Wynika stad, ze liczby a -
2a-3a-4a i 1-2-3-4 daja z dzielenia przez 5 te sama reszte, wiec
ich réznica, czyli liczba 4la* — 4! = 4!(a* — 1) jest podzielna
przez 5. Poniewaz liczba pierwsza 5 nie dzieli liczby 4!,
zatem dzieli liczbe a* — 1. W
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DZIALANIA NA ZBIORACH

Definicja 5.1 (sumy zbioréw)
Suma, AU B zbioréw A i B nazywamy zbior zlozony ze wszyst-

kich elementéow zbioru A i wszystkich elementéw zbioru B:
seceAUB<s e AVzx e B,

czyli = jest elementem zbioru AU B wtedy i tylko wtedy, gdy

nalezy do zbioru A lub do zbioru B. B

Definicja 5.2 (cze$ci wspdlnej zbioréw)
Czescia wspdlna lub iloczynem ANB zbioréw A i B nazywamy

zbiér zlozony ze wszystkich tych elementow, ktore jednoczesnie
naleza do zbioru A i do zbioru B:

scANB&sxec ANx e B.
Jesli AN B =0, to méwimy, ze zbiory A i B sa rozlaczne. B

Definicja 5.3 (réznicy zbioréw)

Réznica A\ B zbioréw A i B nazywamy zbior ztozony z tych

elementow zbioru A, ktore nie sa elementami zbioru B:
reA\B&rxecANz ¢ B. R

Definicja 5.4 (iloczynu kartezjarniskiego zbioréw)
[loczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbidr ztozony
ze wszystkich takich par (a,b), ze a € A i b € B. Pary rézniace
sie kolejnoscia elementéw uwazamy za rézne, tzn. (a,b) = (c,d)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy a = ¢ i b = d. lloczyn kartezjanski
oznaczamy symbolem A X B.

Przyjmujemy, ze je§li A=0 lub B=0,to AxB=0. ®
Przyklad 5.1Niech A={2,4,6,8}, B={3,6,9}. Mamy AUB=
={2,3,4,6,8,9}, AnB={6}, A\B ={2,4,8}, B\A={3,9}.

Elementami zbioru A x B sa pary: (2,3), (2,6), (2,9),
(4,3), (4,6), (4,9),

(6,3), (6,6), (6,9),

(8,3), (8,6), (8,9),

. (3,2), (3,4), (3,6), (3,8),

a zbioru B x A — pary: (6,2), (6,4), (6,6), (6,8),
(9,2), (9,4), (9,6), (9,8).
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I jeszcze np. (Ax B)N (B x A)={(6,6)}. =

Nastepujace twierdzenie wynika od razu z definicji:

Twierdzenie 5.5 (o przemienno$ci i taczno$ci)

Dla dowolnych zbiorow A, B,C zachodza wzory:
AUB=BUA, (AUB)UC =AU ((BUCQC),
ANB=BnNA, (AnNB)NnC=An(BNC). n

Twierdzenie 5.6 (o rozdzielnosci)

Dla dowolnych zbiorow A, B, C zachodza réwnodci:
AU(BNC)=(AuB)Nn(AuC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Dowdd. Jedli € A, to z € AUB i x € AUC(, zatem

re(AUB)N(AUC). Jesli x € BNC,to x € BC BUA oraz

reCCCUA, zatem x € (AUB)N(AUC). Wykazalismy, ze

AU(BNC)C(AUB)N(AUCQ).

Zatézmy, ze © € (AUB)N(AUC). Wtedy x € AUB
ixe AUC. JeSli x € A, to z € AU(BNC),ajesi x ¢ A,
tox e BixeC,wiec ze€ BNC, zatem x € AU(BNC).
Wobec tego (AUB)N(AUC)C AU (BNC).

Udowodnilismy, ze

AU(BNC)C(AUB)N(AUuC)CAU(BNO).

Stad wynika, ze AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

Druga réwnosé¢ wykazujemy w taki sam sposob. B

Twierdzenie 5.7 (o dopelieniu dopelnienia)
Dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi réwnosé

A\(A\B)=ANB.

Dowéd. z€ A\ (A\B)&zxzc AN-(zr€e A\ B) &
sreAN-(reAN-(z€B)) &
SreAN(~(zeA)V(weB) & (reA)A(ze )V
V(e A)A(zeB)) & (zc AAN(zeB)&reANB. A

Uwaga 5.8

Jesli BC A, to A\ (A\ B) = B. Czytelnik zwrdci uwage na to,
ze wzor ten bardzo przypomina prawo podwdjnego przeczenia,
zreszta, uzyte w dowodzie twierdzenia 5.7.
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Warto tez zauwazy¢, ze dowodzone twierdzenie jest oczywiste: po
usunieciu ze zbioru tych jego elementow, ktére sa poza zbiorem

B, zostaja w zbiorze A tylko te elementy, ktére sa elementami
zbioru A, a to oznacza, ze zbior A\ (A\ B) jest réwny ANB. A

Twierdzenie 5.9 (wzory de Morgana)

A\ (BUC) =(A\B)Nn(A\C), A\(BNC)=(A\B)U(A\C).
Dowdéd. Udowodnimy pierwszy z tych wzoréw.

re A\ (BUC) < (zre A)A—~(z € BUC)
sreAN-(eBvrel)srxeAN-(zreB)A-(zel) &
S(zecAN-(zeB)A(z€eAN-(zeC)) &
SxeA\B)AN(ze A\CO)exe(A\B)N(A\C).

Dowéd drugiego wzoru jest prawie taki sam. W

Uwaga 5.10

W dowodzie twierdzenia 5.10 skorzystaliSmy z praw de Morgana
z rachunku zdan. Czytelnik widzi, ze po zastapieniu koniunkcji

zdan iloczynem zbioréw, alternatywy zdan — suma zbioréw, za-

przeczenia zdania — odejmowaniem zbioru od zbioru A w pra-
wach de Morgana z rachunku zdan, otrzymujemy wzory de Mor-
gana dla rachunku zbioréw. W

Zadania
1. Niech n(A) bedzie liczba elementow zbioru skoniczonego A.

Dowiesé, ze jesli zbiory A i B sa skonczone, to n(AUB) =

=n(A)+n(B) —n(ANB) in(A\B)=n(A) —n(ANB).
2. Niech Ay, Ay, ..., A; beda zbiorami skonczonymi. Udo-

wodni¢, ze zachodzi wtedy wzor:

n(A1UAsU...UAg) =n(A1) +n(As) + -+ n(Ag) —

—n(A1NAs)—n(A1NAs)—...—n(A1NAL) —n(AsNA3) —

— . —n(Ag_1 NAR) +n(A1NAsNAs)+ -+

+ (=D tn(ArNnAsN...NA).

3. Roznica symetryczna A — B dwéch zbioréw A i B nazy-

wamy zbiér zlozony z tych i tylko tych elementéw, ktére

naleza do doktadnie jednego z tych zbioréw, czyli A — B =

=(A\ B)U (B \ A). Udowodni¢, ze:

(1) A—B=B— A,
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2) A~ B=(AUB)\ (ANB),
3)A (B~ C)=(A - B) - C.

Udowodnié, ze zbiér A — Ay — ... — A, sklada sie
z tych i tylko tych elementéw, ktore naleza do nieparzys-
tej liczby zbioréw Aj, As, ..., Ax. (Nawiaséw nie piszemy,

bo na mocy poprzedniego zadania réznica symetryczna jest
dzialaniem tacznym.)
Zmalez¢ wzor wyrazajacy liczbe elementow réznicy symet-

rycznej k zbioréw: A; — A; — ... — A w zaleznosci od
liczb n(Al) y n(Ag) go o s ,R(Ak) y n(AlﬂAz) y n(AlﬂAg) g o ey
n(Ak_l ﬂAk) 5 n(A1 mAz DA3) g aae g n(A1 ﬂAQﬂ. . ﬁAk) .
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KWANTYFIKATORY

W matematyce czesto pojawiaja sie zdania postaci dla kaz-

dego x zachodzi p(x), dla pewnego x zachodzi ¢(x), np. dla

kazdej liczby naturalnej x zachodzi nieréwnos¢ x > 1, dla pew-
nej liczby naturalnej x zachodzi nieréwnos¢ x < 100, kazdy zbior
zawiera zbior pusty, istnieje liczba naturalna, ktora nie jest suma,

dwéch kwadratéw liczb catkowitych (np. liczba 3).
Wyrazenia dla kazdego x..., dla kazdego = € A zastepu-
jemy w razie potrzeby symbolem V,. V,ca — ten symbolem

nazywamy kwantyfikatorem®! ogélnym lub duzym. Wyrazenia dla
pewnego x, dla pewnego x € A, istnieje takie x, ze ..., istnieje
takie x € A, zZe zastepujemy symbolem 3, d,c4. Ten sym-
bol nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym lub malym, czasem
egzystencjalnym.

Stosujac wprowadzone wladnie oznaczenia zamiast stow moz-
na cztery zdania wypowiedziane na poczatku tego rozdziatlu za-
pisa¢ tak:  (Veen)(x = 1), (Fren)(z < 100), (Va)(A D 0),
(Foen) Vapez)(@ # a® + b?). Podkresli¢ wypada, ze nalezy je
przeczytaé¢ tak: kazda liczba naturalna x jest wieksza od 1 lub

rowna 1, istnieje liczba naturalna x mniejsza niz 100, kazdy zbior
A zawiera zbior pusty, istnieje liczba naturalna x, ktora nie jest

réwna sumie a® + b® dla kazdych liczb calkowitych a,b — tu
symbole N i Z oznaczaja jak zwykle zbiory liczb naturalnych

i calkowitych. Pod znakiem kwantyfikatora moze tez wystapic

zdanie, np. (Vy>7)(x? > 49), nalezy to przeczytaé tak: kwadrat
kazdej liczby wiekszej niz 7 jest wiekszy niz 49.
Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 6.1 (wzory de Morgana)
(Ve (2)) = Fu(mp(2)),  ~(Fep(@)) =Vamp(z). W

6

. Stowo kwantyfikator pochodzi od tacinskich stéw quantum — ile i facere
— czynié. Kwantyfikator ogdlny oznacza, ze zdanie ¢(x) jest prawdziwe
ogdlnie (dla bardzo wielu, bo dla wszystkich z), kwantyfikator szczegdtowy
oznacza, ze zdanie @(z) jest prawdziwe dla co najmniej jednego x, czyli
ze jest prawdziwe w szczegdlnych przypadkach. Oznaczenie dzi$§ stosowane
pochodza z angielskiego V to odwrdécona litera A, bo dla kazdego to po
angielsku for all , kwantyfikator szczegdlowy oznaczamy symbolem 3, wiec

odwrécong literag E, bo istnieje to po angielsku exists.
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Wypowiemy je stowami. Zdanie nieprawda, zZe dla kazdego
x zachodzi zdanie p(x) jest réwnowazne zdaniu istnieje z, dla
ktorego prawda jest zaprzeczenia zdania p(x). Zdanie nie jest
prawdq, Ze istnieje x, dla ktdrego zdanie p(x) jest prawdziwe
jest rownowazne zdaniu dla kazdego x prawdziwe jest zaprzeczenie
zdania @(x) .

Przykiad 6.1
“(Vaen(z 2 1)) © (Foen(z 2 1)) & (Jpen(z <1)). W

Przykiad 6.2

~(FuenVapez) (T # a® +b?) & Voen (—Vapez) (z # a® + V) &

<~ (\V/xGNHa,bEZ)_‘(CE e a® + b2) g (VxeNHa,beZ)(x =a® + b2)- u
Jesli dwa kwantyfikatory ogdlne wystepuja jeden po drugim,

to mozemy zmieni¢ ich kolejno$é: V,V,p(x,y) & V,V.0(x,y),

np. zdanie VienVyen(z? 4+ y 4+ 1 € N) jest réwnowazne zdaniu

VyenVeen(z? +y + 1 € N). To samo dotyczy kolejnych kwanty-

fikatoréw szczegotowych.
Nie wolno zmienia¢ kolejnosci wystepowania kwantyfikatora

ogdlnego i szczegdlowego: zdania V,3,(p(x,y)) 1 I,Va(p(z,y))
na ogol nie sa réwnowazne. Zdanie VyenIdyen(z < y + 7) jest
prawdziwe (czytamy je: dla kazdej liczby naturalnej = istnieje taka
liczba naturalna y, ze * < y+7 — wystarczy przyja¢ y = z+1).
Zdanie JyenVzen(xr < y + 7) jest falszywe (czytamy je: istnieje
taka liczba y € N, ze nieréwnos¢ = < y + 7 zachodzi dla kazdej
liczby x € N), bowiem nie jest prawda, ze y +8 < y + 7, a jesli
y € N, to rowniez y + 8 € N.

Jesli A jest zbiorem niepustym, to ze zdania V,ca ¢(z) wy-
nika zdanie J,ca ¢(x), np. ze zdania V.enx > 1 wynika zdanie
deenx = 1, np. x = 1. Odwrotnego wynikania na ogdt nie
ma, np. z prawdziwego zdania J,cyz? < 7 nie wynika zdanie
Veen 22 < 7, ktére prawdziwe nie jest, bo na przyklad nie jest
prawda, ze 3% < 7.

Symboli logicznych nie nalezy naduzywac, bo moze prowadzic¢
to do zapisu utrudniajacego zrozumienie tresci zdania. Przekona-

my sie, ze w pewnych sytuacjach pomagaja one np. zrozumieé
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réznice miedzy réznymi stwierdzeniami brzmiacymi dosy¢ podob-
nie. Jednak zdanie:
dpeN VzeN Vyen (p #1N(p=2xy =

= (=1 Ay=p)V(@=pAy=1)
jest rownowazne zdaniu: istnieje liczba naturalna, ktora ma dok-
tadnie dwa dzielniki 1 i p, czyli zdaniu: istnieje liczba pierw-
sza. W tym przypadku, zdaniem autora, symbole logiczne raczej
przeszkadzaja,.
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Definicja 7.1 (relacji)
Dowolny podzbiér R iloczynu kartezjanskiego X X Y nazywamy
relacja. Mowimy, ze element x zbioru X jest w relacji z ele-

mentem y zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy para (x,y) jest

elementem zbioru R. Piszemy wtedy zRy. Jedli X =Y, to
moéwimy o relacji w zbiorze X . B

Przyklad 7.1  Podzbiér {(z,y) € X x X: x = y} zbioru
X x X nazywamy relacja rownosci w zbiorze X . B

Przyklad 7.2  Podzbiér {(z,y) € NxN: =z <y} zbioru NxN
nazywamy relacja mniejszosci w zbiorze liczb naturalnych. W

Przyklad 7.3 Podzbiér {(z,y) € NxN: y=a?+ 1} zbioru
NxN jest relacja w zbiorze N. B

Przykiad 7.4 Niech X bedzie zbiorem wszystkich odcinkow
na plaszczyznie. W zbiorze tym okreslamy relacje przystawania
przyjmujac, ze dwa odcinki sa przystajace wtedy i tylko wtedy,
gdy maja rowna dlugosc. B

Definicja 7.2 (relacji réwnowaznosci)
Relacja R w zbiorze X nazywana jest relacja rownowaznosci wte-
dy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace trzy warunki:
1° Viex xRx, czyli relacja R jest zwrotna;
2° ViexVyex *Ry & yRx, czyli relacja R jest symetryczna;
3° VeexVyexViex (tRyAyRz) = xRz, czylirelacja R jest prze-
chodnia. W
Czytelnik zauwazy bez trudu, ze relacje 7.1 i 7.4 sa relacja-

mi réwnowaznosci, natomiast relacja 7.2 nie jest symetryczna ani
zwrotna. Relacja 7.3 nie jest ani zwrotna, ani symetryczna, ani
przechodnia.

Jesli R jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X, to zbiér

[x] zlozonych z tych elementéw zbioru X, ktére sa w relacji R
z elementem x, tzn. [z] ={y € X: xRy}, nazywamy klasa ab-

strakcji elementu z. Relacje rownowaznosci zbioru X wyznacza
jego podzial na klasy abstrakcji, tzn. prawdziwe jest
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Twierdzenie 7.3
Jesli R jest relacja rownowaznosci w zbiorze X , to kazdy element

zbioru X nalezy do dokladnie jednej klasy abstrakcji, rézne klasy
abstrakcji sa roziaczne.

Dowdéd. Ze zwrotnosci relacji R wynika, ze x € [x]. Zalézmy,
ze t € [x]N]y]. Niech s € [x]. Wtedy zRt, yRt i xRs. 7Z sy-
metrycznosci R wynika, ze tRx. Teraz skorzystamy dwa razy
z przechodniosci: (yRt) A (tRx) = (yRx) i (yRx) A (zRs) =
(yRs). Wykazalismy, ze jesli s € [z], to s € [y], czyli [z] C [y].
Analogicznie dowodzimy, ze [y] C [z]. Oznacza to, ze [z] = [y]. W

Czytelnik tatwo sprawdzi, ze klasy abstrakcji relacji rownosci
sg jednoelementowe, a klasy relacji przystawania odcinkéw skia-

daja sie z nieskonczenie wielu elementéw.

Inna wazna grupe stanowia relacje porzadkujace.

Definicja 7.4 (relacji porzadkujacej)

Relacja R nazywana jest porzadkujaca, albo porzadkiem w zbio-
rze X wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

1° jest przechodnia, czyli VoexVyexV.ex (tRy A yRz) = xRz ;

2° dla dowolnych z,y,z € X zachodzi dokladnie jedna z trzech
mozliwosci: Ry, yRr, x =y — ta wlasnos¢ to trichotomia. B

Relacja mniejszosci w zbiorze liczb naturalnych jest porzad-
kiem, natomiast relacja x < y porzadkiem juz nie jest. Alfa-
betyczna lista uczniéw danej klasy wyznacza porzadek w zbiorze

uczniéw, pod warunkiem ze w klasie nie ma dwéch uczniéw o tym
samym imieniu i nazwisku.

Jednym z najwazniejszych poje¢ w matematyce jest pojecie

funkcji. Zaczniemy od definicji.

Definicja 7.5 (funkcji)

Jesli kazdemu elementowi x € X przypisany zostal doktadnie je-
den element y € Y, to méwimy, ze zdefiniowana zostala funkcja
przeksztalcajaca zbiér X w zbior Y . Jedli te funkcje oznaczymy

przez f, to piszemy f:X — Y. Element y € Y przyporzad-
kowany argumentowi xr € X oznaczamy symbolem f(z), wiec
y = f(z), i nazywamy go obrazem punktu x lub warto$cia

funkcji f w punkcie x. Zbiér X nazywamy dziedzina lub
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zbiorem argumentéw funkcji f, zbiér Y nazywamy przeciw-
dziedzina funkcji f, a jego podzbiér {y € Y: d.cxy = f(z)}
zltozony ze wszystkich wartosci funkcji f nazywamy zbiorem war-
tosci funkcji f i oznaczamy symbolem f(X). B
Jasne jest, ze funkcja jest szczegdlnym przypadkiem relacji.

Przykilad 7.5  Jedli funkcja f:N — N przypisuje kazdej licz-
bie naturalnej = jej kwadrat, to mozemy napisaé¢ f(x) = 2.
W tym przypadku dziedzing funkcji f jest zbiér wszystkich liczb
naturalnych, przeciwdziedzina tez ten zbidr, a zbiorem wartosci

tej funkeji zbiér {1,4,9,16,25,...}. m

Przyklad 7.6 Funkcja f:N — N U {0} przypisuje kazdej
liczbie naturalnej jej ostatnia cyfre, czyli cyfre jednosci (w za-
pisie dziesietnym). Wtedy f(1) = 1, f(13) = 3, f(107) = 7,
f(350) = 0 itd. Zbiorem wartodci tej funkcji jest zbiér wszystkich
cyfr uktadu dziesiatkowego, czyli zbiér {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. &

Przykiad 7.7 Niech X oznacza zbiér wszystkich zyjacych
ludzi, a Y — zbior wszystkich imion. Przypisujac cztowiekowi
jego pierwsze imie, okreslamy funkcje na zbiorze X o wartosciach
w zbiorze Y . Moze sie zdarzy¢, ze jakies imiona sg ,,chwilowo”

nie wykorzystywane. W takiej sytuacji zbiér wartosci okreslonej
funkcji jest mniejszy niz jej przeciwdziedzina Y . R

Przyklad 7.8 Permutacje zbioru X = {1,2,3,...,n} mozna
potraktowac jako takie funkcje przeksztalcajace zbiér X w siebie,

ktore réznym elementom zbioru X przypisuja rézne wartosci. B

Przykiad 7.9 Sume dwu liczb naturalnych mozna potraktowac
jako wartos¢ funkcji f okreslonej na zbiorze N x N o wartos-
ciach w zbiorze N. Wtedy f(m,n) = m + n. Te funkcje nazy-
wamy dodawaniem, jej wartos¢ suma. Jej zbiorem wartosci jest
{2,3,4,...}, a przeciwdziedzing — zbiér N = {1,2,3,4,...} . H

Przykiad 7.10 Jesli X jest dowolnym zbiorem niepustym
i f(z) = x dla kazdego = € X, to funkcje f nazywamy iden-
tycznoscia lub tozsamoscia na zbiorze X . B
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Przyklad 7.11 Jesli ¢ € Y i dla kazdego = € X zachodzi
réwnosé¢ g(x) = ¢ € Y, to méwimy, ze funkcja g jest stala, jej
jedyna, wartoscia jest c, jej zbiér wartosci to {c}. H

Przyklad 7.12 Niech K bedzie zbiorem kwadratow liczb na-
turalnych: K = {1,4,9,16,...} = {k e N: d,,k = n?}. Wzér
h(k) = vk okredla funkcje ze zbioru K w zbiér N. m

Definicja 7.6 (funkcji przeksztalcajacej na )

Moéwimy, ze funkcja f: X — Y przeksztalca zbiér X na zbiér

Y wtedy i tylko wtedy, gdy Y = f(X), czyli gdy obraz funkcji

pokrywa sie z jej przeciwdziedzing. Piszemy wtedy f: X ——Y. H
Funkcje z przyktadow 7.8, 7.10 i 7.12 przeksztalcaja swe

dziedziny na swe przeciwdziedziny.

Definicja 7.7 (funkcji réznowartos$ciowej)

Méwimy, ze funkcja f: X — Y jest réoznowartosciowa, jesli réz-
nym elementom zbioru X przypisano rézne elementy przeciwdzie-
dziny Y : z réwnoéci f(x1) = f(x2) wynika réwnos¢ x1 = zo. B

Funkcje z przyktadow 7.5, 7.8 i 7.10 sa réznowartosciowe.

Definicja 7.8 (zlozenia funkcji)
Jesli dane sa dwie funkcje f: X — Y i g:Y — Z, to funkcja
h: X — Z zdefiniowana wzorem h(z) = g(f(z)) nazywana jest

zlozeniem funkcji g z funkcja f. Oznaczamy ja symbolem go f. B

Przykiad 7.13 Niech funkcje f,g:N — N beda dane wzorami
fn) =n*, g(n) = 2. Wtedy go f(n) = g(f(n)) = g(n*) = 2
oraz fog(n)= f(g(n)) = f(2) = 2% = 4. Wynika stad, ze nawet
jesli X =27, tona ogdt gof# fog. R

Definicja 7.9 (funkcji odwrotnej)

Funkcje ¢:Y — X nazywamy odwrotna do funkcji f: X — Y
wtedy i tylko wtedy, gdy obie funkcje go f oraz f o g sa identy-

cznosciami. W

Przyklad 7.14  Identycznos¢ jest funkcja odwrotna do siebie

na dowolnym zbiorze. B
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Przyklad 7.15 Niech K = {n?: n € N}. Niech f:N — K
bedzie dana wzorem f(n) = n?, a funkcja g: K — N — wzorem
g(k) = Vk. Wtedy f(g(k)) = f(Vk) = (Vk)® = k, zatem fog
jest identycznoscia na zbiorze K . g( f (n)) = g(n?) = Vn2 =n,
zatem réwniez go f jest identycznoscia. Wobec tego g jest funkcja
odwrotna do f. W

Przyklad 7.16 Niech f(n) =n? dla n € N. Niech n bedzie
liczba naturalna i niech g(n) oznacza najwieksza taka liczbe natu-
ralng k,ze k2 <n ,np. g(1)=1, g(2) =1, g(3) =1, g(4) =2,
9(5) = 2, g(9) = 3, g(17) = 4. Wiedy go f(n) = g(f(n)) =
= g(n?) = n, zatem go f jest identycznoscia. Mamy réwniez
f(g(17)) = f(4) = 4> = 16, zatem funkcja f o g nie jest iden-
tycznoscia. Wobec tego funkcja ¢ nie jest funkcja odwrotna do
funkcji f pomimo tego, ze go f =id. B

Twierdzenie 7.10 (o istnieniu funkcji odwrotnej)
Funkcja f: X — Y ma funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest roznowartosciowa i przeksztalca zbior X na zbior Y .
Dowdd. Zatézmy, ze ¢g:Y — X  jest funkcja odwrotna do
funkcji f: X — Y. Niech x1,22 € X beda réznymi punk-
tami dziedziny X. Jedli f(z1) = f(z2), to z1 = g(f(z1)) =
:g( f (:1:2)) = I, whrew zalozeniu, zatem x; # xo. WykazaliSmy
réznowartosciowosé funkeji f. Mamy y = f(g(y)) dla kazdego
y € Y, zatem kazdy element y zbioru Y jest wartoscia funkcji f.
Przypusémy teraz, ze roznowartosciowa funkcja f: X — Y
przeksztalca zbiér X na zbiér Y. Definiujemy: g¢(y) = x wte-

dy i tylko wtedy, gdy y = f(z). Poniewaz dla kazdego punktu
y € Y istnieje dokladnie jeden punkt z € X spekliajacy ten

warunek, wiec wzér g(y) = = okresla funkcje. Z okreslenia wynika,

ze f(g9(y)) = f(x) =y oraz g(f(x)) = g(y) = x, zatem fog =id
i gof=1d, wiec g jest funkcja odwrotna do f. W

Whniosek 7.11 (z dowodu)
Jesli funkcja f ma funkcje odwrtona, to tylko jedna. W
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Definicja 7.12 (wykresu funkcji)
Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbiér
{(z,f(z)): zeX}. =
7, formalnego punktu widzenia nie ma zadnej réznicy miedzy

funkcja i jej wykresem. Prowadzi to do nastepujacej definicji

Definicja 7.13 (funkcji)
Podzbior f C X x Y nazywamy funkcja przeksztalcajaca zbiér
X w zbiér Y, jedli dla kazdego x € X istnieje dokladnie jeden
taki element y € Y, ze (z,y) € f. Ten element y nazywamy
wartoscia funkcji f w punkcie x i oznaczamy symbolem f(z). B
Ta definicja ma te przewage nad podana poprzednio, ze nie
wystepuje w niej niejasne pojecie przyporzadkowania — wszystko
jest sprowadzone do zbioréow.
Rozpatrywanie wykresow czesto ulatwia badanie wiasnosci

funkcji zwlaszcza wtedy, gdy mamy do czynienia z funkcjami, kté-
rych argumentami i wartosciami sg liczby — mozemy taka funkcje

obejrze¢ na obrazku.

Zadania
1. Ile jest relacji symetrycznych w zbiorze n—elementowym?
2! Ile jest wszystkich rekacji w zbiorze czteroelementowym?
3! Poda¢ przyklad relacji symetrycznej i przechodniej, ktéra nie
jest zwrotna.
4. Czy relacja R okreslona w zbiorze wszystkich liczb w naste-

pujacy sposob: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy = — y jest
liczba naturalna, jest relacja rownowaznosci? A porzadkiem?

5. Okreslmy w zbiorze takich par liczb catkowitych, ktérych
drugi element jest liczbg naturalna, relacje R w nastepujacy

sposob: (a,b)R(x,y) < ay = br. Wykazal, ze R jest relacja
réwnowaznosci.
6. Ktore z relacji z przyktadéow 7.1 — 7.4 sa funkcjami?

7! Ktore z nastepujacych przyporzadkowan sa funkcjami:
(a) czlowiekowi przypisujemy jego matke;
(b) cztowiekowi przypisujemy jego babke;
(c) liczbie wymiernej przypisujemy licznik utamka przedsta
wiajacego ja w postaci ilorazu liczb catkowitych;
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8!

9!
10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(d) liczbie naturalnej przypisujemy sume jej cyfr w ukladzie
dziesietnym?

Poda¢ przyklad funkcji, ktéra przeksztalca zbidr liczb natu-

ralnych na zbiér:

(a) liczb catkowitych; (b) liczb wymiernych.
Czy okrag jest wykresem funkcji, jesli tak, to jakiej?
Dowies¢, ze jesli funkcja przeksztalca odcinek w siebie nie
zwiekszajac odlegtoéci miedzy punktami ( odlegto$é punktéw
nie jest mniejsza niz odlegto$¢ ich obrazéw) i kazdy koniec
odcinka jest swym obrazem, to jest ona identycznoscia,.
Dowiesc¢, ze jesli funkcja przeksztalca kwadrat w siebie nie
zwiekszajac odlegloéci miedzy punktami (por. poprzednie za-
danie) i kazdy wierzchotek kwadratu jest swoim obrazem, to
funkcja ta jest identycznoscia.
Ile jest réznowartosciowych funkcji przeksztatcajacych zbior

k—elementowy w zbiér n—elementowy?
Ile jest wszystkich funkcji przeksztalcajacych zbior k—ele-

mentowy w zbior n—elementowy?

Niech p1 < p2 < ... < pr beda liczbami pierwszymi, ni, no,
.., ng — naturalnymi. Dowies¢, ze liczba pi* - p3? - ... p.*

ma (ny +1)(ng +1)-...-(ng + 1) dzielnikéw naturalnych.
Niech X bedzie zbiorem k —elementowym, 2% — zbiorem

wszystkich podzbioréw zbioru X (lacznie z X i ). Niech

ai, as, ... , a, beda takimi liczbami catkowitymi nieujem-

nymi, ze a1 +as + --- + a, = k. Dowies¢, ze liczba takich

funkcji f:{1,2,...,n} — 2% ze

(a) zbiér f(i) ma a; elementéw dla kazdego i€{1,2,...,n},

(b) F)Nf(G) =0, gdy i #j,

(c) FA)UFR)U...Uf(n) =X

k!

jest rowna ————.
aj.ag:....ag.

Korzystajac z poprzedniego zadania znalez¢ wspdlczynnik
przy z"y°z! w rozwinieciu (z+y+2)*,tua® =1, r,5,t >0,
r+s+t==k, r,s,t — calkowite.
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PODSTAWOWE WLASNOSCI

DZIALAN I NIEROWNOSCI
W ZBIORZE LICZB RZECZYWISTYCH

W dalszym ciaggu bedziemy zajmowac sie gldwnie wlasnoscia-

mi liczb rzeczywistych, funkcjami okreslonymi na zbiorach ztozo-
nych z liczb rzeczywistych, ktérych wartosciami sa liczby rzeczy-

wiste. Historia liczb rzeczywistych jest bardzo dtuga. Ludzie naj-
pierw postugiwali sie liczbami naturalnymi, nastepnie wymiernymi
dodatnimi, pozniej odkryto liczby niewymierne, wreszcie zaczeto
tez uzywac liczby ujemne.

Teoria liczb rzeczywistych zostata usystematyzowana dopiero
w XIX wieku. Liczby naturalne, zgodnie ze swa nazwa, sa naj-

prostszym rodzajem liczb i dlatego czesto najpierw rozwijana jest
ich teoria, nastepnie z ich pomoca konstruowane sa liczby catkowi-
te (jako réznice naturalnych), potem wymierne (jako ilorazy liczb

catkowitych), wreszcie rzeczywiste. Ten ostatni krok jest dosyé
pracochtonny.

Postapimy wiec odwrotnie — przyjmiemy bez dowodu pewne
wlasnosci liczb rzeczywistych (beda to pewniki zwane tez aksjo-
matami) i na ich podstawie udowodnimy pozostate, okreslajac ,,po
drodze” liczby naturalne, catkowite i wymierne.

Zakladamy, ze dany jest zbiér R. Jego elementy nazywac
bedziemy liczbami rzeczywistymi. Zaktadamy, ze w zbiorze R sa

okreslone dwa dziatania — dodawanie + oraz mnozenie -, tzn.

funkcje z R x R do R, relacja mniejszosci <. Sa tez wyrdznione

elementy 0 i 1. Podamy teraz liste pewnikow.

D1 Dla dowolnych a,b,c¢ € R zachodzi (a +b) +¢c=a+ (b+ ¢)
— dodawanie jest taczne.

D2 Dla dowolnych a,b € R zachodzi a+b = b+ a — dodawanie
jest przemienne.

D3 Dla kazdej liczby a € R istnieje taka liczba = € R, ze
a +x = 0 — istnienie liczby przeciwne;j.

D4 Dla kazdej liczby a € R zachodzi réwno$¢ a+ 0 = a.

M1 Dla dowolnych liczb a,b,c € R zachodzi (a-b)-c=a-(b-c)
— mnozenie jest taczne.

M2 Dla dowolnych a,b € R zachodzi a-b = b-a — mnozenie jest
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przemienne.
M3 Dla kazdej liczby a € R\ {0} istnieje taka liczba = € R, ze
a-xr =1 — istnienie liczby odwrotnej.

M4 Dla kazdej liczby a € R a-1 = a — charakteryzacja jedynki.
MD Dla dowolnych a,b,¢c € R zachodzi (a+b)-c=a-c+b-c
— mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.
N1 Dla dowolnych a,b € R zachodzi dokiadnie jedna z trzech
mozliwosci a < b, a=0b, b < a — prawo trichotomii.
N2 Dla dowolnych a,b,c € R znieré6wnosci a < b i b < ¢ wynika,
ze a < ¢ — nieréwnos¢ jest przechodnia.
N3 Dla dowolnych a,b,c € R z nieréwnosci a < b wynika, ze
a4+ c < b+ c¢ — do nieréwnosci mozna doda¢ stronami liczbe,
to prawo wiaze nierownos¢ z dodawaniem.

N4 Dla dowolnych a,b,c € R z tego, ze a < b i 0 < ¢ wynika, ze

a-c < b-c — nieréwnos$ci mozna pomnozy¢ stronami przez
liczbe dodatnia, to prawo wigze nieréwnos¢ z mnozeniem.
ZJ 0#1.

Pé7zniej uzupelimy te liste pewnikiem ciagtosci, z ktorego na
razie w ogole nie bedziemy korzystac.

Czytelnik moze by¢ zdziwiony obecnoscia, zalozenia 0 # 1, ale
bez tego moglibySmy teoretycznie zajmowac sie zbiorem jednoele-
mentowym zlozonym z samego zera. W nim wszystkie pewniki sa
spelnione, jesli przyjmiemy, ze 0 = 1.

Udowodnimy teraz szereg prostych wtasnosci.

Stwierdzenie 8.1

Jesli dla pewnych a,b € R zachodzi rownos¢ a+b=a, to b=0.
Dowéd. 7 D3 wynika, ze istnieje x € R takie, ze a +x =0.
Mamy wiec 0 =a+x=(a+b)+2x=0b+a)+2x=0+(a+2) =

=b+ 0 = b — korzystaliSmy kolejno z okreslenia x, z przemien-
noéci dodawania, lacznosci dodawania, okreslenia x, wlasnosci
liczby 0. W

7, tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, ze istnieje dok-
ladnie jeden element neutralny dodawania, mianowicie 0.

Stwierdzenie 8.2

Jesli y,z € R i zachodzi ré6wnos¢ a+y=a+z2,to y=z.
Dowdéd. Niech a4+x =0. Wtedy y =y+0=y+ (a + ) =
=(y+a)+z = (aty)+z = (a+2)+z = (z+a)+z =z+(a+zx) =
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=2 +0=z. 1

Definicja 8.3 (liczby przeciwnej)

—a oznacza jedyna liczbe taka, ze a + (—a) =0. B

To, ze liczba, o ktorej jest mowa jest tylko jedna wynika od razu
ze stwierdzenia 8.2.

Stwierdzenie 8.4

Dla kazdych liczb a,b € R istnieje doktadnie jedna taka liczba =z,
ze a+x=D>.

Dowdéd. Niech x = (—a)+b. Wtedy zachodza rownosci a+x =
=a+[(—a)+b =[a+(—a)]+b=0+b=b+0 =b. Wykazaliémy
istnienie. Jednoznaczno$¢ wynika od razu ze stwierdzenia 8.2. W

Definicja 8.5 (réznicy dwu liczb)
a—b:=a+(-b). N

Stwierdzenie 8.6
Dla kazdego a € R zachodzi —(—a) = a,

dla dowolnych a,b € R zachodzi réwnos¢ —(a +b) = —a —b.
Dowéd. (—a)+[—(—a)] =0 =a+ (—a) = (—a) + a, zatem
na mocy stwierdzenia 8.2 zastosowanego do —a zachodzi réwnos¢
—(—a) =a.
Mamy (a +b)+[—(a+b)] =0=a+(—a) =[a+ (—a)]+0 =
o+ (=a)] + [b+ ()] = {la + (=a)] +b} + (=) =
={a+[(=a) + b} + (=b) ={a+ [b+ (=a)]} + (=) =
— {[a-+b]+(=a)}+(=b) = [a+b]+[(—a)+(=b)] = [a-+b]+[-a—b],
zatem ze stwierdzenia 8.2 wynika, ze —(a+b) =—a—b. B
Nastepnych kilka stwierdzen podamy bez dowodu, bo ich do-
wody polegaja na zastapieniu dodawania mnozeniem, co kazdy

Czytelnik zrobi sam bez kiopotu.

Stwierdzenie 8.7
Jedli dla pewnych a,b € R, przy czym a # 0, zachodzi réwnos¢
a-b=a,tob=1. 1

7, tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, ze istnieje dok-
ladnie jeden element neutralny mnozenia, mianowicie 1.

Stwierdzenie 8.8
Jesli dla pewnych y,z € R zachodzi réwnosé¢ a -y = a - z, przy
czym a#0,to y=2. &
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Definicja 8.9 (elementu odwrotnego)
Jedli a #0, to a~! oznacza jedyna liczbe taka, ze a-a= ' =1. H

To, ze liczba, o ktorej jest mowa jest tylko jedna wynika od razu
ze stwierdzenia 8.8.

Stwierdzenie 8.10
Dla kazdej liczby a € R zachodzi réwnos¢ a-0=0.

Dowéd. Mamy a+a-0 =a-14a-0 =a-(140) =a-1 =a =a+0.
Stad i ze stwierdzenia 8.2 wynika, ze a-0=0. R

7, tego stwierdzenia wynika, ze nie wolno dzieli¢ réwnosci
przez liczbe 0: z réwnosci a -0 =0b-0 nie wynika, ze a = b.

Stwierdzenie 8.11

Jedli a #0,to a=1 #0.

Dowéd. Jedli a=' =0,to 0=a-0=a-a ! =1, wbrew temu,
ze 0#1, zatem a1 #0. W

Stwierdzenie 8.12

Dla dowolnych liczb a,b € R, a # 0, istnieje doktadnie jedna taka
liczba x,2ze a-x=b. R

Definicja 8.13 (ilorazu dwu liczb)

%:za-b‘l. [ |

Stwierdzenie 8.14

Dla kazdego a € R\ {0} zachodzi (a=!)™! = a, dla dowolnych
a,b € R\ {0} zachodzi réwnosé¢ (a-b)"1=b"1.a71. W
Stwierdzenie 8.15

Jesli a-b=0,to a=0 lub b=0.

Dowéd. Mamy a-0 =0 = a-b, wiec jesli a # 0, to na mocy
stwierdzenia 8.8 zachodzi 0 =0. W

Stwierdzenie 8.16

Dla dowolnych a,b € R zachodza réwnosci (—a)b = a(—b) =
= —ab oraz (—a)(—b) = ab. W szczegélnosci (—1)a = —a.
Dowéd. a-b+(—a)-b=Ja+(-a)-b=0-b=b-0=0=
=a-b+[—(a-b)]. Ze stwierdzenia 8.2 wynika, ze (—a)b = —ab.
Stad a(—b) = (=b)a = —ba = —ab i (—a)(—=b) = —a(—b) =

= — [(=b)a] = —[-ba] = —[—ab] = ab — ostatnia réwnosé¢ wy-

wnioskowalidémy ze stwierdzenia 8.6.
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Stwierdzenie 8.17

Dla dowolnych a, b, c € R zachodzi réwnosé¢ a(b — ¢) = ab — ac.
Dowéd. Mamy a(b—c¢) =a-[b+ (—¢)] =a-b+a-(—c) =
=a-b+(—a-c)=ab—ac. &

Stwierdzenie 8.18
Jesi a<bic<d,toa+c<b+d.

Dowéd. Z tego, ze a < b wynika, ze a +c¢ < b+ c. Z tego,
ze ¢ < d wynika, ze b+c =c+b < d-+b. 7Z przechodnio$ci
nieréwnosci wynika, ze a +c<b+d. B

Stwierdzenie 8.19
Jesli a <0,to 0 < —a.

Dowéd. Jedli a<0,to 0=a+(—a) <0+ (—a)=—a. B

Stwierdzenie 8.20
Jesli jednoczesnie a < b, c<d, 0<b, 0<c, to ac < bd.

Dowodd. 7 tego, ze a < b i 0 < ¢ wynika, ze ac < bc. Z tego,
ze ¢ < di 0 < b wynika, ze bc = cb < db = bd. Teza wynika
z przechodnio$ci nieréwnosci. B

Stwierdzenie 8.21 (prawa znakdéw)

Jesli 0<ai0<b,to0<ab. Jesi 0<aib<0,toab<O.
Jesli a <01b6<0,to 0<ab.

Dowdd. Pierwsza czes¢ wynika z N4 i stwierdzenia 8.10. Jesli
a<0<b,to0< —a, wiec 0 < (—a)b = —ab i wobec tego
ab < (—ab) + ab = 0. Udowodnilismy druga cze$é. Jesli a < 0
ib<0,to 0<—ai0<—b,zatem 0< (—a)(—b) =ab. W

Definicja 8.22 (cyfr)
9:=1+4+1,3:=2+4+1,4:=3+1,5:=4+1, 6:=5+1,
7:=841,8:=7+1,9:=8+1. 1

Definicja 8.23 (kwadratu)
Dla kazdej liczby rzeczywistej a definiujemy a? :=a-a.

Stwierdzenie 8.24
Jedli a #0, to 0 < a®.

Dowéd. Mamy a? = a-a = (—a) - (—a) > 0, zatem a? jest
iloczynem dwu liczb dodatnich, bo a <0=0< —a . R
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Stwierdzenie 8.25
1>0.
Dowéd. 1=12. m

Od tej pory bedziemy rowniez pisa¢ a > b oczywiscie wtedy
i tylko wtedy, gdy b < a. Roéwniez a < b wtedy i tylko wtedy,
gdy a < b lub a =0b. Uzywany bedzie tez symbol a > b.

Definicja 8.26 (wartosci bezwzglednej czyli modutu)

laf = a jezelia >0,
|l —a jezelia<0. W

Stwierdzenie 8.27

Jesli a,be R, to | —a|l=|a|, |a|>a, |abl=|al-|b],
la+b| < lal + 0], |la| —[b]] <la—b].

Dwie ostatnie nieréwnosci zwane sa nieréwnosciami tréjkata.

Dowdd. Pierwsza réwnosé jest zupelnie oczywista. Jesli a > 0,

to |a|] = a, jesli a < 0, to |a] = —a > 0 > a, zatem zawsze
la| > a. Stad wynika, ze |a| + |b| > a+b oraz | —a| + | —b| >
> —a+ (=b) = —(a+1b), a poniewaz |a + b|, to wieksza z liczb

a+bi—(a+b), wiec |a|+ |b] > |a+b|. Z tej nieréwnosci wynika,
ze la| = |(a —b) + b < |a—b| + |b], zatem |a| — |b] < |a — b].
Oczywiscie |a — b| = |b —a| > |b| — |a| = —(Ja] — |b]). Z dwu
nieréwnosci |a — b| > |a| — |b] 1 |a — b] = —(|a| — |b|) wynika, ze
a =] > [la] — o] . m

Tu drobny komentarz. Jesli myslimy o liczbach rzeczywistych
jako o punktach osi liczbowej, to liczba |a| = |a—0| jest odlegloscia

punktu a od punktu 0, |a — b| to odleglo$¢ punktéw a i b.

Wobec tego ostatnia nieréwnos¢ mowi, ze réznica dwoch bokéw
,,trojkata” o wierzchotkach 0, a i b nie jest wieksza niz trzeci

bok. Nieréwnos¢ nie jest ostra, bo wszystkie trzy wierzchotki tego
,,trojkata” leza na jednej prostej. Nieréwnosé |a + b| < |a| + |b]
moéwi, ze bok ,,trojkata” o wierzchotkach a, 0 i —b nie jest wiek-

szy niz suma dwoch pozostalych jego bokéw.
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Zadania

Korzystajac jedynie z pewnikow i wlasnosci udowodnionych w tym

rozdziale udowodni¢, ze:

1!
2!
3!
4!

5.
6.
7.
8!
9!
10.

11.

12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

22.

(a + b)? = a® + 2ab + b? dla dowolnych a,b € R.
Jesli a+c<b+c,to a<hb.

Jesli ¢>01ac>bc,to a>b.

Jesli ¢< 01 ac>bc,to a<b.

a® +b? > ab dla dowolnych a,b € R.
(a® +v%)(z? +y?) = (ax + by)? dla dowolnych a,b,z,y € R.
a > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a=! > 0.
la] < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy —c < a < c.
la + b| = |a|] + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0
Jesli |a —b| < a, to ab > 0. Czy twierdzenie odwrotne jest
prawdziwe?
Jesi c+y+z2z=1,t0 22 +9y°+22> 1.

w

Jesli ab>0,to ¢+ 2> 2.
> +rx+1>0i 2t +23+224+2+1 >0 dla kazdego = € R.

(%m)2 + (3“”_T|$|)2 = 22 dla kazdego z € R.
Dla jakich x € R zachodzi |z 4+ 1| <77
Dla jakich x € R zachodzi |z 4+ 1| > 77
Dla jakich = € R zachodzi |z 4+ 2|+ |z — 6| =87
Dla jakich x € R zachodzi |z 42|+ |z —2| <97

Dla jakich z € R zachodzi |£5| > 17

Dla jakich z € R zachodzi |Z5=2=| > 17

Niech max(a,b) oznacza wieksza z liczb a,b, min(a,b) —
mniejsza z nich, max(a,a) = a = min(a,a). Dowie$¢, ze
max(a,b) = 5(a + b+ |a — b]). Wyrazi¢ podobnie min(a,b).
Niech Zs = {0,1,2}. Definiujemy dodawanie, mnozenie
i nier6wno$¢ wzorami (elementy zbioru Zs to reszty z dziele-
niaprzez 3) 0+0=0,0+1=140=1,0+2=2+0=2,
1+41=2, 142 =241=0, 242=1, 0-0 =0,
0-1=1-0=0,0-2=2-0=0,1-1=1,1-2=2-1=2,
2:2=1,0<1<2<0. Dowies¢, ze wtedy w zbiorze Zs
spelione sa wszystkie pewniki z wyjatkiem N2 (przechod-
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Podstawowe wlasnosci dziatan i nierdwnosci

23.

24.

niosci nieréwnosci). A jak jest w podobnie zdefiniowanych
zbiorach Z4 1 757

Wykazaé¢, ze w Zs kazdy niezerowy element ma odwrotnosc,
a w Z4 — tylko niektore.

Wywnioskowaé¢ przemiennosé¢ dodawania z pozostatych pew-
nikéw.
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LICZBY NATURALNE, CALKOWITE, WYMIERNE

W zbiorze liczb rzeczywistych wyrdznia sie pewne podzbiory.
Zaczniemy od najwazniejszego, tj. od zbioru liczb naturalnych.

Definicja 9.1 (zbioru liczb naturalnych)
Zbiorem N liczb naturalnych nazywamy najmniejszy z tych zbio-
row A C R, ktére spelniaja dwa warunki:

1° 1€ A;

2° jesline A, toréwniez n+1€ A.
Elementy zbioru N nazywamy liczbami naturalnymi. B

Sformulowanie najmniejszy z tych zbiorow A C R, ktore spet-
niajq dwa warunki oznacza, ze zbiéor N jest podzbiorem kazde-
go zbioru, ktore je speklia. Zbiorow, ktére spekliaja warunki 1°
i 2° jest oczywiscie duzo, np. zbiér wszystkich liczb rzeczywis-
tych, zbiér wszystkich liczb wymiernych, zbiér wszystkich liczb
catkowitych. Zbiér liczb naturalnych zawiera wszystkie liczby, kté-
re naleza do kazdego z nich. Z warunku 1° wynika, ze 1 € N, stad
i z warunku 2° wynika, ze 2=14+1 € N itd.

Z definicji zbioru N wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 9.2 (zasada indukcji zupelnej)
Jesli zbiér A spelia warunki 1° i 2°,to ADN. R

Z tego twierdzenia wynika zasada indukcji zupelej w sfor-
mulowaniu znanym ze wczeSniejszych rozdzialéw. Aby sie o tym

przekona¢ wystarczy przyjacé, ze zbior A sklada sie z tych liczb

naturalnych n, dla ktorych zdanie T, jest prawdziwe. Z warun-
kow 1° 1 2° z zasady indukcji zupelnej z rozdzialu 1. wynika, ze
zbior A spelnia warunki 1° i 2° z definicji zbioru liczb natural-
nych, a to oznacza, ze A O N, zatem zdanie T,, jest prawdziwe dla
kazdej liczby naturalnej n. Wprowadzimy dodatkowe oznaczenie.

Definicja 9.3
N (k) jest najmniejszym zbiorem speliajacym dwa warunki:
1° ke N(k);
2° jesli n € N(k), to réwniez n+1 € N(k). ®
Jasne jest, ze N(1) = N. Dodatkowe oznaczenie wprowadza-
my po to, by nie dowodzi¢ dwukrotnie tych samych twierdzen ta
sama metoda, a wiekszos¢ zachodzi¢ bedzie w dla zbioréw postaci
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N (k), a nie tylko dla N(1) = N.

Stwierdzenie 9.4
Jesli ne N(k), to n> k.

Dowéd. Niech A = {n € N(k): n > k}. Oczywiscie k € A.
Jezeli n € A, ton >k, wiec n+1 >n > k. Stad wynika, ze
n+1¢e N(k), zatem réwniez n+1 € A. Wobec tego A D N (k),
a z definicji zbioru A od razu wynika, ze A C N(k). Oznacza to,
ze A=N(k), zatem jesli ne N(k),ton>k. ®

Stwierdzenie 9.5

JelineN(k) in>k,ton—1eN(k).

Dowéd. Niech A = {k}U{n > k: n—1¢€ N(k)}, czyli A
sktada sie z liczby k i tych liczb m nalezacych do N (k), dla
ktorych speliona jest teza. Jesli n € A, to n+ 1 € N(k),
aponiewaz n=(n+1)—1€ ACN(k), wiec n+1€ A. Stad
ADN(k), a poniewaz A C N (k), wiec A=N(k). ®

Stwierdzenie 9.6
Jesli ne N(k) i m>n oraz meN(k),to m>n—+1.

Dowéd. Zdefiniujmy zbiér A jak zwykle:

A={neN(k): jesi meN(k)im>n, to m>=n+1}.
Jeslim>kimeN(k),to m—1€ N(k) (poprzednie stwierdze-
nie), wiec m—1> k. Stad m=m—14+1>k+1, zatem k € A.
Niechne Aim >n+1. Wtedy m—1 > n, zatem m—1 > n+1,
wieec m=(m—-1)+1>2mn+1)+1,zatem n+1e€N(k). H

Whniosek 9.7
JeSi n<z<n+1lineN(k),tox g N(k). B

Twierdzenie 9.8 (Zasada minimum)
Kazdy niepusty podzbiér A zbioru N (k) ma element najmniejszy,

w szczegolnosci w kazdym zbiorze zlozonym z liczb naturalnych
jest liczba najmniejsza.
Dowdd. Jedli k£ € A, to k jest najmniejszym elementem zbioru

A, bo jest najmniejszym elementem zbioru N (k). Zalézmy wiec,
ze k ¢ A oraz ze w niepustym zbiorze A nie ma liczby naj-
mniejszej. Niech B bedzie zbiorem tych liczb n € N (k), dla
ktorych nieré6wnos¢é n < a zachodzi dla kazdego a € A. Oczy-
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widcie k € B. Jedli n € B, to n < a dla kazdego a € A. Stad

wynika, ze dla kazdego a € A zachodzi nieréwno$¢ n+ 1 < a.
Jesli n+1 € A, to n+ 1 jest najmniejsza liczba w zbiorze A.

Jesli n + 1 # a dla kazdej liczby a € A, to n+1 € B. Jedli
wiec w zbiorze A nie ma liczby najmniejszej, to zbiér B zawiera

N (k), ale to oznacza, ze zbiér A jest pusty, wbrew zatozeniu. B

Definicja 9.9 (zbioru ograniczonego z géry)
Moéwimy, ze zbior A C R jest ograniczony z gory liczba, M wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby a € A zachodzi a < M. H

Twierdzenie 9.10 (Zasada maksimum)

Kazdy niepusty zbiér A C N (k), ograniczony z géry przez liczbe
M € N (k) ma element najwiekszy, w szczeg6lnosci w kazdym zto-
zonym z liczb naturalnych zbiorze, ktéry jest ograniczony z gory
liczba, naturalna, jest liczba najwieksza.

Dowéd. Niech A C N(k) bedzie zbiorem ograniczonym z géry
elementem zbioru N (k). W zbiorze ograniczen gérnych zbioru
A nalezacych do N (k) istnieje najmniejsze. Oznaczmy je przez
M € N (k). Liczba M — 1 nie jest ograniczeniem gérnym zbio-
ru A, wiec dla pewnej liczby n € A zachodzi nier6wnos$¢ podwdj-
na M >n>M—1. Wynika stad, ze n+ 1 > M, a poniewaz
miedzy n i n+1 nie ma liczb ze zbioru A C N(k), wiec M =n. R

Uwaga 9.11 (o zasadzie Archimedesa)

Zbiér N (k) nie jest ograniczony z géry zadna liczba rzeczywista,
w szczegolnodci dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje liczba nat-
uralna n > x. Mozna udowodnié¢, ze to twierdzenie nie wynika z
podanych do tej pory pewnikéw. Trzeba skorzysta¢ z pewnika
ciaglosci, ktéry sformutujemy pdzniej. B

Stwierdzenie 9.12

Jesli myn e N(k) i m >n,to m—neN.

Dowdéd. Niech n € N(k). Niech A oznacza zbidr ztozony z tych
liczb m € N(n+1), dla ktérych m—n € N. Oczywiscie n+1 € A.
Jeslime A, to m+1—n=(m—n)+1 €N, bowiem m—n € N.
Z tego wynika, ze m+1 € A. Stad wynika, ze A D N(n+1), a to
koniczy dowdd, bo jesli m >n i m e N(k),to meN(n+1). &
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Stwierdzenie 9.13

Suma i iloczyn liczb naturalnych sa liczbami naturalnymi.
Dowdéd. Niech n € N. Niech A = {m € N: m+n € N}.
Oczywiscie 1 € A. JeSli me A, to m+n € A, a z tego wynika,
ze (m+1)+n=m+n)+1¢c A, zatem m+1 € A. Wobec
tego A D N, a to oznacza, ze dla kazdej liczby naturalnej m suma
n + m tez jest liczba naturalna.

Niech n € N i niech B = {m € N: mn € N}. Poniewaz
1l-n=n€eN, wiec 1 € B. Jedli m € B, to mn € B i wobec
tego (m+1)-n =mn+n € B, bo suma liczb naturalnych jest
liczba, naturalna, co juz wiemy. Wobec tego B O N, a to oznacza,
ze iloczyn liczb naturalnych jest liczba naturalna. W

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére kazdy chetnie uzna za

oczywiste. Dowod podajemy po to, by pokazac, jak mozna Scisle
takie twierdzenie sformulowa¢ i uzasadni¢. Chodzi o to, ze jesli
chcemy umiesci¢ jakies przedmioty w szufladkach i szufladek jest
mniej niz przedmiotéw, to musimy do co najmniej jednej z szufla-
dek wlozy¢ dwa przedmioty. O liczbach 1,2,...,n nalezy w poniz-
szym twierdzeniu mysle¢ jako o numerach szufladek, a o liczbach
1,2,...,n,n + 1jako o numerach przedmiotéw.

Twierdzenie 9.14 (zasada szufladkowa Dirichleta)
Jesli f:{1,2,3,....,.n,n+ 1} — {1,2,3,...,n} jest jakakolwiek
funkcja, to istnieja dwie rézne liczby k,¢ € {1,2,3,...,n,n+ 1},
dla ktoérych zachodzi rownosé f(k) = f(£).
Dowdéd. Wykazemy to twierdzenie przez indukcje wzgledem n .
Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, bo istnieje tylko jedyna
funkcja f:{1,2} — {1}. Jest ona zdefiniowana za pomoca wzo-
réw: f(1)=11 f(2) =1, wiec przyjmujemy k=11 ¢ = 2.
Niech O, ={1,2,...,n}, Zal6zmy, ze twierdzenie jest praw-
dziwe dla kazdej funkcji f: O, — O,_1. Zalézmy, ze istnieje
funkcja réznowartosciowa f:0,+1 — O, . Jezeli dla kazdego
k < n spemiona jest nieréwnos¢ f(k) < m, to f przeksztalca
zbior O,, w zbiér O,_1 i jest réznowartosciowa, co przeczy za-
lozeniu indukcyjnemu. Wobec tego istnieje taka liczba k < n,
ze f(k) = n. Poniewaz funkcja f jest réznowartosciowa, wiec
fn+1)# f(k) =n, zatem f(n+1) <n. Niech g(j) = f(j) dla
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JEO,, j#kiglk)=f(n+1). Jasne jest, ze zdefiniowalismy
réznowartosciowa funkcje g: 0,, — O, _1, co w Swietle zalozenia
indukcyjnego jest niemozliwe. Dowdd zostal zakonczony. W

Czytelnik zapewne zwrdcil uwage na to, ze prawie wszyst-
kie dotad przeprowadzone rozumowania z udzialem liczb natural-
nych opieraja sie na zasadzie indukcji zupelnej. Przyzwyczajeni
jestesmy bowiem do traktowania liczb naturalnych jako narzedzia
umozliwiajacego liczenie, a zasada indukcji w swej istocie mowi
o tym Scisle.

Zamierzamy zajacé sie teraz podzielnoscia. Wygodniej jest
mowi¢ o podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych, wiec zaczniemy

od oméwienia podstawowych wilasnosci liczb catkowitych

Definicja 9.15 (zbioru liczb calkowitych)

Zbiorem liczb calkowitych nazywany jest taki najmniejszy zbiér
Z. O N, ze jesli a,b € Z, to réwniez a — b € Z. Elementy zbioru
7, nazywamy liczbami catkowitymi. W

Twierdzenie 9.16

Z =NU{a € R: —a € N}U{0}, czyli liczba jest catkowita wtedy
i tylko wtedy, gdy jest naturalna lub gdy przeciwna do niej jest
naturalna, lub gdy jest zerem.

Dowdd. Niech A =NU{a € R: —a € N} U{0}. Oczywiscie
zbior A zawiera wszystkie liczby naturalne i wszystkie liczby prze-
ciwne do liczb naturalnych.

Niech a,b € A. Wykazemy, ze a —b € A. Mamy do rozwa-
zenia cztery przypadki: a,b € N, —a,b € N, a,—b € N oraz
—a,—b e N,

Zaczniemy od pierwszego z nich. Jesli a > b, to a—b € N lub
a —b =0 — wynika to ze stwierdzenia 9.12. Zalézmy, ze a < b.
Ze stwierdzenia 9.12 wnioskujemy, ze b — a € N, zatem rowniez

a—b=—(b—a)cA.
Teraz drugi przypadek: —a,b € N. Ze stwierdzenia 9.12
wnioskujemy, ze —a +b € N, zatem a —b=—(a—b) € A.
Trzeci przypadek: a —b=a+ (—=b), wiec a —b e NC A.
Czwarty przypadek a+b = —[(—a)+(=b)], liczba (—a)+(—b)
jest naturalna jako suma liczb naturalnych, wiec przeciwna do niej

znajduje sie w zbiorze A. Wynika stad, ze A=7. &
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Stwierdzenie 9.17
Suma i iloczyn liczb catkowitych sa liczbami catkowitymi.

Dowéd. Niech a,b € Z. Wtedy —b € Z, wiec a +b=a — (—b)
jest liczba calkowita, por. poprzednie stwierdzenie.

ab = —[a(=b)] = —[(—a)b] = (—a)(—=b), a poniewaz iloczyn
liczb naturalnych jest liczba naturalng i liczba przeciwna do natu-

ralnej jest calkowita, wiec ab € Z. B

Twierdzenie 9.18

W kazdym niepustym, ograniczonym z gory liczba calkowita zbio-
rze, zlozonym liczb calkowitych istnieje liczba najwieksza.

W kazdym niepustym, ograniczonym z dotu liczba catkowita zbio-

rze ztozonym z liczb catkowitych istnieje liczba najmniejsza.
Dowéd. Niech AC Z bedzie niepustym zbiorem i niech M € Z

bedzie jego ograniczeniem gérnym. Niech B = {—a: a € A}.
Zbiér B jest ograniczony z dotu, bo B C N(—M). Z zasady min-
imum wynika, ze w zbiorze B jest element najmniejszy. Oznaczmy
go przez b i niech My = —b. Oczywiscie My € A ijesli a € A,
to a < MO .

Jesli A C Z bedzie niepustym, ograniczonym z dotu liczba
catkowita ¢ zbiorem ztozonym z liczb catkowitych, to A C N (c),
wiec w zbiorze A jest element najmniejszy — wynika to z zasady

minimum. H

Definicja 9.19 (potegi)

1° a' = a, a"' = a" - a dla kazdej liczby calkowitej n > 1
i kazdej liczby rzeczywistej a .

2° Y =1 dla kazdego a # 0.

3° a" = a}” dla kazdej liczby rzeczywistej a # 0 i kazdej liczby
caltkowitej n < 0. W

Symbolu 0° nie definiujemy, pé7niej stanie sie jasne dlaczego,

aczkolwiek nalezy stwierdzi¢, ze w wielu sytuacjach przyjmuje sie,

ze 0Y =1, gléwnie dla uproszczenia zapisu.

Lemat 9.20
Dla kazdego a # 0 i dowolnych nieujemnych liczb calkowitych
+n

m,n zachodzi réwnos¢ a™ ™" = a™a" .

Dowéd. Ustalmy dowolnie liczbe m € N(0). Zastosujemy in-
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dukcje wzgledem n € N (0). Mamy ™0 = a™ =a™-1 = a™-ad°,
zatem teza zachodzi dla n = 0. Zalézmy, ze dla pewnej liczby na-
turalnej n zachodzi wzér a™*"™ = a™ - a™. Wtedy

g™ttt = gmtn g = (@™ a") a=a™- (a" a) =a™-a""!,

co konczy dowdd indukeyjny. B

Lemat 9.21
Dla kazdego a # 0 i dowolnych nieujemnych liczb calkowitych

m,n zachodzi réwnos¢ o™~ " =aa™".

Dowdd. Jedli m = n, to zachodza nastepujace réwnodci

m—n _ 0 _1 __a"* _  m 1
_a_l_a—n =

Jezeli m > n, to na mocy poprzedniego lematu zachodzi réwnos¢

—MNn

a =am-a

a™ " = @™ = g™ wiec @™ =a™ - L =a™ a7,

414 m—-n __ 1 _ 1 _ 1 1 _ —n m
Jesli m<n, to a = g = g = g Tjgm =@ A |
Lemat 9.22

Dla kazdego a # 0 i dowolnych ujemnych liczb catkowitych m,n

zachodzi réwnosé a™ ™" = a™a™ .

Dowdd. Prawdziwy jest ciag rownosci:
m-+n __ 1 _ 1 _ 1 1 m

— n
a T gq—m—m T g—mg—n a—m a=—" a a”. .

Z ostatnich trzech lematéow wynika

Twierdzenie 9.23 (podstawowa wlasnosé potegi)
Dla dowlnych liczb catkowitych a,b i dowolnej liczby rzeczywistej
a # 0 zachodzi réwnosé: a™™™ =a™-a™. B

Definicja 9.24 (dzielnika)

Liczba catkowita a jest dzielnikiem liczby catkowitej b wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita k taka, ze ak = b. Piszemy

wtedy alb. W

Stwierdzenie 9.25
Jesli a|b i blc, to alc.

Dowéd. Jedli b=ka ic=0l,t0o c= (kl)a. R

Stwierdzenie 9.26
Kazda liczba catkowita jest dzielnikiem 0.

Dowdéd. Wynika to z tego, ze a-0=0. B
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Definicja 9.27 (dzielenia z reszta)

Jedli a i b sa liczbami catkowitymi, b 7% 0 i istnieja liczby calko-
wite ¢,r takie, ze a =bg+r i 0 <r < |b|, to méwimy, ze g jest
ilorazem z dzielenia a przez b za$ r — reszta z dzielenia liczby a

przez liczbe b. B

Stwierdzenie 9.28
Dla dowolnych liczb catkowitych a, b # 0 istnieje doktadnie jedna

para liczb catkowitych ¢,r taka, ze a=bg+1r i 0 <r < |b.
Dowéd. Z réwnosci bg +r = (—b)(—q) + r wynika, ze wystar-
czy udowodnié¢ to stwierdzenie dla b > 0. W dalszym ciagu
zakladamy, ze b > 0. Z zasady maksimum dla liczb catkowitych
wynika, ze w zbiorze {n € Z: nb < a} istnieje element naj-
wiekszy q € Z. Niech r = a — ¢b. Oczywiscie
O0<r=a—qgb<(¢g+1)b—qb=0.
Istnienie ilorazu i reszty zostalo wykazane.

Jesli bg+r=bqg1+r1 1 0<r,ry <b,tor—r;=blq1 —q).
Oczywiscie |r1—7r| < b (réznica dwu liczb nieujemnych mniejszych
niz b ma wartos¢ bezwzgledna mniejsza niz b). Wobec tego
b(g1 — q)] < b, ale to wymusza nieréwnosé¢ |q1 — q| < 1, czyli
lg1 — gl =0, wiec ¢1 = q. Mamy wiec r —ry = b(q1 — q) = 0.
Dowéd zostal zakonczony. B

Definicja 9.29 (najwiekszego wspdlnego dzielnika)
Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b nazywamy naj-
wieksza z takich liczb d, ze d|a, d|b czyli najwiekszy ze wspdlnych
dzielnikow liczb a 1 6. B

Z tego, ze alb i b # 0 wynika oczywiscie, ze |a|] < |b|. Naj-
wiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 6 i 4 jest 2. Liczby a =0
i b = 0 nie maja najwiekszego wspdlnego dzielnika. Jedynymi
dzielnikami jedynki sa liczby =+1.

Definicja 9.30 (liczb wzglednie pierwszych)
Dwie liczby calkowite sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy,
gdy ich najwiekszym wspdolnym dzielnikiem jest 1. H

Liczby 15 i 28 sa wzglednie pierwsze, podobnie 323 i 143.
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Twierdzenie 9.31 (o najwiekszym wspdélnym dzielniku)
Jesli a,b sa liczbami calkowitymi i co najmniej jedna z nich jest
rézna od 0, to maja one najwiekszy wspdlny dzielnik, nwd(a,b) .
Istnieja liczby catkowite k,m takie, ze ak + bm = nwd(a,b).%!
Dowdd. Niech D = {ax +by: x € Z, y € Z, ax + by > 0}.
D # 0, bo jedli a # 0, to |a]| € D, gdyz |a| = a-1+0b-0,
gdy a >01i |a|]=a-(=1)+b-0, gdy a < 0. Oznaczmy przez
d = ak + bm najmniejsza liczba w zbiorze D . Poniewaz zbior
D zlozony jest z liczb dodatnich, wiec d > 0. Wykazemy, ze
dla. Jest tak, gdy a = 0. Zalézmy, ze a # 0. Wtedy istnieja
liczby calkowite ¢,r takie, ze a = qd+r i 0 < r < d. Stad
r=a—qd=a(l—kq)+b(—gm). Jesli r > 0, to r € D, co
przeczy temu, ze najmniejsza liczba w zbiorze D jest d. Wobec
tego r = 0, ale to oznacza, ze a = qd, czyli ze d|a. Analogicznie
d|b. WykazaliSmy, ze d jest wspélnym dzielnikiem liczb a,b. Jesli
dla i 6]b, to istnieja takie liczby A,k € Z, 26 a = A0 1 b = k6,
zatem d = ak + bl = §(k\ + mk), zatem 0|d, wiec |0 < d.
Oznacza to, ze d =nwd(a,b). W

Opiszemy teraz sposéb znajdowania najwiekszego wspdlne-

go dzielnika dwu liczb naturalnych a i b, zwany algorytmem
Fuklidesa. Przy okazji otrzymamy nieco dtuzszy, ale za to kon-
struktywny, dowdd twierdzenia o najwiekszym wspolnym dziel-

niku. Zalézmy, ze b # 0. Istnieja wtedy takie liczby catkowite
go 1 1o, 26 a = qb+1rgi0<rg<b. Jedli dla i d|b, np.
d = nwd(a,b), to d|(a—qob) = 7¢, czyli najwiekszy wspdlny dziel-
nik liczb a,b jest dzielnikiem b i rg, wiec d < nwd(b, 7). Jesli
liczba § jest dzielnikiem liczb b i 7o, np. § = nwd(b,rg), to
jest tez dzielnikiem liczby a = qob + 7o, czyli najwiekszy wspdlny
dzielnik liczb b i rg jest tez dzielnikiem a, wiec 6 < nwd(a,b).
Z nieréwnoéci d < 0 i § < d wynika réwno$é¢ nwd(a,b) =d =09 =
= nwd(b, rg) .

Jesli rg > 0, to istnieja takie liczby ¢ € Z i ry € Z, ze
b=qro+7r 1 0<r; <rg. Tak jak poprzednio otrzymujemy

91 W licznych ksigzkach poswieconych teorii liczb najwiekszy wspdélny dzielnik

liczb a,b oznaczany jest symbolem (a,b).
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réwnosé¢ nwd(b, rg) = nwd(rg,71). Jesli 0 < 71, to istnieja takie
liczby qo € Z iry € Z, ze 19 = qor1 + 12, 0 < 1y < 11 oraz
nwd(rg,71) = nwd(ry,7r3). To postepowanie mozemy powtarzaé
do chwili, w ktérej reszta z dzielenia bedzie rowna 0. Taki moment
musi nastapi¢, bo rg > r; > ro > ..., a w kazdym zbiorze liczb
naturalnych istnieje najmniejsza. Niech 7, bedzie najmniejsza
liczba. Oznacza to, ze r,+1 = 0, wiec r,—1 = @pi17n. Stad
wynikaja rownosci

rn=nwd(r,_1,r,) =nwd(r,_2,7_1)=...=nwd(b,rg) =nwd(a,b).

Przykiad 9.1 Niech a =68 i b =26. Mamy wtedy:
68=2-26+16, qo=2, rg=16;
26=1-16+10, ¢ =1, r =10;
16=1-10+6, g =1, 1o =6;

10:16—|—4, Q3:1,T3:4;
6=1-4+2, Qe =1, ry =2;
4=2-2+40, G =1, r5=0.

Wobec tego nwd(68,26) =2=6—-4=6—(10—-6) = =2-
6—-10=2(16-10)—10=2-16—-3-10=2-16 — 3(26 — 16) =
=5-16—3-26 = 5(68 —2-26) —3-26 = 5-68 — 13-26 . ZnalezliSmy
wiec najwiekszy wspolny dzielnik i przedstawiliSmy go w postaci
k-424+m-26, wiec k =5, m = —13. Nie twierdzimy, ze to jedyna
mozliwo$¢, bo np. 2= (5+26)-68 — (13 +68)-26. W

Przykiad 9.2 Niech a = 452261, b = 10 489. Mamy teraz
452 261 = 43-10489+1234, 10489 = 8-1234+617 i 1234 = 2-617,
zatem najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a = 452 261 oraz
b =10 489 jest liczba

617 = 10489 — 8 - 1234 = 10489 — 8(452 261 — 43 - 10 489) =
=345 - 10489 — 8 - 452 261.

452261 _
o = 133

sg pierwsze. Widac¢ stad, ze pomyst poszukiwania najwiekszego

Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze liczby 617 i

wspolnego dzielnika za pomoca metody opisywanej w szkotach
podstawowych nie jest w tym przypadku najlepszy ... R

W tych dwoéch przyktadach pokazaliSmy ,,przy okazji” nieco
inny dowdd twierdzenia o najwiekszym wspélnym dzielniku dwu

liczb. Pokazemy jeszcze jeden dowdd, tym razem indukcyjny.
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Dowdd indukcyjny
Niech T,, oznacza zdanie: dla kazdych liczb naturalnych a i b < n

istnieja, takie liczby catkowite z,y, ze nwd(a,b) = ax + by.
1° Zdanie T; jest prawdziwe, bo niezaleznie od a € N najwiek-
szym wspélnym dzielnikiem a i b ( teraz b = 1), jest liczba 1,
wiec wystarczy przyja¢ =01 y=1.
2° Zalézmy, ze zdanie T, jest prawdziwe. Udowodnimy zdanie
Th+1. Niech a e Nib=n+1. Oznaczmy d = nwd(a,b). Wtedy
istnieja, takie liczby calkowite ¢ i r, ze a = gb+1r oraz 0 < r <b.
Tak jak poprzednio stwierdzamy, ze d = nwd(a,b) = = nwd(b,r) .
Jesli r = 0, to przyjmujemy = = 0 i y = 1, bo najwiekszym
wspolnym dzielnikiem liczb a i b jest w tym przypadku b. Jesli
r > 0, to na mocy zdania 7T;, istnieja takie liczby catkowite x
oraz yi , Ze

d=bx1 +ry1 = bx1 + (a — gb)y1 = ay1 + b(z1 — qu1).
Wystarczy przyja¢ =91 i y =21 —qy,. B

Z twierdzenia o najwiekszym wspdlnym dzielniku wynika

Whniosek 9.32
Liczba naturalna d jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb
a i b wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wspdlny dzielnik a i b jest
dzielnikiem liczby d. B

Ten wniosek czesto jest przyjmowany za definicje najwieksze-

go wspolnego dzielnika dwu liczb.

Definicja 9.33 (liczby pierwszej)
p € Z jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy [p| > 1
i jedynymi naturalnymi dzielnikami liczby |p| sa liczby 1 i |p|.
Liczba catkowita a nazywana jest zlozona wtedy i tylko wtedy,
gdy |a|] > 1 i nie jest ona liczba, pierwsza.”* ®
Liczbami pierwszymi sa, +2, +£3, +5, 7, £11, ...
Liczbami zlozonymi sa +4, +6, £8, £9, +10, ...

Liczby —1, 0 i 1 nie sa ani pierwsze, ani zltozone.

Twierdzenie 9.34 (o rozkladaniu na czynniki pierwsze)
Kazda liczbe naturalng wieksza od 1 mozna przedstawi¢ w postaci

9.2 W szkolach czesto zasieg tej definicji jest ograniczony do liczb dodatnich.
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iloczynu liczb pierwszych.
Dowdd. Zastosujemy indukcje zaczynajac od liczby 2.

1° Liczba 2 jest iloczynem liczb pierwszych (ztozonym z jednego
czynnika).

2° Zalézmy, ze wszystkie liczby mniejsze niz n sa iloczynami
liczb pierwszych. Jesli n jest liczba pierwsza, to jest iloczynem
(zlozonym z jednego czynnika). Jesli n jest liczba zlozona, to ist-
nieja takie liczby naturalne a > 1, b > 1, ze ab=n. Wobec tego

l<a<nil<b<n, zatem kazda z liczb a,b jest iloczynem
liczb pierwszych, wiec ich iloczyn tez. Stad wynika, ze kazda liczba

naturalna wieksza od 1 i mniejsza od n + 1 jest iloczynem liczb
pierwszych. W

Twierdzenie 9.35 (charakteryzujace liczby pierwsze)
Liczba p # 0 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy |p| > 1
i z tego, ze plab wynika, ze pla lub plb.

Dowdd. Jedli p nie jest liczba pierwsza, to istnieja takie liczby
catkowite a,b, ze p=ab i |a| > 1, |b| > 1. Jedli pla, to a = kp
dla pewnej liczby catkowitej k i wobec tego p = kpb, wiec 1 = kb,
co oznacza, ze |b| =1, wbrew zalozeniu.

Zalézmy teraz, ze plab ize p jest liczba pierwsza. Jesli pt a,
to nwd(a,p) = 1, zatem istnieja liczby calkowite k,m takie, ze
ak + pm = 1. Wobec tego b = bak + bpm . 7 zalozenia p|abk
i oczywiscie p|lbpm , wiec p|(abk +bpm)=0>. R

Whniosek 9.36

Jesli liczby p, p1, p2, ... , Pn sa plerwsze i p | pip2 - ...  Dn, tO
istnieje takie j € {1,2,...,n}, ze p|p,, wiec |p;| = |p|.
Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. B

Twierdzenie 9.37 (zasadnicze twierdzenie arytmetyki )

Niech a # 0 bedzie liczba catkowita, ktéra nie jest dzielnikiem 1.

Istnieja wtedy takie liczby pierwsze pi,po,...,pn, ze zachodzi
réwnosé a =pi -p2 - ... Pn.
Jesli a = p1 -ps - ... pm 1 liczby p1,p2,...,Pm sa pierwsze,

czyli twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze
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to m = m i po ewentualnej zmianie kolejnosci (numeracji) za-
chodza réwnosci p1 = mpP1, P2 = NP2, --- ,Pn = NnPn, gdzie
M,N2y - sMn € {—1,1}.

Przed podaniem dowodu wypada powiedzie¢, ze to twierdze-
nie méwi, ze kazda liczbe catkowita, z wyjatkiem 0,—1,1 mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych na jeden tylko
sposob, jesli nie bra¢ pod uwage zmian kolejnosci czynnikéow ani
zmian ich znakéw: 6 =2-3=(-2)-(-3)=3-2=(-3)-(-2).
Dowdd. Istnienie rozkladu na czynniki pierwsze wykazaliSmy
juz wczesnie]j.

Teraz zajmiemy sie jednoznaczoscia rozkiadu. Jesli

a=p1-p2-...Pp=P1 P2 P =P1 (P2 Dm),
to z wniosku 9.36 wynika, ze istnieje takie j € {1,2,...,m}, ze
p1|p; . Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze j =1 (jesli nie to
zamieniamy miejscami p; z p; ). Wobec tego p; = £p;. Wobec
tego po ... pn = EP2-...-Pm . Po ewentualnej zmianie numeracji
stwierdzamy, ze ps | pa, wiec po = £po, itd. Dowdd zostal zakon-
czony. H

W ksiazce ,,The Higher Arithmetic, An Introduction to the
Theory of Numbers” Harolda Davenporta (przelozonej na jezyk
rosyjski) mozna znalezé dowdd, ktoéry nie korzysta z twierdzenia
o najwiekszym wspdélnym dzielniku i kilka innych dowodow za-
sadniczego twierdzenia arytmetyki. Ten korzystajacy z najprost-

szych érodkow przytoczymy. Tym razem nie skorzystamy z cha-
rakteryzacji liczb pierwszych.

Drugi dowdd zasadniczego twierdzenia arytmetyki
Istnienie rozkltadu wykazujemy tak, jak poprzednio, wiec tej czesci

dowodu nie przepisujemy. Zaldézmy, ze
a=p1-p2-...Pp=P1-D2"--- Pm

jest najmniejsza liczba, naturalna, ktéra ma dwa rézne rozkilady
na czynniki pierwsze i ze liczby pi1,p2,...,Pn,D1,02,---,Dm S
pierwsze i dodatnie. Jesli te rozklady sa rézne, to zadna z liczb
p1,P2,---,Pn Nie pojawia sie wsrdd liczb pi1, po, ..., Pm . Mozemy
przyjac, ze p1 K P2 < ... < Pm 1 p1 < P2 < ... < p,. Poniewaz
liczba @ nie jest pierwsza, wiec n > 2 i m > 2, zatem a > p?

i a > p? i oczywidcie p; # p1. Wobec tego a > pip1, zatem
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liczba a — p1p1 jest liczba naturalng mniejsza od a, zatem ma
doktadnie jeden rozklad na iloczyn naturalnych czynnikéw pier-
wszych. Wobec tego liczba a — p1p1 jest podzielna przez p; oraz
przez py # p1, zatem réwniez przez pip;, bo ta ma tylko jeden
rozklad na czynniki, a z tego wynika, ze jesli jest podzielna przez
jakag liczbe pierwsza, to ta liczba pierwsza wystepuje w jedynym
rozkladzie na czynniki pierwsze.

Wobec tego a—pi1p1 = p1p1¢igz2 - .. q; dla pewnych liczb pier-
wszych qi,qo, ..., q; . Dzielac te r6wnoS¢ stronami przez p; otrzy-
mujemy paps...pPpn — P1 = P1q1q2 - .- q;, & stad wynika, ze liczba
p1 jest dzielnikiem liczby pops...p, < a, wiec przedstawialnej
w postaci iloczynu liczb pierwszych w jeden tylko sposéb. Stad
jednak wynika, ze wsrod liczb po, ps3,...,pn Wystepuje liczba pq,
wbrew zalozeniu. B
Po tym dowodzie H.Davenport napisal: czytelnik zgodzi sie, ze

chociaz dowéd ten ani nie jest diugi ani trudny, to jednak jest
dosy¢ delikatny.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki, twierdzenie o dzieleniu
z reszta itd. wydaja sie na pierwszy rzut oka oczywiste, ale ich

dowody calkiem proste nie sa. Z twierdzenia o jednoznacznoS$ci
rozkladu na czynniki pierwsze korzystamy np. wtedy, gdy z tego,
ze 2| n i 3| n wnioskujemy, ze 6 | n. Twierdzenie o najwiekszym
wspolnym dzielniku przydaje sie miedzy innymi do rozwiazywania
réwnan w liczbach catkowitych. Twierdzenie o dzieleniu z reszta

stosujemy uzasadniajac przerézne cechy podzielnosci.

Nastepnymi bardzo waznymi liczbami sa wymierne i teraz

o nich kréotko opowiemy.

Definicja 9.38 (zbioru liczb wymiernych)
Zbiorem liczb wymiernych @ nazywamy najmniejszy zbiér taki,
ze Q27 ijesli a,be Q oraz b#0,to 3 € Q. Elementy zbioru

Q zwane sa liczbami wymiernymi. B

Stwierdzenie 9.39
Zbior Q sktada si¢ z liczb postaci 3, gdzie b # 0 i a,b € Z.
Suma, réznica, iloczyn i iloraz liczb wymiernych sa liczbami wy-

miernymi (iloraz, gdy dzielimy przez liczbe r6zna od 0).
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Dowodd. Dla dowodu wystarczy wykazac, ze w zbiorze ilorazéow
liczb catkowitych wykonalne sa dzialania arytmetyczne. Mamy

57 = abYed ]t = ablde ! = (ad)(cb)t = %, co

oznacza, ze w zbiorze Q sa jedynie ilorazy ¥ liczb catkowitych.
Mamy ¢+ & =ab™'+cd ™' =add ' (b))~ +cbb1d ! =

= lad + bc]b~1d™1 = [ad + bc](bd) ! . Analogicznie dowodzimy, ze
réznica ilorazéw liczb catkowitych jest ilorazem liczb catkowitych.

Mnozenie sprowadzamy do dzielenia, a iloraz liczb wymiernych jest
liczba, wymierna, co wynika wprost z definicji zbioru Q. M

o oe

Twierdzenie 9.40 (o postaci nieskracalnej)

Dla kazdej liczby wymiernej w istnieje dokladnie jedna taka para
liczb peZ g€ N, ze w:§ i nwd(p,q) =1.

Dowdd. Ze stwierdzenia 9.39 wynika, ze istnieja takie liczby

catkowite a 1 b, ze w = ¢. Oczywiscie wtedy w = =, mozna

wiec od razu zalozy¢, ze b jest liczba naturalna. Niech d bedzie
najwiekszym wspoélnym dzielnikiem liczb a i b. Wtedy istnieja
liczby p € Z oraz q € N, ze a = pd i b = gd. Wtedy najwiekszym
wspolnym dzielnikiem liczb p i ¢ jest liczba 1. Stad wynika, ze
ab~! = pd(qd) ™ = pdd~'q~' =pg~t = L.

Zatézmy, ze p,r € Z, q,s € N, nwd(p,q) =1 = nwd(r, s)

oraz £ =
q

L. Wtedy ps = qr. Poniewaz s | ¢r i nwd(r,s) =1,
wiec s jest dzielnikiem ¢, zatem s < ¢. Ta samo dowodzimy, ze

q < s. Stad wynika, ze ¢ = s. Wobec tego réwniez p=1r. R

Twierdzenie 9.41
Jesli n jest liczba naturalna, w — wymierna, a — calkowita,

i w"™ =a, to liczba w jest calkowita.

Twierdzenie to méwi, ze wymierne pierwiastki z liczb catko-
witych sa catkowite.
Dowdéd. Niech w = %, p € Z, q € N iniech liczby p,q beda
wzglednie pierwsze. 7 rownosci w"™ = a wynika, ze p" = aq".
Jesli liczba pierwsza r dzieli liczbe ¢, to dzieli tez liczbe p™, wiec
rowniez liczbe p. Wtedy r jest wspdélnym dzielnikiem obu liczb
p i g, co jest niemozliwe, bo sa one wzglednie pierwsze. Liczba

q nie ma wiec dzielnikow pierwszych, zatem ¢ = 1. Wobec tego
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liczba w = p jest catkowita.

Przypomnijmy teraz definicje pierwiastka.

Definicja 9.42 (pierwiastka)
Niech n bedzie liczba naturalna, a > 0 — liczba rzeczywista.
Pierwiastkiem (arytmetycznym) stopnia n—tego z liczby a jest
taka nieujemna liczba b, dla ktérej zachodzi rownosé b = a.
Jesli n jest liczba naturalng nieparzysta, a — dowolna liczba
rzeczywista i 0" = a, to b jest pierwiastkiem arytmetycznym n—
tego stopnia z liczby a. Piszemy wtedy /a=10. B

Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ definicji, nalezy sprawdzié¢, czy
liczba b jest wyznaczona jednoznacznie przez podane warunki.
1° Jedli 0 < ¢ < b, to dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi

nieréwnosé ¢ < b¥ (indukcja). Wynika stad, ze dla dowolnego
a > 0 i dowolnego n € N istnieje co najwyzej jedna liczba b > 0,
dla ktérej a = b™.
2° Jesli n jest liczba nieparzystai a <01 b" =a,to b <0. Jesli
c<b<0,to —c>—b>0, wiec dla kazdej liczby nieparzystej
k zachodzi nieréwnoéé —cf = (—c)* > (=b)* = —b* > 0, czyli
c® < b < 0. Wynika stad, ze réwniez w tym przypadku istnieje
co najwyzej jeden pierwiastek n—tego stopnia z liczby ujemne;.
Nie mozna jednak wykaza¢ istnienia pierwiastkow na gruncie
dotychczas przyjetych pewnikéw, poniewaz wszystkie te pewniki
sa spelmione w zbiorze liczb wymiernych. Gdyby istnienie pier-
wiastkéw byloby konsekwencja tych pewnikéw, to istnialaby taka

liczba wymierna b, ze b = 2. Jednak z twierdzenia, ktére
udowodniliSmy wynika, ze musialaby ona by¢ calkowita. To jednak

nie jest mozliwe, bo 12 < 2 < 22. Dopiero po uzupehieniu listy
pewnikéw o aksjomat Dedekinda bedziemy w stanie udowodnic

istnienie pierwiastkow. Na razie przyjmiemy bez dowodu

Twierdzenie 9.43 (o istnieniu pierwiastkéw)

Jesli a > 01 ke N, k> 1, to istnieje dokladnie jedna liczba
rzeczywista b > 0 taka, ze a = b*. Jesli k > 1 jest liczba
catkowita nieparzysta, a jest dowolng liczba rzeczywista, to ist-

nieje dokladnie jedna liczba rzeczywista b taka, ze b* = a.X
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Przykiad 9.3 v9=3, V0=0, ¥/1000000 =10, </—8 = —2,
V1024 =32, {/-2 =—-3. =

Przyklad 9.4 JeSlin>2,to ¢Yn € Q,bo 1" <n < 2", gdyz
z nieréwnosci Bernoulli’ego wynika, ze 2" = (1+1)" > 14+n > n,

a gdyby pierwiastek z liczby calkowitej byl wymierny, to byiby
liczba caltkowita. W

1!
2!

Zadania

Wywnioskowaé¢ zasade minimum z zasady maksimum.
Udowodnié¢, ze odwrotnos¢ liczby naturalnej wiekszej niz 1
nie jest liczba naturalna,.

W kazde z pét nieskonczonej kraty kwadratowej wpisano
liczbe naturalna w ten sposéb, ze jesli a,b,c,d sa liczbami
wpisanymi w pola przylegte do pola, na ktérym znalazta sie
liczba n, to a4+ b+ c+d < 4n. Dowie$é, ze w kazde pole
wpisano te sama liczbe naturalna. °-3

Jaka jest najwieksza liczba punktéw, ktére mozna umiescié
w trojkacie rownobocznym o boku 2 w taki sposéb, by od-

legto$¢ dowolnych dwdéch nie byta mniejsza niz 1.

W sali jest n oséb. Udowodnié¢, ze w sali sa co najmniej
dwie osoby majace tyle samo znajomych. Zakladamy tu, ze
jesli osoba O; zna osobe Os, to réwniez O, zna osobe. O .

Ile skoczkéw mozna ustawi¢ na szachownicy, jesli pola na
ktérym znajduje sie skoczek nie nie moze szachowacé inny
skoczek.

Na okregu danych jest 17 punktéw. Kazde dwa polaczono
odcinkiem niebieskim, zielonym lub zéttym. Dowies¢, ze ist-
nieje trojkat, ktorego wszystkie boki sa tego samego koloru.

Sposréd liczb 1,2,3,...,199,200 wybrano 101. Dowies¢, ze
co najmniej jedna z nich dzieli inna.

Ulozy¢ kwadrat z kwadratéw o bokach 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9,
14, 16, 18, 20, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 43, 51, 55,
56, 64, 81.

9

3 Autorem tego zadania jest prof. dr hab. Maciej Skwarczynski.
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10.

11.

12!
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21!

22.

23.

24.

Wykazaé¢, ze szeScianu nie mozna ulozyé¢ z parami réznych
szescianow.

Niech a1 =3, a2 =8, anyo =3ap+1 —a, dlan=12,....
Dowies¢, ze a,, > 2" dla n=1,2,...

Udowodnié, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pier-
wszych, ktore z dzielenia przez 3 daja reszte 1.

Udowodni¢, ze jesli p > 0 jest liczba pierwsza, a — liczba
calkowita, to liczba a? — a jest podzielna przez p.

Dowies¢, ze jesli liczbe naturalna mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy kwadratow dwu liczb catkowitych dwoma réznymi
sposobami, to jest ona zlozona. Przedstawienia rézniace sie
jedynie kolejnoscia skladnikéw uwazamy za takie same.

Niech ¢(m) oznacza liczbe liczb naturalnych nie wiekszych
od m € N i wzglednie pierwszych z m. Udowodni¢, ze jesli
liczby a i b sa wzglednie pierwsze, to p(ab) = p(a)p(b).
Dowiesc, ze jesli w rozktadzie liczby naturalnej n na czynniki
pierwsze wystepuja jedynie liczby pierwsze pi, p2,... pr, to

p(n) =n(l - pil)(l — piz) (1= pik) — funkcja ¢ jest

zdefiniowana w poprzednim zadaniu.

Udowodnié¢, ze jesli liczba naturalne a i m sa wzglednie
pierwsze, ¢ z zadania 16, to m | a¥™ — 1.

Zmalez¢ wszystkie takie czworki liczb catkowitych w, x,vy, z,
ze zachodzi réwnoéé w* + 22t = 4(y* + 224).

Udowodnié, ze jesli a i b sa takimi liczbami catkowitymi, ze
2a% +a=3b%+b, to liczby a —b, 2a+2b+11i 3a+3b+1
sa kwadratami liczb catkowitych.
Wykazacé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich par liczb cal-
kowitych a,b, ze 2a? +a = 30> +b.

Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele réoznych par a, b liczb
catkowitych, dla ktérych a? — 2b% = 1.

Dowies¢, ze jesli liczba pierwsza p nie dzieli liczby catkowi-
tej a, to istnieje taka liczba calkowita b, ze p dzieli liczbe
ab—1.

Zatézmy, ze liczby q1, q2, ..., ¢, Sa parami wzglednie pierw-
sze. Niech rq,rs,...,r, beda liczbami catkowitymi. Udowod-
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25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.

32!

33!

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40!

nic¢, ze istnieje taka liczba caltkowita x, ktéra z dzielenia przez
liczbe ¢q; daje reszte ;.

Udowodni¢, ze liczba naturalna p jest pierwsza wtedy i tylko
wtedy, gdy p jest dzielnikiem liczby (p — 1)!+ 1.

Zmalez¢ wszystkie takie pary liczb catkowitych z,vy, ze za-
chodzi réwnos¢ xy =x +y.

Zmalez¢ dwie ostatnie cyfry liczby 1414

Udowodnié, ze jedli liczby p i 8p?+1 sa pierwsze, to réwniez
liczba 8p? — 1 jest pierwsza.

Ile zer ma na koncu liczba 1000 000!

Udowodnié, ze jesli a € Z, to liczby a® + 2a i a* + 3a? + 1
sa wzglednie pierwsze.

Udowodnié, ze liczba n? +3n+5 nie dzieli sie przez 121 dla
zadnej liczby catkowitej n .
Zalézmy, ze jedyna liczba naturalng, ktora dzieli wszystkie
trzy liczby catkowite a,b,c jest jedynka. Dowies¢, ze rowna-
nie ar+ by = ¢ ma rozwiazanie w liczbach catkowitych wtedy
i tylko wtedy, gdy liczby a i b sa wzglednie pierwsze.
Zalézmy, ze jedyna liczba naturalna, ktora dzieli wszystkie
trzy liczby catkowite a,b,c jest jedynka. Udowodnic¢, ze jesli
axi1 + by1 = ¢ = axy + bys dla pewnych liczb calkowitych
xr1,Y1, T2,y , to istnieje taka liczba catkowita n, ze
r1 — X9 = bn oraz Yy, —y; = an.

W 1948 r wiek Andrzeja byl rowny cyfrze jednosci w liczbie
réwnej sumie cyfr roku jego urodzenia. Ile lat mial Andrzej
w roku 19577

a i b sa liczbami calkowitymi. Dowies¢, ze jesli 21 jest
dzielnikiem liczby a? + b, to 441 tez jest jej dzielnikiem.
Udowodni¢, ze jesli n € N oraz * >y > 0, z,y € R to
Vi YT < YT,

Udowodni¢, ze liczba 1 + % + % 4+ -+ % nie jest catkowita
dla zadnej liczby naturalnej n > 1.

Udowodnié¢, ze jesli n > 3 jest liczba naturalna, to liczba

vn? — 4 jest niewymierna.
Udowodnié, ze v/20 — 14v/2 + v/20 + 142 = 4.
Udowodnié, ze i/ /a = "/a.
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41! Niech n bedzie liczba naturalna, aq,as,...,a, — liczbami

naturalnymi. Dowies¢, ze a1+“2:”+a” > ajas...a,.

42. Udowodnié, ze nastepujace liczby sa niewymierne: v/2++/3,

V2+V3+V5, V2+V3+VE+ VT,

43. Udowodni¢, ze jesli n > 2 jest liczba naturalna, to liczba

Vvn? + 3n jest niewymierna.
44. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich trojek do-

datnich liczb wymiernych z,y, z, ze 22 +y?2 + 22 =1.
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FUNKCJE LICZBOWE

Zbiory postaci {x € R: x < a}, {x € R: z > a},
{reR: xz<a}, {r € Rt =z > a} oznaczane sa symbolami
(—00,al, la,00), (00,a) i (a,00). Nazywamy potprostymi domk-
nietymi lub otwartymi o konicu a. Symbol oo odczytujemy jako
nieskonczonos$¢ — nie oznacza on zadnej liczby, wiec nie mozna
wykonywaé dzialan z jego uzyciem. Pdzniej niektore dzialania
z jego uzyciem zostana zdefiniowane.

Zbiory postaci {r € R: a <z <b}, {reR: a<z<b},
{r e Rt a <z <b}, {xr € R a< 2z < b} nazywamy
przedziatami, kolejno: domknietym, otwartym, domknieto—otwar-
tym i otwarto—domknietym. Oznaczamy je nastepujacymi symbo-
lami [a,b], (a,b), (a,b], |a,b).

Jesli D C R jest dowolnym zbiorem, a f:D — R jest
funkcja, to f nazywamy funkcja liczbowa. Najczesciej bedziemy
rozwaza¢ funkcje okreslone na calym zbiorze R, na pdiprostych,
na przedziatach lub sumach przedziatow i pétprostych.

Przykiad 10.1 Funkcja pierwiastek kwadratowy jest okreslona
na domknietej pélprostej [0,00), wiec f(z)=+/x, D =1[0,00). R

Przyklad 10.2 Funkcje pierwiastek trzeciego stopnia okresla-
my na calej prostej R, wiec f(z) =z, D=R. R

Przyklad 10.3 Niech D = {z € R: =z # 1} czyli D =

=(—00,1)U(1,00). Wzér f(r)= —*7 okredla funkcjena D. B

Przykilad 10.4 Przyjmijmy D = R i zdefiniujmy funkcje wzo-
rem f(z) = |z], gdzie przez |z| oznaczamy najwieksza spos-
réd liczb catkowitych z pélprostej (—oo,x|. Prawdziwe sa wiec
réownosci: 0] =0, |2] =1, [-2] = —2. Pézniej wykazemy,
ze ta definicja jest poprawna, tzn., ze dla kazdej liczby rzeczywis-
tej x istnieja takie liczby catkowite m,n, ze zachodzi nieréwnos¢
m < x < n, co wyglada na oczywiste stwierdzenie, tym nie mniej

wymaga dowodu, jesli chcemy mie¢ pewnos¢, ze wszystko o czym
moéwimy, wynika z przyjetych zalozen, czyli pewnikéw. B
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Przyklad 10.5 Funkcja Dirichleta. Niech D = R oraz
[0 jesli z jest liczba niewymierna,
fz) = 1 jesli z jest liczba wymierna. B

Przyklad 10.6 D =R, f(z)=x2+2. 1

W analizie czesto piszemy f(x) zamiast f. Moéwimy wtedy
o funkcji =, %, r — 13 itp. Zazwyczaj przyjmujemy wtedy,
ze dziedzing jest najwiekszy zbiér, na ktorym funkcje mozna zde-
finiowa¢ danym wzorem. Nie zawsze jest to calkiem jasne. Wtedy
trzeba wyraznie napisa¢, czym jest dziedzina funkcji. Przy takiej
umowie (na ogét milczacej) pamietamy, ze réwnosé¢ f(x) = g(x)
oznacza réwnos¢ wartosci funkcji f i g w punkcie =, a nie
rownosé funkeji f i g.

Funkcje liczbowe okreslone na tym samym zbiorze mozna do-
dawac, odejmowac¢ i mnozy¢ oraz mnozy¢ przez liczbe. Stosujemy
wtedy oznaczenia f+g, f—g, fg i cf. Jedli funkcja f nie znika
w zadnym punkcie, tzn. jesli f(z) # 0 dla kazdego = € D, to
mozemy tez mowic¢ o ilorazie g :

Uwaga 10.1
Przypominamy, ze funkcja odwrotna do funkcji f: R — R nazy-

wamy taka funkcje ¢g:R — R, ze dla kazdego x € R zachodza
obie réwnosci f(g(x)) = x i g(f(x)) = x. Funkcje odwrotna
do funkcji f oznaczamy symbolem f~1(z). Jesli f(z) = 23 dla
kazdego z € R, to f~1(x) = ¥z, wiec na ogét f~1(z) # x—lg, |

Definicja 10.2 (funkcji ograniczonej)
Funkcje f: D — R nazywamy ograniczona z gory liczba M wte-
dy i tylko wtedy, gdy f(z) < M dla kazdego = € D . Analogicznie
funkcja f jest ograniczona z dotu liczba m wtedy i tylko wte-
dy, gdy f(z) > m dla kazdego = € D. Jedli funkcja f jest
ograniczona z gory i z dolu, to méwimy, ze jest ograniczona. W
Funkcja Dirichleta jest ograniczona z géry przez 1, albo przez
378, a z dotu przez 0, wiec jest ograniczona. Funkcja pierwiastek

kwadratowy jest nieograniczona, cho¢ jest ograniczona z dotu np.

przez 0. Funkcja —%5 nie jest ograniczona ani z gory, ani z dohu.
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Definicja 10.3 (funkcji monotonicznych)
Funkcje f: D — R nazywamy Scisle rosnaca, jesli z nieréwnosci
r < y wynika nieréwnos¢ f(z) < f(y), $ciSle malejaca, jesli
z nieréwnoéci z < y wynika nieréwnosé¢ f(x) > f(y).
Funkcje f: D — R nazywamy funkcja niemalejaca wtedy i tylko
wtedy, gdy z nieréwnosci < y wynika nieréwnos¢ f(x) < f(y).
Funkcje f: D — R nazywamy funkcja nierosnaca wtedy i tylko
wtedy, gdy z nieréwnoéci = < y wynika nieréwnos$¢ f(x) = f(y).
Funkcje $cisle rosnace i funkcje Scisle malejace nazywamy $cisle
monotonicznymi, a funkcje nierosnace i niemalejace — monoto-
nicznymi. B

Ostrzegamy tu Czytelnika, ze w wielu podrecznikach wystepu-
ja funkcje niemalejace i rosnace. W innych z kolei funkcje rosnace
i Scisle rosnace. Autor tego tekstu przyjal skrajne terminy za
obowiazujace, aby unikna¢ nieporozumien.

Funkcje x, 23 sa $cisle rosnace na zbiorze R. Funkcja |z]

jest niemalejaca na R. Funkcja \/a:_;JT jest $cisle malejaca, co

Czytelnik powinien sprawdzié¢ dokladnie. Funkcja 22 nie jest $cié-
le rosnaca, ani nawet niemalejaca, bo (=2 < —1 i jednoczesnie
4 = (—2)% < (=1)%2 = 1. Nie jest tez nierosnaca, wiec tym bardziej
nie jest $cigle malejaca, bo 1 <2 i 1 =12 < 22 = 4. Wobec tego

2

funkcja x® nie jest monotoniczna na R. Jest natomiast Scisle

rosnaca na [0, 00) i jest Scisle malejaca na (—oo, 0], wiec na kazdej
z tych polprostych jest Scisle monotoniczna.

Niech beda dane dwie funkcje f i g. Mowimy wtedy, ze zbior
{z:  f(x) < g(x)} jest rozwiazaniem nieréwnosci f(x) < g(z),
a zbior {z: f(x) = g(x) rozwiazaniem réwnania f(x) = g(x).

Liczby x, dla ktérych speiona jest réwnosé f(z) = 0 nazy-
wamy pierwiastkami funkcji f, czasem tez mowimy, ze sa one
zerami tej funkcji. Liczba —2 jest pierwiastkiem funkcji z? — 4,
ale nie jest prawda, ze V4 = —2.

Wykres funkcji liczbowej f, czyli zbiér wszystkich par postaci
(:c, f (x)) jest podzbiorem R?, wiec mozna go rysowaé na plasz-

czyznie, na ktorej obrano uklad wspotrzednych. Wtedy rozwiaza-
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nie rownania f(x) = g(z) sklada sie z pierwszych wspéhrzednych
punktéw wspdélnych wykresow funkcji f i g. Podobnie mozna
opisaé zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) < g(x).

W dalszej czesci zajmiemy sie badaniem funkcji postaci

ap + a1 + asx® + - + apx’. (wiel)

Definicja 10.4 (wielomianu)

Jesli ay # 0, to taka funkcje postaci (wiel) nazywamy wielomia-
nem k—tego stopnia. Jesli 0 = a9 = a; = ... = ag, to nazywamy
taka funkcje wielomianem zerowym, ktérego stopien definiujemy

jako —oco. N

W wielu podrecznikach stopien wielomianu zerowego nie jest
definiowany w ogéle. Pdzniej udowodnimy, ze jesli réwnosé
aop + a1x + asx? + - + apz® = by + byw + by + -+ + by
zachodzi dla nieskonczenie wielu liczb x, to ag = by, a1 = by,
as = bsy, ..., mozemy przyjac, ze 0 = apy1 = axy2 = .... Analog-
icznie 0 = by, 41 — b2 = ... To stwierdzenie oznacza, ze funkcje
mozna zapisa¢ w postaci (wiel) na co najwyzej jeden sposéb, dzieki

czemu podana definicja ma sens.

Funkcja 1 —x jest wielomianem pierwszego stopnia. Funkcja

1+ 2z + 322 + 423 jest wielomianem trzeciego stopnia.

Definicja 10.5
Przyjmujemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodza wzory

a+o00=00, a—00=—00, G+ (—0) = —00, a — (—00) =00,
Przyjmujemy tez, ze —oco <a <oo. R

Teraz zajmiemy sie wielomianami postaci ax—+0b6. Jesli a =0,
to mamy do czynienia z funkcja stala. Jej wykresem jest linia
prosta réwnolegta do osi OX , czyli pozioma (jesli osie uktadu sa

narysowane standardowo).
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Jest tez jasne, ze jezeli b # 0, to wykresy wielomianéow ax
i ar + b nie maja punktow wspdlnych. Mozna powiedzie¢, ze
wykres wielomianu ax+b otrzymujemy przesuwajac wykres wielo-

mianu axr o b jednostek réwnolegle do osi OY . Poniewaz sto-
sunek =% jest rowny a dla kazdego x # 0, wiec wykresem wielo-

mianu ax jest prosta przechodzaca przez punkt (0,0) i punkt
(1,a). Jezeli a # 0, to tangensem kata ostrego jaki ta prosta
tworzy z osia OX jest liczba |a|, bowiem dlugosci przypros-
tokatnych w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (1,0) i (1,a) sa
réwne 1 oraz |a|, przy czym ta o dlugosci |a| lezy naprzeciw
kata, ktorym sie zainteresowaliSmy.

Wynika stad, ze wykresem wielomianu ax + b jest prosta,

ktéra rownolegta do opisanej poprzednio. Przecina ona o$ pionows,

w punkcie (0,b), a pozioma — w punkcie ( — %, 0) :

Jesli a > 0, to funkcja ax + b jest Scisle rosnaca, jesli a < 0
— &cisle malejaca. W obu przypadkach jest nieograniczona i to
zarowno z dotu jak i z gory. Liczbe a nazywamy wspolczynni-

kiem kierunkowym prostej y =ax + .
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4!

5!

6!

8!

10.

11!

12.

13.
14!

15!

Zadania
Udowodni¢, ze funkcja \/1“17 jest Scisle rosnaca na R.

Zmalez¢ maksymalne przedzialy, na ktorych funkcja ﬁ jest

monotoniczna.
2
€T

r24+2x+2
lez¢ maksymalne przedzialy, na ktérych jest monotoniczna.
Czy iloczyn funkcji Scidle rosnacych jest $cisle rosnacy. Czy

Rozstrzygnaé, czy funkcja jest ograniczona. Zna-

suma funkcji Scisle rosnacych jest Scisle rosnaca?
Dowies¢, ze ztozenie funkcji Scisle monotonicznych jest tez
funkcja, $cisle monotoniczna,.

Czy funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest $cisle
monotoniczna?

Znalez¢ taki wielomian f (mozliwie niskiego stopnia), ze dla
kazdej liczby x # 0 zachodzi réwnos¢ f(x + %) =% + é .
Naszkicowaé¢ wykres funkcji |z + 3| — |z — 1].

Znalez¢ taki wielomian w pierwszego stopnia, ze w(z) ¢ Z
dla z € Z.

Zmalez¢ wielomian w pierwszego stopnia, ktérego wykres
przechodzi przez dokladnie jeden punkt o obu wspdirzednych

catkowitych.
Udowodni¢, ze jesli wykres wielomianu pierwszego stopnia
przechodzi przez dwa punkty o obu wspolrzednych catkowi-

tych, to przechodzi przez nieskonczenie wiele takich punktow.
Udowodnié¢, ze jesli dla dowolnych a1, as, 1,22 € R zachodzi

ré6wnosé f(aixo + aswe) = ayf(x1) + asf(xs), to funkcja f
jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz 1.

Rozwiazaé réwnanie z° = |x].

Udowodnié¢, korzystajac ewentualnie z twierdzenia Pitago-
rasa, ze proste y = axr i y = Ax sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy aA = —1.

Zbiér wszystkich punktéow (x,y), dla ktérych spelniona jest
réwnos¢ bxr — 12y + 13 = 0, jest prosta. Udowodnié¢, ze od-

5-2—12.3+13|

leglos¢ punktu (2,3) od tej prostej jest réwna 17
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Zajmiemy sie teraz wielomianami stopnia drugiego, zwanymi
kwadratowymi. Symbol w bedzie w tym rozdziale oznaczaé wielo-
mian kwadratowy, tj.

w(z) = ax® + br + ¢
dla kazdego = € R, przy czym a,b,c sa ustalonymi liczbami
rzeczywistymi, a # 0. Mozemy napisac
ar’? +br+c=a(2? +Lz+ <) =

_ 2 b b )2 b )2 _ b\2 _ A

=a(e? + 2500+ (35)" = (22) +2) =alv+55) — 4
gdzie A = b — 4ac.

Ta posta¢ wielomianu drugiego stopnia zwana jest kanonicz-

na, a wyrazenie A = b? —4ac — wyréznikiem tego wielomianu.

\ t !
e\ e I /
Wy I 5 /
o v
”U\\ ST /
e}
1\3\ - l @
- / i
\ | o
=
\ i / -
/ +
VL =
v\t ]/ +
v\ /7 °
W\ | /
L L L L L L /l L L L L L L L L L >
:a:2,b:—42,c:216
[y = 202 — 422 + 216 =
=2e-32-3 M
| 2a’ 4a

Mozna latwo stwierdzié¢, ze wykresy wielomianéw az? +bx +c

i ax® s przystajace. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 11.1
Wykres wielomianu az? + bz + ¢ otrzymujemy przesuwajac wy-

20 —4A jednostek wzdtuz osi pionowejio —2
a

kres wielomianu ax 5

jednostek wzdluz osi poziomej. B
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Definicja 11.2 (paraboli)

Figure przystajaca do wykresu funkcji az?

, a # 0 nazywamy

parabola. H

Whniosek 11.3
Parabola y = az? + bx + ¢ jest symetryczna wzgledem prostej

r=—=2

2a
Dowé6d. Niech z; = —% —t, Xy = —% +t. Wtedy y1 =
—a(—t)> — & = at? — £ = yo, wiec punkty (z1,51) i (22,12)
sa symetryczne wzgledem prostej x = —% i leza na paraboli

y=ax’+br+c. A
Niektére wiasnosci parabol sa opisane w zadaniach koncza-

cych ten rozdzial. Nalezy je rozwiazac.

Twierdzenie 11.4 (o wielomianie kwadratowym)
Jesli a >0 i w(r) = ax® +br +c dla v € R, to funkcja w jest
nieograniczona z gory, natomiast jest ograniczona z dotu liczba

w( — %) = —ﬁ, tzn. liczba —% jest nmajmniejsza, wartoscia,
funkcji w. Jesli a < 0, to funkcja w jest nieograniczona z dotu,
natomiast jest ograniczona z gory liczba, w( — %) = —%, tzn

liczba —% jest najwieksza wartoscia funkcji w.
Dowodd. Zatézmy, ze a > 0. Zalézmy, ze dla kazdego = € R
zachodzi nieréwno$é ax? + bx + ¢ < M. Wykazemy, ze jezeli

ro = J=(| £+ 1M+ 1) — &, to w(wg) > M. Mamy w(wo) =
(M| + |2+ 1) A > M| +|A|+1-2 > M[+1>M

wbrew temu, ze liczba M jest ograniczeniem gérnym funkcji w.
Wynika stad, ze funkcja w nie jest ograniczona z gory.

4 = (- 4),

zatem liczba —% jest najmniejsza wartoscia funkcji w.

Poniewaz a(z + 2=)? > 0, wiec w(z) >

W taki sam sposéb mozna rozpatrze¢ przypadek a < 0. B
Nastepne stwierdzenie wynika bezposrednio z tego, ze nieréw-

nos¢ 0 < x; < T2 pociaga za soba nieréwnosé z? < x3:

Twierdzenie 11.5 (o monotonicznosci funkcji kwadratowej)

Funkcja az? +bx + ¢ jest écisle monotoniczna na kazdej z péipros-
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tych (— oo,—%] , [— %,oo). Jezeli a > 0, to na polproste;j
b b

( — 00, —%] jest Scisle malejaca, a na pdlprostej [ — 5 oo) —

Scisle rosnaca. Jesli a < 0 — odwrotnie. B
Teraz zajmiemy sie réwnaniem axz? + bx + ¢ = 0. Mozna je

przepisa¢ w formie a(x + %)2 = ﬁ . Wynika stad od razu

Twierdzenie 11.6 (o pierwiastkach wielomianu kwadratowego)

Jedli A < 0, to réwnanie ax? + br + ¢ = 0 nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych. Jesli A =0, to jedynym pierwiastekiem réwnania

ax® + bx +c = 0 jest liczba —%. Jesli A > 0, to réwnanie

ax? + br + ¢ = 0 ma dokladnie dwa pierwiastki:

_ —b—VA . _ —btVA
Tl = —54 1 xz—é"—a.l

—b—VA

a

W dalszym ciagu, gdy A > 0, bedziemy pisa¢ x1 =

1 29 = % pamietajac, ze jesli A =0, to z; = x3.

Wyjaénimy teraz, kiedy mozna wielomian az? +bx + ¢ przed-
stawi¢ w postaci iloczynu dwéch wielomiandéw stopnia pierwszego.
Poniewaz pierwiastek kazdego czynnika jest tez pierwiastkiem ilo-

czynu wielomianéw, wiec jedli A < 0, to wielomianu az? + bz + ¢

nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw pierwszego
stopnia. Zalézmy, ze A > 0. Mozemy napisa¢ rownosci:

1+ 20 = —% oraz T1T2 = .
Te wzory nazywane sa wzorami Viete’a. Mamy wiec

a(z — x1)(x — x2) = ax? — a(r1 + T2)x + ar1z2 = ax® + br + c.
Udowodnilismy zatem

Twierdzenie 11.7 (o postaci iloczynowej i wzorach Vigte’a)
Jedli wyréznik wielomianu az? + bx + ¢ jest liczba, nieujemna, to
dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi wzor:
ar?® + bx +c = alx — x1)(x — x2),

gdzie 1,7, sa pierwiastkami wielomianu az? + bx + c.
Liczby z1,z2 sa pierwiastkami wielomianu az? 4 bx + ¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy =1 4+ 2 = —% i rir0 = <. W

7, twierdzenia tego wynika tatwo, ze w przedziale, ktérego

koricami sg liczby 1 i 2 wartoéci funkcji ax? 4 bx +c maja znak
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przeciwny do znaku liczby a, zas poza przedzialem domknietym

o koncach =1, xo — taki sam jak liczba a.

Na tym konczymy przeglad podstawowych wlasnosci wielo-

mianow kwadratowych.

10.
11!

12!

13.

Zadania
Naszkicowaé wykres funkcji o2 —7x+12. Rozwigzaé nieréw-
nosci 22 —7x+12< 01 2* — 7w+ 12 > 0.

Zmalez¢ liczby b i ¢ wiedzac, ze kazda z nich jest pierwiast-
kiem réwnania z? +bx +c = 0.

Dla jakich liczb rzeczywistych m suma pierwiastkow réwna-
nia 22 —max+m(m+3) = 0 jest mniejsza o 3 od ich iloczynu?

Dla jakich liczb catkowitych k oba pierwiastki rownania
kx? — (1 — 2k)x + k — 2 = 0 sa wymierne?

Dla jakich liczb rzeczywistych m jeden z pierwiastkow réw-
nania 222 — (2m + D)z +m? — 9m + 39 = 0 jest dwa razy
wiekszy od drugiego?

Dla jakiego m € R suma kwadratow pierwiatkéw réwnania
22 + (m — 2)x — (m — 3) = 0 ma najmniejsza warto$é?
Dowies¢, ze jedli réwnania 22 +maz+n =01 2> +pr+q=0
maja wspélny pierwiastek, to (n—q)?—(m—p)(np—mq) = 0.

Dowiesé, ze réwnanie (z —a)(x —c¢) + 2(x — b)(x —d) =0,
w ktérym a < b < ¢ < d, ma dwa pierwiastki rzeczywiste.

Dowies¢, ze jesli aq,as,...,a,,b1,b2,...,b, € R, to
(af+a3+---4a2)b3+b5+ - +12) =

> (a1b1 + a2b2 + -+ anbn)z .

Rozwigzaé réwnanie z2 + 5z +4 — 5vx? + 5z +28 = 0.

Udowodnié¢, ze jedli réwnoéé ax? + bx + ¢ = Az? + Bz + C
zachodzi dla wszystkich xt € R, to a=A, b=B ic=C.

Dowies¢, ze prosta moze mie¢ z parabola 0, 1 lub 2 punkty
wspolne i nie moze mie¢ ich wiecej.

Napisa¢ wzor funkcji, ktérej wykres jest symetryczny do
wykresu funkcji y = 22 — 4 wzgledem:

a)osi x, b)osi y, c)punktu (0,0), d) prostej y=—2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

a) y=|z? —4x + 3|, b) y=2a%+|— 5z + 6/,
c) y = lz]+ |1 -2, d) y = 2%+ [z - 1,
e) y=2?—a|+1-z, f)y=I|2*+]zl,

g) y=|z*—4|—4, h) y=—|2? -2,

i) y=lz*+1|+ 2]

Siatka druciana o dlugosci 60 m nalezy ogrodzi¢ prostokatny
plac przylegajacy jednym bokiem do muru. Jakie wymiary
winien mie¢ plac, aby jego pole byto najwieksze?

Prostokat ma boki dtugosci @ cm i b cm. Bok a powiek-
szamy o x cm, za$ bok b zmniejszamy o x cm. Dla jakie]
wartosci x pole nowego prostokata bedzie najwieksze?
Przekréj osiowy walca ma obwdd 20 cm. Jak dobra¢ wymiary
walca, aby pole jego powierzchni bocznej bylo najwieksze?
Przekréj osiowy stozka ma obwdd 30 cm. Czy mozna do-
bra¢ tak wymiary stozka, aby pole jego powierzchni bylo naj-
wieksze?

Okno ma ksztalt prostokata zakonczonego na gorze tréjka-

tem réownobocznym. Obwdd okna wynosi p. Jaka powinna
by¢ podstawa prostokata, aby powierzchnia okna byla naj-

wieksza?
Okno ma ksztalt prostokata zakonczonego na goérze potkolem.
Jaka powinna by¢ podstawa prostokata, aby przy obwodzie

okna wynoszacym 2 m powierzchnia okna byta najwieksza?

Rozlozy¢ (w pamieci) na czynniki liniowe podane tréjmiany:
a) y=x?— 2z — 24, b) y=x?—2x— 15,

c) y=a?— 13z — 48, d) y = 1222 — 20z + 3,

e) y=1x?—mz—2m?, f) y=2%4+ (4m —n)x — 4mn,,

g) y=12?—(2m — 3n)z — 6mn.
Zmalez¢ réwnanie kwadratowe o calkowitych wspdétczynni-

kach, ktérego pierwiastkiem jest liczba 4 — /3.
2 _ /85

Nie rozwiazujac rownania z* — >

i réznice szesciandow jego pierwiastkow.

T+ % = (0 znalez¢ sume

Nie rozwiazujac réwnania 322 +17x—14 = 0 znalezé¢ wartoséé
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3%‘?4—51‘1.%2 +3x§
4:5113%—1—43@%132

utamka , gdzie x1,xo oznaczaja pierwiastki

danego réwnania.
25. Dla jakich wartosci parametru m € R jeden z pierwiastkow

réwnania 4x? — 152 4+ 4m? = 0 jest kwadratem drugiego?
26. Dla jakich wartosci parametru k € R rzeczywiste pierwiastki

réwnania x* — (3k+2)x? 4+ k% = 0 tworza ciag arytmetyczny?
Liczby rzeczywiste aq,as,...,a, tworza ciag arytmetyczny,
jezeli as —a1 =az3—as =...=ap — Gp_1.

27. Dowie$é¢, ze Srodki wszystkich tych odcinkéw rownoleglych
do prostej y = 2z — 5, ktérych oba konce leza na paraboli

o réwnaniu y = 222 — 13z + 7, znajduja sie na jednej proste;.
Czy kazdy punkt tej prostej jest Srodkiem jednego z opisanych
odcinkéw?

28. Wykazaé, ze jesli suma odleglosci punktu (z,y) od punktow

(0,v/5) i (0, —+/5) jest réwna 6, to %2 + % = 1. Czy z tego,

ze % + % = 1 wynika, ze suma odleglosci punktu (z,y) od

punktéw F = (0,v/5) i Fy = (0,—/5) jest réwna 67
Definicja 11.8 (elipsy) Elipsa o ogniskach F; # F5 nazywamy

zbiér ztozony ze wszystkich punktéw P plaszczyzny, ktérych suma
odleglosci od punktéw Fi i Fy jest rowna d, gdzie d jest ustalona

liczba, wieksza od odleglosci ognisk Fy i F». A
29. Wykazaé, ze jesli “7’;1—2 + %2 = 1, to stosunek odlegtosci punktu
(z,y) od punktu F; = (0,v/5) do odleglosci punktu (z,y)

od prostej y = % jest rowny \/Tg
30. Wykazac¢, ze jesli —% + % = 1, to stosunek odleglosci
punktu (z,y) od punktu F; = (0,1/13) do odleglosci punktu

(z,y) od prostej y = \/%_3 jest réwny @ :

31. Wykazac, ze —% + % = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé
bezwzgledna réznicy odlegloéci punktu (x,y) od punktéw

Fy =(0,v13) i Fy = (0,—+/13) jest rowna 2/13.

Definicja 11.9 (hiperboli) Hiperbola o ogniskach F; # Fj

nazywamy zbior ztozony ze wszystkich punktéw P plaszczyzny,
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dla ktérych modut réznicy odleglosci od punktéw Fy i Fs jest
rowny d, gdzie d jest ustalona liczba mniejsza od odleglosci og-
nisk F1 1 Fy. 1

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

Dowies¢, ze srodki wszystkich tych odcinkéw réwnoleglych
do prostej y = 2z — 5, ktérych oba konce leza na elipsie

o rownaniu % + % = 1, znajduja sie na jednej prostej. Czy
kazdy punkt tej prostej jest srodkiem jednego z opisanych
odcinkéw?

Zmalez¢ wszystkie proste réwnolegle do prostej y = 2z — 5,
ktére maja dokladnie jeden punkt wspdlny z elipsa o rownaniu

2 2
T+ 5 =1

Niech F; = (0,v5), F» = (0,—v5) i A= (£,22). Znalez¢
prosta, ¢ przechodzaca przez punkt A, ktérej jedynym punk-
tem wspélnym z elipsa o réwnaniu ”54—2 + % =1 jest punkt A.

Wykazacé, ze kat miedzy odcinkiem Fj A iprosta ¢ rowny jest
katowi miedzy odcinkiem F5A i prosta /.

Wykazaé, ze parabole y = 22 i y = 922 sa podobne.

Dwa zbiory C' i D na plaszczyznie nazywamy podobnymi,
jedli istnieje takie przeksztalcenie P:R? — R? iliczba k > 0,
ze stosunek odleglosci punktow P(xy) i P(x2) do odleglosci
punktéw x; € R? i xo € R? jest réwny k dla dowolnych
réznych punktéw x;, xo oraz P(C)=D.

Ile punktéw wspdlnych z okregiem moze mie¢ wykres funkcji
kwadratowej?

Ile punktow wspolnych moga mie¢ dwie parabole?

Ile punktow wspdélnych moga mie¢: elipsa o rownaniu

% + % =1 i okrag o réwnaniu (z —a)? + (y — b)2 =127

Réwnanie kwadratowe az? +bx+c = 0 ma 2 pierwiastki z;,
9 . Zmalezé¢ rownanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami sa

(a) liczby 2% i z3, (b) liczby —z1 i —z2,

(c) liczby -t i -, (d) liczby 2z i 2z .
Dla jakich liczb A réwnanie (A—1)2? —2(A+1)z+X—2=0
ma dokiadnie jeden pierwiastek.

Znalez¢ odleglosé punktu (1,2) od prostej, ktérej o réwna-
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

niem jest: * —3y+2=0.
Wykazaé, ze jesli réwnanie kwadratowe az? 4+ bz +c = 0
ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1,xs, to zachodzi rownos¢

2
(21 —22)? = 53 = 55

Jaki warunek musza spemiaé¢ liczby a # 0,b,c, aby row-
nanie kwadratowe ax? 4 bz + ¢ = 0 mialo dwa pierwiastki
rzeczywiste réznych znakow?

Jaki warunek musza spetniaé liczby a # 0, b, ¢, aby réwnanie
ax? + bx + ¢ = 0 mialo dwa pierwiastki rzeczywiste, miedzy
ktorymi znajduje sie liczba 17
Jaki warunek musza spetniaé liczby a # 0, b, ¢, aby réwnanie
ax® + bx + ¢ = 0 mialo dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych
suma jest réwna ich iloczynowi?

Ile pierwiastkéw ma réwnanie z* + 2(m — 4)2%2 + 4 = 0
w zaleznosci od parametru m?

Ustali¢ w zalezno$ci od parametru m liczbe pierwiastkéw
réwnania z* + (2m — 4)z? —m? +4m -2 =0.

Wykazaé, ze jedli 23 +2pxr+q =0, to zq < p?.

Wykazaé, ze jesli « > 0, y >0 i x+y = 1, to zachodzi

< /2. 1 1
nierownosc: (1 + x) (1 + y) > 9.

Wyrazenie x — 1+ \/:1: + 24 — 10v/x — 1 jest stale na pew-
nym przedziale. Znalez¢ ten przedzial.

Dodatnie liczby wymierne a i b spelniaja nastepujaca row-
nos$é¢ a’ + 4a?b = 4a® +b*. Udowodnié, ze liczba /a —1 jest
kwadratem liczby wymiernej.

Niech m,n beda liczbami naturalnymi. Wykaza¢, ze liczba
. . . . . +2
V2 lezy miedzy liczbami Pl el
Rozwiazaé uklad réwnan < ©o v+ =1,
- +y=10.
Zmalez¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste z, dla ktérych

zachodzi nieréwnos¢
1 1 2
x+v2—x2 + x—/2—1x2 > 3
Niech a > 0 bedzie liczba rzeczywista. Udowodnié¢, ze zbior

punktéw lezacych nad parabola y = ax? jest wypukly, tzn.
jesli g1 Zazt i ya > ax3 1 0<t <1, to
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55.

56.

57.

tyr + (1 — t)ya > a(ter + (1 —t)zs)° .

Udowodnié, ze parabola y = ax? + bx + ¢ jest zbiorem
ztozonym z punktéw réwnoodleglych od pewnego ustalonego
punktu i pewnej ustalonej proste;.
Jest to geometryczna definicja paraboli, ustalony punkt nazy-
wany jest ogniskiem, a prosta — kierownica.

Udowodni¢, ze przez kazdy punkt paraboli przechodza dwie
proste majace z parabola jeden punkt wspdélny.

Ta ktora nie jest rownolegia do osi symetrii paraboli nazywana
jest styczna.

Jesli F jest ogniskiem paraboli y = ax?, d — jej kierowni-
ca, P punktem paraboli, to prosta ¢ — styczna do paraboli
w punkcie P jest dwusieczna kata miedzy prosta PF' i pros-
ta pionowa przechodzaca przez punkt P.

Oznacza to, ze jesli umiescimy ,,punktowe” zrodio sSwiatla w
ognisku F' zwierciadia parabolicznego, tj. otrzymanego w
wyniku obrotu paraboli wokol jej osi symetrii, to po odbi-
ciu od zwierciadla otrzymamy wigzke promieni rownoleglych.

Ta wiasnos¢ paraboli decyduje o tym, ze np. anteny radiote-
leskopow maja ksztalt paraboliczny.
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Przypominamy, ze wielomianem k—tego stopnia nazywamy
funkcje f postaci f(z) = ap + a1x + asx?® + -+ + apa®, gdzie
wspétezynnik ay jest liczba rézna od 0. Piszemy st (f) = k lub
deg(f) = k. Przyjmujemy, ze stopien wielomianu zerowego jest
rowny —oo.

W tym rozdziale zajmiemy sie przedstawianiem wielomianu

w postaci iloczynu wielomianéw stopnia nizszego. Zdefiniujemy
dzielenie z reszta, pokazemy, ze w zbiorze wszystkich wielomia-

now mozna szuka¢ najwiekszego wspolnego dzielnika za pomoca
algorytmu Euklidesa. Stad wywnioskujemy twierdzenie o jednoz-
nacznosci rozktadu na czynniki nierozktadalne (odpowiednik liczb
pierwszych). Ustalimy tez zwiazek miedzy znajdowaniem pier-
wiastkéw wielomianu i rozktadaniem go na czynniki stopnia niz-
SZ€ego.

Niestety w przypadku wielomianéw stopnia wyzszego znaj-
dowanie pierwiastkow jest na ogét trudne. Dlatego podamy przepis

na znajdowanie wymiernych pierwiastkéw wielomianéw o catkowi-
tych wspoéiczynnikach.

Udowodnimy najpierw, ze ,,dla dostatecznie duzych” |z| licz-

by arz® i ap+ a1z + -+ apz maja ten sam znak.
Lemat 12.1
Jesli k jest liczba naturalna, ag,ai,...,ar € R i ar # 0, to

istnieje taka liczba rzeczywista M > 0, ze jesli |z| > M, to
lap + a1z + aox? + -+ ak—1$k_1| < |ak$k\ .

Dowéd. Niech M = 2 4 laoltla|tFlars] Zachodza oczywis-

lag|

cie nieréwnosci M >2>11 M > |a0|+|a1||;'|'+|a’“‘l| . Zalézmy, ze
lz| > M. Wtedy 1 < |z, |2 < |z|*t, ..., |z|F72 < |z|F!
oraz |x| > |a°|+|a1||;:'|'+|a'“*1| , zatem

lap + a1z + -+ + ap—125 7 < ao| + arx| + -+ + |ag—12* 7Y <
<(|a0| + \al\ + -4 |ak_1|\33|k_1 < |ak:1:k\ |
Czytelnik zechce zastanowié¢ sie, w jaki sposéb w dowodzie

skorzystaliSmy z nierownosci k£ > 1.
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Twierdzenie 12.2
Jesli dla pewnych liczb rzeczywistych ag, a1, ... , ap réwnosé

ap+a1z+- - -+apz® = 0 zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x,
to0=ay=a1=...=ay.
Dowédd. Jedli k> 1 1 ax # 0, to z lematu 12.1 wynika, ze dla
pewnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé
lag + a1z + - - + ap_12F 7| < |agx”].

wynika stad, ze

ag +arx+- - +apa®| > |aga| =g+ a1z +- - +ap_12" 7 >0,
wbrew zalozeniu. Oznacza to, ze musza by¢ spelione réwnosci

O=ar=ap_1=...=a;, wiec rowniez ap =0. N

Twierdzenie 12.3 (o jednoznacznosci wspélczynnikéw)
Niech ag,aq,...,ax,bo,b1,...,b, beda takimi liczbami rzeczywis-
tymi, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé:
ap+ai1x+-Fagp_12¥ 1 tapz® = bg+brx+- - +by_12" L 4b,x"
Wtedy k=niag=0by, a1 =01, ..., a1 =br_1, ar = by.
Dowdéd. Przenosimy wszystkie sktadniki na jedna strone i ko-

rzystamy z poprzedniego twierdzenia. W

Uwaga 12.4
Prawdziwe jest twierdzenie mocniejsze — wystarczy zalozyc¢, ze
wartosci wielomianéw pokrywaja sie w skonczonej liczbie punk-

tow, wiekszej zarowno od £+ 1 iod n+ 1, zob. zad 12.1. &

Uwaga 12.5
Dzieki twierdzeniu o jednoznaczno$ci wspélczynnikow wiemy, ze

stopien wielomianu jest zdefiniowany poprawnie. B
Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze nastepujace wzory:

st(f +9) < max(st(f),st(g)),  st(f-g) <st(f)+st(g)
sa prawdziwe dla dowolnych wielomianéw f i g.

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze dzieki umowie o stopniu wielo-

mianu zerowego nie trzeba nic zaklada¢ o f, o0 g, 0 f+ g lub
o fg. W szczegdlnosci z drugiego z tych wzoréw wynika, ze
jesli iloczyn dwoch wielomianéw jest wielomianem zerowym, czyli
stopien iloczynu jest réwny —oo, to stopien co najmniej jednego
z wielomianow f,g tez musi rowny —oo, co oznacza, ze CO naj-
mniej jeden z nich jest wielomianem zerowym.
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Twierdzenie 12.6 (o dzieleniu z reszta)
Niech f i g beda dowolnymi wielomianami, przy czym st(g) > 0,
to istnieje wtedy doktadnie jedna para takich wielomianéw ¢, r,
ze f=qg+r ijednoczesnie st(r) < st(g).

Wielomian ¢ nazywamy ilorazem z dzielenia wielomianu f
przez wielomian ¢, a wielomian r — reszta.
Dowdd.  Jedli st(f) < st(g), to przyjmujemy ¢ = 0 i r= f.
Dalej zakladamy, ze k = st(f) > st(g) = n. Twierdzenie udowod-
nimy przez indukcje. Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla wszyst-
kich wielomianow f stopnia mniejszego niz k. W dalszym ciagu
f(x) =ao+ a1z + -+ apz®, g(x) = bo +brz + - + bya™, przy
czym ap # 0 F# b, .

. /7 . . a k_
Stopieni wielomianu f(z) — gEz" ™"

g(x) jest mniejszy niz k,
zatem na mocy zalozenia indukcyjnego istnieja takie wielomiany
¢ 17, ze f(z) - ab"g(x) = qi(x)g(z) + r(z), przy czym
st(r) < st(g). Niech ¢(z) = q1(x) + g—:xk_”. Wtedy f=qg+r
i st(r) <st(g). Wykazalidmy istnienie wielomianéw ¢ i r.
Zalézmy, ze f = qg+1r = qug +7r1 i st(r) < st(g) oraz
st(r1) < st(g). Wtedy zachodzi réwnoé¢ (¢ — q1)r = r1 — 1, za-
tem st(q — q1) + st(g) = st(r1 —r) < st(g). Wynika stad, ze
st(¢ —q1) < 0, a to oznacza, ze st(q—q1) = —00, wiec q—q; jest
wielomianem zerowym. Stad wynika, ze réwniez r1 —r jest wielo-
mianem zerowym, czyli r1 = r. UdowodniliSmy jednoznacznos¢
wielomianéw ¢ i r. W
Uwaga 12.7
Czytelnik zauwazy, ze podany dowdd rézni sie od dowodu analo-

gicznego twierdzenia dla liczb catkowitych tym jedynie, ze poréw-
nywanie liczb zastapiliSmy porownywaniem stopni wielomianéw. B

Uwaga 12.8

Jesli st(g) = 0, tzn. gdy wielomian jest niezerowa funkcja stala,
to dla kazdego wielomianu f istnieje taki wielomian ¢, ze f = qg.
Mozna to zdanie wywniskowac¢ z twierdzenia o dzieleniu z reszta;:

istnieja takie wielomiany ¢, r, ze f=qg+1r i st(r)<st(g)=0,

wiec st(r)=—o0, zatem wielomian r jest zerowy. W
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Pokazemy teraz jak mozna znajdowac¢ wielomiany ¢q i .

Przyklad 12.1 Niech f(z) = 3z*—8x%+ 722+ 2 oraz g(z) =
=z +x+1. Mamy f(z) — 32%g(z) = —112° + 422 + 2. Teraz
—1123 +42% + 2 — (—112)(2* + x + 1) = 1522 + 11x + 2 i wreszcie
1522 + 11z + 2 — 15(2%2 +  + 1) = —4x — 13. Wynika stad, ze
3zt — 823 + 722 +2 = (322 — 1o +15)(2® + v + 1) — 4o — 13.
Wida¢, ze powtoérzyliSmy dowdd twierdzenia o dzieleniu z reszta,

w tej sytuacji. Zwykle zapisujemy to tak jak dzielenie liczb:

322 — 11z + 15

(32" =823 4+ Ta2+ 0z +2): (22 +z+1)
3zt + 3x% + 322

— 1123 + 4224+ Oz
— 1123 — 1122 — 11z

1522 + 11z + 2
1522 4+ 15x + 15

— 4x —13
Przekonamy sie niebawem, ze szczegdlnie waznym przypad-

kiem jest dzielenie wielomianéw przez wielomiany postaci xz — c.
Horner zaproponowat takie postepowanie (algorytm Hornera).
Niech f(x) = apz® +ap_ 12" '+ -+ a1z +ag. Zalézmy, ze
f(x) = (x—c)q(x)+r, gdzie r jest liczba, jako wielomian stopnia
mniejszego niz 1. Zalézmy, ze
q(x) = bp_12" L+ b0 2 4+ by + by
Mamy wtedy (x — ¢)g(x) +r =
= bp_12% + (bp—g — cbp_1)T* "t 4+ (bg — cby)x + 1 — cby.
Poniewaz réwne wielomiany maja réwne wspoélczynniki, wiec
ar =bg_1, ap—1 =bp_o—cbp_1,..., a1 =byg—cby, ag =r—=cbg.
Szukamy liczb bg_1, bx_o2, ... , by, r. Otrzymujemy wzory:
bk—1 = ak, bg—2 = cbp—1 + ag—1, bp—3 = b2 +ar—2, ... ,
bo =cby + a1, r=cby + ag.

Przyklad 12.2  Podzielimy wielomian —723 + 222 — 13z + 6
przez wielomian x + 2. Wypisujemy wspolczynniki wielomianu,
ktory dzielimy:
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7 2 ~13 6
7 (—2)(=T)+2= (—2)16+(—13)= (—2)(—45)+6=
=16 =—45 =96

W drugim wierszu wypisaliémy wspoélczynniki ilorazu oraz
reszte pokazujac dziatania prowadzace do ich obliczenia. W wyni-

ku otrzymaliSmy réwnosé:
—T23 + 222 — 1324+ 6 = (2 +2)(—T2% + 162 — 45) + 96 . ®

Definicja 12.9 (wielomianu unormowanego)
Wielomian, ktérego wspoéiczynnik kierujacy jest réwny 1 nazy-
wamy unormowanym. Wl
Czytelnik stwierdzi bez trudu, ze jesli wielomian unormowa-
ny w dzieli wielomian unormowany v i st(w) = st(v), to w =wv.
Jestedmy gotowi do zdefiniowania najwiekszego wspoélnego dziel-

nika dwoch wielomianéw.

Definicja 12.10 (najwiekszego wspdlnego dzielnika)
Najwiekszym wspolnym dzielnikiem wielomianéw f i g nazy-
wamy unormowany wielomian d, ktéry dzieli jednocze$nie wie-
lomiany f i g i ktérego stopien jest najwiekszy sposrdéd stopni
wszystkich wspdlnych dzielnikow tych wielomianéw.
Jesli stopien najwiekszego wspdlnego dzielnika wielomianow f, g
jest rowny 0, to mowimy, ze sa one wzglednie pierwsze. B
Podobnie jak w przypadku liczb catkowitych, mozna znaj-
dowacé najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw f, g za pomoca,

algorytmu Euklidesa. Mamy bowiem:

f = qg + ro i st(rg) < st(g)
g = Qo + 1 1 St(?“l) < St(?“o)
ro = qor1 + 7o i st(ry) < st(ry)
Tn—2 = qn’n—1 + Tn i st(ry) < st(rn_1)

Tn—1 =4n+1Tn

Proces dzielenia z reszta musi sie zakonczy¢, bo stopien nieze-
rowego wielomianu jest nieujemnag liczbg, catkowita. Wielomian r,,
jest ta niezerowa reszta, ktéra ma najmniejszy stopien. Nastepna
reszta musi wiec by¢ wielomianem zerowym.

Bardzo proste rozumowanie indukcyjne przekonuje nas o tym,
ze 1y, jest wspélnym dzielnikiem f i g oraz ze kazdy wspdlny
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dzielnik tych wielomianow jest dzielnikiem 7, . Wynika stad, ze
wielomian r, ma najwiekszy stopien wsrod wszystkich wspolnych
dzielnikow f i g. Dzielac r, przez jego wspolczynnik kieruja-
cy otrzymujemy wielomian unormowany d. Jest on najwiekszym
wspolnym dzielnikiem wielomianéw f i g, bo jest wspélnym dziel-
nikiem maksymalnego stopnia i jest unormowany. W

Uwaga 12.11
Najwiekszy wspélny dzielnik wielomianéw f i g jest wyznaczony
jednoznacznie. Zalézmy bowiem, ze wielomian d; jest najwiek-
szym wspélnym dzielnikiem f i ¢g. Wynika stad, ze d; jest
dzielnikiem r, , wiec rowniez dzielnikiem d. Poniewaz d i d;
sg unormowanymi wielomianami tego samego stopnia i dy jest
dzielnikiem d, to d=d;. &

Wracajac do przedostatniego przyktadu otrzymujemy:
3zt — 823 + 722 +2= (322 — 11z +15) - (2?2 + 2+ 1) —4x — 13
?tr+l=(-1z+3%) (—4z-13)+ 132

_(_ 64, 208) 133
_45”_13—( 13374 133) 16 °

Wobec tego w tym przypadku n=1, r; = % ,d=1.

Podobnie jak w przypadku liczb catkowitych wykazemy, ze
najwiekszy wspolny dzielnik dwoéch wielomianéw f i ¢g mozna
zapisaC w postaci sf + tg, gdzie s,t sa pewnymi wielomianami
o wspolczynnikach rzeczywistych. Z poprzednich rozwazan wyni-
ka, ze mozna w tej postaci zapisaé r, , tzn. istnieja takie wielomia-
ny sy i t1, ze r, = s1f + t1g. Dzielac wielomiany sy i t; przez
wspotczynnik kierujacy a wielomianu 7, otrzymujemy réwnosé
d=21r,=sf+tg, gdzie s= 251 i t=21t;.

a

Otrzymane rezultaty mozna zebra¢ w jedno

Twierdzenie 12.12 (o najwiekszym wspdlnym dzielniku)
Najwiekszym wspolny dzielnik wielomianéw f i g jest podzielny
przez kazdy ich wspdlny dzielnik. Jest to jedyny wielomian unor-
mowany o tej wlasnosci.

Istnieja takie wielomiany s i ¢, ze nwd(f,g) =sf +tg. B
Odpowiednikiem liczb pierwszych sa wielomiany nierozkladal-
ne, a liczb ztozonych — wielomiany rozkladalne.
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Definicja 12.13 (wielomianu nierozkladalnego)
Wielomianem nierozkladalnym nazywamy taki wielomian, ktory
ma dokladnie dwa (rézne) dzielniki unormowane. Wielomian, kt6-
ry ma co najmniej trzy (rézne) dzielniki unormowane nazywamy
rozkladalnym. B

Wiszystkie wielomiany pierwszego stopnia sa nierozkiadalne.

Wielomiany stopnia drugiego sa nierozkladalne wtedy i tylko wte-
dy, gdy ich wyréznik jest ujemny. Mozna udowodnié¢ (w rozdziale
po$wieconym liczbom zespolonym), ze innych wielomianéw nie-
rozkladalnych (w zbiorze wielomianéw o wspétczynnikach rzeczy-
wistych) nie ma. Z tego twierdzenia nie bedziemy korzystaé, do-
poki go nie udowodnimy.

Lemat 12.14

Wielomian jest rozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest iloczy-
nem wielomianéw stopnia nizszego.

Dowédd. Jedli wielomian f jest rozkladalny, to ma co najmniej
trzy rozne dzielniki unormowane. Jedynym unormowanym dziel-

nikiem stopnia 0 jest jest 1, jedynym dzielnikiem stopnia st(f)
jest iloraz wielomianu f przez jego wspoétczynnik kierujacy. Ist-
nieje wiec taki unormowany wielomian ¢, ktory jest dzielnikiem
wielomianu f, ze 0 < st(g) < st(f). Wobec tego f = gh
dla pewnego wielomianu h. Poniewaz st(f) = st(g) + st(h),
wiec st(h) < st(f), zatem f jest iloczynem wielomianéw stopnia
nizszego. Jesli f jest iloczynem wielomianéw stopnia nizszego,
to ma co najmniej jeden taki dzielnik ¢, ze 0 < st(g) < st(f).
lloraz wielomianu g przez jego wspodlczynnik kierujacy jest unor-

mowanym dzielnikiem wielomianu f i jest to trzeci unormowany
dzielnik. W

Twierdzenie 12.15 (o istnieniu rozkladu)
Kazdy wielomian stopnia wiekszego od 0 moze by¢ przedstawiony

w postaci iloczynu wielomianéw nierozktadalnych.
Dowdd. Dla wielomianéw stopnia pierwszego twierdzenie jest
prawdziwe, bo one nie sa rozkladalne. Zalézmy, ze twierdzenie

jest prawdziwe dla wielomianéw stopnia stopnia < n. Niech f
bedzie wielomianem stopnia n + 1. Jesli f jest nierozkiadalny,

to jest iloczynem wielomianéw nierozktadalnych (zlozonym z jed-
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nego czynnika). Jesli wielomian f jest rozkltadalny, to istnieja
wielomiany takie g i h dodatniego stopnia, ze f = gh. Z réw-
nosci st(f) = st(g) + st(h) wynika, ze st(g) < n i st(h) < n,
wiec na mocy zalozenia indukcyjnego kazdy z wielomianéw g, h
jest iloczynem wielomianéw nierozkiadalnych, a stad wynika, ze

rowniez f jest iloczynem wielomianéw nierozkladalnych. H

Twierdzenie 12.16
Jesli wielomian nierozktadalny p dzieli iloczyn fg, to p jest dziel-
nikiem jednego lub obu wielomianéw f,g.

Dowdéd. Zalézmy, ze p nie dzieli f. Wtedy nwd(f,p) = 1.
Wobec tego istnieja takie wielomiany s i t, ze 1 = sf +1tp, zatem
g =sfg+ tpg. Prawa strona tej rownosci jest podzielna przez p
jako suma skladnikéw podzielnych przez p, wiec strona lewa, czyli

wielomian ¢, tez jest podzielna przez p. B

Uwaga 12.17
W dowodzie korzystaliSmy jedynie z tego, ze wielomiany p i f sa
wzglednie pierwsze. B

Twierdzenie 12.18 (o jednoznaczno$ci rozkladu)

Kazdy wielomian jest iloczynem skonczenie wielu unormowanych
wielomianéw nierozktadalnych i liczby rzeczywistej réznej od 0.
Przedstawienie w postaci takiego iloczynu jest jednoznaczne z dok-
ladnoscia do kolejnosci czynnikéw.

Dowdd. Istnienie rozkladu jest trescia poprzedniego twierdze-
nia. Udowodnimy jednoznaczno$¢. Zatézmy, ze
a-fi-foroii fk=b-g1-92° .. gm,
gdzie f1, fo, ..., ft 1 g1, 92 ,...,9m sa nierozkladalnymi
wielomianami unormowanymi oraz a,b € R\ {0}. Poniewaz
iloczyn wielomianéw unormowanych jest wielomianem unormo-
wanym, wiec wspolczynnikami kierujacymi lewej i prawej strony
réwnosci sa liczby a i b, a poniewaz wielomian wyznacza swe
wspotczynniki jednoznacznie, wiec a = b. Stad wynika, ze
fir-faroo o fe=9192" - gm -

Poniewaz iloczyn g1 -¢gs ... g, dzieli sie przez nierozkiadalny
wielomian f;, wiec jeden z jego czynnikoéw dzieli sie przez f;. Bez
straty ogdlnosci rozwazan przyjmujemy, ze f1 dzieli wielomian g; .
Poniewaz oba te wielomiany sa nierozktadalne i unormowane, wiec
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fi=g1,zatem fo-...- fr=g2- ...  gm. Prosta indukcja konczy
dowd6d. W
Czesto znajomo$¢ czynnikéw wielomianu utatwia poznawanie

jego wilasnosci. Np. znajdowanie pierwiastkéw sprowadza sie do
znajdowania pierwiastkow czynnikow, czyli wielomianéw nizszego
stopnia. Niestety nie ma ogdlnych metod rozktadania wielomianow
na czynniki nizszego stopnia. Okazuje sie tez, ze rozkltadanie na

czynniki i znajdowanie pierwiastkow wielomianu to w zasadzie ten
sam problem. Wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia trzeciego
i czwartego sa skomplikowane i dlatego malo przydatne, zas dla

réwnan wyzszego stopnia w ogéle nie istnieja, co udowodniono na
przetomie XVIII w XIX w.

Twierdzenie 12.19 (Bézout)
Reszta z dzielenia wielomianu f przez wielomian x —c jest f(c).

Dowdd. Reszta z dzielenia wielomianu f przez wielomian x — ¢
jest wielomianem stopnia mniejszego od 1, czyli stala. Mozemy

napisaé f(x) = q(x)(x — ¢) + r, gdzie ¢ oznacza iloraz z dzielenia
wielomianu f przez wielomian = —c, a r — reszte. Dla = = ¢
mamy f(c) = q(c)(c—c)+r =r, co konczy dowdd twierdzenia. B
Whniosek 12.20

Liczba c¢ jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest podzielny przez dwumian x —c. B

Uwaga 12.21
Zazwyczaj tatwiej i szybciej mozna sprawdzi¢ podzielnos¢ wielo-
mianu przez r — c¢ stosujac np. algorytm Hornera niz obliczac

f(c) korzystajac z definicji funkcji f. B

Definicja 12.22 (krotnosci pierwiastka)
Liczba c¢ jest k—krotnym pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy (x — ¢)* jest dzielnikiem wielomianu f. M

Twierdzenie 12.23 (o sumie krotnosci pierwiastkéw)
Suma krotnosci wszystkich pierwiastkéw wielomianu nie jest wiek-

sza od jego stopnia.

Dowdd. Niech ¢y, ¢, ..., ¢, beda réznymi liczbami rzeczywisty-
mi, a my, msa, ... , mgp — liczbami naturalnymi. Wielomiany
(x —c1))™, (x —c2)™, ..., (xr —cyp)™ sa parami wzglednie
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pierwsze. Jedli wielomian f jest podzielny przez kazdy z nich, to
jest on podzielny przez ich iloczyn. Stad natychmiast wynika, ze
my+mo+ - +my, <st(f). B

Jesli wielomian f jest iloczynem wielomianow stopnia pierw-
szego, to mozna latwo rozwiazaé nieréwnos$¢ f(z) > 0. Wte-
dy istnieja takie liczby rzeczywiste a,cqi,co,...,cr 1 naturalne
my, Ma,...,mk, ze f(x) =alx —c)™(x—c3)™...(x —cp)™.
Poniewaz kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne, wiec mozna

zalozyC, ze mi=mo=.. =me=1"211 ¢ <ea <. <. Wte-
dy f(x) =a(x —c1)(x —c2)...(x — ¢x). Dla kazdej liczby = € R
zachodza nieréwnosci * —c; >x —co > ... >x —ci.. Wynika

stad, ze jeSli x > ¢, to liczby f(x) i a maja taki sam znak.
Na przedziale (cx—1,cr) ich znaki sa przeciwne (lub f(z) = 0),
itd.

Teraz zajmiemy sie wymiernymi pierwiastkami wielomianéw

o wspolczynnikach catkowitych.

Twierdzenie 12.24 (o pierwiastkach wymiernych)

Jesli f(x) =ag+a1z+---+a,z" jest wielomianem o wspétczyn-
nikach catkowitych, liczby p € Z i ¢ € N sa wzglednie pierwsze
%
nikiem ag a liczba ¢ — dzielnikiem a., .
Dowdéd. Po pomnozeniu réwnosci

Ozf(g) :a0+a1§+"'an(§)n

przez liczbe ¢" otrzymujemy

a liczba £ jest pierwiastkiem wielomianu f, to liczba p jest dziel-

0=aoq™ +a1pq" ' 4+ ap®q" ' + -+ an_1p" g+ an_1p” .
Poniewaz wszystkie sktadniki z wyjatkiem pierwszego sa podzielne
przez p, wiec rowniez liczba agq™ jest podzielna przez p. Liczby
p i q" sa wzglednie pierwsze, wiec liczba p jest dzielnikiem liczby
ag. W taki sam sposob dowodzimy, ze liczba q jest dzielnikiem
liczby a,, . Dowdd zostal zakonczony. W

Whniosek 12.25
Wymierne pierwiastki wielomianu unormowanego o wspolczyn-
nikach catkowitych sa liczbami catkowitymi. B

12.1 Np. nieréwnownosci (x—\/§)7>0 i 2—/2>0 sa réwnowazne.
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Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych nie daje zadnych in-
formacji o niewymiernych pierwiastkach wielomianu.

Uwaga 12.26 (o uogdlnieniach teorii)

7, wyjatkiem twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wszystkie
twierdzenia dotyczyly wielomianéw, ktérych wspoéiczynniki byty
rzeczywiste. Czytelnik jednak zauwazy, ze w dowodach korzys-
taliSmy jedynie z twierdzen, ktore juz udowodnilismy. Nigdzie nie
korzystaliSmy np. z tego, ze istnieja rzeczywiste pierwiastki dowol-
nego stopnia z liczb nieujemnych. Oznacza to, ze te twierdzenia sa
prawdziwe np. w zbiorze wielomianéw o wspoétczynnikach wymier-
nych, albo o wspélczynnikach z Q(v/2) = {z + yv/2: =,y € Q}
— chodzi o to, by mozna bylo wspéiczynniki dodawac, odejmowac,
mnozy¢ i dzieli¢. Jesli bedziemy rozwazac¢ np. tylko wielomiany
o wspoélczynnikach wymiernych, to okaze sie, ze wielomian x* + 1

jest nierozktadalny. Jednak w zbiorze wielomianéw o wspoétczyn-
nikach rzeczywistych jest on rozkladalny:

rt+1= (:c2—|—1)2—2x2 = (22 — V2 +1)(2? +2vV2+1).
Jest on tez rozkladalny w zbiorze wielomianéw o wspolczynnikach
z Q(v/2), ale w zbiorze wielomianéw o wspélezynnikach z Q(v/3)
jest nierozkladalny. Widaé¢ korzy$¢ ptynaca z wnioskowania z pew-
nikéw — mozna teorie stosowac¢ wszedzie tam, gdzie sa one spel-

nione bez koniecznosci dowodzenia twierdzen w nowej sytuacji. B

Na zakonczenie podamy jeszcze jedno twierdzenie, ktére poz-
wala czesto bada¢ wielomiany o wspoétczynnikach catkowitych za

pomoca twierdzen, ktére sa prawdziwe w przypadku wielomianow
o wspoélczynnikach wymiernych.

Twierdzenie 12.27 (lemat Gaussa)

Jesli wielomian w(x) = ag + a1x + - -+ + apx™ ma wspdlczynniki
catkowite i jest iloczynem wielomianéw w(z)=bg+byx+- - -+ba*
oraz v(x) = co+ciz+---+cpmr™ o wspdlezynnikach wymiernych,
to istnieja takie liczby wymierne 8 i v, ze B-v =1 i wielomiany
(- u oraz 7y -v maja calkowite wspétczynniki.

Dowdd. Niech liczba ¢ bedzie najmniejszym wspdlnym mia-

nownikiem utamkéw by, bq,...,b;, tzn. istnieja takie liczby cal-

kowite Bo, B1, ..., Bk, ze b; = % dla 7 = 0,1,...,k, przy
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czym nwd(q, Bo, 51, ..., 0k) = 1, analogicznie niech ¢; = L dla
j=0,1,...,m, przy czym nwd(r,vo,V1,---,7k) = 1.

Aby nie komplikowaé oznaczen definiujemy dodatkowe wspol-
czynniki w trzech wielomianach: 0= G411 = a0 = ...,
O=9Ym+1 =VYmy2=..., O0=apt1 =any2=....

Jesli liczba pierwsza p jest wspolnym dzielnikiem liczby ¢
i wszystkich liczb vg,71, ..., to mozemy zastapi¢ wielomiany u,v
wielomianami pu i %. Analogicznie postepujemy ze wspdlnymi
dzielnikami liczb r 1 Gy, 01, ...

W dalszym ciagu zaktadamy, ze nwd(q,~vo,7v1,...) = 1 oraz
nwd(r, Bo, B1,...) = 1. Z réwnosci w = u - v wynika, ze:
Bovo = aoqr,
B170 + Bov1 = aiqr,
B2v0 + G171 + Bove = azqr,
B30 + B271 + B1ye + Bovs = asqr,

to z pierwszej réwnosci. Zalézmy, ze p | By. Niech i bedzie
najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej p 1 3;. Poniewaz p | Gy,
pl B, p|B2, ..., pl|Bie1 oraz p|q, wiec z réwnosci
Bivo + Bi—1v1 + Bi—2v2 + -+ + B1vi—1 + Bovi = aiqr

wynika, ze p | vo. Stad i z réwnosci

Bit170 + Biv1 + Bi—1v2 + Bi—2vs + -+ + B17i + BoYi+1 = Qiy1qr
wynika, ze p | y1. Kontynuujac to rozumowanie (indukcja) prze-
konujemy sie, ze p | v; dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej 7,
wbrew zalozeniu, ktére uczynilismy.

Wykazalismy, ze liczba pierwsza nie moze jednoczesnie dzieli¢
liczb ¢ i [p. Takie samo rozumowanie wyklucza mozliwo$¢ p | g
i p|70 . Oznacza to, ze liczba ¢ nie ma dzielnikéw pierwszych,
zatem ¢ = 1. W taki sam sposéb dowodzimy, ze » = 1. W ten
sposéb wykazalismy, ze po wstepnych przerébkach (wielu) pole-
gajacych na dzieleniu jednego czynnika przez liczbe pierwsza i jed-
noczesnym mnozeniu drugiego przez te sama liczbe pierwsza, otrzy-
mujemy wielomiany o wspolczynnikach catkowitych. W

Na zakonczenie tego rozdziatu kilka stéw o tzw. funkcjach
wymiernych.
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Definicja 12.28 (funkcji wymiernej)

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianéw. Przyj-

mujemy, ze jej dziedzing jest zbior tych liczb rzeczywistych, dla

ktérych mianownik (w postaci nieskracalnej) jest rézny od 0. B

1o
5o
50
40

3!

Natychmiast z definicji i z wlasno$ci wielomianéw wynika, ze
Suma funkcji wymiernych jest funkcja wymierna,.

lloczyn funkcji wymiernych jest funkcja wymierna,
Wielomiany sa funkcjami wymiernymi.

Niezerowa funkcja wymierna ma skonczenie wiele pierwiast-
kéw — sa to pierwiastki jej licznika (zakladamy, ze funkcja

jest zapisana w nieskracalnej postaci).

Zadania

Dowies¢, ze jesli xg < 1 < ... < X, 1 wo,w1,...,w, € R,
to istnieje dokladnie jeden taki wielomian f stopnia < n, ze
f(z;) = w, dla kazdego j € {0,1,...,n}.

Dowies¢, ze funkcja 715> nhie jest wielomianem.
Dowiesé, ze funkcje |z] 1 /x nie sa wielomianami ani nawet
funkcjami wymiernymi.

Niech f oznacza wielomian o wspolczynnikach catkowitych,
a,b,c — takimi liczbami calkowitymi, ze a # b # ¢ # a
i b= f(a), c= f(b). Dowies¢, ze a # f(c).

Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n > 1 o wspol-

czynnikach catkowitych. Dowies¢, ze jezeli x,y € Z oraz
P(z) # P(y), to |P(z) — P(y)| = |z —yl.

Definicja 12.29 (punktu okresowego)
Jesli f:A — A jest funkcja i f(f...f(f(z))...)) = x, to mé-
————

k liter f

wimy, ze x jest punktem okresowym funkcji f, k jest okresem,
najmniejszy okres danego punktu nazywamy podstawowym. H

6.

7.

8.

Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n > 1 o wspdlczyn-
nikach catkowitych Wykaza¢, ze wielomian P ma co najwyze]
n catkowitych punktéw okresowych.

Wykazaé, ze wielomian 4z(1—x) ma dokladnie 2" punktéw
okresowych o okresie n .

3n+2

Udowodnié, ze wielomian z3% 423"+ 42 jest podzielny
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9!

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

przez wielomian z? + = + 1 dla dowolnych k,m,n € N.
Wielomian ag+a1x+---+a,z™ ma n réznych pierwiastkow.
Wyrazi¢ ich sume i iloczyn za pomoca liczb ag,aq,...,a, .

Dowies¢, ze jesli wielomian o wspétczynnikach catkowitych
przyjmuje wartosci nieparzyste dla dwéch kolejnych liczb cal-
kowitych, to nie ma calkowitych pierwiastkow.

Poda¢ przykiad wielomianu o wspéiczynnikach niecatkowi-
tych, ktorego wartosci we wszystkich punktach catkowitych
sa calkowite.

Dowiesé, ze wielomian (x + 1)(x + 2)(x + 3) + 17 nie jest
iloczynem dwdéch wielomianéw stopnia > 1, o wspdlczynni-
kach wymiernych.

Dowiesé, ze jedli na™ —a" 1 —...—2—-1=0, to |z| < 1.
Znalezé a € 7, dla ktérego (r—a)(x—10)+1 jest iloczynem
wielomianéw stopnia 1, o wspélczynnikach catkowitych.
Zmalez¢ sume wspoétczynnikéw wielomianu otrzymanego po

otwarciu nawiasow i uporzadkowaniu wyrazow nastepujacego
wyrazenia (1 — 3x + 22)™5(3 + 2z — 422)746

Dla jakich a,b € R wielomian z* + ax® + bz? — 8x + 1 jest
kwadratem jakiego$ wielomianu.

Rozwiaza¢ nieréwnosé¢ z° — 3x* 4+ 23 + 522 — 62 +2 < 0.

Dowiesc¢, ze jesli wielomian o wspoétczynnikach catkowitych
jest podzielny przez x—+/2, to jest tez podzielny przez x> —2.
Wielomian w daje z dzielenia przez x — a reszte A, z dzie-
lenia przez x — b — reszte B. Znalez¢ reszte z dzielenia w
przez (x —a)(x —b) przy zalozeniu, ze a # b.

Dowie$¢, ze wielomian nz"™2 — (n +2)2" ™ + (n +2)z —n
jest podzielny przez (z — 1) dla dowolnego n € N.

Dowiesé, ze x° — 3z + 622 — 323 +9x — 6 jest nierozkladalny
jako wielomian o wspolczynnikach wymiernych.

x2+3x—|—1‘ > 1

Rozwigza¢ nieréwnosc ‘ PR

Dowieéé, ze jesli wielomian z* + ax + b ma dwukrotny pier-
wiastek, to 27a* = 25603 .

Liczby aq,as,...,a, sa parami rézne i calkowite. Dowies¢,
ze wielomian (z +a1)?(z +a2)? ... - (x + ay)? + 1 jest nie-
rozktadalny jako wielomian o wspétczynnikach wymiernych.
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25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.
35.

36.

37.

Obliczyé (5)°+ (1) + (3)" + -+ + (%) + ()"
Dowieéé, ze 202> 4+ 102* + 1523 — 922 + 3z — 3 jest nierozkla-
dalny jako wielomian o wspoétczynnikach wymiernych.

Dowies¢, ze jesli w jest takim wielomianem, ze w(l) = 0
i v(r) = w(@™) dla ¢ € R, to wielomian v jest podzielny
przez 1+x+ - -+ 2" 1.

Czy kazdy wielomian o wspoéiczynnikach catkowitych jest
suma, kilku szescianow wielomianéw o wspoéiczynnikach cal-
kowitych?

Czy wielomian x** 4+ 233 4+ 222 4 2 4+ 1 dzieli sie: przez
wielomian z° — 1, aprzez — 2* + 23 + 22 + 24+ 17

Roztozy¢ na czynniki 2%(y — 2) + y*(z — 2) + 24 (x — v).
Rozlozy¢ na czynniki z4(y? — 22) +y*(2%2 — 22) + 24(2? — ¢?).

Rozlozy¢ na czynniki z(y — 2)® +y(z — 2)% + 2(z — y)3.
Dowiesc, ze istnieje taki wielomian w o wspolczynnikach cal-
kowitych, ze , to 0 < |w(z)| < 5515 dla 0 <z < 1.

2c—3
5x+4

Wykazaé¢, ze jesli mianownik funkcji wymiernej jest iloczy-
nem dwoch wielomianéw wzglednie pierwszych, to te funkcje

Dla jakich x € Z wartosci funkcji sa catkowite?

mozna przedstawié¢ jako sume dwu funkcji wymiernych, kté-

rych mianowniki to wzglednie pierwsze czynniki mianownika.

axr+b
cr+d

réznowartosciowa. Dowies¢, ze jest Scisle monotoniczna wte-
dy i tylko wtedy, gdy jest wielomianem stopnia pierwszego.

Zdefiniujemy nieréwnos¢ w zbiorze funkcji wymiernych. Mo-
wimy, ze wielomian jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wspotczynnik kierujacy jest dodatni. Funkcja wymierna

Udowodnié¢, ze funkcja postaci jest albo stala, albo

jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy mozna przedstawic ja
jako iloraz dodatnich wielomianéw. Funkcja f jest wieksza

od funkcji g wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f — g jest
dodatnia. Dowie$¢, ze w zbiorze funkcji wymiernych z ta

nieréwnoscia, sa spelione wszystkie do tej pory sformutowane

aksjomaty teorii liczb rzeczywistych. Czytelnik zechce zauwa-
zy¢, ze w tym przypadku nie dziala zasada Archimedesa:
wielomian z jest wiekszy od kazdej liczby naturalnej.
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NAJPROSTSZE UKLADY ROWNAN

Najprostszy ukiad rownan to uktad dwoéch réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi

alx + bly = C1, (1)
as X + bzy = C2,

gdzie aq,a2,b1,bs,c1,co sg liczbami rzeczywistymi. Chodzi o zna-
lezienie takiej pary liczb rzeczywistych x,y, dla réwnosci (1) sa

spelnione jednoczes$nie. Tych par moze by¢ wiele.

Zalézmy od razu, ze co najmniej jedna z liczb aq,as,bq, by,
np. by jest rézna od 0.

Sprobujemy ten uktad rownan rozwigzac¢. Mnozac pierwsze

réwnanie przez bo, a drugie — przez b, a potem odejmujac je

stronami, otrzymujemy (a1bs —asby)x = c1bs —caby . Z pierwszego
, : i . ¢ . :

rownania mozemy wyznaczyC y = —p-T + g Wykazalismy, ze

jesli jakas para liczb spetnia uktad (1), to spelia tez uktad

(0,1b2 — G/le)x = Clb2 - C2b17 (1/)
y =-3a+

W taki sam sposéb wykazujemy, ze kazda para, ktora spetnia uktad
(1"), spekia tez uktad (1). Te uktady sa réwnowazne.

c1ba—caby __ C2a1—C1a2
a1ba—agby ? Yy a1ba—aszby

Jesli a1bs — ashy # 0, to para = =
jest jedynym rozwiazaniem ukladu (1). W tym przypadku moé-
wimy, ze uklad jest oznaczony (ma skoriczenie wiele rozwiazan).

Jesli a1bs — aghby = 0, to aby uktad mial (1’) rozwiazanie,
musi by¢ speliony warunek cib, — coby = 0. Wtedy kazda liczba
x € R spelia pierwsze réwnanie uktadu (1’). Wobec tego dla
kazdego x € R para (x, —%x+%) jest rozwiazaniem uktadu (1').
W tym przypadku méwimy, ze uktad jest nieoznaczony (ma
nieskoniczenie wiele rozwigzan).

Jesli uktad nie ma rozwiazan, to mowimy, ze jest sprzeczny.

Uwaga 13.1 Jesli bl 7é 01 a1b2 — azbl =0 = Clbg - Czbl,
to 0 = Cl(albg - CLle) - a1(01b2 - Cgbl) = bl(alcg — CLQCl), WiQC

rowniez ajcog —ascy = 0. A
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Otrzymane rezultaty maja interpretacje geometryczna. Jesli
b1 # 0, to réwnanie ai1x + by = c¢; opisuje prosta, L;. Drugie
réwnanie przedstawia plaszczyzne (gdy as = ba = co = 0), prosta
Ly (gdy co najmniej jedna z liczb as,bs jest rézna od 0) lub
zbidr pusty (gdy as = by = 0 # ¢ ). Gdy drugie réwnanie opisuje
plaszczyzne, to zbior rozwiazan ukladu jest prosta opisana przez
pierwsze réwnanie.

Zalézmy, ze drugie rownanie opisuje prosta. Jesli prosta Lo
nie jest ona réwnolegta do prostej Lq, to rozwiazaniem uktadu jest

punkt wspolny L1 i Lo. Jesli prosta Lo jest réwnolegla do Lq i
L1 # Lo, to uklad nie ma rozwiazan. Jesli L, = Lo, to zbiorem

rozwigzan uktadu jest L.
Wreszcie, gdy Lo = ), to caly uklad rozwigzan nie ma.

Zanim opowiemy cos o bardziej skomplikowanych uktadach
rownan, wprowadzimy przydatne definicje. Rozpatrujemy funkcje

firX — R, gdzie X CR*, i =1,2,...,n a R¥ jest zbiorem
zlozonym z k-tek z liczb rzeczywistych, tzn. elementami R! sa
liczby rzeczywiste, elementami R? — pary liczb rzeczywistych,

elementami R? — tréjki liczb rzeczywistych itd. Zbiér R* nazy-
wamy k—wymiarows przestrzenia rzeczywista, a jego elementy

punktami.
Rozwiazaniem uktadu n réwnan z k niewiadomymi

© Plon e =0

fo(z1,22,.. . 28) =0
nazywamy zbiér takich punktéw p = (z1,22,...,7;) € RF, zZe
filp) =0, fa(p) =0, ..., fu(p) = 0. Bedziemy tez mdéwi¢, ze

k —tka spelia uktad réwnan. Podobnie mozna zdefiniowaé rozwia-

zanie ukladu nieréwnosci. Czasem rozwiazaniem ukladu nazywane

sa te punkty p przestrzeni RF, dla ktérych zachodza réwnosci

filp) = 0, falp) = 0, ... , fu(p) = 0. Sa, jak widaé¢, dwie
terminologie troche rézniace sie, jednak odrobina uwagi przy ich

stosowaniu zabezpiecza nas przed nieporozumieniem.
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Niech n < m beda liczbami catkowitymi, a, ,an4+1, ..., Gm
— liczbami rzeczywistymi. Definiujemy nowy symbol
D e @ = Qn F Ang1 + ot A

Podobnie H;n:n = Apg1 e G

Przykiad 13.1  Niech ag,aq,...,a, € R. Wtedy

n n n n n n n 2
> () = a(Xw) = (L) (L w) - (L)
i=0 j=0 i=0  j=0 i=0 §=0 i=0
PokazaliSmy za pomoca nowego symbolu, ze suma wszystkich ilo-

czynow postaci a;a; to kwadrat sumy liczb ag,aq,...,a,. R

n
Przykiad 13.2  Funkcja Zajxj to wielomian, jesli a,, # 0,
§=0
to wielomian n—tego stopnia o wspdilczynnikach ag,aq,...,a,. R
Uwaga 13.2
Jesli a; ; sa liczbami rzeczywistymi dla 0 <i<n, 0<j < n,to

n

n n
zamiast pisac Z(Z ai,j> piszemy czesto Z a; ;. A

i=0 ;=0 i,7=0

Definicja 13.3 (wielomianu wielu zmiennych)

Funkcje f:RF — R nazywamy wielomianem zmiennych z;, o,

x3, ..., T, jesli istniejg takie liczby rzeczywiste aj, j,,... . ,» gdzie
0<1€n,0<j2<n,..., 0<jr <n, ze dla kazdego punktu
X = (z1,T2,...,7;) € R¥ zachodzi réwnoéé

n

(B)  F= Y e @ af g

jl7j27"'ajk::O

Stopniem wielomianu f zmiennych zq, x5, ... , xp nazywamy

Twierdzenie 13.4 (o jednoznacznosci wspélczynnikéw)

Jedli dla kazdego x = (w1,9,...,7x) € R* zachodzi réwnosé
— n o 1 2 ok
f(X) o Zjl,jg,...,jkzo Qjy1,joycje ~ 1 "L et XY =
=\ " o CLdr d2 o Jk
o zjl7j27"'ajk20 b]l,]Z,---,]k xl CL‘Z c xk _g(x)7
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to dla kazdego (ji1,J2,---,lx) zachodzi réwnosé

131
ajl7j27‘”ajk — b]17]27‘”7]k :

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem k. Dla k =1 twierdze-

nie jest prawdziwe, co udowodniliémy w poprzednim rozdziale.
Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomia-
now k — 1 zmiennych. Lewa strone mozna zapisa¢ w postaci

n
ij(CCl, T2,...,Th_1)x),, gdzie
=0

n
, _ E( e A LI | S
f](x17x27"'7xk_1)_ ajlv]?w”a]kflv] xl x2 tee xk—l :
J1:J25--Jk—1=0

Analogicznie mozna postapi¢ z prawa strona otrzymujac sume
Zgj(xl, Tro,... ,:19;{;_1):1:?{: .
j=0

Dla kazdego (x1,22,...,75_1) € R*~! mamy wiec dwa wielomia-
ny jednej zmiennej xjp, ktérych wartosci sa réwne we wszyst-
kich punktach prostej. Wobec tego odpowiednie wspolczynniki sa,
réwne, czyli f;(x1,22,...,25-1) = gj(z1, 22, ..., 25_1) dla kazde-
go (z1,22,...,25_1) € R¥"1 . Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze odpowiednie wspétczynniki wielomianéw f; i g; sa réwne, a
to oznacza, ze odpowiednie wspoétczynniki wielomianow f i g sg
rowne. Dowdd zostal zakonczony. W

Stopniem wielomianu 22 4 y3 4+ 23y zmiennych z,vy jest licz-
ba 4. Podobnie jak w przypadku wielomianéw jednej zmiennej
przyjmujemy, ze stopniem wielomianu zerowego jest —oo. Mozna
tez udowodni¢ twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czyn-
niki nierozktadalne, ale jest ono nieco trudniejsze niz dla jednej
zmiennej, bo nie dziala algorytm Euklidesa. Wielomian zmiennych
x1,%2,...,Tr mozna potraktowaé jako wielomian zmiennej xy,
ktérego wspdlczynnikami sa wielomiany pozostatlych zmiennych.

W oméwionym przykladzie mielismy & = n = 2, X = R?,
fi(z,y) =ax + by —c1 1 fa(x,y) = agx + boy — c2. Funkcje fi

13.1 Po obu stronach réwnosci wystepuja te same indeksy, ale to nie zmniejsza

ogélnosci twierdzenia, bo wiele wspdlczynnikéw moze by¢é zerami — nie
zakladamy np., ze stopien ktorejkolwiek strony jest réwny n , zawsze mozna
dopisa¢ odpowiednia liczbe zer
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i fo byly wielomianami stopnia < 1 zmiennych x,y. W dyskusji
uktadu (1) zalozyliSmy od razu, ze stopien wielomianu f; jest
réwny 1 (by #0).

Rozwiazywanie uktadéw réwnan jest na ogdt trudnym proble-
mem i niestety nie ma ogélnych metod ich rozwiazywania. Czasem

problem mozna uproscic.

2 +y? =13,

Przyklad 13.3 Rozwiazemy ukiad { —

Ten ukiad mozna uprosci¢ przyjmujac u = x+y i v = xy. Wtedy

2> +y? = (r +y)? — 22y = u? — 2v. Uklad przybiera postaé

{ u? —2v =13,
v =6.
Stad od razu mamy v = 6 i u? =25, wiec v =6 i u =5 lub
v==6 1 u=—5. Pierwotny uklad jest réwnowazny temu, ze
x = T S
{:Ey+:gJ6 > fub { ij_'—:yG_ >

Jego rozwiazaniami sa cztery pary liczb: x =2, y=3; x = 3,
y=2;r=-2,y=—3i1izrx=-3,y=-2. 1

Przypomnijmy, ze jesli x4+ y =0 i zy = ¢, to liczby = i y
sa pierwiastkami réwnania t2 — bt +c=0.

Mozna zapyta¢, w jakich przypadkach mozna stosowac¢ pod-
stawienie u = x4y, v = xy. Odpowiedz na to pytanie jest prosta,
ale musimy poprzedzi¢ ja definicja.

Definicja 13.5 (funkcji symetrycznej)
Funkcja f:R¥ — R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej permutacji o:{1,2,...,k} — {1,2,...,k} i kazdego
(x1,%2,...,2) € R¥ zachodzi réwnosé
fx1,22,...,2) = f(Zoq), To@), -+ To)) - W

Wielomiany z2+9?, zy, x* —22y —23y? +y* sa symetrycz-
ne. Wielomiany z?—y?, x+2y, 23 +2%y+1y> nie sa symetryczne.
Twierdzenie 13.6 (o wielomianach symetrycznych)
Jesli jest wielomianem symetrycznym zmiennych = i y, to istnieje
taki wielomian ¢:R? — R, ze réwnoé¢ g(z + vy, zy)=f(z,y) ma

miejsce dla dowolnego punktu (z,y) € R?.
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Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie przez indukcje wzgledem
stopnia wielomianu f. Jesli stopien jest rowny 1, to f(x,y) =
=az + by + c¢. Poniewaz a +c = f(1,0) = f(0,1) = b+ ¢, wiec
a =b. Wobec tego f(x,y) = a(x+y)+c, wiec wystarczy przyjac
g(u,v) = u + ¢, by przekonaé sie, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla wielomianéw stopnia pierwszego.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielo-
mianéw stopnia nie wiekszego niz k i ze f jest wielomianem
stopnia k + 1. Z twierdzenia o jednoznacznosci wspolczynnikow
wynika, ze jesli w zapisie wielomianu f wystepuje sktadnik ax"y?,
to wystepuje tez skltadnik azx®y”. Wystarczy wiec teze indukcyjna,
wykaza¢ jedynie dla wielomianéw postaci ax"y® + ax®y”. Jesli
0 <7 < s, toaz"y® + ax®y” = a(zy)" (y*~" + x°7"), zatem
wystarczy w zadanej postaci przedstawi¢ wielomian y*~" + z°7",
co jest mozliwe dzieki zalozeniu indukcyjnemu. Pozostaje jedynie

rozpatrzeé, ze wielomian z**! 4 ¢y*+1. Mamy teraz

= (z +y)(@" +y*) —xy(@ 1 +y* 1),
a ten wielomian mozna przedstawi¢ w zadanej postaci na mocy

zalozenia indukcyjnego. W
Twierdzenie to pozostaje w mocy dla wielomiandéw symet-
rycznych dowolnej liczby zmiennych, ale wtedy trzeba zamiast
u=2x+y i v=2ry méwi¢ o zmiennych:
U =21 +T2+ -+ T,
U2 = T1T2 + X123+ -+ + T1T + ToX3 + T2Ty + -+ + T 1Tk
U3 = T1T2X3 + L1T2X4 + *++ + Tp_2TK_1Tk
U =1 -T2 ... Tk,
zwanych elementarnymi wielomianami symetrycznymi.
Czytelnik zauwazy, ze

(t+x)(t+22)...(t+x) =up +tup_q + -+ tF " ug + 5.
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Zadania

Rozwiaza¢ uklad rownan

1 r+axy+y=11,
" 2%y + ay? = 30.

rx2—yz:3,
3.<y2—zx:47 4.
\z2—xy:5.

rx2+y2+:1:y:37, {x+y+z =9,

5. ¢ 2?4+ 22+ 22 =28, xy + yz + zx = 26,

L y2 + 2% +yz =19 ryz — 24,
5 5
—y° =992,
e I VT Yy =4 8. xx_y .
xy = 27. Y
9 rry=1 0. 2y =w,
"1V +y=1 "\ w40 = ay,
11. Rozwiaza¢ w liczbach naturalnych uktad { Ty = uv,
u+v=uzy.
Tty — 2a2
12. Rozwiazaé¢ uklad réwnan 1;r_xyy 1;5 " gdzie a,b sa da-
1—zy = 14527
nymi liczbami rzeczywistymi.
((T1(26 + 72) = T3 + X5,
xo(x1 + T3) = T4 + X6,

13. Rozwigzaé uklad réwnan < v3(22 +x4) = 25 + a1,
z4(x3 + T5) = T + T2,
r5(r4 + 26) = T1 + T3,

\ T6(T5 + 1) = T2 + 4.
(T122 = 1,
Loy — 2,

14. Rozwigzaé¢ uklad rownan <

................

rT+y+z=2,
15. Dla jakich a € R ukiad { xy +yz + zx = 1, ma rozwiazania
Yz = a

rzeczywiste?
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16. Dowiesé, ze jesli a2 +c2 =1 =0b>4+d? i ab+cd =0, to
>+ =1=c?+d*iac+bd=0.
17. Dowiesé, ze jesli a? +c> =1=5b%>4+d? i ab+ cd = —%, to
a’?+ab+b>=c?+cd+d?.
a’+ k% +p? =1, ab+ km + pqg = 0,
18. Dowiesé, ze jesli ¢ b2+ m? 4+ ¢% =1, i{bc+mn+qr—0,
2+n? +r2=1, ca+nk +rp=0,
a?+b2 +c2 =1, ak + bm + cn = 0,
to ¢ k24 m2+n?=1, i {kp+mq+nr—0,
pP’4+q¢® +r2=1, pa+qgb +rc=0.
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PEWNIK DEDEKINDA
i jego najprostsze konsekwencje

W rozdziale 6smym stwierdziliSmy, ze z podanych tam pew-
nikow nie wynika istnienie pierwiastkow z liczb rzeczywistych.
Uzupelnimy teraz liste pewnikow jeszcze jednym i wtedy bedziemy
w stanie wykazaé istnienie pierwiastkow oraz zasade Archimedesa,
z ktérej korzystaliSmy i jeszcze wiele razy skorzystamy.

Przypomnijmy, ze zbiér A jest ograniczony z géry liczba M
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a € A zachodzi nieréwnos¢
a < M. Méwimy wtedy, ze M jest ograniczeniem gérnym zbio-
ru A. Zmieniajac kierunki nieréwnosci w tej definicji otrzymu-

jemy definicje zbioru ograniczonego z dotu i ograniczenia dolnego.

Definicja 13.1 (kreséw)

Najmniejsze (najwieksze) ograniczenie gérne (dolne) zbioru A na-
zywamy jego kresem gérnym (dolnym). Oznaczamy je symbolem
sup A (inf A).

Jesli zbiér A nie jest ograniczony z gory (z dotu), to piszemy
supA =00 (inf A = —o0).

Najwiekszy element zbioru A, jesli taki istnieje, oznaczamy sym-

bolem max A, a najmniejszy — min A. W

Przykiad 13.1 supR =400, infR=—c0,
infN=1=minN, sup{zeR: z<0}=0,
max{z € R: x <0} =0 nie istnieje,
sup(a,b) = b, inf(a,b) = a, supla,b] = b, max[a,b] = b,
infla,b] =a, minfa,b] =a, min(a,b] — nie istnieje. W
Aby wykazacé, ze liczba ¢ jest kresem gérnym zbioru A nalezy
dowies¢, ze
1° jest ona ograniczeniem gérnym tego zbioru,
2° jedli M tez jest ograniczeniem goérnym zbioru A, to ¢ < M.
Udowodnimy teraz bardzo proste, ale i bardzo przydatne

Twierdzenie 13.2

Ograniczenie gérne ¢ niepustego zbioru A jest jego kresem gor-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy

1° dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba a € A wieksza niz c—e:

Vesodaca a >c—¢.
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Warunek 1° jest rownowazny temu, ze:
jesli b < ¢, to w zbiorze A znajdzie sie liczba a € A wieksza

od b, symbolami Vo<edaca a>b.

Dowéd. Niech ¢ = supA i € > 0. Poniewaz ¢ —¢e < sup A4,
wiec ¢ — £ nie jest ograniczeniem gérnym zbioru A. Wobec tego

mozna znalezé w zbiorze A liczbe a > ¢ — €.

Zalézmy teraz, ze dla ograniczenia gdérnego zbioru A jest
spelniony warunek 1°. Jesli ¢ # sup A, to istnieje mniejsze
ograniczenie gérne zbioru A, np. d. Niech € = ¢—d. Oczywiscie
e > 0. Poniewaz d jest ograniczeniem gérnym A, wiec w A nie
ma liczby wiekszej niz d = ¢ — ¢, wbrew warunkowi 1°. W

Pewnik ciaglosci Dedekinda
Kazdy niepusty i ograniczony z gory zbior ztozony z liczb rzeczy-
wistych ma kres gérny. B

Dedekind ten pewnik formutowal nieco inaczej.

Twierdzenie 13.3
Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbior zlozony z liczb rzeczy-
wistych ma kres dolny.

Dowdéd. Niech A C R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym
z dotu liczba m. Wtedy zbior B = {b € R: —b € A} jest
ograniczony z gory liczba M = —m. Wykazemy najpierw, ze
liczba —sup B jest kresem dolnym zbioru A.

Jesli a € A, to —a € B, wiec —a < supB. Wobec tego
a > —sup B, wiec liczba —sup B jest dolnym zbioru A.

Jesli m jest ograniczeniem dolnym zbioru A, to —m jest ogra-
niczeniem gérnym B, wiec —m >sup B,tzn. m<—sup B. &

Kolej na twierdzenie, ktore zdaje sie by¢ oczywiste.

Twierdzenie 13.4 (zasada Archimedesa)

Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturalna n > a,
czyli zbiér liczb naturalnych nie jest ograniczony z gory, a to za-
pisujemy symbolami tak: supN = +o0.

Dowodd. Zalézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy
zbior A ztozony z tych liczb rzeczywistych, ktore sa wieksze od
kazdej liczby naturalnej, jest niepusty. Jest ograniczony z dotu
liczba 1 (a nawet dowolna liczba naturalna). Ma wiec kres dolny.

Niech ¢ =inf A. Liczba ¢ — 1 nie jest elementem zbioru A, wiec
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istnieje liczba n € N wieksza niz ¢ — 1. Wobec tego liczba nat-
uralna n + 1 jest wieksza niz ¢ = (¢ — 1) + 1, zatem ¢ ¢ A.
Poniewaz n+ 1 > ¢ i ¢ = inf A, wiec istnieje taka liczba a € A,
ze ¢ < a<n+1. To jednak jest niemozliwe, bo w zbiorze A sa
tylko liczby wieksze od wszystkich naturalnych. B

Archimedes zauwazyl koniecznos¢ stosowania tego twierdze-

nia. W jego sformulowaniu byt to pewnik:
jesli na prostej dane sa dwa odcinki A i B, to mozna A pow-

torzy¢ jako skladnik tyle razy, ze otrzymana suma bedzie wieksza
niz B: A+A+A+.---+A>B.

Whniosek 13.5 inf{i: n € N} = 0, tzn. dla kazdej liczby

e > 0 istnieje taka liczba naturalna n, ze € > % :

Dowdd. ¢ > % Sn > % i korzystamy z zasady Archimedesa. B

Twierdzenie 13.6 (o istnieniu pierwiastkéw rzeczywistych)
Jesli a > 0 i k € N, to istnieje dokladnie jedna liczba rzeczy-
wista b > 0 taka, ze a = b*. Jesli k > 1 jest liczba calkowita
nieparzysta, a jest dowolng liczbg rzeczywista, to istnieje doktad-
nie jedna liczba rzeczywista b taka, ze b* =a .
Dowodd. Jedli a =0, to oczywiscie b = 0.

Niech a >0i A={r e R: zF <a}. A#0D, bowiem

T4 € 4, gdyz 0 < 137 < 1, zatem (ﬁ)k < 19q < a. Jesh
re€ A, tox<l+a,bo
jedi x>1+a,toz*>1+a)*>1+ka>14+a>a.

Niech b = sup A. Poniewaz T4Ha € A, wiec b > 4 > 0.

Udowodnimy, ze b* = a. Zalézmy, ze tak nie jest. Musi wiec
by¢ albo b* < a albo b* > a.

W 18<1Wtedy

b+e)f =tk =e[(b+e)" L+ (b+e)f 20+ + b1 <
<cek(b+ 1)1 <a—0d"
Wobec tego (b + e)¥ < a, zatem b+ ¢ € A whbrew temu, ze

Niech bk<a OD<e<

b+¢e>b=supA. Nier6wnoéé¢ b¥ < a nie zachodzi.

Niech b* > a, O<e<bie<? bk 7= . Wtedy
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b —(b—e)r =e[bF L+ 2(b—e)+ -+ (b—e)f ] <

< ekb" 1 < ¥ —a.
Stad wniosek, ze a < (b —¢&)¥. Jedli wiec # > b—¢ > 0, to
2% > (b—e)* >a, zatem x ¢ A. Liczba b —¢ < b = sup A jest
wobec tego ograniczeniem gérnym zbioru A mniejszym od jego
kresu gérnego. Wykluczyliémy teraz nieréwnoéé b* > a .

WykluczyliSmy obie nieréwnosci, wiec musi zachodzi¢ réw-
noéé b* = a Jest tylko jedna taka liczba b bowiem z nieréwnosci
0 < b1 < by wynika, ze b’f < b’;.

Jesli a < 0 i k jest nieparzysta liczba naturalna, to z udo-
wodnionej juz czeSci twierdzenia wynika, ze istnieje dokladnie jed-
no takie ¢ > 0, ze c® = —a, czyli a = (—c)*. Przyjmujemy
b = —c, co konczy dowdd istnienia liczby b. Jednoznacznosé
wynika z jednoznacznosci dla liczby —a > 0 i tego, ze potega
liczby dodatniej jest dodatnia, a ujemnej — ujemna, bo wyktadnik
jest nieparzysty. B

Zadania
1! Udowodni¢, ze w kazdym przedziale znajduje sie co najmniej
jedna liczba wymierna.
2! Udowodni¢, ze w kazdym przedziale znajduje sie co najmniej
jedna liczba niewymierna.
3. Zmalez¢ kresy gérny i dolny zbioru A, jesli A =:
a) {t + =+ +: k,m,neN};

f) {2? + (zy —1)?: =,y € R}.

4. Niech f(z)=12%—32? + 1. Udowodni¢, ze
(a) f(z) >0 dla =z > 3;
(b) f(x) <0 dla z < —1;

)
(c) |f(z) = f(y)| < 45|z —y[ dla =,y € [-1,3];
(d) istnieja takie liczby rzeczywiste a < 0 < b < 2 < ¢, ze
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fla) = f(b) = f(c) =0.
(e) Znalezé maksymalne przedziaty (potproste), na ktérych
funkcja f jest monotoniczna.
5. Udowodni¢, ze jesli A, B C R sa niepustymi zbiorami, to
(a) sup{a+b: a€ A be B} =supA+supB;

(b) inf{a+b: a€ A, be B} =inf A+ inf B;
(c) sup{a—b: a€ A, be B} =supA — inf B;
(d) inf{a—b: a€ A, be B} =inf A —sup B;
(d) inf{a—b: a€ A, be B} =inf A —sup B;
(e) sup(AU B) = max{sup A,sup B};

(f) sup{a-b: a€ A, be B} =

=max(sup Asup B, supA infB,infAsupB,infAinfB).
6. Znalezé Sup{x-y: r+y=4, x€[0,4], y€ [0,4]}.
7. Znalezé sup {zyz: x+y+2z=6, z,y,z € [0,6]}.
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Definicja 15.1 (ciagu)
Ciagiem nazywamy dowolna funkcje okreslona na zbiorze zlozo-
nym ze wszystkich tych liczb calkowitych, ktére sa wieksze lub
rowne pewnej liczbie catkowitej ng. Wartosé tej funkcji punkcie
n nazywamy n-tym wyrazem ciggu. B

Zwykle oznaczamy wyrazy ciagu przez apn,, Gng+1, QAng+2 s

N o0
a sam ciag symbolem ay,,any+1,@no+2,... albo (an)n:no lub

krotko (an) , jesli nie ma watpliwosci od jakiego numeru zaczy-
namy, lub gdy jest to nieistotne. H

Przykiad 15.1 Liczby naturalne, wypisane w zwyktej kolejnos-
ci, tworza ciag: a, =n.

Przykiad 15.2  Potegi dwoéjki tworza ciag. Wystarczy przyjac

an, = 2" . Kolejne wyrazy tego ciagu wygladaja tak:
1,2,4,8,...,2",....

Mozna napisa¢: a, =2" dlan=0,1,2,.... &

Przykilad 15.3 Odwrotnosci kolejnych dodatnich liczb natural-

nych tworza ciag: a1 =1, as = %, as = %, ..., ogblnie a, = %
dlan=1,23... &

Przyklad 15.4  Liczby

ar =1, agzl—%, a3:1—%+%, a3:1—%+%—%,... tworza
ciag. Mozemy napisa¢ wzor a, = 1—g+&—1+---+(=1)" 711,

dan=123..1

Przyklad 15.5 Ciag o wyrazach c,c, c... nazywamy stalym.

Przyklad 15.6  Jedli np. chcemy zdefiniowaé pole kota, to mo-
zemy rozwazaC np. wielokaty foremne wpisane w to koto o coraz

wiekszej liczbie bokéw i mowié, ze pole kola jest liczba, ktora
mozna przybliza¢ polami tych wielokatéw, przy czym przyblize-
nie jest tym dokladniejsze im wieksza jest liczba bokow wieloka-
ta. Mamy tu wiec do czynienia z ciagiem pél wielokatéw wpisa-
nych w dane koto, co oznacza, ze liczbom naturalnym poczawszy

od 3 przypisane zostaly pewne liczby rzeczywiste. Te ostatnie
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nazywamy wyrazami ciaggu i oznaczamy zwykle symbolem a,,. W

Przykilad 15.7 Inny przyklad rozwazal Zenon z Elei, filozof
(490-430 p.n.e). Twierdzil on mianowicie, ze znany w starozytnos-
ci biegacz Achilles nie jest w stanie dogoni¢ zétwia. Rozwazania te
przedstawimy oczywiscie uzywajac wspolczesnego jezyka i stosujac
wspolczesne oznaczenia.

Zalézmy na przyklad, ze poczatkowa odlegto$é¢ miedzy Achil-
lesem i zétwiem réwna jest 100 m. Dla prostoty przyjmiemy,
ze predko$é¢ Achillesa jest dziesieciokrotnie wieksza niz predko$é
uciekajacego zétwia. W jakims czasie Achilles przebiegnie 100 m.
W tym samym czasie z6lw przesunie sie o 10 m, wiec przyna-
jmniej na razie nie zostanie zlapany. Po %0 tego czasu Achilles
przebiegnie 10 m, jednak znéw nie dogoni zélwia, ktory oddali sie
o nastepny metr. Achilles przebiegnie metr, a zétw oddali sie o 10
cm itd. Proces ten mozna kontynuowaé¢. Prowadzi to do rozpatry-
wania coraz dluzszych odcinkéw przebytych przez Achillesa, czyli
liczb: 100, 110, 111, 111,1, 111,11 , ... — czyli ciagu, ktérego

wyraz o numerze n jest dany za pomoca wzoru

an =100+ 10+ 1+ ... + g2y =111,1...1

— przy czym w zapisie dziesietnym tej liczby wystepuje n jedy-

nek. Zenon po prostu nie potrafit zsumowaé¢ nieskonczenie wielu
sktadnikéw. Nie operowal pojeciem sumy nieskonczonej, nie
umiano wtedy takiego pojecia zdefiniowa¢. Tego rodzaju prob-
lemy analizowano juz wtedy, ale Sciste definicje matematyczne po-
jawily sie dopiero w pierwszej potowie XIX w. (Gauss, Cauchy,

Bolzano). Mozemy latwo odpowiedzie¢ na pytanie, jaka odlegtosé

1000

przebiegnie Achilles, zanim zlapie zétwia: 111,1...= =3

Na wszelki wypadek podamy formalne rozumowanie, ktore
mozna byto zastosowacé rowniez w starozytnosci, jednak bez jaw-
nego uzycia pojecia sumy nieskonczonej, a wiec omijajac istotny
problem matematyczno-filozoficzny. Oznaczmy odleglos¢ przeby-
ta przez zotwia do momentu zakonczenia pogoni przez x. Achil-

les w tym samym czasie przebiegl odlegtos¢ 10x. Rodznica tych

wielkosci to 9z = 100. Stad natychmiast wynika, ze x = 1—80 , Za-
tem 10x = % . Oczywiscie problemem istotnym byto tu oblicze-
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nie tzw. granicy ciggu, czym zajmiemy sie niebawem. 15.1 g

Przykiad 15.8 Zalézmy, ze wplaciliSmy do banku pewna kwote
k zi. na rachunek platny na kazde zadanie, oprocentowany w sto-
sunku 100x w skali rocznej. Zalézmy przy tym, ze jesli bank
wyplaca nam pieniadze nie po roku lecz po jego czesci, np. dwéch
miesigcach, to wyptaca nam odpowiedniq czeS¢ oprocentowania.
Bedziemy rozwazac sytuacje abstrakcyjna nie zwracajac uwagi na
to, ze operacje bankowe nie sa wykonywalne momentalnie i ze
czesto okres oprocentowania liczy sie od dnia nastepnego po wpla-
cie. Zastanowmy sie jaka kwote bedziemy mogli uzyska¢ po upty-
wie roku. Banalna odpowiedz to k+z-k = k(1+x). Ta odpowiedz
nie jest jednak w pelni satysfakcjonujaca, bowiem mogliSmy wyjac
pieniadze z rachunku po pot roku i natychmiast wplacic je z powro-

tem. Wtedy po polowie roku otrzymalibySmy polowe oprocen-
towania tj. kwote k + %x -k = k(14 %), a po nastepnych szesciu

miesigcach — kwote k(1 + %)+ 2 - k(14+ %) =k(1+ %)?, a wiec

wieksza od k(1+2x) o k- %.

Jezeli na przyktad £ = 1000 oraz x = 0,1, co odpowiada

oprocentowaniu 10% w skali rocznej, to k - %2 = 2,5, a wiec po-

wstala réznica, ktéra co prawda duza nie jest, ale istnieje i przy
wiekszych kwotach zaczyna mieé¢ istotne znaczenie. Wazniejsze

jest jednak to, ze stwierdzenie, ze oprocentowanie w skali roczne;j
jest rowne 100z zinterpretowaliSmy na dwa rézne sposoby i widaé
wyraznie, ze mozemy podaé jeszcze inny wynik. Odwiedzajmy
np. nasz bank nie co p6t roku, lecz co miesiac (dla prostoty

przyjmujemy, ze miesiac to 1—12 cze$é roku). Rozumujac tak jak
poprzednio stwierdzamy, ze po miesiacu otrzymamy k(1 + 5) zi,
za$ po 2 miesigcach k(1++5)? zt. Oczywiscie po trzech miesiacach

otrzymujemy kwote k(1 + %), po czterech — k(1 + -5)* itd.

15.1 Byly inne paradoksy zwiazane z problemem dzielenia w nieskoniczonosé

na czesci, np. punkt nie ma dlugosci, odcinek sklada sie z punktéw i ma
dlugos¢, poruszajacy sie obiekt w nieskonczenie krétkim czasie nie przebywa
zadnej odleglodci, a jednak sie porusza. Przekonamy sie, ze dzieki pojeciu
granicy daje sie w sensowny sposéb moéwié¢ o tego rodzaju kwestiach nie
dochodzac do pozornych sprzecznodci.
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Po 12 miesiacach wyplaci¢ nalezaloby k(14 5)'* zi. Gdybysmy
podzielili rok na n réwnych czesci, gdzie n oznacza¢ moze do-
wolna, z liczb 1,2,3,..., to wyplata po uptywie m czesci roku
bylaby réwna k(14 %)™ zi, za$ po roku k(1 + )" zt. Powsta-
je wiec problem, jak nalezy liczy¢ oprocentowanie w tym przy-

padku, czy rozdrabnianie roku powoduje wzrost wyplat istotny
przynajmniej w przypadku duzych kwot, czy tez od pewnego mo-
mentu zwiekszanie czestotliwosci operacji juz nie powoduje istot-

nych zmian. Prowadzi to do badania ciagu o wyrazie k- (1—!—%)” .1

Przykiad 15.9 Innym rodzajem ciagu jest tzw. ciag geome-
tryczny: a, = apq", gdzie ag i ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi. Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu geometrycznego,
bo gdy g # 0 jest rowna ilorazowi dwdéch kolejnych wyrazéw ciagu.

Liczba ludzi w kraju o stalym przyroscie naturalnym zachowuje
sie jak ciag geometryczny o ilorazie dosy¢ bliskim jednosci — do-

datni przyrost naturalny oznacza, ze iloraz jest wiekszy niz 1, zas

ujemny przyrost naturalny — ze iloraz jest mniejszy niz 1. B

Przyklad 15.10 Jeszcze innym rodzajem ciagu jest ciag aryt-
metyczny: a, = ag + nd, gdzie ag oraz d oznaczaja dowolne
liczby rzeczywiste. Liczba d zwana jest roznica ciggu arytmety-
cznego, jest ona réwna réznicy dwoch kolejnych wyrazéw ciagu.
Na poczatku XIX wieku zaobserwowano, ze ilos¢ zboza zachowuje
sie jak wyraz ciagu arytmetycznego (n jest numerem roku). Oczy-
wiscie tego rodzaju obserwacje sa przyblizone, bowiem co jakis
czas zdarzaja sie powodzie, susze i wtedy proces wzrostu ulega
zakloceniu. Bywaja tez zakldcenia innego rodzaju, np. w XIX
zauwazono, ze stosowanie saletry chilijskiej (pdzniej nawozow azo-
towych) zwieksza w istotny sposéb plony. Byly tez inne zaklécenia

,,haturalnego” tempa wzrostu ilosci zbdz. B

Przyklad 15.11 W rekopisie z 1202 r Leonarda z Pizy, zwanego
Fibonaccim, znajduje sie nastepujace zadanie: Ile par krolikéw
moze by¢ sptodzonych przez pare ptodnych krélikéw i jej potom-
stwo w ciagu roku, jesli kazda para daje w ciagu miesigca zywot
jednej parze, para staje sie ptodna po miesiacu, kroliki nie zdy-
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chaja w ciagu tego roku. Jasne jest, ze po miesiacu mamy juz
dwie pary przy czym jedna z nich jest plodna, a druga jeszcze nie.
Wobec tego po dwéch miesiacach zyja juz trzy pary krolikéw: dwie
plodne, jedna jeszcze nie. Po trzech miesiacach zyje juz pie¢ par
krolikow: trzy plodne, dwie jeszcze nie. Po czterech miesiacach
jest juz 8 = 5 + 3 par krélikéw. Kontynuujac to postepowanie
stwierdzamy po niezbyt dlugich obliczeniach, ze po upltywie roku
zyje juz 377 = 233 + 144 par krolikow. Naturalnym proble-
mem jest: znalez¢ wzér na liczbe a,, jesli ag = 1, a1 = 2
ia, =a, 1+a,_o dlan=23,4,.... Wzér taki zostal znaleziony
dopiero po kilkuset latach od napisania ksiazki przez Fibonacci’ego

i wyglada tak:

an:%. (<1+2_\/5>n+2_ (1_7\/5>n+2>

Dowdéd prawdziwosci tego wzoru jest prosty — tatwa indukcja.
Jednak powstaje pytanie, jak mozna tego rodzaju hipoteze sfor-

mulowac. Jest ono znacznie wazniejsze od dowodu prawdziwosci
tego wzoru, jednak na razie nie bedziemy sie tym zajmowaé. B

Sume, réznice, iloczyn i iloraz dwoch ciagéw okreslamy tak
jak dzialania na funkcjach, tzn. suma ciagéow (a,) i (b,) jest
ciag, ktorego n—ty wyraz réwny jest a, + b,. Roznica ciaggéw
(an) i (by) jest ciag a, — b, , iloczynem — ciag (a,b,), ilorazem

— clag Z—: , jesli dla kazdego n zachodzi nieréwno$é¢ b, # 0.

Definicja 15.2 (ciagéw monotonicznych)

Ciag (a,) nazywamy niemalejacym (rosnacym) wtedy i tylko wte-
dy, gdy nier6wnos¢ a, < ant1 (an < ana1) zachodzi dla kazdego
numeru n. Podobnie ciag nierosnacy (malejacy) to taki, ze dla
kazdego numeru n zachodzi nier6wnos¢ a,, = an+1 (Gn > api1).
Ciagi niemalejace i nierosnace maja wspolng nazwe: ciagi mono-
toniczne. Ciagi rosnace i malejace nazywamy ciagami scisle mono-

tonicznymi. W
W niektérych podrecznikach stosowana jest nieco inna termi-

nologia: ciagi niemalejace zwane sa tam rosnacymi, a rosnace —
Scisle rosnacymi. Jest obojetne, ktéra z dwu koncepcji stosujemy,
jesli tylko robimy to konsekwentnie. Mozna tez, dla unikniecia
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nieporozumien, mowi¢ o ciggach niemalejacych i Scisle rosnacych.

Ciag geometryczny zaczynajacy sie od wyrazu a; = q jest
monotoniczny w przypadku ¢ > 0: dla ¢ =0 idla ¢ =1 ciag geo-
metryczny jest staly, wiec niemalejacy i jednoczesnie nierosnacy.
Jest malejacy, gdy 0 < ¢ < 1, dla ¢ > 1 jest rosnacy. Ciag
arytmetyczny jest rosnacy, gdy d > 0, malejacy — gdy d < 0,

staty (wiec jednoczesnie niemalejacy i nierosnacy), gdy d =0.

Definicja 15.3 (ciagéw ograniczonych)

Ciag (ay) jest ograniczony z géry wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje liczba rzeczywista M , taka ze dla kazdej liczby naturalne]
n zachodzi nieréwnoé¢: a, < M . Analogicznie (a,) jest ograni-

czony z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista
m taka, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢ a, > m. Ciag

ograniczony z gory i z dolu nazywamy ograniczonym. Ciagiem

nieograniczonym nazywamy ciag, ktéry nie jest ograniczony. M
Ciag (n) jest ograniczony z dotu np. przez —13 lub 0, ale

nie jest ograniczony z géry, wiec jest nieograniczony. Ciag ((—1)”)

jest ograniczony z géry np. przez 1 lub przez +/1000 oraz z dotu,
np. przez —1, ale rowniez przez —13.

Stwierdzenie 15.4 Ciag (a,) jest ograniczony wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje liczba nieujemna M , taka ze |a,| < M dla

kazdego n. W
To oczywisty wniosek z definicji ciagu ograniczonego: M mu-

si by¢ tak duze, by liczba —M byla ograniczeniem dolnym ciagu
(an) 1 jednoczesnie liczba M — jego ograniczeniem, gérnym.
Ciagi z pierwszych dwéch przykiadow sa rosnace, ciag z trze-
ciego przykiladu jest malejacy, a ciag z czwartego przyktadu w ogole
nie jest monotoniczny, bowiem:
1>1-5<l—35+3>1—-5+5—17.
Ciag staly jest jednoczesnie nierosnacy i niemalejacy. Ciag pol
wielokatow foremnych wpisanych w dane koto jest rosnacy, co wy-
maga dowodu, ktéry pozostawiamy Czytelnikowi. Ciag rozpatry-
wany przez Zenona z Elei jest rosnacy. Podobnie ciagu opisujacy

stan konta bankowego przy stalym oprocentowaniu (dodatnim).
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Ciag geometryczny zaczynajacy sie od wyrazu dodatniego rosnie,
gdy jego iloraz jest wiekszy niz 1, maleje — gdy iloraz jest dodatni,
ale mniejszy od 1. Jes$li a1 # 0 i ¢ < 0, to ciag geometryczny
o ilorazie q, zaczynajacy sie od a; nie jest monotoniczny.

Ciagi (n) i (2™) sa ograniczone z dotu, a z gory nie. Ciag %
jest ograniczony z goéry przez 1 a z dotu przez 0.

Ciag o wyrazie a, = 1 — 5+ 5 — 3+ -+ (=1)""'L jest
ograniczony z gory przez liczbe 1, a z dotu przez liczbe % , co tatwo
wynika z tego, ze po odjeciu pewnej liczby dodajemy nastepna,
ale mniejsza od odjetej. Latwo wiec wida¢, ze w tym przypadku
spelnione sa nierownosci: a1 > ag >aq4 > ..., a3 < aqg < ag < ...
oraz a1 > as < az > a4 < ag > ...

Zdefiniujemy granice ciagu — pojecie wspomniane przy oma-

wianiu paradoksu Zenona. Pojawia sie od razu trzy przypadki.

Definicja 15.5 (granicy ciagu)

a. Liczba g nazywana jest granica ciagu (a,) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnej liczby dodatniej € > 0 istnieje liczba
catkowita n., taka ze jesli n > n., to |a, —g| < €.

b. 400 (czytaj: plus nieskoriczono$¢) jest granica ciagu (ay)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywistej M ist-

nieje liczba catkowita n,, taka, ze jezeli n > njs, to spelniona
jest nieréwnos¢ a,, > M.

c. —oo (czytaj: minus nieskoniczono$¢) jest granica ciagu (a,)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywistej M ist-
nieje liczba catkowita n,, taka, ze jesli n > nj,s, to speliona
jest nieréwnos¢ a,, < M.

Jesli g jest granica ciagu (a,), skonczona lub nie, to piszemy

g = lim a, lub a,—¢g. Mozna tez pisa¢ a, — g, gdy

n—oo n—oo

n — oo lub krétko a,, — g. Mowimy, ze ciag jest zbiezny, jesli

jego granica jest skonczona. M

({ Py Py Py A}
1N & @ @

gt an g am g+ e

granica ciggu i jego wyrazy, gdy m,n sa ,duze”
Symbole Z+oo nie oznaczaja liczb. Wprowadzamy je, by
uproscic¢ sposéb méwienia o ciggach. Zakladamy oczywiscie, ze dla
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kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieré6wnos¢ —oo < x < o0,
ale to zdanie ja definiuje, bo ona z niczego nie wynika, gdyz sym-

bole oo dopiero wprowadzilismy.

Umowa 15.6
Jezeli jakas wlasnos¢ przystuguje wszystkim wyrazom ciagu z wy-

jatkiem skonczenie wielu, to mowimy, ze przystuguje ona prawie
wszystkim wyrazom ciagu lub, ze zachodzi dla dostatecznie duzych
numerow n. W

Przyjawszy te umowe mozemy wypowiedzie¢ definicje granicy
ciagu tak: liczba ¢ jest granica ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby ¢ > 0, dla prawie wszystkich liczb natu-
ralnych n zachodzi nieréwnosé |a, — g| < €. Podobnie mozna
wypowiedzie¢ definicje granicy w pozostalych przypadkach, co
Czytelnik powinien zrobi¢ samodzielnie.

O granicy skonczonej ciagu mozna mysle¢, ze jest to liczba,
ktéra kazdy dostatecznie daleki wyraz ciagu (a,) przybliza z do-
puszczalnym (czyli mniejszym niz € ) bledem. Nie to jest catkiem

precyzyjne, ale za to dosy¢ obrazowe sformutowanie.

Przykiad 15.12 Ciag staly jest zbiezny, dokladniej: jesli

an, = ¢ dla wszystkich liczb naturalnych n, to lim a, =c. R

n—oo

Przykiad 15.13 lim % = 0. Udowodnimy te réwnos¢. Niech

n—oo
e > 0 bedzie dowolng liczba rzeczywista. Z zasady Archimedesa

wynika, ze istnieje liczba naturalna n. > % Jesli n > n., to

1
n

1 - 1 1
< o <&, wiee ‘;—O‘—E<s.l

Przyktad 15.14  lim 25 =1. Mamy |25 —1| = 5. Jedli

11— 00 n+1

wiec € > 0, to dla 726>%i72>7’1,5 mamy ‘nLH—l’<s.l

Przyklad 15.15 Jesli d > 0, to +oo = lim (ag+nd). Wyka-

n—o
zemy te réwnosé. Jesli M € R, n, > @ oraz m > ng, to

n > M;ao , zatem a, = ag + nd > M , co uzasadnia prawdziwos¢

réwnosci, ktora dowodzimy. W
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Twierdzenie 15.7 (o granicy ciagu geometrycznego)
0 jesli |q| < 1;
lim ¢" =<1 jesli g = 1;
n—oo o s
+oo  jesli g > 1.
Jesli ¢ < —1, to ciag (¢"™) granicy nie ma.
Dowdéd. Wykazemy to twierdzenie. W przypadku g = 0 oraz
q = 1 teza jest oczywista, bo ciag jest staly (jego wyrazy nie zaleza
od numeru).

Zatézmy teraz, ze 0 < |q| < 1. Niech € > 0 bedzie liczba

1_
€

rzeczywista. Jesli n. > jest liczba catkowita i n > n., to

1 _
lq]
z nierownosci Bernoulli’ego wynika, ze
L 1 " 1 1 1
= (1+(-1) 140G -D>1+1-1=1L.

|‘I| - €

Wobec tego dla n > n. zachodzi nieréwnosc ol > é, czyli
g™ — 0| = |¢"| < €, a to oznacza, ze lim ¢" =0.
n—oo

Kolejny przypadek to ¢ > 1. Mamy teraz

"= (14— 1)" > 14n(g—1).

Jes’liwieen>nMinM>%,to g > 1+ (M —-1) =M.

Jasne jest wiec, ze lim ¢" = +o00.
n—oo

Pozostal przypadek ostatni: ¢ < —1. Teraz mamy ¢" < —1
dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej n oraz ¢ > 1 dla kazdej
liczby calkowitej parzystej n. Gdyby ciag miat skonczona granice

g, to jego wyrazy o dostatecznie duzych numerach lezalyby w od-
legto$ci mniejszej niz 1 od granicy g — to natychmiastowa kon-
sekwencja istnienia granicy skonczonej. Jesli jednak odlegtosci ¢"
i ¢"™! od granicy ¢ sa mniejsze od 1, to odleglo$é miedzy nimi
jest mmiejsza niz 1+1 = 2, co oznacza, ze |¢" —¢" 1| < 2. To nie
jest mozliwe, bo jedna z liczb ¢, ¢"! jest mniejsza lub réwna
—1, adruga — wieksza lub réwna 1. Stad zas wynika, ze odleglos¢

miedzy ¢" i ¢"T' to co najmniej 1—(—1) = 2. 2 Otrzymali$my

sprzecznosc¢, wiec ciag granicy skonczonej nie ma.

15.2 Mozna to rozumowanie zapisaé¢ wzorami: 2<|¢"—¢" T |<|¢" —g|+|g—q¢" |

<141=2 dla dostatecznie duzych n .
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+00 granica tego ciagu tez nie jest, bowiem wtedy wyrazy
ciagu o dostatecznie duzych numerach bytyby wieksze od 0 (przyj-
mujemy M = 0), a tak nie jest, bo te, ktérych numery sa niepa-
rzyste, s ujemne.

—o0 nie jest granica tego ciagu, bo wyrazy o numerach pa-
rzystych sa dodatnie, wiec wyrazy o dostatecznie duzych nume-
rach nie sa ujemne (i w tym przypadku przyjmujemy M =0).

Ciag nie ma wiec ani granicy skonczonej, ani nieskonczonej,

co konczy badanie granicy ciagu geometrycznego. B

Twierdzenie 15.8
Dla kazdej liczby a € (0,00), zachodzi réwno$é lim {/a=1.

n—aoo

Dowdd. Zatézmy na razie, ze a > 1. Niech € bedzie dowolna
liczba rzeczywista dodatnia. Chcemy wykazac, ze dla dostatecznie
duzych liczb naturalnych n zachodzi nieréwno$é |/a —1| < e,
czylize 1 —e < {/a <1+ ¢. Poniewaz a > 1, wiec nieréwnosé
podwdjna sprowadza sie do nieréwnosci {/a < 1+ e, czyli do
nieréwnoéci a < (1 4+¢)™, a ta wynika z nieréwnosci a < 1 + ne,

bo 1+ ne < (1 + ¢)® — nieréwnos¢ Bernoulli’ego. Wystarczy
a—1

wiec, by speliona byla nieréwnos¢ n. > . To konczy dowdd

w przypadku a > 1.

Zalézmy teraz, ze 0 <a <11 0<e<1. Mamy wykaza¢, ze dla
dostatecznie duzych liczb naturalnych n spemiona jest nieréwnosé
{C/E—l] <e,czylize 1 —e < /a<1+e¢e. Poniewaz a < 1, wiec
wystarczy dowiesé, ze nieréwnosé 1 —e < /a, czyli (1 —¢)" <a
dla prawie wszystkich n. To jednak wynika od razu z twierdzenia

o granicy ciagu geometrycznego, bowiem lim (1 —¢)" =0. B
n—oo

Przyklad 15.16  (Obliczanie pierwiastka kwadratowego)
Niech a i b oznaczaja dowolne liczby rzeczywiste dodatnie. Zdefi-
niujemy ciag (a,) wzorami: a1 =b, apy1 = %(an + Z—) . Wyka-

zemy, ze dla kazdej liczby b > 0 zachodzi wzér lim a, = /a.

n—oo
Dowdd. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
a, > 0 — latwiutka indukcja. Mamy réwniez a, 1 > +a,

bowiem an41 —va = 3(a, + Z—n) —Va= ﬁ(a% —2anp/a+a) =
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1

:m(an —

Vva)? > 0. Wobec tego dla kazdego n > 2 zachodzi

. / Yl a .
nieréwno$¢ 2— < /a i wobec tego

n

0<any —va=jy(an+5)—vas

< L(an +va) = Va = H(an — Va).

7 otrzymanej nieréwnosci wynika, ze dla kazdej liczby naturalne;j
n > 2 zachodzi nieréwno$é 0 < a, —+v/a < 2,%2 (az—\/a) . Dowod-

zona teza wynika od razu z tego, ze lim

2% = (0 — twierdzenie o
n—aoo

granicy ciagu geometrycznego. B

Uwaga 15.9
Ciag z poprzedniego przyktadu jest ,,szybko” zbiezny do liczby /a

i dobrze nadaje sie do obliczania pierwiastkow kwadratowych. W

Po przykiadach kolej na kilka tatwych, ale bardzo waznych
stwierdzen, czesto ulatwiajacych obliczanie granic.

Wprowadziliémy wczes$niej symbole 400 oraz oo. Zdefiniu-

jemy dzialania z ich uzyciem (przypominamy, ze +oo ¢ R).

Definicja 15.10 (dzialann z uzyciem symboli +o0)

15.10.1

15.10.2

15.10.3

15.10.4
15.10.5
15.10.6
15.10.7

15.10.9
15.10.9

15.10.10

15.10.11

15.10.12
15.10.13
15.10.14

—(+00) = =00, H(+00) = 400, —(—o0) = 400,
+(—o0) = —00.

+00 £ a = +a+ (+o00) = oo dla kazdej liczby rzeczy-
wistej a.

—o0ota=24a+ (—0) = —c0 dla kazdej liczby rzeczy-

wistej a.

+00 + (+00) = 400, —00 + (—x0) = —0o0.

+00 — (—0) = 400, —00 — (+00) = —00.
+00-a=+00 1 —00-a= —oo dla kazdego a > 0.
(+00) - (+00) = (=) - (—0) = +00.
+00:-a=—001 —00:a=+o0 dla kazdego a < 0.
7 = 0 dla dowolnej liczby rzeczywiste] a.

i% = 400 - % dla dowolnej liczby a # 0.

at® = 400, a~* =0 dla dowolnej liczby a > 1.
at™>® =01 a > = +oo dla dowolnej liczby 0 < a < 1.
—00 < a < +oo dla dowolnej liczby rzeczywistej a.
—oo<+oo. N
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Nie definiujemy symboli, ktérych na tej liscie nie ma, np.
+oo

+oo !

wadzamy szerszej definicji, stang sie jasne niebawem — okaze sie,

0 (do0), 1 i innych. Przyczyny, dla ktérych nie wpro-

ze nie ma sensownej drogi zdefiniowania tych symboli nieoznaczo-

nych. Definiujemy je po to, by mozna byto prosto sformutowac

twierdzenia o obliczaniu granic, ktére wkréotce udowodnimy.
Podamy teraz kilka twierdzen, ktore utatwiaja obliczanie gra-

nic, ich szacowanie lub stwierdzanie ich istnienia. Potem pokazemy
jak mozna je stosowac.

Uwaga 15.11 ( o zbieznosci ciagu przeciwnego)
Ciag (c¢,) ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (—c,) ma

granice. Zachodzi wtedy réwno$¢ lim (—c¢,) = — lim ¢, . Zda-
n—aoo n—aoo

nie to jest prawdziwe niezaleznie od tego, czy granica jest skon-
czona, czy nieskonczona. Wynika to wprost z definicji granicy
ciagu. W

Twierdzenie 15.12 (o szacowaniu)

15.12.1 Jesli C' < lim a,, to dla dostatecznie duzych numeréw

n spekliona jest nieréwnos¢ C' < a,, .
15.12.2 Jesli C > lim a,, to dla dostatecznie duzych numeréw

n spekliona jest nieréwnos¢ C' > a,, .
15.12.3 Jesli lim b, < lim a,, to b, < a, dla dostatecznie

duzych n.
15.12.4 Jesli b, < a, dla dostatecznie duzych n, to zachodzi

nieréownos¢ lim b, < lim a, .
n—oo n—oo

Dowdd. Zaczniemy od 15.12.1. Liczba C' jest mniejsza od grani-
cy ciagu (a,). Wykazemy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi

nieréwnos¢ C' < a,. Zalézmy najpierw, ze lim a, = +oo.

n—oo

Poniewaz —coc < C' i lim a, > C, wiec lim a, = +oo. Z defi-
n—oo n—oo

nicji od razu wynika, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M , w tym
M = C' i dostatecznie duzych n, zachodzi nieré6wnosé¢ a,, > M .
Przejdzmy do nastepnego przypadku: granica lim a, jest

n—oo

skonczona. Niech € = lim a,, — C'. Z definicji od razu wynika, ze

n—oo

dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé |a,, — lim a,|<e,
n—oo
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wiec a, > lim a, —c=C.
n—oo

W taki sam sposoéb dowodzimy 15.12.2 — zmieniamy jedynie
kierunki czesci nieréwnosci i zastepujemy symbol +oo przez —oo.

Teraz zalézmy, ze lim b, < lim a,. Niezaleznie od tego,

n—oo n—oo

czy granice sa skonczone, czy nieskonczone, istnieje taka liczba C',

ze lim b, < C < lim a,. Na mocy juz udowodnionej czesci

n—oo n—oo

twierdzenia dla dostatecznie duzych numeréw n zachodza nie-

réwnosci b, < C oraz C < a,. 7 nich wynika od razu, ze
dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n mamy b, < a,, co
konczy dowdd wiasnosci 15.12.3.

Zalézmy, ze dla dostatecznie duzych numeréw n zachodzi
nierownos¢ b, < a, . Wykazemy, ze lim b, < lim a, . Jesli ta

n—oo n—oo

nieréwnos¢ nie jest spetniona, to lim b, > lim a, . Stad jednak
n—oo n—oo

wynika, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n zachodzi
nierownos¢ b, > a,, ktora przeczy zalozeniu. ZakonczyliSmy
dowdd twierdzenia o szacowaniu. W

Whniosek 15.13 (o jednoznacznosci granicy)

Ciag ma co najwyzej jedna granice.

Dowdéd. Gdyby miat dwie np. g1 < g2, to wybra¢ mogliby$my
liczbe C' lezaca miedzy g1 i g2: g1 < C < go. Wtedy dla
dostatecznie duzych n byloby jednoczesnie a,, < C (zob. 15.12.2)
oraz a, > C (zob. 15.12.1), co oczywiscie nie jest mozliwe. W

Whniosek 15.14 (o ograniczono$ci ciagu zbieznego)

Jesli granica lim a, jest skonczona, to istnieja takie liczby rze-

czywiste C', D, ze nieréwnos$¢ C < a,, < D zachodzi dla wszyst-
kich n: liczba C' ogranicza ciag (a,) z dotu, liczba D — z gory.
Dowdd. Wykazemy, ze ciag zbiezny do granicy skonczonej jest
ograniczony z goéry i z dotu. Niech c¢,d beda takimi liczbami rze-

czywistymi, ze ¢ < lim a, < d. 7Z twierdzenia o szacowaniu

wynika, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n, powiedz-
my wiekszych od odpowiednio dobranej liczby m, zachodzi nie-

rownos¢ ¢ < a, < d. Wystarczy przyjac, ze C jest najmniejsza
z liczb ag, a1, ..., am, ¢, by dla wszystkich liczb naturalnych
n bylo C' < a, . Podobnie przyjmujemy, ze D jest najwieksza z
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liczb ag, a1, ..., am, d — wtedy a,, < D dla wszystkich liczb
naturalnych n. Dowdd wniosku zostal zakonczony. B

Uwaga. 15.15 (o klopotach z nieskoriczonoscia)
Ten dowdd jest bardzo prosty. Prosze jednak zwrdci¢ uwage na to,

ze sposrod skonczenie wielu liczb mozna zawsze wybraé
najmniejsza a sposréd nieskonczenie wielu juz niekoniecznie, np.

11

wsrod liezb 1,5, 5, ..

najmniejszej nie ma! W

Twierdzenie 15.16 (o arytmetycznych wlasnosciach granicy)

15.16.1 Jesli istnieja granice lim a,, lim b, i okreslona jest
n—oo n—oo

ich suma, to istnieje granica lim (a, + b,) i zachodzi

n—oo

wzor: lim (a, + b,) = lim a, + lim b, .

n—oo n—oo n—aoo
15.16.2 Jedli istnieja granice lim a,, lim b, i okreslona jest

ich réznica, to istnieje granica lim (a, — b,) i zachodzi
n—aoo

wzor: lim (a, —b,) = lim a, — lim b, .

15.16.3 Jedli istnieja, granice lim a,, lim b, i okreslony jest

ich iloczyn, to istnieje granica lim (a, - b,) i zachodzi
n—oo

wzor: lim (a, -b,) = lim a, - lim b,.

n—oo n—oo n—oo
15.16.4 Jesli istnieja, granice lim a,, lim b, i okreslony jest
n—oo n—aoo
ich iloraz, to istnieje granica lim ¢* i zachodzi wzor
n—oo “n
lim a,
. 7% n—00
lim — =—"—.
n—oo by, lim b,
n—oo

Dowéd. Udowodnimy, ze suma granic dwoch ciagéw jest grani-

ca sumy tych ciagow. Zaldézmy, ze g, = lim a, i g = lim b,.

n—oo

Nalezy rozwazy¢ trzy przypadki: g,, gp sa liczbami rzeczywistymi,
go jest liczba rzeczywista zas ¢ jest symbolem nieskonczonym,
Ja, gp S8 symbolami nieskonczonymi tego samego znaku.
Rozpoczniemy od granic skonczonych. Niech £ bedzie dodat-
nig liczba rzeczywista i niech n. bedzie taka liczba naturalna, ze
dla n > n. zachodzi nieréwnos¢ |a, — gq| < §. Niech n bedzie

taka liczba naturalna, ze nieréwnos¢ |b, — gp| < § zachodzi dla
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n > n” i niech n. oznacza wieksza z liczb n., n”. Wtedy dla
n > n. zachodza obydwie nieréwnosci, zatem
an +bn = (ga + 9b)| < lan — gal + [bn — gb| < %"‘%:E-
Zmaczy to, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n
(czyli n > n.) réznica (a,+b,)—(ga+gp) ma wartosé bezwzgled-

na mniejsza niz €. Oznacza to, ze lim (a, + b,) = gq + gp. Do-

n—oo

wod twierdzenia o granicy sumy ciaggéw w tym przypadku zostal

zakonczony.
Zajmiemy sie teraz nastepnym przypadkiem: niech liczba g
bedzie granica ciagu (a,) i niech 400 = = lim b, . Wykazemy,

ze lim (a,+b,) = +oo. Niech M bedzie dowolna liczba rzeczy-

n—oo

wista. Mozna znalezé taka liczbe naturalna n'j, g1 Z€ dla
n > ny ..y zachodzi nieréwnos¢ b, > M — g+ 1. Istnieje
tez taka liczba naturalna n}, ze dla n > n) zachodzi nieréwnosé
lan —g| < 1. Niech ny; bedzie wieksza z liczb nfy, ., i nj. Dla
n > nys zachodza obie nieréwnosci, wiec
an+bn:bn+g+(an_g) >bn+g_|an_g‘ >
>M—-g+1)+g—1=M.
Wykazalismy, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n za-

chodzi nieréwnos$¢ a, + b, > M, wiec lim (a, + b,) = +00.
n—oo

Dowod zostat zakonczony.
Jesli wiec ciag (a,) ma granice skoriczona i lim b, = —o0, to

na mocy poprzednio wykazanej czesci twierdzenia o granicy sumy
ciag (—an + (—by)) ma granice i zachodzi réwnosé

lim (—a, —b,) =— lim a, + lim (=b,) = +oo.

N— 00 — 00 n—00

7, uwagi o granicy ciagu przeciwnego wynika, ze istnieje granica

lim (ap, +0b,) 1 lim (a, +0b,) —oco. Dowdd zostal zakoniczony.

Zostal jeszcze jeden przypadek: obie granice sa rowne —+oo
lub obie sa rowne —oo. 7Z uwagi o zbieznosci ciagu przeciwnego

wynika, ze udowodni¢ teze, gdy lim a, = +oco = lim b, . Jedli

M jest dowolna liczba rzeczywista, to istnieja liczby natural-

/ 7 . o « 7. / M
ne Ny Oraz Ny, takie, ze jesli n > LSVIR to a, > 5,
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zas jesli n > nIJ\,4/2’ to b, > % Przyjmijmy, ze njps jest

wieksza, z liczb nng, n?\/4/2 i n > ny. Wtedy zachodza obie
nierownosci i wobec tego a,, + b, > % + % = M . Oznacza to, ze

lim (a, + b,) = +00. Dowdd zostal zakonczony.

n—oc
Z, uwagi o zbieznosci ciagu przeciwnego i twierdzenia o granicy
sumy (15.16.1) wynika twierdzenie o granicy réznicy (15.16.2).
Zajmiemy sie teraz iloczynem. Podobnie jak poprzednio jest
wiele przypadkow, ktorych liczbe mozna zredukowac stosujac uwa-
ge o zbieznosci ciagu przeciwnego do nastepujacych: obie granice
sa, skonczone, obie granice sa rowne +o00, jedna granica jest do-
datnia liczba rzeczywista a druga jest nieskonczona, np. +oc.
Rozpoczniemy od rozpatrzenia granicy iloczynu dwoch cia-
géw majacych skonczone granice. 7 twierdzenia o szacowaniu
wynika, ze kazdy z tych ciagdédw jest ograniczony, wiec istnieje taka
liczba K’ >0, ze |a,| < K’ i istnieje tez taka liczba K" > 0, ze
b,| < K" dla kazdej liczby naturalnej n. Przyjmujac, ze K to
wieksza z liczb K’, K" znajdujemy liczbe, ktérej nie przekracza

wartos¢ bezwzgledna zadnego wyrazu ktoéregokolwiek z dwoch roz-

patrywanych ciagéw: |a,|, |b,| < K. Oznaczmy g, = lim a,,
n—oo
gy = lim b, . Z twierdzenia o szacowaniu wnioskujemy, ze réw-
n—oo

niez |gal, |gp] < K. Niech e oznacza dowolna liczbe dodatnia.
Istnieje wtedy taka liczba naturalna n., ze jezeli n > n., to
lan — ga| < 5% 1jednoczednie |b, — gp| < 5% . Wtedy
|anbn — gagb] = [(an — ga)bn + ga(bn — g)| <
<lan = gal - [bn] +19al - |bn — g0l < 5% - K+ K - 5% =€,
Udowodnilismy wiec, ze dla dostatecznie duzych n odleglos¢
liczby anb, od liczby g¢,g» jest mniejsza niz €, co oznacza, ze

Jagp = lim (an : bn) , a to wlasnie bylo naszym celem.
n—aoo

Teraz zajmiemy sie granica iloczynu ciagow, z ktérych jeden
ma granice skonczona i dodatnia, a drugi — granice 4+oo. Niech
go = lim a, bedzie liczba dodatnia i niech +oco = lim b,.

n—oo n—aoo

Niech M bedzie dowolna liczba rzeczywista. 7 definicji granicy
wynika, ze istnieje taka liczba naturalna njs, ze jezeli n > nys,
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to an>%ga>0 i bn>%>0.Wtedy

2| M
by > 592200 = M| > M.

Dowéd w tym przypadku zostal zakonczony.
Rozpatrzymy teraz iloczyn dwdéch ciagéw (a,) i (by,) zakla-

dajac, ze spelniona jest rowno$¢ lim a, = +oo = lim b, . Jedli

M jest dowolna liczba rzeczywista, to istnieje liczba naturalna
ny, taka ze dla m > njys zachodza nieréwnosci a, > 1 + |M|
i by >1+4+|M|. Wtedy dla n > nj; mamy

anbp > 1+ |M|)?>2-|M|>|M|>M,
co dowodzi réwnosci +oo = lim a,b,. Twierdzenie o granicy

n—oo

iloczynu ciagéw zostato w ten sposéb udowodnione.

Kolej na twierdzenie o granicy ilorazu. Znéw zaczniemy od
granic skonczonych. Niech g, = lim a, i 0 # ¢, = lim b, .
n—00 n—oo

Wykazemy, ze lim 7= = g—‘;. Niech ¢ bedzie dowolna liczba, do-
n—oo “n
datnia. 7Z poczynionych zalozen wynika, ze istnieje taka liczba

naturalna n., ze jesli n > n., to

90| e-1gs| elgpl®> 153
b | > 5 an — ga| < 4 b — gp| < 1(ga]+1) -
Dla n > n. mamy wiec
an _ ga| — 19n9b—=gabn| ~ |angb—Ggags|+|9agp—Ggabn| _
bn [ |96 | = lgu12/2
_ 2 2|9a|
= Too] |Gn — Gal| + 952 g6 — bn| < e.

Udowodnilismy teze w przypadku granic skonczonych. Jezeli ciag

(b,) ma granice skonczong i rézna od 0 oraz lim a, = 400, to

n—oo

ciag (bl—) ma granice skonczong i r6zng od 0 — wynika to z juz
udowodnionej czeSci twierdzenia o granicy ilorazu. W tym przy-
padku mozna zastosowac twierdzenie o granicy iloczynu ciagow:

9o = lim <an-1—>: lim a, - lim i = +oo- lim ;—.

lim > >
n—oo n n—o n—oo n n—o n

n—oo
Ten ostatni iloczyn jest oczywiscie dobrze okreslony.
Zostatl jeszcze jeden przypadek: granica ciagu (a,,)jest skon-

czona, a granica ciagu (b,) jest nieskoniczona. W tym przypadku

15.3

Nie zalozylismy, ze ¢,7#0, wiec w mianowniku umiesciliémy |gq|+1 .
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ciag (ay,) jest ograniczony, tzn. istnieje taka liczba K > 0, ze dla
kazdego n zachodzi nieréwnosé |a,| < K. Jedli € > 0, to istnieje
taka liczba naturalna n., ze jesli n > n., to |b,] > £ . Wtedy

an
bn

< K - &+ = ¢. Wykazalismy wiec, ze dla dostatecznie duzych

n iloraz Z—: ma warto$¢ bezwzgledna mniejsza niz €. Oznacza to,

ze nh_}rr;o Z—: = 0. Dowdd zostat zakonczony. W

Twierdzenie 15.17 (o trzech ciagach)

Jesli a, < b, < ¢, dla dostatecznie duzych n, ciagi (a,) i (cp)

maja réwne granice, to ciag (b,) tez ma granice i zachodzi wzoér
lim a, = lim b, = lim ¢, .

n—oo n—aoo n—aoo

Dowodd. Wiemy, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n
zachodzi nieré6wnos¢ podwdjna a,, < b, < ¢, oraz ze ciagi a, i ¢,

maja wspolna granice g. Mamy dowies¢, ze ta wspodlna granice
jest rowniez granica ciagu (b,). Zalézmy najpierw, ze granica
g jest skonczona. Niech ¢ > 0 bedzie dowolna liczba. Istnieje
taka liczba naturalna n., ze jesli n > n., to |a, — g| < ¢ oraz
lcn, — g] < €. Wynika stad, ze g —¢ < ap, < b, < ¢, < g+e¢,

zatem |b, — g| < €. UdowodniliSmy wiec, ze g = lim b, . Teraz

mozemy sie zajac¢ przypadkiem granicy nieskonczonej. Jak zwykle
wystarczy zajac sie jedna z dwu nieskonczonosci, tym razem dla

odmiany g = —oo. Niech M bedzie liczba rzeczywista. Poniewaz
lim ¢, = —oo, wiec istnieje taka liczba naturalna nj,;, ze dla
n—oo

n > nys zachodzi nieréwnosé¢ b, < ¢, < M , wiec w szczegolnodci

b, < M. Dowdd zostal zakonczony. M

Uwaga 15.18 (o twierdzeniu o trzech ciagach)

7. dowodu wynika, ze w przypadku granicy nieskonczonej, np.

réwnej —oo, uzycie jednego z dwoch zewnetrznych ciagéw, w tym

przypadku ciagu (a,), jest zbedne. Prawdziwe jest twierdzenie:
jesli dla dostatecznie duzych n zachodzi nieré6wnos¢ b, < ¢,

i ciag (c¢,) ma granice —oo, to réwniez ciag (b,) ma granice —oo

i analogicznie: jesli dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosc
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anp<b, 1 lim a,=+00, to rowniez +oco= lim b,,. W
n—aoo n—aoo

Uwaga 15.19 Jesli lim a, istnieje, to istnieje tez lim a4

n—oo n—oo

i zachodzi ré6wnos$¢ lim a,41; = lim a, . To stwierdzenie wynika

od razu z definicji granicy, mozna uzy¢ tej samej liczby n. lub
nar, jesli granica jest nieskonczona. W
Definicja 15.20 (podciagu)
Jesli (a,) jest dowolnym ciagiem i n; < ny < ng < ..., to ciag
Apy s Ay, Qng, ..., Czyli clag (an, )5°_; nazywamy podciagiem
ciagu (a,). ®

Zachodzi bardzo przydatne i latwe twierdzenie wiazace zbiez-

nos¢ ciagu ze zbieznoscia jego podciagow.

Twierdzenie 15.21 (o podciagach)

g € RU {400} U{—o0} jest granica ciagu (a,) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest granica kazdego jego podciagu.

Dowdd. Poniewaz ciag jest swoim podciagiem, wiec ze zbieznos-
ci wszystkich podciagéw ciagu (a,) wynika natychmiast zbieznosé
ciagu (a).

Zalézmy teraz, ze g = lim a, € R i ze numeracja wyrazéw
n—oo

naszego ciagu zaczyna sie od liczby 1. Wtedy spelnione sa nie-
réwnosci ny =1, no>n1+1>2, ng >ns+1 >3 itd. Ogdlnie
Ny, = m. Jesli € > 0, to istnieje taka liczba naturalna n., ze
jesli m > n., to |a, — g| < e. W szczegélnosci |a,, — g| < e dla
m > n., a stad bez trudu wnioskujemy, ze 7T}i_r)nooamn = g. Dowdd

zostat zakonczony.

Przykiad 15.17 Ciag ((—1)” + %) nie ma granicy, bowiem
lim ((—1)*"4 =) = lim (14 5)=1#

A-1= i (=1 gky) = Jim (G0 4 5k)

— wskazaliSmy dwa podciagi zbiezne do réznych granic. B

Twierdzenie 15.22 (o granicy ciagu monotonicznego)

Kazdy ciag monotoniczny ma granice; jesli jest ograniczony, to
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granica jest skonczona.

Dowdéd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze ciag (a,) jest niemale-
jacy: a1 < az < az < .... Jedli ten ciag jest ograniczony
z gory, to kres gorny zbioru jego wyrazow jest skonczony. Niech
g =sup{a,: n €N} Jesli € > 0, to istnieje taka liczba natu-
ralna n., ze g —¢ < a,, < g. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej
n > n. zachodzi nieréwnos¢ g — e < a,_ < a, < g. WykazaliSmy,
ze wszystkie wyrazy ciagu o dostatecznie duzych numerach leza
w odleglosci mniejszej niz € od ¢g. Stad i z definicji granicy ciagu

wynika od razu, ze ¢ = lim a,,.
n—oo

Jesli ciag (a,,) nie jest ograniczony z gory, to dla kazdej liczby
rzeczywistej M istnieje taki numer nys, ze ay,,, > M. Wtedy
dla n > nps zachodzi nieréwnos¢ a, = a,,, > M, a to oznacza,

ze lim a, = +00.
n—oo

Dowod dla ciagu nierosnacego Czytelnik przeprowadzi sam
lub skorzysta z tego, co juz udowodnilismy dla ciagu (—a,). H

2
Przyklad 15.18 nll_)ﬂ’olo % = nh_{lgo étzé;l;i%% -

tw. o granicy 1im(1+7/n—13/n2) tw. o granicy sumy,
lim(5—17/n+1/n?)

réznicy i iloczynu

_ 1471im(1/n)—13-lim(1/n)? _ 147.0—13-02 _ 1

5—17-lim(1/n)+lim(1/n)2 — 5-—-17-0+)1 — 5°

ilorazu

Przykiad 15.19 Niech a, =1+ 2% -+ 3% +-- -+ % . Oczywiscie

speliona jest nier6wno$¢ a, < an+1, czyli ciag (a,) jest $cisle

rosnacy. Ma wiec granice. Wykazemy, ze jest ona skonczona. Dla

n>2mamy a, =1+ +g+- -+ <ld+gz+ggt+-+
1 1,1 1 11 1

‘|—m = 1+1—§+§—§+‘ . ‘+m—5 = 1—5 < 2. Wobec tego

granica ta jest skonczona i nie przekracza liczby 2. Znalezienie
tej granicy to jednak problem zupelnie innej natury i na razie zaj-
mowac sie nim nie bedziemy. Czytelnik zechce wykazacé, ze granica

jest mniejsza od liczby % i zechce wskazac jeszcze mniejsza liczbe

M dla ktoérej nieréwnosé a,, < M jest spelniona dla wszystkich
liczb naturalnych n. B

Przyklad 15.20 Wykazemy jeszcze raz, ze jesli a > 1, to
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lim {/a = 1. Zauwazmy najpierw, ze {/a > ""/a i /a > 1

n—oo

dla kazdej liczby naturalnej n, wiec badany ciag jest nierosnacy
i ograniczony z dotu przez 1, zatem ma granice g i g > 1. Kazdy
jego podciag jest zbiezny do liczby ¢, m.in. lim %/a = g. Wobec
tego ¢ = lim a = lim (2(1/5)2 = (lim 2%)2 = ¢%. Jesli
g=¢g°,to g=01lub g =1, cow polaczeniu z nieréwnoécia
g > 1 prowadzi do wniosku, ze g=1. R

W ostatnim przykladzie pokazaliémy, jak mozna ominac¢ kon-
kretne szacowania. ZastapiliSmy je twierdzeniem, ktére gwaran-
tuje istnienie granicy ciagu. Potem pojawilo sie rownanie, ktérego

pierwiastkiem byla granica. Tak postepujemy dosy¢ czesto.

Przyklad 15.21 Niech a > 0 i b > 0 oznaczaja liczby rzeczy-
wiste. Niech a1 = b, a,11 = (an + & ) Z nieréwnosci o Sredniej

arytmetycznej i geometrycznej Wnloskujemy, ze dla kazdego nu-

meru n zachodzi a, 1= (an+ ) Sy g—n:ﬁ. Wobec tego

dla kazdego n > 2 zachodzi nieréwnosé¢ a, > v/a, wiec réwniez

ap, > ¢—. Stad wynika, ze a,q1 € [Z ,an] — $rednia dwu liczb
lezy miedzy nimi. Stad w szczegdlnosci wynika, ze a,11 < a, dla
n=2,3,... Ciag (a,) ma wiec granice i to nie mniejsza niz /a .
Niech lim a, = g. Wtedy
_ _ 1 _ 1 1 1
g= nhm Apt1 = = nh_)n(;lo §(an + Z—n) = §(an + Z—n) = 5(g+ E)’

zatem ¢ = l(g+ %), wiec %g = 55, czyli g?> = a. Stad i z nie-

réwnosci g > \/_ > 0, wynika, ze g = \/_ |

Przykiad 15.22 ZajmowaliSmy sie juz ciagiem, ktérego wyraz
jest rowny e, = (1 + ) . Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x ciag ten jest niemalejacy od pewnego momentu,
mianowicie jesli n > —x, to (1 + %)n < (1 + ni_i_l)nﬂ. Potem
wykazemy, ze jest on ograniczony. Nieréwnosé¢ n > —x réwnowaz-
na jest nieréwnosci n+x > 0, z tej z kolei wynika, ze n+1+x > 0.

Wobec tego 1+ £ = 22 > ( i analogicznie 1+ —%+ > 0. Wobec
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tego jesli n > —x, to liczby (1+ %)n i (1+ n%rl)nﬂ sa dodatnie,

T )n—i—l

a wobec tego nieréwnos¢ e,, = (1 + %)n < (1 + o=

= €n+1
jest roGwnowazna nierownosci
_z _\n+1 x oz~ nt+l
1 < (1+n—|—1) _( n+1 n)
z 7S Zyn+l
1+ 1+ %)

- (H(nﬂ;(xnm))nﬂ‘

Teraz skorzystamy z nieréwnosci Bernoulli’ego:

<1 + (n—l—l)(n—l—w)) 21+ (n+ D) ooms = mis = 1+ z

Skorzysta¢ wolno, bo jesli n > —zx, to

D > L ta

nierowno$¢ jest prawdziwa dla = < 0, bo wtedy licznik i mianow-

nik sa dodatnie, a gdy = > 0, to 0 < F= < 1. Wobec tego

udowodniliémy monotoniczno$é ciagu (e,) od pewnego miejsca.

Wiynika stad, ze ma on granice, cho¢ by¢ moze nieskonczona,. Jesli
r < 0, to dla n > —z zachodzi nieré6wnos¢ 0 < 1 + % < 1,
wiec 0 < (1 + %)n < 1. W tym przypadku ciag jest ograniczo-
ny z gory przez liczbe 1, zatem nh_)ngo (1 + %)n < 1, a poniewaz

ten ciag od pewnego miejsca rosnie i ma dodatnie wyrazy, wiec

0< lim (14 Z)" < 1. Zalézmy teraz, ze x > 0. Mamy wiec

n—aoo
2
1 — Z)n
42y = el
(1—3%)
Wykazemy, ze istnieje skonczona granica lim (1 — z—z)n
n—aoo
Poniewaz 0 < lim (1 — £)" < 1, wiec z twierdzenia o granicy

n—oo

. . . . . . n . ,
ilorazu wyniknie, ze granica lim (1 + %) jest skonczona.

n—oo

s, 2 .
Jesi n>x>0,to —% > —1, wiec
n

1>1-5)">14n(-%)=1-2 — 1.
n—oo
7 twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim ( — ﬁ—z)n =1,
n 1
: Z\" _
zatem nh—>Holo (1 + n) fim (1= %>n [
n—oo
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Podamy teraz bardzo wazna definicje.

Definicja 15.23 (liczby e)
e = lim (1+%)n. |

n—oo

Uwaga 15.24 Ciag o wyrazie (1 + %)n jest niemalejacy 14,

wiec dla kazdego naturalnego n zachodzi nierownos¢ e > (1+ %)

1\4 _ 625 __ o113 2 _
np. 62(1+Z) = 55¢ = 253 > 2 = 24. 7 dwu

rownosci lim (1 - 5)" =11ie= lim (1+ %)n wynika, ze

n—oo n—oo

= W , przy czym z tego, ze ciag o wyrazie (1 — %)” jest

1
niemalejacy wynika, ze ciag o wyrazie - jest nierosnacy,

(1-3)

1
zatem dla kazdej liczby n > 2 zachodzi nieré6wnosé¢ e <

1 6\ 6 1\6 6 6-5 6-5-4
(1- 16 - (3) - (1 + 5) =l+tg+ 155t 1335 T
6
6-5-4-3 6-5-4-3-2 1 _ 6, 6 4 3 6 1 _
t1g3457 T Tag4s65 T —1tstgtettemtste=
=1+1,2+ 0,6 + 0,16 + 0,024 + 0,00192 + 0,000064 = 2,985984,
wiec wykazaliSmy, ze 2,4 < e < 3. Ten rezultat jest niedokladny.

np. e <

Mozna przekonac sie, ze e ~ 2,718281828 , ale nie bedziemy teraz
przybliza¢ doktadniej, bo pdzniej osiagniemy lepsze wyniki znacz-
nie mniejszym nakladem pracy. Dodajmy, ze e nie jest liczba
wymierng (to wiedzial juz L.Euler, 1707-1783), o czym bedziemy
w stanie przekonac sie wkrétce. Mozna tez wykazaé, ze e to
liczba przestepna, wiec taka, ktéra nie jest pierwiastkiem zadnego
niezerowego wielomianu o wspolczynnikach catkowitych. Ostatnie
stwierdzenie jest trudniejsze (C.Hermite, 1822 -1901). Liczba e
jest jedna z najwazniejszych w matematyce, wystepuje w wielu

sytuacjach i nie sposéb wyobrazi¢ sobie matematyki bez niej. B

Przykiad 15.23 lim (1 + #)n = 1. Dla kazdej liczby natu-

n—oo

ralnej n zachodzi nieréwnosé¢ 1 < (1 + #)n Oszacujemy wyraz

15.4 tyle udowodnilidémy, ale pézniej okaze sie, ze jest Scile rosnacy.
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ciagu z gory. Zastosujemy nieréwnos$¢ Bernoulliego. Mamy

n 1 1 1
1< (1+4)" = < = 1.
( —I—nz) (1_ 21 )n 1__2” 1 — 11 n— 00
n<+1 n<+1 n+i

Obiecana teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach. B

Przyklad 15.24 lim (1+Z2)"= lim (1+2)" lim (1+%)"

dla dowolnych liczb x,y € R. Udowodnimy ten wzdér. Niech
n > 2|z + 2|y|. Wtedy liczby 1+ 2, 14+ £ i 1+ 2 54 do-
A+ 20+ )"

datnie. Wystarczy udowodni¢, ze 1 = lim —
(LT
zy n
= nh_)n;)lo <1 + @> . Z nieréwnosci n > 2|x| + 2|y| wynika,
. + 1 . 1 % 1 . .
ze 1+ > 5 {g—g] < 7, zatem ‘14-71—95%‘ < 3" 7, nieré6wnosci
Bernoulli’ego wynika, ze
% n % Yy
(1+ 1+x+y) > by = ey
x4 5
Mamy tez — ’ < 2 =1, zatem
I+A+H - 1-3)01-3)
1 4 zHuyn zy n
( + oy ) _ (1 B n2 ) >
(+2pa+o — U A+ 50+ 2)
zy
>1-— & 1

Wobec tego zachodzi nier6wnos¢:
2 (I i

n
M e STz

S8

(1+2)(1+ %)
7 niej i twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze zachodzi rownos¢
I+ 51+ L)
noee (14 5F)

, a z niej — dowodzona teza. B

Lemat 15.25
Jesli 7 < £ 1 mianowniki b,d maja ten sam znak, to zachodzi

. ’ 44 QA a+c (9
NIErownosc ¢ < 7= < 7.
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a

Dowéd. Mnozac nieréwnos¢ § < ¢ przez liczbe bd > 0 otrzy-
mujemy nierdwno$¢ réwnowazng wyjsciowej: ad < bc. Mnozac

a a+c

nieréwnos¢ ¢ < 7 przez liczbe b(b + d) > 0 otrzymujemy:

a(b+d) < b(a+c), apo redukcji ad < be, co koniczy dowdd lewej
nierownosci. Tak samo dowodzimy, ze prawa jest prawdziwa. B

a+tc

atc _ b ,a, d ¢ ec 1i .
Uwaga 15.26 brd = o4d b5 T oyd - 4 wiec liczba 77 jest
. . . . a : ¢ . b - d . .
§redniq wazong liczb ¢ 1§ z wagami 375 1 577. Wagl to nie-

ujemne liczby o sumie 1. W tym przypadku pojawity sie dwie, ale
ogolnie moze by¢ ich wiecej.

Niech py > 0,ps >0,...,p, >0, p1 +po+ - +p, =1
i n> 2. Czytelnik udowodni, ze jesli wsrdd liczb rzeczywistych
x1,%2,...,Ty S§ co najmniej dwie rozne, to
min(ry,ro, ..., T,) <p121+p2re+- -+ ppxy, <max(ry,xa,...,Ty).
Oznacza to, ze $rednia wazona n liczb lezy miedzy najmniejsza,
i najwieksza z nich. B

Teraz zajmiemy sie twierdzeniem, ktére dosy¢ rzadko jest
formulowane w poczatkowej fazie nauki o ciggach.

Twierdzenie 15.27 (Stolza)
Zaltézmy, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,) sa rézne od 0, ze jest

7 ez . . . o . . - . Apt1—0n
on $cisle monotoniczny oraz ze istnieje granica g = lim FH—r .
n—oo n+1—"Un

Jesli spelniony jest jeden z warunkéw:
15.27.1 ciag (b,) ma granice nieskonczona,

15.27.2 ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne do 0,

to ciag (Z—”) ma granice i zachodzi réwnos¢:

lim % = ljm ol
n—0o0 0y, n— 00 bn+1 — bn

Dowdd. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozna przyjac, ze ciag
(bn) jest Scisle rosnacy, bo mozna go zastapié¢ ciagiem (—by,).
Niech m i M beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze m < g < M;
jesli g = —oo, to rozwazamy tylko M , gdy g = 00 — tylko m.
Dla dowodu tezy wystarczy wykazac, ze dla dostatecznie duzych
liczb naturalnych n zachodzi nieréwnos¢ m < 3= < M.
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Niech m’ i M’ beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze
m<m <g< M <M.

Ap+4+1—0an

Poniewaz granica ciggu (bn t1—by

) jest g, wiec istnieje taka licz-

ba naturalna ng, ze dla kazdej liczby naturalnej n > ng i dowolne;j
liczby naturalnej k£ zachodza nieréwnosci:

m/ < Gt o
n+1—"Un

a —a
m/ < n+2 n+1 < M/
bry2—bnt1

/ Gk —Ontk—1 /
< g <M
n+k " Yn+k-—1

Ciag (by) jest §cisle rosnacy, wiec bjy; —b; > 0 dla dowol-

nego numeru j. 7 lematu 15.26 i pierwszych dwu nieréwnosci

: . : ant2—an _ (Gnt2—ani1)+(anyr1—an) . :
wynika, ze liczba Trioby = (hrra—bei )T (hari=b) lezy miedzy
: : AGn41—0n  : Gn42—0n41 : . . . :
liczbami R beo—bn,, > & Poniewaz te leza miedzy liczba-

mi m’ 1 M', wiec spelniona jest nieréwnosé
m' < e o MY
bn+2_bn
W ten sam sposoéb wynika nieréwnosé

a —a
m! < Gt o
brn43—bn42

7 otrzymanych nieréwnosci wynika nastepna:
m/ < A M
bn+3_bn
Prosta indukcja konczy dowdd nieréwnosci

m' < —Z"“L’“_Z” < M'.
n+k—Yn

Skorzystawszy z zalozenia (15.27.2) i twierdzenia o arytmetycz-
nych wilasnosciach granicy ciagu stwierdzamy, ze dla kazdego nu-

meru n zachodzi réwnosé

lim Grtk—fn _ —Gn _ o
k—oco bn—l—k_bn _bn bn

7 niej i z twierdzenia o szacowaniu wynika, ze dla kazdego n > ng
zachodzi nieré6wnosé
m<m' <P <M< M,
n

a to oznacza, ze zakonczyliSmy dowdd twierdzenia przy zatozeniu
(15.27.2).

Skorzystamy teraz z zalozenia (15.27.1). Nieréwnosé
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m’ < —Z"“L’“_Z” < M’
n+k—Un

mozemy przepisa¢ w postaci

Ant+k _ An

b, b,
m' < Bt <A

bn+k:
Ta nier6wnosé jest réwnowazna nastepujacej (przyp. bnix > by)

m/ (1 — gomn) + e < g < M(1— o) + g

bn—'—k bn+k .
. . . by an /
Niech n = ng + 1. Poniewaz limj_,.m’ (1 bn+k) boir Y

i m < m', wiec istnieje taka liczba kg, ze dla k > kg zachodzi

nieréwnos$é m’ (1 — bb:k )+ baik > m . Podobnie istnieje taka liczba

kl, ze dla k > kq maimy M/(l

el R
jesli k& > max(ko, k1), to zachodz1 nieréwnos¢ podwc’)jna

a
m < ntk < M .
bn—l—k:

Ta obserwacja konczy dowod twierdzenia. B

Przyklad 15.25 Znajdziemy granice lim . Oczy-

n—oo

17421 ... 4n”
TLS

8 = 00. Ciag (n®) jest $cidle rosnagcy. Mozna wiec

wiscie lim n
sprébowaé uzyé twierdzenie Stolza. Niech a,, = 17 + 27 .- +n",
b, =n®. Mamy a,i1—a, = (n+1)7 i by 1—b, = (n+1)8—nd =
=8n" + 28n5 + 5615 + 70n* + 5613 + 28n? + 8n + 1. Wobec tego
(n+1)”

An 41— _
Inammy bn+1—b = BnTF28n5156n° 70N 56r5 1 28n2 F8n 1 ¢ Zatem
147
i 1}

w2 o bo 84/ 484 10 +,§§ +28 4+ 545
7 tej réwnosci i twierdzenia o arytmetycznych W}asnosmach gra-

nicy wynika natychmiast, ze lim =" = & i wobec tego
n—oo Yn+17—n
z twierdzenia Stolza wynika, ze
. LA S : : . .
hml“'z—s"'”:hmﬁBL—”:hmZ“b —hm%. |
n— 00 n n—oo Yn n—oo “n+l17Yn n— 00

W ostatnim przykladzie pokazaliSmy, jak mozna wykorzys-
ta¢ twierdzenie Stolza w typowy sposéb. To wazne i skuteczne
twierdzenie. 7 jego sila zapoznaé¢ sie mozna stosujac je w réznych
zadaniach. Podamy jeszcze jeden przykiad, w zasadzie bezsen-
sowny.
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Przyklad 15.26 Na maturze rozszerzonej w 2005 r pojawilo sie

s . ’ 7’ . . 1+4+7++3n_2
zadanie: znalezé granice lim )
) € A o 2nT s

Mozna je rozwia-

za¢ stwierdzajac, ze 1 +4+ 7+ ---+3n -2 = n(i’w;—l)

5+74+94---+2n+3 =n(n+4), a nastepnie stosujac twierdzenie

oraz

o arytmetycznych wlasnosciach granicy ciagu. Wynik to % :
Jednak co najmniej jeden z maturzystow napisat cos takiego:

li LEAt7+o43n-2 _ S i 3n=2 _ iy, 3=2/n _ 3-0 _ 3

s BHTHOFH2n+3 T oo 2043 o0 243/n T 240 T 2

Symbol 2= ludziom obeznanym z twierdzeniem Stolza i z reguts de
I’Hospitala, o ktérej bedziemy jeszcze mowic, sugeruje, ze autor ma
na myséli jedno z tych twierdzen, w tym przypadku moze to by¢

tylko twierdzenie Stolza. Niestety to tylko hipoteza i w rzeczy-
wistosci nie wiadomo, co uczen mial na mysli, moze napisal te

réwnos¢ nie myslac w ogéle o uzasadnieniu. Utatwilby prace
sprawdzajacym, gdyby napisat co§ w rodzaju: z twierdzenia Stolza
wynika, ze ... Autor tej ksiazeczki przypuszcza, ze jednak rozwia-
zanie zostalo uznane, chociaz réwnie dobrze mozna bylo uznac,
ze brak wyjasnien uniemozliwia stwierdzenie, ze zdajacy wiedzial,
jakim twierdzeniem (niezbyt popularnym w szkotach) sie postuzyl
i uzna¢ zadanie za nierozwiazane! Redagujac rozwiazanie zadania
lub problemu nalezy troche mysle¢ o tych, ktorym przyjdzie tekst
przeczytac i da¢ im szanse zrozumienia pamietajac o tym, ze kazdy

mysli ,,po swojemu”. H

Twierdzenie 15.28 (o podciagach monotonicznych)

7 kazdego ciagu liczbowego mozna wybra¢ podciag monotoniczny.

Dowéd. Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywis-

tych. Mozliwe sa dwa przypadki:

1° kazdy podciag ciagu (a,) zawiera najwiekszy wyraz, tzn. taki

wWyraz an, , ze dla kazdego k zachodzi nieréwnos¢ a,, < ay, ;

2° istnieje podciag, ktory nie zawiera najwiekszego wyrazu.
Pokazemy, ze w pierwszym przypadku mozna z ciaggu wybrac

podciag nierosnacy, a w drugim — Scisle rosnacy.

Rozpatrujemy pierwsza mozliwosc. Niech n; bedzie naj-

mniejsza liczba naturalna, dla ktérej a,, jest najwiekszym
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wyrazem ciagu (a,). Zalézmy, ze zdefiniowaliSmy juz liczby
np <mng <...<ng 1 to tak, ze jesli m > n;, to an < ay,
Niech ay, , bedzie najwiekszym sposrod wyrazéw nastepujacego
podciagu ciagu (an): Gn41, Gnypt2, Gn,+3, --. Jasne jest, ze
Unyyy < Qg OTAZ 7€ Gy < Ap,,, dla m > ngy1. Zdefiniowalismy
wiec podciag nierosnacy ciagu (a,) .

Kolej na drugi przypadek. Aby nie komplikowaé oznaczen za-
lozymy, ze w ciagu (a,) nie ma najwiekszego wyrazu — z ciagu
(a,) mozna wybraé podciag o tej wlasnosci i oznaczy¢ go przez
(an). Niech n; = 1. a,, nie jest najwiekszym wyrazem ciagu
(an), wiec istnieje wyraz od niego wiekszy. Niech ns bedzie
najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej zachodzi nieréwnosc
Qp, < Qp,. Zalézmy, ze zdefiniowaliSmy juz w taki sposéb numery
ny <ng<...<nyg, ze zachodza nieréwnosci a,, <an, < ... <ap, .
an, nie jest najwiekszym wyrazem ciagu aGn,, Gny+1; Gng+2;---,
bo wtedy liczba max(ay,as,...,a,,) bylaby najwiekszym wy-
razem ciagu (a,). Niech ngy; bedzie najmniejsza taka liczba
naturalna, dla ktérej spelnione sa obie nieréwnosci npii > ng
i Gy, > Gn, . Jasne jest, ze zdefiniowaliSmy indukcyjnie Scisle
rosnacy podciag ciagu (a,). B

Czytelnik zauwazy, ze w tym rozumowaniu korzystalismy wy-
lacznie w wiasnosci nieréwnosci, innych wtasnosci liczb rzeczy-
wistych nie wykorzystaliSmy wcale. Mozna wiec rozpatrywacé za-
miast ciagoéw liczb rzeczywistych ciagi elementéw pewnego zbioru,
ktére umiemy poréwnywac, przy czym nierownosc¢ jest przechod-
nia itd. Moga to by¢ np. ciagi zbiorow, jesli przyjmiemy, ze
nieréwnoscia, jest zawieranie: A C B zamiast a < b dla liczb
rzeczywistych. Prawdziwe jest wobec tego stwierdzenie: z kaz-
dego ciagu zbiorow (A,) mozna wybra¢ taki podciag (A,,), ze
An, CA,, CA,Cax...albo (Ay,),2e Ay, D Apy, 2 A, 2 ...

Teraz udowodnimy bardzo wazne twierdzenie, z ktoérego pdz-
niej przyjdzie nam wielokrotnie korzystac.

Twierdzenie 15.29 (Bolzano—Weiestrassa)
7 kazdego ciagu liczb rzeczywistych mozna wybrac¢ podciag, ktéry
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ma granice; z ciaggu ograniczonego mozna wybraé podciag zbiezny
do granicy skonczonej.

Dowdéd. 7Z ciagu (a,) wybieramy podciag monotoniczny (po-
przednie twierdzenie). Ma on granice, co jest trescia twierdzenia
0 granicy ciagu monotonicznego. M

Jak wida¢ cala praca zostala wykonana wczesniej. Dodajmy,
ze na ogdl podawany jest nieco inny dowdd tego twierdzenia. Na-
szkicujemy go teraz w przypadku ciagu ograniczonego. Zaldézmy,

ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) leza w przedziale P = [—m,m].
Co najmniej jedna z jego potéwek (dalej oznaczona przez P, ), za-
wiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu, tj. istnieje nieskonczenie
wiele takich numeréw n, ze a,, € P;. Przyjmujemy P; = [by, c1].
Niech P, = [bs, co| oznacza te poldwke przedziatu Pj , ktora zawie-
ra nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Kontynuujemy definiowa-
nie kolejnych potéwek. W wyniku otrzymujemy ciag przedzialow
Py =[bi,c1] 2 Py = [ba,ca] 2 P3 = [b3,c3] D ...

Wynika stad, ze ciag (b,) jest niemalejacy, a ciag (¢,) — nie-

rosnacy. Maja wiec one granice, przy czym lim b, < lim c,.

n—oo n—oo

W rzeczywistosci granice te sa rowne, bo ¢, — b, = 57 oraz

n11_>n(’>10 sner = 0. Wybieramy teraz podciag (an,) tak, by a,, € P;

oraz np < no < ng < ... Ten podciag jest zbiezny na mocy
twierdzenia o trzech ciagach: by < a,, < ck.
W przypadku ciagu nieograniczonego teza jest oczywista.

Mozemy teraz zajacé sie tak zwanym warunkiem Cauchy’ego.

Definicja 15.30 (ciagu Cauchy’ego)
(an) jest ciagiem Cauchy’ego (lub: speinia warunek Cauchy’ego)

wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna n., Ze jesl

m,k>ne, to |am —ag| <ec. B
Mowiac niedokladnie ciag spelnia warunek Cauchy’ego jesli
odlegtosci miedzy wyrazami o duzych numerach sa bardzo male.
W istocie rzeczy dowodd tego, ze ciag geometryczny o ilorazie
g < —1 nie ma granicy skonczonej polegat na wykazaniu, ze nie
spelnia on warunku Cauchy’ego.
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Twierdzenie 15.31 (Cauchy’ego)
Ciag jest zbiezny (czyli ma skoniczong granice) wtedy i tylko wtedy,
gdy spemlia warunek Cauchy’ego.
Dowdéd. Zatézmy najpierw, ze ciag ma skonczona granice g.
Niech € > 0. Wtedy istnieje taka liczba n., ze jesli k,m > n.,
to |am —g| < § i |ax —g| < §. Spelnione sa wtedy nieréwnosci
@ — x| = Jam — g+ 9 — il < lam — gl + g —ar] < 5+ 5 =¢.
Zalézmy, ze ciag ai,as,as,... spelnia warunek Cauchy’ego.
Istnieje wtedy n; takie, ze dla k,m > n; mamy |ap — an,| < 1.
Niech m = ny + 1. Wtedy |ax| — |am| < |ax — am| < 1, zatem
lax| < 1+ |ay,| dla wszystkich dostatecznie duzych k. Ozna-
cza to, ze ciag (a,) jest ograniczony. Wybierzmy z ciagu (ay)
podciag zbiezny (anj) . Niech g oznacza jego granice. Wykazemy,
ze ¢ jest granica calego ciagu. Jesli € > 0, to dla dostatecznie
duzych k,m zachodza nieréwnodci |ay —an,| < 5 i |an, —g| < 5.
Poniewaz m, k,j sa wybierane dowolnie, byle byly dostatecznie
duze, i n,, = m, wiec mozna wybrac je tak, by m = n;. Wtedy
dla dostatecznie duzego k mamy
lak —g| < lak —am|+|am —g| = |lax —am|+lan, —g| <5+5 =€,

co oznacza, ze g = lim a, . B
n—oo

Uwaga 15.32 Cgzytelnik moze nieco zdziwi¢ sie, bo z twierdzenia
Cauchy’ego wynika, ze ciagi Cauchy’ego to ciagi zbiezne. Nada-
liSmy wiec tym ciagom dwie nazwy. Obie sa uzywane, bo w nieco
ogoélniejszej sytuacji, gdy zamiast liczb rzeczywistych rozwazana
jest dowolna przestrzen metryczna, rownowaznosci na ogot nie ma
— pojecie ciagu Cauchy’ego jest nieco ogdlniejsze niz pojecie ciagu
zbieznego: zdarzaja sie przestrzenie metryczne, w ktoérych niektére

ciagi Cauchy’ego nie maja granicy. B

Twierdzenie 15.33

Ciag ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podciag ma
granice.

Dowad. Jesli ciag ma granice, to jest ona granica wszystkich jego
podciagow bez wzgledu na to, czy jest skonczona, czy nie. Drugie
wynikanie jest jeszcze prostsze: cigg jest swoim podciagiem. W
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Twierdzenie 15.34

7 ciagu, ktéry nie ma granicy, mozna wybra¢ dwa podciagi, ktére
maja rozne granice.

Dowdd. Niech g bedzie granica jednego z podciagdéw. Poniewaz
g # nh_)rrgo an , wiec istnieje taka liczba M > g, ze dla nieskoniczenie
wielu numeréw n zachodzi nieréwnosé¢ a,, > M albo taka liczba
m < g, ze dla nieskonczenie wielu numeréw n spelniona jest
nier6wnos¢ a, < m. W pierwszym przypadku mozemy wybrac
z ciagu (a,) podciag (an,) o wyrazach wiekszych niz M , ktéry

ma granice gi . Zachodzi wiec niero6wnos¢ ¢; :kh—>H<>lo an, =M > g.

W drugim przypadku mozemy wybraé¢ podciag (a,,) o wyrazach
mniejszych niz m, ktéry ma granice ¢go, wiec 0 g < m < g.
Dowéd zostal zakonczony. B

3

Przyktad 15.27 Niech a,=1-%+3—3+---+(-1)"" .1,

Wykazemy, ze ciag (a,) ma skoﬁczona granice. Niech m > k.

4 _ m—k+1 1
Wéwcezas |a,, — ag| = ‘k_—i-l — 5 o+ (1) L =
Zﬁ_l — 1%1-2 + -t (—1)m ktl % < T wynika to od razu

.y ;- 1 .

z nierownosci: k+2 + k+3 <0, —k+4 + 735 < 0 itd. oraz
. , 1 ;
nieréwnosci k—+1 — k+2 >0, 733 — k—_|_4 > 0, itd. Wynika stad,

ze jesli k > LEJ im>k,to |a, —ag| < e, ato oznacza, ze ciag

(an) spelia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny. W

Przykitad 15.28 Niech a,, = 1+ % + % + % +-- -+% . Oczywiscie
dla kazdego numeru n zachodzi nieréwnos¢ a,, < a,1, a to ozna-
cza, ze ciag (A,) jest Scisle rosnacy. Jako $cisle monotoniczny ma

granice. Wykazemy, ze lim a, = oo. Gdyby tak nie bylo to ciag

n—oo

spelniatby warunek Cauchy’ego. Dla n > 1 mamy jednak

_ 1 1 _ 1
a2n—an—n—+1—|—n—+2+ +%>n-%—§.
Wobec tego warunek Cauchy’ego speliony nie jest, np. jezeli
€= %, to nie mozna znalez¢ takiej liczby n., ze jesli m,k > n.,

to |am —ax] < 3 =¢ . M

Przyklad 15.29 Przyjmijmy, ze dla n > 1 zachodzi réwnos¢
an=—1+3+24+1-1 11 1 14 L. ..4(pivril,
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Wykazemy, ze ciag (a,) ma skonczona granice. Mamy:

g <ay<az<ag>a5>...>20<ag<...<aig > a7 >

> a18 > ... > a5 < agg < ... Wynika stad, ze aby wykazac,
ze ciag (ay) jest ciagiem Cauchy’ego, wystarczy wykazaé, ze ciag
(a,2) spelia warunek Cauchy’ego.

Niech k > 1 bedzie liczba naturalna. Mamy wtedy:

2 _ k=1 | k 1, 1 L
E_kiQ—k:+k:2<(k:—l)2+1+ +k2—k+k¢2—k+l+ +k2<

k—1 skladnikéw k skladnikéw

k-1 k k—1 k2
<G TR NG TPk T R

Niech sj, = m—l—--'—l—kzl_k—l—kz_lkﬂ—|—-~—|—ki2. Wiemy juz,

ze % < s < % dla kazdej liczby naturalnej & > 1. Mamy wiec

_ 2 _ 2 _ 2 2
0=1%—% <8k —skt1 < 73 1

_2 _ _2 _ 2 2 2 2
k+2_0+k+2<3k‘ Sk+1 T 8k+2 < 37 — i TR — i

-2 2 _ _ 2 2
= T2 T Er2 <SSk TSkl T Skt+2 —Sk43 < 527 T %i3 -

Te oszacowania mozna kontynuowa¢ (indukcja). W wyniku dla do-
wolnej liczby naturalnej ¢ otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

0 < Sk — Sk4+1 + Sk+2 — Sk43 + -+ + (—1)£8k+g < % .
Zauwazmy, ze ap,2 = —S1 + S2 — Sz + -+ + (—=1)"s, . Niech m
i n > m beda liczbami naturalnymi. Wtedy

= - 1
Ap2 — Q2 _Sm—l—l_8m+2+3m+3—Sm_|_4—|—---—|—(—1)” m- S s

2

zatem  |ap2 — Q2| = Syl — Smayo + -+ (—=1)" g, < =

Zalézmy, ze € > 0 i m > % Wtedy speliona jest nieréwnoscé
a2 — am2| < €, a to oznacza, ze ciag (a,2) spelia warunek

Cauchy’ego, zatem jest zbiezny. W

Twierdzenie 15.35 (o ciaglosci funkcji ¥/ )
Jesli a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n i lim a, = g, to

dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi rownos¢ lim ¥a, = {/g.

Jesli k jest liczba nieparzysta, to teza jest prawdziwa bez zaloze-
nia nieujemnosci wyrazéw ciagu (a,) -

Dowodd. Zatézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy
z ciagu ({/a,) mozna wybraé¢ podciag (ay,, ), ktéry ma granice
a# {/g>0. Z twierdzenia o granicy iloczynu ciagéw wynika,
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ze wtedy a’“:( lim \k/m)k: lim ({ﬂ/m)k: lim a,, =g, co

przeczy nieréwnosci a # {/g. Jesli g <0 i k jest nieparzyste, to

dowdd przebiega identycznie. B

Uwaga 15.36 (o przestrzeniach metrycznych)
W matematyce uzywa sie czesto terminu przestrzen metryczna.
Chodzi o zbior, w ktérym zdefiniowano odleglo$¢ miedzy punk-
tami. Przestrzenigmi metrycznymi sa: prosta, ptaszczyzna, zwyk-
la przestrzen trojwymiarowa, odcinek, tréjkat. Mozna tez definio-
wacé odleglo$¢ miedzy funkcjami. Podamy Sciste okreslenie.

Przestrzeniq metryczng nazywamy taki zbiér X , ktérego kaz-
dym dwém elementom x, y przypisana zostala liczba o(x,y)
w taki sposéb, ze

M1 o(x,y) > 0 dla dowolnych x,y € X ;

M2 o(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y ;

M3 o(x,y) = o(y,x) dla dowolnych x,y € X;

M4 o(x,y) + o(y,z) > o(x,z) dla dowolnych x,y,z € X .

W przestrzeni metrycznej mozna zdefiniowa¢ kule otwarte:
jesli p € X oraz r > 0, to kula otwarta o sSrodku p i promieniu

r nazywamy zbiér B(p,r) ={x€ X: o(p,x) <r}.
Na plaszczyznie mozna zdefiniowaé¢ odlegto$¢ np. za po-

moca, wzoru o((z1,v1), (x2,42)) = V(@2 —21)% + (y2 — 11)?,
co odpowiada zwyklemu sposobowi mierzenia odleglo$ci miedzy

punktami ptaszczyzny (twierdzenie Pitagorasa).

Teraz nie bedziemy zajmowac sie przestrzeniami metryczny-
mi, ale pokazemy, jak mozna w zbiorze R = R U {—00, 00} zdefi-
niowa¢ sensowna metryke.

Niech f(z) = Tz 1 dodatkowo f(oo) =1, f(—0)=—1.
Funkcja f przeksztalca domknietq prosta R na odcinek [—1,1].
Jest ona réznowartoéciowa. Przyjmujemy ogx(z,y)=|f(z)—f(y)]|
dla dowolnych punktéw z,y € R. Czytelnik zechce sprawdzié, ze

og Jest metryka w zbiorze R oraz, ze lim a, = g wtedy i tylko
n—oo

wtedy, gdy lim og(a,,g) = 0 dla kazdego ciagu liczbowego (a,)

niezaleznie od tego, czy granica g jest skonczona, czy nie. B
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10.

Zadania
. Zmnalez¢ lim a, , jesli ta granica istnieje, gdy a,, =
n—oo
a 1+n+3n +n . b 1—|—n—|—3n—|—n .
y n?2—n+13 ? * n?2—n+13 ?
1—|—n—|—3n7—i—n2 .

C. TLETEE d. vn+1—+/n;
e. Vn+yn—/n; f. V1+20D7;
h

g. V1k42k ... 4 nk ke N; n;

. 1 1 L 1 . s 124224324402,
L Ve T Tt e n-n+l13 0
k., 0. 1L 12 . nt9 ., 1 (=2)"+3"
* 1355 U aop—1) (—2)nFly3n+l
13
n . n o
m. om ) 1. on 3

o. 1+q+¢°+-+¢"7", l¢l <15 p. ng", |q| <1;
r. 14+2¢+3¢>+---+ng" 1, |q <1.

. Wykazac, ze granica lim /1 + \/2 + \/3 + -+ + /n istnieje

n—oo

i wyjasni¢, czy jest ona skonczona.

. Wykazac, ze granica nll_)n’olo (1—%) : (1—%) : (1—%) (1—n—+1)
istnieje i wyjasnic¢, czy jest ona réwna 0.

. Wykaza¢, ze granica nh_)ngo (1 — 2%) : (1 — 2%) o (1 — 271%)
istnieje i wyjasnic¢, czy jest ona réwna 0.

. Wykaza¢, ze granica nh_)ngo (1 + 2%) : (1 + 2%,) e (1 + 2,1%)

istnieje i wyjasni¢, czy jest ona skonczona.

. Niech a1:\/§, as = V2+ 2 azz\/2+\/2—|— ,...

Wykazaé, ze ciag (a,) ma skonczona granice.

. Wykaza¢, ze

a. lim (1—L4)"=1; b lm (1-55)" =1;
c. lim (1—|—%)n:ez; d. lim (1—|—2—n+1)n:e2.

Wykazaé, ze lim (1+ £)" = e* dla kazdego k € N.

n—oo

. Wykazaé, ze jesli lim na, =0, to lim (1+a,) =1.

n—oo n—oo

Wykazaé, ze jesli lim na, =k, dla k € N, to zachodzi wzor:

n—oo

lim (1 + an)n =P,

n—aoo
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

> 2 zachodzi
nieréwnosé e > 14+ &+ o + g+ + 75 > (1 + )"
Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2
nieréwnosc¢ e — (1—1—%—1—%4-%4_...4_ 1) < 1

n-n!

Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej k&
zachodzi

Korzystajac z poprzedniego zadania wykazac, ze liczba e jest
niewymierna.

Udowodni¢, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy
lub najwiekszy.

Wykazac, ze jesli ciag (an) zawiera takie dwa podciagi (a,/ )
i (any) zbiezne do tej samej granicy g, ze kazdy wyraz ciagu

(an) jest wyrazem co najmniej jednego z tych dwdéch pod-

ciagéw, to lim a, = g.°?°
n—oo
Niech a1 > 0 i apy1 = H;a Udowodnié¢, ze ciag (a,) ma

skonczona, granice.

Niech a1 =0, as =1 1 apio = %(anﬂ + a,) dla kazdego
n=1,2,3,.... Wykazaé, ze ciag (a,) ma skonczona granice
i znalez¢ ja.

Niech ag =9, a1 =27 1 apq2 = %an + %anﬂ dla kazdego
n = 0,1,2,.... Wyjaéni¢, czy ciag (a,) jest jest zbiezny.
Jesli ma granice, znalez¢ ja.

Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Niech a; = +/c i niech

ant1 = vc+a,. Wykazaé, ze ciag (a,) ma skonczona
granice i znalez¢ ja.

Wykazaé, ze jesli g > 0 jest liczba niewymierna, p, € 7Z,
g, € Ndlan=1,2,3,...1 lim % = g, to zachodzi réwnosé
n—oo 1N

lim p, =00 = lim q,.
n—oo n—oo

Zalézmy, ze ciag (a,) nie jest ograniczony z gory, ani z dotu

oraz ze lim (an11 —a,) = 0. Dowiesé, ze jesli x € R, to

n—o

istnieje taki $cile rosnacy ciag (n.,), ze x = lim a,, , tzn:

m—00

kazda liczba rzeczywista jest granica podciagu ciagu (a,) .

15.5

Twierdzenie sformulowane w tym zadaniu autor tego tekstu lubi nazywac
twierdzeniem o scalaniu.
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22.

Wyrazy ciaggu a, sa nieujemne. Dla dowolnych liczb natu-
ralnych m,n spelniona jest nieréwnos¢ a,,1n < am + ay .
Wykazac, ze ciag o wyrazie < ma skoriczona granice.

23. Niech a i b beda liczbami dodatnimi. Niech a; = b i niech

24!

25!

26.

27.

28.

pt1 = %(an + Z—n) . Wykazaé, ze istnieja takie liczby dodat-
nie ¢ i ¢ € (0,1), ze dla kazdej liczby naturalnej n spetmiona
jest nierdwnosc ’an —a ‘ < ¢q®" . Wskazaé konkretna pare
liczb ¢, ¢ w przypadku a =51 b= 3.

Mozna wywnioskowaé stad, ze ciag a, jest bardzo szybko
zbiezny do liczby +/a, np. ze liczba doktadnych cyfr liczby
Va przy zastapieniu a, przez a,;i1 co najmniej podwaja sie
(dla dostatecznie duzych n, przy czym w przypadku a =5,
b =3 jest tak nieomal od samego poczatku).

Zatézmy, ze funkcja f jest wielomianem. Udowodni¢, ze dla
kazdego przedziatu domknietego [a,b] C R istnieje taka liczba
L >0, zejesli z,y € [a,b], to |f(z) — f(y)] < Lz —y|.
Wykazac, ze jesli istnieje taka liczba L > 0, ze nieré6wnosc
\f(z)— f(y)| < L|x — y| zachodzi dla dowolnych z,y € R, to
stopien wielomianu f nie jest wiekszy niz 1.

Zatézmy, ze funkcja f jest wielomianem n—tego stopnia
o wspdlczynnikach caltkowitych oraz f(a) = 0 i a ¢ Q.
Dowies¢, ze istnieje taka liczba C' > 0, ze dla kazdej pary

C

liczb p € Z, q € N spelniona jest nieréwnos¢ ’g — a‘ Z g

Podaé¢ przykiad liczby rzeczywistej, np. podajac jej rozwi-
niecie dziesietne, ktora nie jest pierwiastkiem zadnego nieze-
rowego wielomianu o wspolczynnikach catkowitych.

Takie liczby nazywane sa przestepnymi (termin angielski to:
transcendental number). W roku 1844 Liouville korzystajac
z twierdzenia, ktérego dowdd jest trescia poprzedniego zada-

nia, wskazal po raz pierwszy liczby przestepne.

Dowiesé, ze jesli lim a, = g, to lim %t%2ttdn
n—oo n—o0 n

Podaé przyklad takiego ciagu (b,,), ktéry nie ma granicy, ze

istnieje granica lim %(bl +bo+ -+ by).
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.

Dowies¢, ze jesli zachodzi réwnos¢ lim a,, = g i wszyst-
n—oo

kie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie, to prawdziwy jest wzdr

lim /a;-as----- a, = ¢g. Poda¢ przykiad takiego ciagu

liczb dodatnich (b,), ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica
lim {L/bl : b2 """ bn .

Dowies¢, ze jesli zachodzi réwnos¢ lim a,, = g i wszyst-
n—oo

kie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie, to prawdziwy jest wzor

lim — = ¢g. Poda¢ przyklad takiego ciagu liczb

n
e TG
dodatnich (b,), ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica
lim ——2&——~.
Zmalez¢ kresy zbioru X zdefiniowanego za pomoca wzoru:

_ b c d a .
X = { + b+c+d + ct+d+a + d4+a+b - a, b’ C’d > O} :

a+b+c
2a,,+1 2b,,+1
an+1 7 bn+1 °

Udowodnié, ze sup{a,: n € N} =inf{b,: n € N}.
Znalez¢ lim ¥/2+42-22+4+3-234 ... 4+n-2".

n—oo

Niech a1 =11 apy1 = oraz by =2 1 b1 =

Dla dowolnej liczby z € R znalez¢ lim Ina]

n—aoo

Znalezé¢ lim v/n!.

n—oo

Niech z € R. Znalez¢ nll_)ﬂ’olo L (lz] + [22] 4+ + [nx]) .

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dla dowol-
nej liczby naturalnej n istnieja takie catkowite liczby k,[, ze

bz +1] < .

Dla jakich liczb dodatnich z ciag (n({/z — 1)) jest zbiezny?
Dowies¢, ze lim lk"'z:,j;'i""”k = kil dla dowolnego k € N.
Dowiesé, ze lim (kH)(1kiiii')'ﬁt"k)_”k+l = % dla dowolnego

n—oo

keN.

41! Niech a > 1 bedzie liczba rzeczywista, a ¢ — naturalna.

42.

Wykazac, ze lim "—i =0.

Podac¢ przyktad takiego ciagu (a,) o granicy 400, ze rownosé

lim (@n4k — an) =0 jest spelniona dla kazdego k € N.

n—aoo
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43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.

50.
51!

52!

Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. Definiujemy

a1 = %(a—l—b), by =Vab, a,i1 = %(an—l—bn), bpi1 = Vanby
dla n+1,2,3,... Udowodni¢, ze ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne
i to do wspdlnej granicy.

Dowiesé, ze kazda liczba z przedziatu [0, 1] jest granica pew-

nego podciagu ciggu (n\/_ — {n\/ﬂ) :
Dla dowolnego k € N obliczy¢ lim n( /14 % — 1) :

Dla dowolnych liczb a,b > 0 obliczyé lim (M) .
Dany jest taki ciag (a,), ze z kazdego jego podciagu (a,,, )
mozna wybra¢ podciag, ktérego granica jest g. Udowodnic,

ze lim a, =g.
n—oo

Niech a i a; beda liczbami dodatnimi. Zdefiniujmy ciag (ay,)

indukcyjnie: a,y1 = %(Qan + %) dla n = 1,2,.... Znalez¢
lim a,, w zaleznosci od a.
n—oo
Niech z bedzie liczba dodatnia. W zaleznosci od x znalezé
lim (1+2)(1+2?)(1+2*)-...-(1+2%).
n—oo
. , . 3_ 3_ n3_
Obliczy¢ nh_)ngo (33—4_} : 23—_& C n3—+}) :
Dowies¢, ze jedli istnieje lim (a,41—ay,), to istnieje lim <=
n—oo n—oo
i obie granice sa réwne. Cgzy z istnienia granicy lim <=
n—oo

wynika istnienie granicy lim (an+1 — apn)?
n—oo

Dowiesé, ze jedli istnieje lim % to istnieje Lm {/]an|
n

n—oo n—oo

i obie granice sa réwne.

53. Niech (a1,), (a2n), (asn), ... beda dowolnymi ograniczony-

mi ciggami liczb rzeczywistych. Udowodnic¢, ze istnieje wtedy
taki Scisle rosnacy ciag (n,,) liczb naturalnych, ze wszystkie

ciagi (a1, ), (a2n, ), (asn, ), ... sa zbiezne — jest ich

nieskonczenie wiele!

54. Korzystajac z poprzedniego zadania wykazac, ze wsrod trojka-

téw wpisanych w okrag o promieniu 1 istnieje tréjkat o naj-
wiekszym obwodzie.
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55. Dane sg takie kota Ky, Ko, Ks, ..., ze dla dowolnej liczby

naturalnej n kota K;, Ko, K3, ..., K, mozna tak umiescic¢
w kwadracie @), by ich wnetrza byly parami roztaczne. Do-

wies¢, ze w kwadracie () mozna tak umiesci¢ wszystkie kota
Ki, Ko, K3, ..., by wnetrza kazdej pary byty roztaczne.
56! Zbiér P zlozony z podzbioréw zbioru R nazywamy pokry-

ciem zbioru A C R wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt
zbioru A jest punktem pewnego zbioru P € P. Dowies¢, ze

z kazdego pokrycia przedzialu domknietego [a,b] przedziata-

mi otwartymi mozna wybra¢ pokrycie skonczone.
57. Rozstrzygnaé, czy w zadaniu poprzednim mozna rozwazac

pokrycie przedziatu [a,b] dowolnymi przedzialami zamiast
pokrycia przedziatami otwartymi.

58. Dowiesé, ze jesli P jest pokryciem zbioru [a,b] przedzialami
otwartymi, to istnieje taka liczba A >0, ze jesli |[x — y| < A
i x,y € |a,b], to istnieje taki przedzial P € P, ze x,y € P.

59. Niech (a,,) bedzie ciagiem liczb dodatnich, ktéry zawiera pod-
ciag zbiezny do liczby 0. Wykazaé, ze istnieje nieskoncze-
nie wiele wskaznikéw n, dla ktoérych wyraz a,, jest mniejszy
od wszystkich wyrazéow, ktére go poprzedzaja, tzn. istnieje
nieskonczenie wiele takich liczb %, ze ap < a; dla wszystkich
numeréow j < k.

60. Zalézmy, ze wyrazy niemalejacego ciagu (a,) sa dodatnie.
Wykazaé, ze zbiér zlozony z granic wszystkich podciagow

Qn . . .
ciagu ( > jest przedzialem domknietym.

n -+ an,
61. Niech (a,) bedzie ciagiem dodatnich liczb catkowitych. Defi-
niujemy:
1
r, =
n 1
a
1 . ]
a
2 1
as +
as + ...
! 1
T
Qnp

Wykazaé, ze ciag (r,) jest zbiezny oraz ze lim r, ¢ Q.

n—oo
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62! Dowies¢, ze jesli ciag liczb caltkowitych ma skonczong granice,

to prawie wszystkie wyrazy tego ciagu sa rowne.

63! Poda¢ przyktad takich dwéch ciagéw (a,,) i (by,), ze zachodza

réwnosci lim a, = oo = lim b, i lim (a, — b,)

(a) =0, (b) = V13, (c) =
(d) = o0, (e) = —0, (f) nie 1stnleJe
64! Podaé przyktad takich dwéch ciagéw (aq,) i (by), ze zachodza

réwnoséci lim a, =0, lim b, =00 i lim a,b,

(a) =0, (b) :\/ﬁ7 (C> =7,

(d) =00, (e) = —0, (f) nie istnieje.
65! Poda¢ przyktad takich dwéch ciagéw (a,,) i (by,), ze zachodza

réwnosci lim a, =0, lim b, =01 lim Z—:

(a) =0, (b) =13, (¢) = -7,

(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje

Definicja 15.37 (niektérych poteg)
Dla kazdej liczby a > 0 i naturalnej n okreslamy al/" = Va.

Przyjmujemy, ze ¢ =1 dla a #0 i a™" = ain dla neN. R

66! Podacé przyktad takich dwéch ciagéw (ay,) i (by,), ze zachodza

réwnoséci lim a, =1, lim b, =00 i lim a?l”

(a) =0, (b) = V13, (c) =7,
(d) = o0, (e) = —0, (f) nie istnieje.

67! Podaé przyklad takich dwéch ciagéw (ay) i (b,), zbieznych

do 0, ze Vp(a, > 0) oraz lim a’"

(a) =0, (b) = V13, (c) =1,

(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.
68. Niech f(z) = z(1 —z) dla 0 < z < 1. Definiujemy ciag

(an) wzorami a; = a, ap11 = f(a,) dla n = 1,2,3....

Udowodni¢, ze dla kazdego a € [0,1] ciag (a,) ma granice.

69. Niech 5 < ag i ani1 = a2 —10a, +30 dla n=0,1,2,3,....
Znalez¢ granice ciagu (a,) w zaleznosci od ag .
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70. Niech any1 = a2 — 6a2 + 12a,, — 6 dla n = 0,1,2,3,....
Wyjasnié, czy ciag (a,) ma granice i znalez¢ ja, jesli istnieje.
Wynik moze zaleze¢ od ayg .

71% Niech f(z) = 1—|1 —2x|. Niech a1 = a, ap11 = f(ay
dla n =1,2,3.... Dowies¢, ze istnieje taka liczba a € [0,1],
ze dla kazdej hczby x € [0,1] istnieje podciag ciagu (a,),
ktérego granica jest liczba x.
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Zanim podamy definicje sumy nieskonczonej, ktora matema-
tycy nazywaja szeregiem nieskonczonym, wypowiemy kilka uwag
sSwiadczacych o konieczno$ci podania precyzyjnej definicji.

Jaka ma by¢ wartos¢ sumy nieskonczonej
o0

(- =1-141-1+1-1+...7

n=1
Moglaby by¢ réwna 0, bo
l-14+1-14+1-1+...=1-1)+(1-1)+...=04+0+....

Mogtaby by¢ réwna 1, bo
1-141-14+1-1+... = 14 (=14+1)+(-14+1)+... = 1+04+0+. ..
A moze ani 0 ani 1, lecz %, bo obliczamy sume 1+qg+¢%+--- dla

g = —1, a w poprzednim rozdziale dowodzilismy, ze jesli |¢| < 1,

to lim (1+q+¢>+---+¢* 1) = lim =L = =, wiec gdybys$my

n—oo 174 q’

do tego wzoru wstawili w miejsce ¢ liczbe —1, to otrzymaliby$my
wz6r 1+ (=1) + 1+ (=1)+ - = ;= = 3.

Z, drugiej strony malo kto zakwestionowalby rownos¢
L = v
e R Br LI
W koncu bo obu stronach réwnosci wystepuja te same liczby,

co prawda zmieniliSmy kolejno$¢ sktadnikow, ale sa to te same

sktadniki. Jednak zachodza ,,oczywiste” réwnosci

1 11 11 11 11 1 1 _
(1_2 3 4+5 6+7 8+9 10+11 12+"')

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
~(l-3-i+35- 6550 mT7 1M 1T )=
=(=)+G-D+E-)+G-)+G 1)+ -1+ ) -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
—((=3-D+G-5-9+G-w TG+ )=
=G-D+GE -+t G-+ -+ =
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=s(0-3+35-3+5-s+t7 sty wtuw =t )

Z tych réwnosci wynika od razu, ze
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
l=5+3-3+5-6+t7- 8+t - wtun —wt =

_ 1 _ 1 1 _1_ 1 11 1 11 1
_2(1 51 T3 6 st5 10 1277 11 16+"‘)7CO

wyglada zle, bo zachodzi oczywista nieréwnosc :
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—_
|
l\JI»—A
+

1,1 1,1 1 1 1 1
—g—}—;—g—}—g—ﬁ—}—ﬁ—ﬁ—}—...:(1—§)+
(31 TG -s) G-t —n) > 15 =3,
bo w kazdym nawiasie jest liczba dodatnia, a po pomnozeniu
liczba liczby dodatniej przez 2 otrzymujemy liczbe wieksza od

)+

[S21 LN
+
Ol =

—~
|
|
o=

>

wyjsciowej! Jasne tez jest, ze (1—3)+(5—3)+(E—3)+(E—5)+
1

+E )Tt <=3 +G-5)+G-D+E -3+
G- +GE-DFE-DFE- DTG - -+
Hp )t =logt s gty g ta st gt gt
—l—%—%—l—%—%—i—%—l—lo—l-%o—l—ll—l-ﬁ—l—lz—l— . =1, wiec suma
A=) +G-D+GE-+GE-D+GE-w)+E -+

jest liczba z przedzialu (5,1), wiec nie uratuje nas ani réwnosé

2:0=0,ani 2-00=00.

Rozumowan prowadzacych do wynikéw sprzecznych ze zdro-
wym rozsadkiem mozna poda¢ dowolnie wiele. Po to, by modc
porozumiewac sie i mie¢ szanse na poprawne rozumowania, trzeba
zdefiniowaé¢ sume nieskonczona Potem trzeba sie zastanowié¢ nad
wlasnosciami dzialan w nowej sytuacji. Tym zajmiemy sie w roz-

poczetym wiasnie rozdziale.

Definicja 16.1 (szeregu nieskoriczonego i jego sumy)
Szeregiem o wyrazach ag,aq,as,... nazgywamy ciag, ktorego ko-
lejnymi wyrazami sa sumy poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) :

So =ag, S1 =ag+ay, S2 =ap+a; +as, ...

Liczby sg, s1, S2, ... nazywane sa sumami czesciowymi sze-

regu o wyrazach ag , a1 ,as , ... Szereg o wyrazach ag,aq,as,...

oznaczamy symbolem ag + a1 + a2 + ... lub symbolem E Qn ,
n=0

czasem tez Y a., , jesli nie jest istotne od jakiego wyrazu rozpoczy-
namy sumowanie. Jesli ciag sum czeSciowych szeregu ma granice,
to nazywamy ja suma szeregu, jesli suma szeregu jest skonczona,

to szereg nazywamy zbieznym, jesli suma szeregu jest nieskon-
czona lub jesli ciag sum czeSciowych szeregu nie ma granicy, to

szereg nazywamy rozbieznym. Jesli szereg ma sume, skonczona,
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lub nieskonczona, to oznaczamy ja tak samo jak szereg:

ap+ a1 +as + ... lub Zan. |
n=0

W definicji stwierdzamy od razu, ze symbol ZZO:O a, ma dwa
rézne znaczenia. Nie powoduje to jednak klopotéw (przez okoto
300 lat), wiec nie warto wprowadza¢ dodatkowo oznaczenia np.
na szereg. Byloby to bardziej klopotliwe, bo nalezatoby wtedy
pamietac, co oznacza kazdy z dwoéch symboli.

Jesli f jest funkcja o wartosciach rzeczywistych okreslona na

zbiorze A = {mqy,mas,...}, ktéry sktada sie z nieskoniczenie wielu

liczb catkowitych m; < mg < ..., to przez Z f(m) oznaczamy
meA

sume szeregu Zan, gdzie a, = f(m,). Jesli A sklada sie ze
n=1

wszystkich liczb catkowitych wiekszych od ng—1, to zamiast pisac

Z f(m) bedziemy czesto pisaé i f(n).

meA n=ngo

Przykiad 16.1 % — ten szereg, nazywamy harmonicznym,
n=1

jest rozbiezny do oo, co udowodniliSmy w poprzednim rozdziale. B

oo

Przyklad 16.2 Z(—l)”% — ten szereg, nazywany anharmo-
n=1

nicznym, jest zbiezny, co wykazaliSmy w poprzednim rozdziale. B

Przykiad 16.3 Zﬁ . Mamy s, = 1_12 +om et

n=1
1 1,1 1 1 1 1
—}_m_l_?_{_i_g—}_”'—}_ﬁ_n_—i—l_l_n_—i—l' Wobectego
lim s, = lim (1 — -1+) = 1. Wobec tego szereg Z+ jest
n—00 n—00 n+1 1”(”+1)
n=
zbiezny i zachodzi réwnosé Zﬁ =1.1
n=1
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Przykiad 16.4 Z 2n1+1 jest szeregiem rozbieznym, bo dla kaz-
n=1
dej liczby naturalnej n > 1 spelniona jest nieréwnoscé

B ! 1 1 nt1 1
Son = Sn-1= 5,47 T op43 T T Init ~ Ing1 10

a to oznacza, ze ciag (s,) nie spelia warunku Cauchy’ego, wiec

nie ma granicy skonczonej. Jest to jednak ciag Scisle rosnacy, wiec

O
; iqq A _1 7 I 1 _
mozemy napisaé E T —nll_)rgo(3+5+ +2n+1)_oo, ]
n=1

Przyklad 16.5  Szereg > - ¢" nazywany jest szeregiem geo-
metrycznym. Jest on zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1

i zachodzi wtedy réwnosé Zq” = %_q. Dla g > 1 szereg geo-
n=0
oo
metryczny jest rozbiezny i zachodzi réwnosé Zq” = oo, dla
n=0

q < —1 szereg jest rozbiezny i ciag sum czesciowych tego szeregu
w ogodle nie ma granicy. Wszystkie te stwierdzenia wynikaja od

1—q™
1—q

ciggu geometrycznego udowodnionego w poprzednim rozdziale. B

razil z wzoru 1+q+q¢?+---+¢" 1 = i z twierdzenia o granicy

Z, udowodnionego twierdzenia wynika od razu nieco ogdlniej-

lgl<1 .

szy wzor: ¢+ cq+ cq® + - - - =3, cq =

Definicja 16.2 (rozwiniecia dziesietnego)

Niech x > 0 oznacza liczbe rzeczywista. Liczby catkowite

Ck, Ck—1, Ck_2, -.. 53 cyframi dziesietnymi liczby x wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dla n =k, k—1,
k—2,... przy czym c, # 0 oraz

v = pl0F + e 11077 4 0102 4 =D g, 105 m
n=0
Przyklad 16.6 Niech k=0iniechc; =3 dla j=0,-1,-2,...
Mamy wtedy
_ -_n __ 0 —1 —2 _ 3 __ 10
x_;c_nm =310°43-107 143102+ = P = 2. m
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Przykiad 16.7 JeSli cg=1,0=c_1=c_o=c_3=...,%to0

x:ic_nlo_”:1-100+O-10_1+0-10_2+---:l,tu k=0.

Jes’lin9:O: c.1=cC_9=c_3=...,1%t0

x:ic_nlo_”:9-10_1+9-10_2+9-10_3+---,tuk:—l. |
n=1

Widzimy wiec, ze w niektérych przypadkach jednej liczbie
moga odpowiada¢ dwa rézne ciagi cyfr. Przekonamy sie zaraz,
ze najwyzej dwa rézne oraz ze kazdej liczbie dodatniej odpowiada
co najmniej jeden ciag cyfr.

Twierdzenie 16.3 (o przyblizeniach dziesietnych)

Dla kazdej liczby x > 0 istnieje liczba k € Z i taki ciag (cyfr)
Chy Chim1, Ck—2, - - -, 2€ Ck—; €{0,1,2,...,9} dla j =0,1,2,... oraz
cr # 0 i zachodzi réwnosé

r=cp 10" +cp_1-10F " op o - 10F2 4. =

=S e 100 (),
n=0

Jedli istnieje taka liczba naturalna j, ze 107 -2 € N, to istnie-

ja dokiadnie dwa takie ciagi cg,cr_1,Ck_92,... 1 CpyCr_1,Cr_9,...
Jesli kK £ r,to |[k—r|=1;jeflinp. k=r+1,t0 ¢t =1
10 =cp_1 =Cp_g = ...0ra2 9 = ¢ = Cr1 = Cro = ....

Jesli k£ = r, to istnieje liczba catkowita m taka, ze ¢; = ¢; dla
k=zi>m, ép=1+c¢y, (lub ¢, =14 ¢, ) idla kazdego i < m
zachodza, réwnosci ¢, =9, ¢, =0 (lub ¢, =9, ¢, =0).

Jesli dla kazdej liczby naturalnej j zachodzi 107 -z ¢ N, to
istnieje doktadnie jeden taki ciag cyfr cp,cp_1,cx_2,...,2e cp > 0,
ck—; € {0,1,2,...,9} dla kazdego j € {0,1,2,...}, dla ktérego
zachodzi réwnosé (*).

Dowéd. Niech k € Z bedzie taka liczba, ze 10F < x < 108+1.

Z réwnosci lim 10" = +oo i lim 10~ = 0, wynika, ze istnieja

n—oo n—oo
potegi dziesiatki wieksze niz x oraz mniejsze niz . 10**! to naj-

mniejsza z poteg wiekszych niz z (w kazdym ograniczonym z dotu
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zbiorze ztozonym z liczb calkowitych znaleZé mozna najmniejsza).
Niech ¢ € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} bedzie najwieksza taka cyfra, ze
cr - 10F < z. Zdefiniujemy cyfry cp_1,cr_s,... przez indukcje.
Zalézmy, ze zdefiniowaliSémy juz cyfry cp,cp_1,ck_o2,...,c; W taki
sposob, ze dla kazdego j € {0,1,2,...,i} zachodzi nieréwnosé
0<@— (cr- 10" + ¢y - 1057 4 ¢ - 10577) < 10577,
wtym x— (cg-10F +cp_1-10F " -4 gy - 10F7%) < 10-10F—1,

Definiujemy cx_;_1 jako jedyna liczbe ze zbioru {0,1,...,9}
(wiec cyfre) taka, dla ktorej
0<z—(cp-10F+cpq-10F 1o depy_1-10F171) < 10~ -1,
W ten sposob zdefiniowalidmy ciag ck,cr_1, ... spelmiajacy zadane
warunki, bo oczywiscie Zlggo 10¥="=1 = 0. Stad i z definicji sumy

szeregu wynika, ze © = cj - 10¥ +cp_1 - 10F " 4 ¢ - 10572 4 ...

Teraz zajmiemy sie jednoznacznoscia. Zalézmy, ze

ick_n 10k = ¢ = iér_n 107,
n=0 n=0

Zalézmy, ze k > r, przypadek k < r rozpatrze¢ mozna w identy-
czny sposob. Wtedy

O O
= Gy 1007 ) 9107 = 210 = 1o <
n=0 n=0 1o
oo
<ep 107 <o - 108 <) epp - 10F T =2,
n=0

Wynika stad, ze powyzsze nieréwnosci sa réwnosciami czyli, ze:

9=¢.=¢_1=..., ck=1, k=r+1,0=cr1 =Cr_2=...
Teraz zatozmy, ze k = r. Zalézmy, ze ¢ jest najmniejsza

liczba calkowita nieujemna, dla ktérej cp_; # ¢r_;. Przyjmijmy,

dla ustalenia uwagi, ze cx_; > ¢r_; . Mamy wiec

(e @]

r= - 10F" =

n=0
=G 107+ Gy - 107 o Gy - 10PTH G - 1057
+ Cpmi1 - 10F T 4 G o 10T 4
e 108 4Gy - 108 T o Gy - 10F T G - 107
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+9-1057""1 4 9.1057"2 4 ...

5k‘10k _|_5k_1.10k—1_|_. . '+5k—i—|—1‘1Ok_i+1+(5k_i—|—1)-10k_i _
=cp-10F+cp_1- 1051 4. '+Ck—i+1'1Ok_i+1+(5k_i—{—1)-1()k_i
c

c

<
g 10F 4 cpq - 107 4 oo Fpigq - 107 g - 10FTE K
ko 10F +cp g - 107 o g g - 10F T g - 10R T
+ep_io1 - 10F7 pep i o 10FT2 4 =,

Jasne jest, ze w rzeczywistosci powyzsze nieréwnosci sa réwnos-
ciami. 7 tego stwierdzenia wynika, ze:
9=¢Cr_j_1=Ck_j—2= ..., Ck_; = Cr_; + 1 oraz
O0=cr_j_1=CcCr_i_o=.... Dowdd zostal zakonczony. B

Pytanko: konstrukcja rozwiniecia dziesietnego przedstawio-
na w dowodzie daje w przypadku liczby 30 wynik: 3-1040-10°+
+0-107'4+0-10724--- czy moze 2-104+9-10°4+9-10"1 ++9-
107247 o

Czytelnicy bez trudu zastapia w tym twierdzeniu liczbe 10
przez dowolna liczbe ¢ € N'(2) i otrzymaja nieco ogdlniejsze twier-
dzenie o przedstawianiu liczb rzeczywistych w uktadzie pozycyj-
nym o dowolnej podstawie ¢, w tym o podstawach 2, 3, 16.

Przykiad 16.8 Nastepujacy szereg
1, 1,1 1,1 ,141 11, 1 11
l=5+ 3+t atztotautiz sttt st
N s A 7 A\ 4

~" ~"

2 wyrazy 4 wyrazy 8 wyrazéw
jest rozbiezny, cho¢ rézni sie od szeregu anharmonicznego jedynie
kolejnoscia wystepowania wyrazow! W n-tej grupie zlozonej z do-

datnich wyrazow wystepuja nastepujace liczby:
1 1 1 1
2n+1_1 9 2n+1+1 9 2n+1+3 9 ety 2n+2_3 .

: 1 1 1 1
Mamy w1ec onFI_1 + onFit] + on+143 + -+ ontz_3 >

n 1 n 1 _ 1
> 2 2n+—2_3>2 “gntET — 1 -

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze ciag sum czeSciowych nie spelnia

warunku Cauchy’ego, wiec nie ma skonczonej granicy.

Mozna wykazaé ( to zadanie dla Czytelnika), ze

_ 1 L 4,1 1, 1,1, 1, 1 1,  _
—— \ ~ /
2 wyrazy 4 wyrazy
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Twierdzenie 16.4 (o tacznosci sumowania nieskoniczonego)
Jedli szereg Y7, a, jest zbiezny a ciag (k,) jest Scisle rosnacy,
b, = ag, +ag,+1+---+ag,. -1, ko =0,

(e.@) (e@) (e@)
to szereg g b, jest zbiezny i zachodzi réwnos¢ g ap = g b, -
n=0

00 00 knty1—1
Mozemy napisa¢ ag +ai +--- = E ay = E ( E aj> =
n=0 n=0

J=kn
= (aot+a1+ - +ag—1)+ (ag, + ag+1 + -+ + @py—1) + -+

Dowodd. Ciag sum czeSciowych szeregu Z b, jest podciagiem

n=0
O
ciagu sum czeSciowych szeregu E an: by =ap+a1+---+ag, 1,
n=0

bop + b1 = ap+ a1 + -+ ag,—1, itd. Jesli ciag jest zbiezny, to
wszystkie jego podciagi sa zbiezne do granicy tego ciagu. W

Uwaga 16.5
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, np. znany nam juz sze-

reg (1 —1)+4+ (1 — 1)+ --- jest zbiezny, wszystkie jego wyrazy
sa rowne 0, wiec jego suma jest liczba 0. Opuszczajac nawiasy
otrzymujemy szereg 1 —1+4+ 1 — 1+ --- nie jest zbiezny, bo jego
ciag sum czesciowych wyglada tak: 1,0,1,0,... H

7, twierdzenie o granicy iloczynu ciagéw wynika od razu, ze
po pomnozeniu wszystkich wyrazow szeregu zbieznego przez liczbe

rzeczywista otrzymujemy szereg zbiezny.

Twierdzenie 16.6 (o mnozeniu szeregu przez liczbe)

o O
Jedli szereg Z a, jest zbiezny, ¢ € R, to szereg Z(C - ay) tez

n=0 n=0
o O
jest zbiezny 1 speliona jest réwnosé E (c-ap)=c- E a,. N

Szeregi zbiezne mozna tez dodawac.
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Twierdzenie 16.7 (o dodawaniu szeregdéw)

oo oo (e @]
Jesli szeregi Z an 1 Z b, sa zbiezne, to szereg Z(an+bn) tez

n=0 n=0 n=0
fo'e) 00

(©.@]
jest zbiezny i zachodzi réwnosé Z(an +b,) = Z an + Z by, -
n=0 n=0 n=0
Wynika to natychmiast z twierdzenia o granicy sumy ciagéw

(e.@)
i tego, ze suma czesciowa szeregu g (an + by) jest réwna sumie

n=0

e, @] oo
sum czesSciowych szeregdw E a, 1 E b,. M

n=0 n=0

Definicja 16.8

Szereg Z(an + b,) nazywamy suma szeregow Zan i an,

n=0 n=0 n=0

a szere c-a,) — iloczynem szeregu an przez liczbe c.
g Y (c-an) y g p

n=0 n=0

Twierdzenie 16.9 (Cauchy’ego)

(e@)
Szereg Zan jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
n=k
liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna n., ze jesli n > n., to
\ay + a1 + -+ anak| < e dla kazdej liczby naturalnej k.
Dowdd. Wynika to od razu z twierdzenia, ktére méwi, ze ciag
ma granice skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek
Cauchy’ego — wystarczy zastosowac je do ciagu sum czesciowych

szeregu »_ a, . W

Twierdzenie 16.10 (Warunek konieczny zbieznosci szeregu)
Jesli szereg > a, jest zbiezny, to lim a, =0.

n—od
Dowdéd. Wynika to natychmiast z réwnosci a,, = s,, —S,_1 oraz

z tego, ze lim s, = lim s,_1. W
n—oo n—oo

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, o czym Swiadczy
. . ;. . 1 , Ny
rozbieznos¢ szeregu harmonicznego ) =~ , ktérego wyraz oczywis-

cie dazy do zera.
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Latwym wnioskiem z twierdzenia o szacowaniu z poprzedniego
rozdzialu jest nastepujace

Twierdzenie 16.11 (o poréwnywaniu sum szeregéw)

Jesli szeregi Z a, oOraz Z b, maja sumy i dla kazdej liczby n
n=0 n=0

zachodzi nieré6wnos¢ a,, < by, , to Z an < Z b, , przy czym jesli
n=0
cho¢by dla jednej liczby n zachodzi nieréwnosé (ostral) a, < by,

(e.@) oo oo
i szereg Z an jest zbiezny, to Z an < Z bn,
n=0 n=0

n=0

Przykiad 16.9 Zbadamy teraz zbieznos¢ szeregu Z% . Sze-

1

reg ma szanse byC zbiezny, bowiem lim =5 = 0. Wykazemy, ze

n—oo

jest zbiezny ize » 1 <2

n=1

Mamy n2 < n(n = nil —% dla n > 1, zatem
1+2—2+3—2+ +i2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
<lt+i-g+5-3tz—gt+ - FTog—a=2-5<2

Stad wynika, ze Z% = nlingo I+ +5++3) < 2.
n=1

WykazaliSmy wiec zbieznosé szeregu (ciag sum czeSciowych jest
ograniczony z gory i rosnacy). Otrzymana nieréwno$¢ mozna ,,za-
ostrzy¢”, bo dla n > 3 mamy 1+22+32+ + > < 144 +——— =
:2—5,zatem 1+2—2+3—2+---+#\Z<2. [

Kolej na bardzo wazna definicje. Zanim ja podamy zauwazmy,
ze szereg o wyrazach nieujemnych ma zawsze sume: skonczona,

gdy jest zbiezny i réwna oo, gdy jest rozbiezny.

Definicja 16.12 (bezwzglednej i warunkowej zbieznosci)
Szereg > a, nazywany jest bezwzglednie zbieznym wtedy i tylko
wtedy, gdy szereg > |an| jest zbiezny, tzn. gdy > |an| < +00.
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Jesli szereg > a, jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie,
to mowimy, ze jest zbiezny warunkowo. B

Najprostszymi szeregami bezwzglednie zbieznymi sa oczywis-
cie szeregi o wyrazach dodatnich, ale jest tez wiele innych. Szereg
S (=1)""L jest zbiezny warunkowo. Szereg > (—1)""'; jest
zbiezny bezwzglednie.

Twierdzenie 16.13 (0 zbieznosci szeregu bezwzglednie zbieznego)

Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny. Zachodzi nieréwnosé

[o%) [o%)
[D_an] <3 _lanl.
n=1 n=1

Dowdéd. Wykazemy, ze szereg > a, spelia warunek Cauchy’e-
go wiedzac, ze szereg Y |a,| spemia ten warunek. Wynika to od
razu z nierownosci trojkata:
ant1+ anga+ -+ angpm| < ang1| + |ang2| + - Flantm| <e.
Oszacowanie sumy uzyskujemy w taki sam sposéb. W
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, bo istnieja szeregi

nl

zbiezne warunkowo, np. > (—1)"~.

Definicja 16.14 (permutacji)
Permutacja zbioru wszystkich liczb naturalnych nazywamy kazda

funkcje przeksztalcajaca go réznowartosciowo na siebie. B

Przyklad 16.10 Funkcja réznowartosciowa p:N — N zdefi-
niowana za pomoca wzoru p(n) = n + 1 nie jest permutacja, bo
nie przeksztalca N na siebie.

Funkcja p:N — N zdefiniowana wzorem p(n) = n + (—1)""1
jest permutacja zbioru N = {1,2,3,...}. Przesuwa ona liczby

nieparzyste o 1 w prawo, a parzyste o 1 w lewo. B

Twierdzenie 16.15 (o przemiennosci sum nieskoniczonych)

Niech p bedzie dowolna permutacja zbioru wszystkich liczb natu-
ralnych, tzn. w ciagu (p(n)), czyli w ciagu p(0), p(1), ...
wystepuja wszystkie liczby naturalne, kazda dokladnie jeden raz.
Niech " a, bedzie szeregiem bezwzglednie zbieznym. Wtedy sze-

reg > Gp(n) jest zbiezny i zachodzi réwnosé
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Z Ay — Z ap(n) .
n=0 n=0

Dowéd. Niech s, = ag+a1 + -+ ay,, 32” = Gp(0) + ap1) +

++++ + ap(n) 1 niech € bedzie dowolng liczba dodatnia. Istnieje
taka liczba m, ze

|amt1] + [amte| + [amis] + ... < %
Istnieje taka liczba n. > m, ze wérdd liczb p(0), p(1), ...,p(ne)
znajduja sie wszystkie liczby 0,1,2,...,m. Zatézmy, ze k > n..
Wykazemy, ze

sk = 51 < lam 1| + lam o] + [amys| + ..

Zarowno s jak i sép ) sg sumami pewnych liczb a;, jesli jaki$

wyraz jest sktadnikiem obu sum, to nie ma go w réznicy si — s,(f )
Wyrazy ag, ai, ..., a,, wystepuja zarowno w s jak i w sl(f) ,

wiec nie wystepuja one w sp — s,ip), wobec tego |[si — s,

g

:‘O-m—l—lam-i—l + Om+20m+42 + - | < Iam—l—l‘ + Iam+2| + - < 9
gdzie o,,+; = —1 lub 044; = 0 lub 0,,4; = 1 w zaleznosci

od tego, czy wyraz a,,+; wystapit tylko w s,(gp ) , wystapit w obu

sumach s i S]E:p ), czy tez tylko w si. Takie same rozwazania

00 0
L. . , .. €
dOtYCZ@ roznicy E ay — Sk, WIEC rowniez ‘ E Ay — Sk‘ < 5 .
n=0 n=0

Wobec tego dla kazdej liczby k& > n. mamy

oo oo
() _ _ P €& _
Zan S| < Zan Sk| + |Sk — S <2+2—€.
n=0 n=0
o
7, definicji granicy ciagu wynika wiec, ze lim sﬁf ) = Z an, ato
n—oo
n=0
wlasnie oznacza, ze
o o
D pim) = D n-
n=0 n=0

Dowdd zostal zakonczony. W

Whniosek 16.16
Jesli szereg o wyrazach nieujemnych jest zbiezny i p jest permu-
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tacja zbioru liczb naturalnych, to » a,m) = > a,. B

Uwaga 16.17

Jesli szereg > a, jest zbiezny, niekoniecznie bezwzglednie, a p

jest taka permutacja zbioru liczb naturalnych, ze p(n) = n dla

prawie wszystkich n, to szereg ) ap) jest zbiezny i zachodzi

TOWNOSC Y Gp(n) = Y G -

Stwierdzenie to wynika natychmiast z tego, ze od pewnego miejsca

ciagi sum obu szeregdéw czeSciowych pokrywaja sie. Uwaga ta

oznacza, ze zmiana porzadku skonczenie wielu wyrazéw szeregu

nie ma wplywu na jego zbieznos¢ ani na jego sume. H
Udowodnimy wazne i zaskakujace twierdzenie pokazujace, jak

bardzo zmiana kolejno$ci wyrazow moze zmieni¢ sume szeregu.
Twierdzenie 16.18 (Riemanna)

oo
Jesli szereg Zan jest zbiezny warunkowo, to dla kazdej liczby
n=1

rzeczywistej s istnieje taka permutacja p zbioru liczb naturalnych,

oo
z€e S = E ap(n).
n=1

Dowéd. Niech d,, = 3(an+|an|), un = 5(an—|ay]). Jest jasne,

ze Gp =dp+uy i |ay| =d, —u, oraz ze d, >0 > u, . Poniewaz

oo oo oo
E la,| = oo, wiec co najmniej jeden z szeregéw E d, , E Up,

jest rozbiezny, a poniewaz ich suma, jest szereg zbiezny, wiec oba sa,

rozbiezne (szereg rozbiezny nie jest roznica szeregéw zbieznych).

o0 oo
Wykazalismy wiec, ze Zd” =00 i Zun = —00.

Niech b, oznacza n-ty sposréd nieujemnych wyrazéw sze-
regu a,, za$ ¢, — n—ty sposrod wyrazoéw ujemnych. Definicje

sa poprawne, bo zgodnie z tym, ze Zd” =00 i Zun = —00

n=1 n=1
O
W szeregu E a, wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw nieujem-
n=1
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nych (a nawet dodatnich) i nieskonczenie wiele ujemnych.
Zdefiniujemy teraz permutacje p. Niech ki bedzie najmniej-
sza taka liczba naturalna, ze by +be + -+ +bg, = s, a {1 —
najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej speliona jest nieréwnosé
by +bo+ - +0bx, +c1 +co+ -+ cp < s. Niech ko bedzie
najmniejsza, taka liczba naturalna, ze by +ba + - + by, +¢1 +
+co+ -+ coy +bg 41 + bk, 42+ + b, = s itd. Dalsze wyrazy
ciagéw (k,), (¢) definiujemy indukcyjnie korzystajac z tego, ze

(© @] o0
E b, =00 i g ¢, = —oo. Dowiedziemy, ze prawdziwy jest wzor

3:b1+b2+"‘+bk1+Cl+"‘+cﬁl+bk1+1+"‘+bk2+"'-
7 okreslenia liczb ki, ko,... 1 liczb £1,/05,... wynika od razu, ze
dla kazdej liczby naturalnej n spelnione sa nieréwnosci

0<by4+byt - +by, +ci+-+ey +--+bp, —5<by, oraz
Ogs—(bl+bz+'8+bk1 +c1+---+cpy —|-"‘-|-an) <cy, -

7, otrzymanych nieréwnosci wynika, ze szereg, ktorego kolej-
nymi wyrazami sa liczby (by +bo+---+bg,), (c1+co+---+cy,),
(bk1+1 +bg 42+ + ka) , (Cgl+1 +coy42+ -+ 052) jest zbiezny
a jego sumgy, jest liczba s. Jest tak, bo lim b, = 0= lim ¢, , ate

n—oo n—oo
dwie rownosci wynikaja z tego, ze lim a, = 0 — wyraz szeregu
n—aoo

zbieznego dazy do 0. Poniewaz w kazdym nawiasie znajduja sie
wyrazy jednego znaku i szereg z nawiasami jest zbiezny, wiec na-
wiasy mozna opusci¢ — ,,nowe” sumy czesciowe znajda sie miedzy

,,starymi”. Dowod zostal zakonczony. B

Uwaga 16.19
Modyfikujac nieznacznie podany dowdd mozemy znalezé taka per-

mutacje wyrazow szeregu warunkowo zbieznego, ze ciag sum czes-
ciowych ,,nowego szeregu” bedzie zawiera¢ podciag o granicy oo
i rowniez podciag o granicy —oo. B

Z tej uwagi i twierdzenia Riemanna wynika

Twierdzenie 16.20
Szereg > a, jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy

zmiana kolejnosci wyrazow nie zmienia sumy szeregu. B
7, uwagi po twierdzeniu Riemanna wynika rowniez
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Twierdzenie 16.21
Szereg > a, jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnej permutacji p zbioru liczb naturalnych szereg > a,n)
jest zbiezny. B

Badanie zbieznos$ci szeregéw bywa trudne. Jednak jest wiele
twierdzen, ktére w niektérych przypadkach pozwalaja w miare
szybko sprawdzi¢, czy szereg jest zbiezny. Zwane sa one kryte-

riami zbiezno$ci lub rozbieznosci szeregéw. Ich stosowanie polega
na ogol na poréwnywaniu badanego szeregu z szeregiem, o ktorym
juz cos wiemy.

Twierdzenie 16.22 (kryterium poréwnawcze)

Zalézmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n za-
chodzi nierownos¢ 0 < a,, < b, . Wtedy

o0
(16.22.1) jesli szereg Z b, jest zbiezny, to rOwniez szereg Z n
n=0 n=0
jest zbiezny;

(16.22.2) jesli szereg Zan jest rozbiezny, to réwniez rozbiezny
n=0

oo
jest szereg Z b,
n=0

Dowoéd. Zatézmy, ze nieréwnosé 0 < a,, < b, ma miejsce
dla n > k. Wtedy dla kazdego m > k zachodzi nieréwnosc

Zan < Z b,. Ciagi sum czesciowych sa niemalejace, wiec
granice istnieja, czyli szeregi maja sumy. Przechodzac do granicy

przy m — oo otrzymujemy nieréwnosé Z ap < Z b, . Z niej
n=~k

obie czesci tezy wynikaja od razu — to, ze sumujemy od k zamiast

od 0, nie ma znaczenia, bo zmiana skonczenie wielu wyrazow

szeregbw (np. zastapienie w obu szeregach wyrazéw o numerach

mniejszych niz k zerami) nie ma wplywu na ich zbieznosé, choé

na ogol wplywa na wartosci ich sum. Dowdéd zostat zakoniczony. W

Komentarz nieformalny: szeregowi o mniejszych wyrazach
jest tatwiej by¢ zbieznym niz szeregowi o wiekszych wyrazach.
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Whniosek 16.23
Jesli dla dostatecznie duzych numeréw n zachodzi nieréwnosc

b | < @y, 1szereg Zan jest zbiezny, to szereg an jest zbiezny
n=0 n=0

bezwzglednie. W

Twierdzenie 16.24 (asymptotyczne kryterium poréwnawcze)

Zalézmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n za-
chodza nieréwnosci 0 < a,, i 0<b, oraz ze istnieje skonczona,

a

dodatnia granica lim 2. Przy tych zatozeniach szereg Z G,
n—oo -n 0

oo
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Z b, jest zbiezny.
n=0

Dowé6d. Zalézmy, ze lim §» = g oraz ze 0 < g < +o00.

n—oo
Niech ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze 0 < ¢ < g < d.
Wtedy dla dostatecznie duzych n zachodza nieréwnosci 0 < by,
i ¢ < 3> <d. Wobec tego dla dostatecznie duzych n mamy
c by, < a, <d-b,. Jesli szereg > a, jest zbiezny, to szereg
> ¢ by, jest zbiezny i wobec tego szereg > b, jest zbiezny. Jesli
szereg > b, jest zbiezny, to szereg Y d - b, jest zbiezny i wobec
tego szereg > a, jest zbiezny. Dowdd zostat zakoniczony. W
Zalozenie istnienia granicy skonczonej, dodatniej mozna inter-
pretowac tak: wyrazy szeregow daza do 0 w tym samym tempie
(o ile do 0 daza), z tego zalozenia wynika, iz albo oba sa zbiezne
albo oba — rozbiezne. Podamy jeszcze jedna wersje twierdzenia
pozwalajacego porownywac szeregi o wyrazach dodatnich.

Twierdzenie 16.25 (drugie kryterium poréwnawcze)

Zalézmy, ze od pewnego miejsca wyrazy szeregow » a, i > b,
3 mn bTL
sa dodatnie oraz L L 2L

(16.25.1)  ze zbieznosci szeregu » b, wynika, ze szereg

W tej sytuacji

> an jest zbiezny;
(16.25.2)  z rozbieznosci szeregu Y b, wynika, ze szereg
> a, jest rozbiezny;
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’ . s’ ’ 7 b . . ,
Dowdd. Nierownosé a;“ < 5 mozna przepisaC W po-
n

n

+ Qnp41 an . . Ay . . .
staci ey < E /Zmaczy to, ze ciag (E) jest nierosnacy 1 ma

wyrazy dodatnie, wiec jest tez ograniczony z gory przez pewna
liczbe rzeczywista M > 0 (jesli ,,od pewnego miejsca”’ znaczy
,,od poczatku”, to mozna przyjac, ze M = %Ol ). Wobec tego ma
miejsce nieréwnosé¢ 0 < a,, < M -b,, . 7 tej nierd6wnosci oraz z kry-
terium poréwnawczego wynika teza. Dowdd zostat zakonczony. W

Na ostatnia wersje kryterium poréwnawczego spojrze¢ mozna

tak: wyrazy szeregu »_ a, daza do 0 szybciej niz wyrazy szeregu
> by, wiec jedli szereg Y b, jest zbiezny, to réwniez szereg > a,
jest zbiezny, jesli natomiast szereg > a, jest rozbiezny, to réwniez
szereg » b, jest rozbiezny — oczywiscie myslimy tylko o szeregach,
ktérych wyrazy daza do 0, bo inne sa rozbiezne.

Najprostsze kryteria umozliwiaja poréwnywac, niekoniecznie

jawnie, badany szereg z szeregiem geometrycznym.

Twierdzenie 16.26 (kryterium ilorazowe d’Alemberta)
Jesli wyrazy szeregu > a, sa dodatnie i granica lim a2¢ =q
istnieje , to jesli

16.26.1 g > 1, to szereg jest rozbiezny;

16.26.2 ¢ < 1, to szereg jest zbiezny.

Dowdd. Jedli g > 1, to od pewnego momentu zachodzi nieréw-

QAn 41

n

momentu ciag liczb dodatnich (a,) jest rosnacy, wiec jesli jest

nosc > 1, to znaczy an+1 > a,. Wobec tego od pewnego

zbiezny, to z pewnoscig nie do 0 — nie jest wiec spelniony warunek

konieczny zbieznosci szeregu. Zaldézmy teraz, ze g < 1. Niech
r oznacza dowolna liczbe wieksza niz ¢ i jednocze$nie mniejsza,
1+q
2

niz 1, powiedzmy r = . Wtedy dla dostatecznie duzych n za-

. . / Y4 n+1
chodzi nieréwnoéé 2t <y =T Szereg geometryczny » 1"

Qn rn
jest zbiezny, wiec réwniez szereg > a, jest zbiezny — stosujemy
drugie kryterium poréwnawcze. Dowod zostat zakonczony. B

An+1

~2 = ¢ ma na celu ustalenie z ja-
n

Obliczanie granicy lim

n—oo
kim szeregiem geometrycznym mamy poréwnacé szereg > a,: dla
ustalenia zbieznosci wybieramy szereg o ilorazie r nieco wiekszym
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niz q, dla ustalenia rozbieznos$ci — o ilorazie r nieco mniejszym
niz ¢ (nieco oznacza, ze liczby r i ¢ znajduja sie po tej samej

stronie liczby 1).

W przypadku ¢ = 1 szereg moze by¢ rozbiezny, np. Z%

n=1

(e.@)
lub zbiezny, np. Z# Niestety, w wielu przypadkach granica
n=1

An 1
An

im
n—oo

= ¢ nie istnieje.
A.Cauchy podat inne kryterium zbieznosci szeregéw zwiazane

7 szeregami geometrycznymi.

Twierdzenie 16.27 (Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego)

Jesli szereg > a, ma wyrazy nieujemne i granica lim {/a, = q
n—oo

istnieje, to

16.27.1 jesli ¢ > 1, to szereg Y a, jest rozbiezny;

16.27.2 jedli ¢ < 1, to szereg > a, jest zbiezny.

Dowédd. Jedli ¢ > 1 to dla dostatecznie duzych n zachodzi nie-

réwnos¢ {/a, > 1 i wobec tego a,, > 1. Wobec tego ciag (a,) nie

jest zbiezny do 0. Jesli ¢ < 1 i r jest liczba mniejsza niz 1 i jed-

noczesnie wieksza niz ¢, np. r = 1;’—q , to dla dostatecznie duzych

n zachodzi nieréwnos¢ /a, < r, czyli a, <r"™. Stosujemy kry-

terium poréwnawcze: szereg »  a, jest zbiezny, bo zbiezny jest

szereg geometryczny » 1" . Dowdd zostal zakonczony. B
Podobnie jak w przypadku kryterium ilorazowego, jesli gra-

nica lim /a, = q jest rowna 1, to na temat zbieznosci szere-
n—oo

gu Y a, powiedzie¢ nic nie mozna o czym swiadcza przyktady
przywolane po poprzednim twierdzeniu.

Wyjasnijmy jeszcze, dlaczego oblicza¢ nalezy te akurat grani-
ce. Chodzi o poréwnanie z szeregiem geometrycznym, wiec stara-
my sie obliczy¢ w przyblizeniu jego iloraz. Metoda d’Alemberta
jest najprostsza i najbardziej naturalna. Druga metoda znalezienia
q: jesli dany jest ciag geometryczny (aq™), a > 0, to obliczamy
pierwiastek stopnia n z wyrazu aq"™. Otrzymujemy ¢/a. Co

prawda wynikiem nie jest ¢, ale lim ¢{/a =gq.
n—oo
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Uwaga 16.28 W obu kryteriach mozna nieco ostabié¢ zalozenia.

An+1

Zamiast zakladacé, ze lim < 1 mozna zalozy¢, ze istnieje

n—oo 9n

taka liczba r € (0,1), ze dla prawie wszystkich numeréw n za-

chodzi nieréwnogé 22*tL < r. Zamiast zakladaé, ze lim “2: > 1
an n—ooo Gn

mozna zalozy¢, ze dla dostatecznie duzych numeréw n spemliona
jest nieréwnosé a’;ﬁ > 1. Analogiczne uwagi w odniesieniu do
n

kryterium pierwiastkowego Czytelnik sformutuje samodzielnie. W

Uwaga 16.29 Jedli lim lanpal 1, to lim |a,| = oo, zatem
n—oo |an| n— oo
nie jest prawda, ze lim a, = 0, (albo lim a, = +oo, albo
n—oo n—oo
lim a,, = —o0, albo ta granica nie istnieje) a to oznacza, ze sze-
n—oo
reg » a, jest rozbiezny. Podobnie, jesli lim {/|a,| > 1, to na
n—oo

pewno nie jest prawda, ze lim a, = 0, zatem szereg »_ a, jest
n—oo

rozbiezny. W

Uwaga 16.30
Nadmieni¢ wypada, ze kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego jest
nieco ogodlniejsze niz kryterium ilorazowe d’Alemberta. Prawdzi-

we jest mianowicie nastepujace twierdzenie: Jesli (a,,) jest ciagiem

liczb dodatnich, takim ze istnieje granica lim a’;ﬁ = q, to réw-

niez ciag (\”/an) ma granice 1 jest nig q.
Bez trudu mozna skonstruowaé ciag (a,) liczb dodatnich,

dla ktérego granica lim /a, , a granica lim 22 nie istnieje:
)

n—oo n—oo n
1,1, %, 2, %, 3, i, 4, ... Szczegétami zechce Czytelnik zajac
sie sam. W

Twierdzenie 16.31 (Kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu)

Zaltézmy, ze ciag (a,) jest nierosnacy oraz ze jego wyrazy sa do-

datnie. W tej sytuacji szereg Z an jest zbiezny wtedy 1 tylko

n=0

o0
wtedy, gdy szereg Z 2"agn jest zbiezny.
n=0

Dowdd. Zatézmy, ze szereg ag + a1 + az + ... jest zbiezny.
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Trzeba wykazaé¢ zbiezno$¢ szeregu aq + 2as + 4a4 + S8ag + ... .
Mamy 2a4 < a3+ a4 (bo a4 < az),

dag < az+agtar+ag (bo ag to najmniejsza z liczb as, ag, a7, as ),
8ai1¢ < ag + a9+ -+ + a5 + a1 itd. Stad wynika, ze

as+2a4+4ag+8a16+... <astaztastas+astartag+... <
< + 00, czyli szereg as + 2a4 + 4ag + 8a1g + ... ma skonczona

sume. Po pomnozeniu go przez 2 otrzymamy szereg zbiezny, a jest

nim szereg 2as + 4a4 + 8ag + 16a16 + ..., czyli szereg Z 2" aon

n=1
(ee)
. . . ’ . . n . . .
jest zbiezny, a wobec tego réwniez szereg g 2"aon jest zbiezny
n=0

— zmiana skonczenie wielu wyrazéw na zbiezno$¢ wplywu nie
ma (cho¢ moze zmienié¢ sume szeregu zbieznego).

Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone. Zakladamy, ze

szereg ai + 2as + 4ay + 8ag + ... jest zbiezny. Mamy
2a2 > az + a3, 4ag = as + a5 + ag + ar, 8ag = ag + ag + ajp +
+ai1 + a12 + a13+a14 + ays , itd. Stad wynika, ze

a1 +az+az3+as+as+---+ayyt+as+ ... <
< a1+ 2a9 +4ayg +8ag + ... < 400,

(. @]

CO oznacza, 7e SzZereg E an, jest zbiezny, czyli réwniez szereg

n=1

(©.¢]
Z an jest zbiezny. Dowodd zostal zakonczony. B

n=0

W dowodzie kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu szacowalis-
my sume jednego szeregu przez sume drugiego, o ktérym wiedzie-
liSmy, ze jest zbiezny. Podamy kilka przykiadéw pokazujacych, jak

mozna szacowac szeregi o wyrazach dodatnich.
Przyklad 16.11 Niech k£ > ¢ > 1 beda liczbami naturalnymi.

oo
Szereg Z(/nl—k jest zbiezny.
n=1

Wyrazy szeregu daza do 0 i tworza ciag malejacy, wiec mozemy

uzy¢ kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu: szereg > 1/ nik za-
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stapimy szeregiem » 2™ (/ (zi)k S (2n =Y <\£/1_e>

iy 1
Otrzymalismy zatem szereg geometryczny o ilorazie - =k Ten

iloraz jest dodatni i mniejszy niz 1, bo k > £, zatem szereg geo-
metryczny, a wraz z nim wyjsciowy, jest zbiezny. B

Przyklad 16.12 Niech 1 < k£ < /¢ beda liczbami naturalnymi.

oo
Szereg Z(/nl—k jest rozbiezny.
n=1

Postepujac tak, jak w poprzednim przykiadzie sprowadzamy prob-

o« . s . . . £
lem do zbiezno$ci szeregu geometrycznego o ilorazie vV2¢—% > 1,
wiec rozbieznego. H

Przykiad 16.13 Dla dowolnej liczby rzeczywistej x nastepuja-

cy szereg Z % =1+5+ 2—? + é—? + - -+ jest bezwzglednie zbiezny.
n=0
Dla = = 0 wszystkie wyrazy z wyjatkiem pierwszego sa zerami,

wiec zbieznos¢ jest oczywista. Zalézmy, ze x # 0. Mamy

2"

n+1)!

(D! Ed 0<1.
" n+1l oo

(n)!
wiec zapowiedziana teza wynika z kryterium ilorazowego. B

Przyklad 16.14 Dla dowolnej liczby rzeczywistej = € (—1,1)

nastepujacy szereg Z% jest bezwzglednie zbiezny. Znéw sko-
n=1

rzystamy z kryterium, d’Alemberta (ilorazowego). Iloraz dwd6ch

kolejnych wyrazéw jest réwny x - . Mamy lim = |z|.

Stad zbieznos¢ w przypadku |:C\ < 1 i rozbiezno$é w przypadku

x| > 1. Dla —1 otrzymujemy szereg anharmoniczny, ktéry jest
zbiezny, a dla * = 1 — harmoniczny, ktéry jest rozbiezny. B

Przykiad 16.15 Niech (8) = 1 dla kazdej liczby a € R, niech
(a> _ ala—1)-.. (a n+1)

n

dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdej
liczby naturalneJ n > 1. Dla dowolnej liczby = € (—1,1) szereg
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[e.@)

Z(g)x” jest bezwzglednie zbiezny. Znoéw skorzystamy z kry-

n=1
terium ilorazowego d’Alemberta. Mamy
1
(nj—l)xn—’_ _ ’ (CL _ 7’L).CE |$‘
(n)zm n+1 | n-oo ’

co dowodzi zapowiedzianej tezy. Przy okazji: jesli |x| > 1, to
szereg jest rozbiezny. Trzeba troche uwazac¢, bo jesli a jest liczba,

a

n) = (0, wiec nie mozna stosowac kryterium

naturalnag i n > a, to (
ilorazowego. Jednak wtedy prawie wszystkie wyrazy szeregu sa

réwne 0, zatem jest on zbiezny dla wszystkich liczb rzeczywistych
re(—1,1).

Przyklad 16.16  Jesli (a,,)5%, jest takim ciagiem liczb rzeczy-

(e.@)
wistych, ze szereg E anx( jest zbiezny i spelniona jest nieréwnosc
n=0

(©. @]
|z| < |zol, to szereg Zanx” jest bezwzglednie zbiezny. Poniewaz

n=0
00

szereg E an,z, jest zbiezny, wiec lim a,xj = 0, zatem istnieje
n—oo
n=0

taka liczba M > 0, ze ’anx{ﬂ < M. Mamy zatem

Z’anx”‘:Z‘anxm-’—‘ <MZ’— < 4o00.
Zo Zo
n=0 n=0 n=0
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze jesli 0 < g < 1, to szereg

(ee)
Zq" jest zbiezny (kryterium ilorazowe d’Alemberta), przyjmu-
n=1
jemy q = ‘%’ . Stwierdzenie zostalo udowodnione.
(ee)
Szeregi postaci Zanx” nazywamy potegowymi o sSrodku w zerze.
n=0
7 tego, co udowodniliSmy w tym przykladzie wynika, ze zbiér
punktéw zbieznosci szeregu potegowego o Ssrodku w punkcie 0
jest przedzialem o srodku w punkcie 0. Pdzniej przekonamy sie,
ze nic wiecej ogdlnie na temat tego przedzialu powiedzie¢ sie nie

da. Przedzial moze sie nawet zdegenerowa¢ do punktu O, np.

185



Szeregi liczbowe

jedyna liczba, x, dla ktdrej zbiezny jest szereg Zn”x” jest 0.
n=1

Dodajmy jeszcze, ze suma i iloczyn dwéch szeregéw potegowych

sg szeregami potegowymi. Do tego tematu powrécimy w dalszej

czesci tej ksiazki jeszcze kilka razy. Przekonamy sie o tym, ze

wazne funkcje mozna zapisywa¢ w postaci sumy szeregdw tego

typu i utatwia to poznawanie ich wiasnosci. B

Przykiad 16.17 Korzystajac z twierdzenia z poprzedniego przy-

00
kladu mozna zbadaé zbiezno$¢ szeregu Z%, ktorym juz zaj-
n=1
mowalismy sie (por. przyktad 16.13), nieco inaczej. Dla x=-1
ten szereg jest zbiezny, wiec jest zbiezny dla kazdego takiego x,
ze |x| <|—=1/=1. Dla x = 1 szereg jest rozbiezny, zatem jest
tez rozbiezny dla kazdego takiego x, ze |z| > [1|=1. ®
Podamy jeszcze trzy kryteria zbieznoSci szeregéw, ale tym
razem o wyrazach zmiennych znakow.

Twierdzenie 16.32 (Kryterium Abela — Dirichleta)
Niech (a,) bedzie malejacym ciagiem liczb dodatnich.

16.32.1 (Dirichlet) Jedli lim a, = 0 i ciag sum czeSciowych

szeregu » b, jest ograniczony, to szereg Y a,b, jest
zbiezny.
16.32.1 (Abel) Jesli szereg > b, jest zbiezny, to szereg > a,b,
tez jest zbiezny.
Dowé6d. Niech s, =bg+b; +by+---+b, i SJ = Sptj — Sn =
=bp4+1 + bpyo + -+ byyj . Zachodzi réwnosce
Gn+1bn+1+ant2bniot +anikbnrr = S%an.u —|—(STZL —S}l)&n+2+
+(Sh = SH)ants + -+ (Sp = Sy antk = Sp(ant1 — ang2) +
+82(apio — angs) + -+ SF Napin_1 — anar) + SFapsr . Jedli
|sm| < M dla kazdego m, to |S2| = [sny; — sn| < 2M, wiec
|an11bn41 + Gppo2bpio + - + apakbnak| < 2M(|an+1 — Apya| +
+ |anio — Gpas| + -+ |Gpak—1 — Gnak| + an+k:) =2May41 .
Jesli lim a, = 0, to speliony jest warunek Cauchy’ego zbiez-

n—oo

nosci szeregu » _ a,by, , co konczy dowdd twierdzenia w przypadku
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Dirichleta.
Jesli szereg > b, jest zbiezny a e jest liczba dodatnia, to spelio-

ny jest warunek Cauchy’ego, czyli dla dostatecznie duzych liczb
naturalnych n nieréwno$é¢ |S?| = |s,1; — sn| < € zachodzi dla
J=1,2,.... Wobec tego
|@pt1bng1 + angobpyo + -+ angrbngr] <e(Jants — anga] +

+ |ant2 — anys| + - F |@nph—1 — ngkl) + EQnpk = Eang1 -
Wynika stad i z ograniczonosci ciagu (a,) wynika od razu, ze

szereg > anpb, spelia warunek Cauchy’ego, jest wiec zbiezny. B

Uwaga 16.33 Mozna wywnioskowaé¢ kryterium Abela z kryte-
rium Dirichleta i autor ma nadzieje, ze Czytelnik zechce to zrobi¢.l

Twierdzenie 16.34 (Leibniza)

Jesli ciag (a,) jest monotoniczny i zbiezny do 0, to szereg

ap— a1 +a2 —ag + -+ = Z(—l)”an
n=0
jest zbiezny.
Dowdéd. Wynika to natychmiast z kryterium Dirichleta: ciag

zbiezny do 0 to ( %) , a szereg o ograniczonych sumach czescio-

wych to > (—1)". &

Uwaga 16.35
Jesli ciag nierosnacy (a,)52, ma dodatnie wyrazy i lim a, =0,

n—oo

to dla kazdej liczby naturalnej m > 1 zachodza nieréwnosci:

o0
apg— a1+ -+ agm—2 — AQam—1 < g a, Oraz

n=0
O
E anp < ag— a1+ -+ agm—2 — A2m—1 + A2 -
n=0

To sa tatwe do bezposredniego udowodnienia nieréwnosci i w do-
datku czesto stosowane. Czytelnik powinien je udowodni¢. B

Zajmiemy sie teraz twierdzeniem o mnozeniu szeregéw. Mno-
zac dwie skonczone sumy liczb

(CL()""CL;[+"'+an)(bo—|—bl+"‘+bn)
otrzymujemy sume wszystkich iloczynéw postaci a;b;, np. dla
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n = 2 mamy:
(ao + a1 + az)(bo + bl + bz) =

= agbg + agby + agbs + a1bg + a1b1 + a1bs + asbg + asb; + asbs .
Oczywiscie otrzymana sume dziewieciu sktadnikéw mozna porzad-
kowaé na wiele sposobéw (9!=362880). W przypadku skoriczonej

liczby skladnikéw kolejnosé dodawania nie ma zadnego wplywu na
ich sume. To samo dotyczy nieskonczenie wielu sktadnikéw pod

warunkiem rozwazania wyrazow szeregu bezwzglednie zbieznego.
W przypadku szeregu, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny nalezy
jednak by¢ ostroznym. Jest jasne, ze mnozac dwa szeregi > an,
i > b, powinnismy otrzymadé szereg, wéréd wyrazéw ktorego sa
wszystkie iloczyny postaci a;b; uporzadkowane w jakis sensowny

sposob. Sugerowany rezultat wygodnie jest sformutowac tak:

Twierdzenie 16.36 (Mertensa o mnozeniu szeregéw)
Zalézmy, ze szeregi > a, 1 Y. b, sa zbiezne, przy czym co naj-
mniej jeden z nich jest zbiezny bezwzglednie. Niech

n
¢n = agb, + a1b,—1 + asby—o + -+ an—1b1 + anbg = Zaibn—i-
i=0
Wtedy szereg > ¢, jest zbiezny i zachodzi réwnosé:

o0 o0 o0
g ay * g b, = g Cr, -
n=0 n=0 n=0

jesli oba szeregi > a, i Y b, sa zbiezne bezwzglednie, to réwniez
szereg Y ¢, jest bezwzglednie zbiezny.

Dowéd. Oznaczmy sumy czesciowe: s& = ag+a; + -+ + ap,
s =by+ b+ -+ by, s%:co+cl+---+cn:Ziﬂ.gnaibj.

Istnieja skoniczone granice lim s¢ = A oraz lim s = B. Mamy
n—oo n—oo

wykazaé, ze lim s¢ = AB = lim s%- lim s’ . Nie ma znaczenia,

o ktorym szeregu zalozymy, ze jest bezwzglednie zbiezny. Zalézmy,
ze Y lan| < +o00. Zauwazmy, ze:
so= > aibj =ao(bo b+ +bp)+ar(bo b+ Fbu1)+
i+j<n
+a2(bo+bl+"'+bn—2)+"'+anbn =

=ags? + a1 | +assd o4 -+ apsh. Wobec tego
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b — 8¢ =apsh +arsb + agsh + -+ ansh — 58 =
=ay (s —sb_1)+as(sh —sb o) +4+-+a,(sh —sp).
Poniewaz szeregi > |a,| oraz > b, sa zbiezne, wiec ich ciagi sum
czesciowych sa ograniczone. Oznacza to, ze istnieje taka liczba
M > 0, ze dla kazdego m prawdziwe sa nieréwnosci:
lag| + |a1| + -+ |am| < M, |bg+bi+ -+ by <M.
Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Ze zbieznosci szeregu

wynika, ze spelnia on warunek Cauchy’ego, wiec istnieje taka liczba

naturalna n., ze jesli k > m > n., to |s) — b | < ;5 oraz

oo (e.@)

Zan : an — 5% .50
n=0 n=0

O o

Zan . an — 80

n=0 n=0

<

|ane+1‘+‘a’ne+2|+ < SLM7 %

Wobec tego dla m > 2n. mamy <

(e @] (©.¢]
b b
< E Ay, - E b — S5 S| T+ |SiSim — Sin | < 5+
n=0 n=0

+laal-|sb, = sh, 1 +azl - |sb, =80, o+ -+ |an | -[sh, —sh, . |+
+an 41| - [8m — Sm—n.—1| + |an 42| |Sm — Sm—n.—2| + - +

+am| - |sm — so| < 5§+ (lar| + [az| + -+ +an.|) - 157 + (|an 1] +
Flan 42| + -+ lam]) - 2M < 5§+ M - 755 + 557 - 2M = «.

m—00

oo (e.e)
Z definicji granicy ciagu wynika, ze lim sf, = Zan : an.
n=0 n=0

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze jesli oba szeregi > a, i > by,
sa bezwzglednie zbiezne, to réwniez szereg > ¢, jest bezwzgled-
nie zbiezny. Wynika to natychmiast z juz udowodnionej czesci

twierdzenia i warunku Cauchy’ego. Dowdd zostal zakoniczony. B

Uwaga 16.37

Czytelnik moze sie przekonaé, ze istnieja szeregi zbiezne > a,
i > b, ,dla ktérych szereg > ¢, jest rozbiezny. Wystarczy przy-
ja¢ a, = b, = (—1)”_1\%5 i przekonaé sie, ze w tym przy-
padku ciag (c,) nie jest zbiezny do 0, wiec szereg > ¢, jest roz-
biezny. 7 drugiej strony, jesli szeregi > an, > bp, 1 > ¢, sa

zbiezne, to > 07 1 Cn =Y o o an > e g by — nie podamy dowodu
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tego twierdzenia, bo nie bedziemy z niego korzysta¢. Opisane
twierdzenia wskazuja na to, ze zaproponowana przez Cauchy’ego

kolejnos¢ sumowania iloczynéw a;b;, jest wiasciwa. W

Definicja 16.38 (iloczynu szeregéw)

Niech ¢, = Zaibm_i dla kazdego naturalnego m. Szereg ch
1=0 n=0

nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregdéw Zan i an
n=0 n=0
Prawdziwe jest

Twierdzenie 16.39 (Cesaro)

Jesli szeregi Zan i an sg zbiezne i dla kazdego n zachodza,
n=0 n=0

WZOry ¢, = g aibp—i, S, =co+c1+---+c¢,, to

n—oo

oo oo
lim %(so—l—sl—i——--—l—sn_l) = Zan-an. |
n=0 n=0

Twierdzenie Cesaro podaliémy bez dowodu, ale wypada na-
pisaé, ze jego dowod nie jest trudny — mozna go samodzielnie
przeprowadzi¢, do czego zachecamy Czytelnikow. Wtasnie z tego
twierdzenia wynika zdanie wypowiedziane w uwadze poprzedzaja-

cej twierdzenie o mnozeniu szeregéw.

Przyklad 16.18 Jak juz wiemy szereg Z jest zbiezny bez-
n=0
wzglednie dla kazdej liczby z € R. Udowodnimy, ze dla dowolnych

liczb rzeczywistych x,y zachodzi rownosé
oo oo
DRI
n! n!
n=0 n=0

Skorzystamy oczywiscie z twierdzema o mnozeniu szeregéw. Wy-

raz iloczynu szeregow to

10y e oy ey ey ot

ot e Ty e T T oot o =
nl
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n! n—1 n! n)y _ 1 n : £ 44
+—(n—1)!-1! Y Y+ oror L ) = m(:c—l—y) — ostatnia rOwnosc

wynika natychmiast z dwumianu Newtona. Dowodzona réwnosé
to teraz prosty wniosek z twierdzenia o mnozeniu szeregéw. B
Przykiad 16.19 Korzystajac na przyktad z kryterium ilorazo-

wego d’Alemberta dowodzimy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x

oba szeregi Z(—l)”% i Z(—l)”% sa zbiezne. 1! Su-
n=0 n=0
me pierwszego z nich oznaczmy przez s(z), a drugiego — przez

c(z). Wtedy prawdziwe sa rownosci:
a. c(x)?+ s(x)? =1 dla kazdej liczby 2 € R;
b. c¢(z)c(y) — s(x)s(y) = c¢(x +y) dla dowolnych z,y € R;
c. c(z)s(y) + s(z)c(y) = s(x +y) dla dowolnych z,y € R.
Skorzystamy znéw z twierdzenia o mnozeniu szeregow. Definiu-

. n IQTL n I2n+1 .
jemy: a, = (—1) Gy bn = (—1) GonrT - Mamy wiec
Ay = aptn + a1ay—1 + 20y + -+ anag =

n 2" (2n)! (2n)! (2n)! (2n)!

= (=" G <O!~(2n)! T G- T i zn—n T @ O|> oraz
By, = boby, + 010y 1 + b2bp 2 + -+ + bpybo =
_ (_1)n p2n+2 ( (2n+42)! + (2n+2)! + (2n+2)!'+___+((2n+2)1 )

Cn+2)! \ T1-2n+1)! T 31.2n—1)! " 51-(2n—3)! 2n4 1)1
7 podanych wzoréw wynika, ze Ay = 1 oraz, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 prawdziwy jest wzor: A, 4+ B,_1 =

_ n x> (2n)! (2n)! (2n)! (2n)!
- (_1) (2n)! (0' (2n)! 1l (2n—1)! + 21.(2n—2)! ~ 3! (2n—3)! +

2n)! 2n)! 2n)! n z2" n
+ 4!~((2n)—4)! _ 5!-((2n)—5)‘ Tt (Z(n)')0'> = (=1) (2n)!(1 —1)"=0.

Stad réwnos¢ a. wynika natychmiast. Nastepne dwie mozna udo-

wodni¢ w taki sam sposob. Czytelnik powinien co najmniej jedna,
z nich wykazac, by sprawdzi¢, czy wszystko dobrze rozumie. B

Przyklad 16.20  Przyjmijmy, ze () = 1 dla kazdej liczby

rzeczywistej a oraz () = a(a_l)'“ﬁ'!(a_nﬂ) dla kazdej liczby rze-
czywistej a i kazdej liczby naturalnej n > 1. Te definicje roz-
szerzaja definicje symbolu Newtona znana z poprzedniej nauki.

Zauwazmy, ze zachodza nastepujace réwnosci: (Z) = 2. (gj)

16.1 Tu przyjmujemy, ze x=1.
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oraz (Z) + (nil) = (ij) Mozna te réwnosci udowodnié ko-

rzystajac z umiejetnosci dodawania utamkéw, ale mozna tez po-
wiedzie¢, ze obie strony kazdej z nich sa wielomianami zmien-
nej a. Wartosci tych wielomianéw pokrywaja sie dla kazdej liczby
catkowitej a > n 4+ 1. Dwa wielomiany, ktére przyjmuja te same
wartosci w nieskonczenie wielu punktach, sa réwne, bo ich réznica

ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, a jedynym wielomianem,
ktéry ma ich az tyle jest wielomian zerowy.
Przypomnijmy jeszcze, ze jesli a jest dodatnia liczba calkowita,
a oo
to (14 2)* = Z(Z)x" = Z(g)x” — to znany wzér New-
n=0 n=0
tona. Dopisane nieco sztucznie skiadniki sa réwne 0, wiec nie
zmieniaja sumy.
oo
Teraz zajmiemy sie szeregiem Z(fb)x
n=0
liczba a jest naturalna. W dalszym ciagu a oznacza dowolng licz-

" nie zakladajac, ze

be rzeczywista. Wiemy juz, ze w tej sytuacji szereg jest bezwzgled-
nie zbiezny, gdy |z| < 1, wykazaliSmy to w jednym z przyktadéw
poprzedzajacych twierdzenie o mnozeniu szeregow.

Teraz udowodnimy, ze Z(g)x” - Z(Z)x” = Z(a:b)x”.
n=0 n=0 n=0

Ta réwnos¢ zachodzi oczywiscie dla dowolnych liczb naturalnych
a,b, bowiem (1+2)%- (14 2)? = (1 + x)a*?.
Poniewaz oba szeregi sa bezwzglednie zbiezne, wiec mozemy

skorzysta¢ z twierdzenia o mnozeniu szeregéw. n-—ty wyraz ilo-
czynu tych szeregéw wyglada tak:

(@O +OG) + O o+ (06).

Wystarczy wykazac, ze prawdziwa jest rownoscé

©) )+ (D G2)+ )2+ + () ) — (") =0,
/noéw mozemy zauwazyc, ze przy ustalonym b, np. b >n i be N
lewa strona réwnosci jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz
n zmiennej a. Kazda liczba catkowita a > n jest pierwiastkiem
tego wielomianu, bo rowno$¢ zachodzi dla a,b > n, jesli a,b € N.
Wielomian ma wiec nieskonczenie wiele pierwiastkéw, wiec jest to
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wielomian zerowy. UdowodniliSmy juz, ze rownosc
b b b b +b\ _
©) () + (D G2) + Q) GL) +-+ () ) = (77) =0
jest spelniona gdy b jest liczba catkowita wieksza niz n a a jest
dowolng, liczba, rzeczywista,.
Teraz potraktujemy to wyrazenie jako wielomian zmiennej b

przy ustalonym a¢ € R. Znéw mamy do czynienia z wielomia-
nem stopnia nie wiekszego niz n, ktéry ma nieskonczenie wiele

pierwiastkéw. Jest wiec wielomianem zerowym, a to oznacza, ze

r6wnosé (g) () + (9) (,20) + () (2o) + -+ () () = (*37) =0

jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych a i b oraz dowolnej
liczby naturalnej n.
Na przykiad prawdziwy jest wzor;

ic{f)xn . i(17/12>xn — i(1/2:1/2>xn — i(i) — 14z,
n=0 n=0 n=0 n=0

Ta réwnosc sugeruje, ze 1 +x = 2(142) x"™ . Do dowodu brak

n=0

nam tylko tego, ze Z(lr/f)x” >0 dla z € (—1,1). To wynika

n=0
np. z rownosci
S = S S (e = (e
n=0 n=0 n=0 n=0

bo kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne. Podobnie mozna

udowodnié, ze 1+ x = 2(17/1 k) x" dla dowolnej liczby rzeczy-
n=0

wiste] x € (—1,1) i dowolnej liczby naturalnej k. Zachecamy

Czytelnika, by przekonat sie, ze m = Z(_nk)x” dla kazdej
n=0

liczby rzeczywistej x € (—1,1) i dowolnej liczby naturalnej k.
Szeregiem rozpatrywanym w tym przykladzie zajmowal sie

[.Newton. a bylo wtedy dowolna liczba i dlatego wlasnie pojawita

sie nazwa dwumian Newtona, ,,szkolny” dwumian Newtona byt

znany na dlugo przed poczeciem Isaaca Newtona. H
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Zadania

(0.@)

Zbadac¢ zbieznos¢ i zbieznos¢ bezwzgledna, szeregu E Qs

n=1
jesli a, =
(nh? | n_n+l
a1 a ()" migve
c. vVn+1—+/nj é. 2;;1”! :
d. (1) F/2(/n4+1—/n); e. L0
e 1 . f 1 .
* (3n—2)(3n+1)? *onynt1?
1 . 1 .
& 1000n+1 7 h. J@n@nt)
. (n)? | . 4.7-10-...-(443n) |,
1. 5ns J 2610 (2+4n) ?
n2 n5
k. m; 1. W;
n(n—1) n3 \nyn
L (=), m, O

n. yn+a— \/4 7’L2—|-7’L-|—b, a7b ER; 1. Z'S%—'i_l)'zgn)' 3

o. (1Fmtnn)" ey 6. s

p. S r. U

s. Ya—1, a>0; S. /n—1;

t. (v/m—1)°; w (¢n-1)"
(1+m)(1+x2)(ﬁ:m3)...(1+xn)’ r#—1; x. e—(1+1/n)";

N

w.
y. nfz", r € R, k € N; .Zi;—i?;,pEN;
7= (—1)lnv2lL,
n
Obliczy¢ sume szeregu > | ay , jesli a, =
on 2" x

T+a? b T PF D

2TL—1

a.

c. ng", |ql <1 d. n*q¢", |q| <1;
e. —— ——; f. —L ——;
* n(n+l)(n+2) * n(n+3)(n+6) °?
1 . h 1 .
& i (ni2)(ni3) * A D) (ni3)(ntd) °
o 1 . : n o
" an D) (Vata) J T
n_(2n+1)® 1 33 53 73
k. (—1) 2n+1)*+4 — 1414 3%F4 " 5iy4 7T 14 +
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10.

n—1

(©.@]
Obliczy¢ sume szeregu Z T
n=4

Obliczy¢ sume szeregu i (i k_1"> :
n=2 k=2
>

P,q=22
wtedy, gdy 42 = 24.

1’ tu kazda liczba p? wystepuje jeden raz nawet
p —_

Wykaza¢, ze dla dowolnego szeregu zbieznego Z Gp O WyTa-
n=0
zach dodatnich istnieje taki ciag liczb dodatnich (b, ), ktérego

granicg, jest oo, ze i anby, jest szeregiem zbieznym. Nie ma

wiec najwolniej zbz'f;;(;go szereqgu.

Wykaza¢, ze dla dowolnego szeregu rozbieznego ian 0 Wy-
=0

razach dodatnich istnieje ciag taki liczb dodatni(; (by), kté-

00
rego granica jest 0, ze Zanbnjest szeregiem rozbieznym.
Nie ma wiec najwolniej T‘Zzl())'éez'nego Szerequ.

Dowies¢, ze szereg Y a, jest bezwzglednie zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu (b,) zbieznego do 0
szereg > anpb, jest zbiezny.

Dowies¢, ze jesli (a,) jest dowolnym ciagiem liczb dodat-
Qn

14+a1)(14as)...(1+ay)
jest zbiezny. Niech P = lim ((14+a1)(1+a2)...(1+an)).

n—oo

o0
nich rzeczywistych, to szereg Z (
n=1

Wyrazi¢ sume szeregu za pomoca P € [1,00].

Dowies¢, ze szereg Z (Z) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=0

gdy a > —1.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dowies¢, ze szereg Z (g) jest zbiezny bezwzglednie wtedy
n=0
i tylko wtedy, gdy a > 0.
oo
Dowie$é, ze jesli szereg Z |an11 — an| jest zbiezny, to ciag
n=1
(a,,) ma skoniczona granice. Podaé przyktad swiadczacy o nie-

prawdziwosci twierdzenia odwrotnego.

Dowiesé, ze jesli (a,,) jest Scisle rosnacym ciagiem liczb do-

o0
datnich, to szereg Z (1 — a“i 1) jest zbiezny wtedy i tylko
n=1

wtedy, gdy ciag (a,) jest ograniczony.

Dowies¢, szereg Z an jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tyl-
n=1

ko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (b,) zbieznego do 0 szereg

(e.@)
Z anb, jest zbiezny.

n=1

O
Dowiesé, ze jesli E a1 — an| < 0o, lim a, =0 i ciag
1 n—od
n=—

(. @]

sum czesciowych szeregu E b, jest ograniczony, to szereg

n=1

Z anb, jest zbiezny.

n=1

(e.@)
Dowies¢, ze szereg Zanbn jest zbiezny dla kazdego szeregu

n=1

zbieznego an wtedy 1 tylko wtedy, gdy Z\anH — Gy | <00.
n=1 n=1
Dowies¢, ze szereg Zanbn jest zbiezny dla kazdego szeregu

n=1

an , ktorego ciag sum czeSciowych jest ograniczony, wtedy

n=1
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18!

19.
20.

21!
22.

23.

24.

25.

26.

27.

i tylko wtedy, gdy Z\anﬂ — an|< oo oraz lim a, =0.
1 n—oo

. _1 n—1 , . . ’
Niech a, = ( \/)ﬁ = b,. Wykazaé¢, ze iloczyn szeregdw
Y an i > by, jest rozbiezny.

Udowodni¢ twierdzenie Cesaro.
Udowodnié, ze jesli oba szeregi >~ an, Y.._qby 1ich ilo-
czyn sa zbiezne, to zachodzi rownosé

Z (07% Z bn = Z (aobn+a1bn_1 +—|—anb0)
n=0 n=0

n=0

Udowodnié¢ punkty b. i c. z przykiadu 16.19.
Dowies¢, ze jesli ciag (a,) sklada sie z liczb dodatnich oraz

1 < lim n(a—” — 1) =g, to szereg > ., a, jest zbiezny.

n—oo 94n+l

Wsk.: poréwnaé szereg »_ a, z szeregiem 1< % <g.

1

Dowies¢, ze jesli ciag (a,) sklada sie z liczb dodatnich oraz

oo
1> nh—>nolo n(ﬁ — 1) , to szereg Z an jest rozbiezny.
n=0

Podaé¢ przyklad takiego ciagu (a,) o wyrazach dodatnich
n— 00 An+1

dodatnich, dla ktorego lim n(“—” — 1) =1 i szereg Z Qn
n=0

jest rozbiezny.

Podaé¢ przyklad takiego ciagu (a,) o wyrazach dodatnich

dodatnich, dla ktérego lim n( dn_ 1) =1 i szereg Z G,

n— 00 An+1
n=0
jest zbiezny.
Dowies¢, ze jesli nierosnacy ciag (a,) sklada sie z liczb do-
oo
datnich a szereg Z a, jest zbiezny, to lim na, = 0. Czy

n— 00
n=0

twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

Dowies¢, ze jesli szereg > o an jest bezwzglednie zbiezny,

_ aot2a3+---42"a, 00 _ \"\®
by, = o1 , to ano Ap = ano by, .
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28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

(©.@]
Zalézmy, ze wyrazy szeregu rozbieznego Zan s dodatnie
n=1
is,=a14+ax+---+a, dla n=1,2,... Dowies¢, ze szereg
oo (e@)
a. Z lj‘_’;n jest rozbiezny; b. Z‘S‘—: jest rozbiezny;
n=1 n=1
(©.@] (©.@]
C. Z;‘—g jest zbiezny; d. ZH_Z;% jest zbiezny;
n=1 n=1
oo
e. T moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.
n=1
Niech wyrazy szeregu zbieznego Y -, a, beda dodatnie.

Udowodni¢, ze dla kazdego k € N zbiezne sa réwniez szeregi

oo oo
1 .
g =y/an 1 g Sp  pg1 + o Apg—1 -

Dowiesé, 7e |7] < 1 = |VI+a—1—Z+% — 2| <0,005.

Dowies¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje doktad-

nie jeden taki ciag liczb catkowitych nieujemnych (a,)5
ze: dla kazdego n > 2 zachodzi nieréwnos¢ a,, < n — 1,

przy czym jest ona jest ostra dla nieskonczenie wielu liczb
naturalnych n, oraz x = a; + %ag + %ag + e

Dowies¢, ze = € Q wtedy i tylko wtedy, gdy dla prawie
wszystkich n zachodzi réwnosé¢ a, = 0.

Dowies¢, ze jesli 0 < x < 1, to istnieje dokladnie jeden
taki ciag liczb naturalnych, ze 1 < k1 < ko < k3 < ... oraz

T = %—F k11k2 + k:1k:12 o, przy czym liczba = jest wymierna
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna ng, ze
dla n > ng zachodzi réwnos¢ k, = k,, .

Czy zbieznos¢ szeregu > a, wynika z tego , ze dla kazdego

p € N zachodzi wzér lim (apy1 + apyo+ -+ angp) =07

Szereg > o an jest zbiezny. Czy wynika stad zbieznosé
szeregu:

(a) a1 +az+as +az +ag + ay + ag + as + are + a5 + a4 +
a13 +ai2 +ai1 +ajg+ag +azy+ -+ a7 +ags + -5

(b) a1 +as+as+as+as+ar+ag+as+ag+ai;+aiz+as+
aiotaiz+autaet+ar+---+azgtag+---+ap+--7?
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35. W trzech rzedach utozono zapatki: w pierwszym rzedzie a

zapatek, w drugim — b zapalek, w trzecim — c¢ zapalek.
Graja dwie osoby. W kazdym ruchu gracz bierze pewna licz-

be zapalek z jednego tylko rzedu. Wygrywa ten, kto wezmie
ostatnia zapatke. Dowies¢, ze jesli po zapisaniu liczb a,b,c
w ukladzie dwojkowym okaze sie, ze suma cyfr wystepujacych
w tych liczbach na pewnej pozycji jest nieparzysta, to zaczy-
najacy gracz moze wygra¢ niezaleznie od poczynan przeci-

wnika.
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FUNKCJE

Zaczniemy od dwu definicji dosy¢ waznego pojecia. Pierwsza
wprowadzamy po to, by latwiej mozna bylo formulowaé definicje
i twierdzenia nie czyniac réznicy miedzy liczbami rzeczywistymi

i symbolami nieskoniczonymi.

Definicja 17.1 (otoczenia punktu)

1.1 Jesli a € R, to otoczeniem punktu a nazywany jest
dowolny zbiér, ktéry zawiera pewien przedzial otwarty
zawierajacy punkt a.

1.2 Jesli a = oo, to otoczeniem punktu a = oo nazywany
jest dowolny zbiér, ktory zawiera pewna polprosta posta-

ci (M,00).
1.3 Jesli a = —oo, to otoczeniem punktu a = —oo nazy-
wany jest dowolny zbidr, ktéry zawiera pewna potprosta

postaci (—oo,M). H

Definicja 17.2 (punktu skupienia zbioru)

Niech A C R i niech a € RU {oc} U {-00} =: R. Méwimy,
ze a jest punktem skupienia zbioru A, jesli w kazdym otoczeniu
punktu a znajduje sie punkt zbioru A\ {a}. H

Uwaga 17.3
Poniewaz otoczenia moga, by¢ wybierane dowolnie, np. J moze

by¢ dowolna liczba dodatnia, wiec w kazdym otoczeniu znajduje

sie nieskonczenie wiele réznych punktow zbioru A. B

Przyklad 17.1 Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych
o granicy g¢g. Kazde otoczenie punktu g zawiera prawie wszyst-
kie wyrazy ciagu (a,). Wynika stad, ze jesli dla nieskoriczenie
wielu n zachodzi g # a,, to g jest punktem skupienia zbioru
{a,: meN}. m

Przyklad 17.2  Zbiér skonczony nie ma punktéw skupienia. B

Przyklad 17.3  Zbior nieskonczony A ma punkt skupienia.
Wynika to z twierdzenia Bolzano—Weiestrassa, bo istnieje wtedy

taki ciag (an), ze a, € A dla kazdego n i jesli n # m, to

ap # am - Z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag, ktéry ma granice.

200



Funkcje

Ta granica jest punktem skupienia zbioru A. R

Twierdzenie 17.4
Punkt a € RU {oc0} U{—00} jest punktem skupienia zbioru A
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taki ciag (a,), ze a, € A\ {a}

ia= lim a,.
n—oo

Dowdd. Jedli a € R jest punktem skupienia zbioru A, to dla
dowolnej liczby naturalnej n istnieje taka liczba a, € A, ze

0<|an, —a| < . Z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy,

ze lim |a, —a|l =0, czyli lim a, = a. Jesli a = oo, to dla
n—aoo n—oo
kazdej liczby naturalnej n istnieje taki punkt a, € A, ze a, > n.
Wobec tego lim a,, = oo. Przypadek a = —oo pozostawiam
n—oo

Czytelnikowi. Zakonczyliémy dowdd ,,w jedna strone”. Wynikanie
W przeciwng strone jest jeszcze prostsze. W

Przyklad 17.4  Zbiér N zlozony ze wszystkich liczb natural-
nych ma dokladnie jeden punkt skupienia. Jest nim oc. B

Przyklad 17.5 Punktami skupienia zbioru Z skiladajacego sie
ze wszystkich liczb catkowitych sa oo oraz —oo. W

Przykiad 17.6 Punktami skupienia zbioru zltozonego ze wszyst-
kich liczb wymiernych sa wszystkie liczby rzeczywiste, co i —oo. B

Przyklad 17.7 Punktami skupienia zbioru R\ Q sa wszystkie

liczby rzeczywiste, oo oraz —oo. B

Przyklad 17.8 Niech A = {1+ (-1)"+1: n=1,2,...},

Punktami skupienia zbioru sg liczby 0 i 2. Wynika to z réwnosci

0= nh—{go 2n1—1 - nh—>nolo (1 + (_1)2n_1 + 2n1—1) )
2= lim (24 5;) = lim (1+(=1)*" 4+ 5;). Innych punktéw

skupienia ten zbior nie ma, bo granicami réznowartosciowych cia-

géw utworzonych z liczb ze zbioru A moga by¢ jedynie 0 1 2. W

Definicja 17.5 (otoczeniowa granicy funkcji)

Niech f: A — R bedzie dowolna funkcja i niech a bedzie punk-
tem skupienia zbioru A. Punkt g € RU {o0} U {—00} nazywany
jest granica funkcji f w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy dla
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kazdego otoczenia V punktu g istnieje takie otoczenie U punktu
a,zejesi © € U iz # a, to f(xr) € V. Jedli g jest granica

funkcji f w punkcie a, to piszemy lim f(z). B

Uwaga 17.6 Niech g = lim a, . Przypomnijmy, ze ciag jest

n—oo
funkcja: a; to jej warto$¢ w punkcie 1, as — w punkcie 2, itd.
Jest to funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych, ktérego je-
dynym punktem skupienia jest oo. Widac¢ wiec, ze pojecie granicy

funkcji obejmuje tez pojecie granicy ciagu. W

Twierdzenie 17.7 (o jednoznacznosci granicy)

Granica funkcji, jesli istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie.
Dowdd. Zalézmy, ze g1 = }:E%f(x) i gy = ilng(x) Dla
ustalenia uwagi zalézmy , ze g1 < go. Istnieja wtedy rozltaczne
otoczenia Vi punktu g1 i V5 punktu go, np. Vi = (—o0,c¢)
i Vo = (¢,00), gdzie ¢ € (g1,92). Istnieja wiec takie otoczenia
Ui i Us punktu a, ze jesli z € Uy \ {a}, to f(z) € V1 a jesli
x € Us\{a},to f(x) € V5. Poniewaz Uy i Us sa otoczeniami tego
samego punktu a, wiec U; NUs, zawiera pewien przedzial otwarty
I, ktéry nie zawiera punktu a. jesli x € I,to f(x) e VinVa =10,
co jest niemozliwe. B

Definicje granicy mozna wypowiedzie¢ w nieco inny sposéb.

Definicja 17.8 (Cauchy’ego granicy funkcji)
Niech p bedzie punktem skupienia zbioru A, na ktérym okreslona
jest funkcja f o wartosciach rzeczywistych. Wzér g = lim f(z)
r—p
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z nastepuja-
cych dziewieciu mozliwosci:
8.1 g,p e R. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p
dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze jesli
O<|z—p|<é,to |f(z)—g|<e.
82 g€ R, p=+oco. Wtedy g = lim f(x) wtedy i tylko

r—p
wtedy, gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba rzeczy-
wista M taka, ze jesli o > M, to |f(x) —g| <e.
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83 g€ R, p=—oco. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko
T—p

wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje liczba rzeczy-
wista M taka, ze je$li z < M, to |f(x) —g| <e.
84 g =400, p € R. Wtedy g = lim f(x) wtedy i tylko
T—p

wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje licz-
ba rzeczywista & > 0 taka, ze jesli 0 < |z —p| < J, to
flx) > M.

8.5 g=+o00, p=+oo. Wtedy g = ili)r}lo f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba rzeczy-
wista K taka, ze jesli x > K, to f(z) > M.
86 g=+4o0, p=—00. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko
T—p

wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba rzeczy-
wista K taka, ze jesli x < K, to f(z) > M.
87 g=—00, peR. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko
T—p

wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje licz-
ba rzeczywista § > 0 taka, ze jesli 0 < |z —p| < 6, to
flz) < M.

8.8 g=—00, p=+o0. Wtedy g = ili)f}lj f(x) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba rzeczy-
wista K taka, ze jesli x > K, to f(z) < M.
89 g=—00, p=—00. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko
T—p

wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba rzeczy-
wista K taka, ze jesli x < K, to f(z) < M.
Dowéd. Zalézmy najpierw, ze p,g € R. Jesli g jest granica
funkcji f w punkcie p i e jest liczba dodatnia , to przedziat
V =(g—¢€,9+¢) jest otoczeniem g. Istnieje wiec takie otoczenie
U punktu p, ze jeSli x € U i = # p, to f(x) € V. Otoczenie

U zawiera przedzial otwarty, ktorego elementem jest p. Zmniej-
szajac w razie potrzeby ten przedzial mozemy stwierdzi¢, ze U

zawiera przedzial otwarty o srodku p. Jesli 20 jest dlugoscia tego
przedziatu, to jest on réwny (p—9,p+0). Zdanie z € (p—9,p+9)
i x # p jest rownowazne temu, ze 0 < |z — p| < 6. Wykazalismy,
ze spelniony jest warunek 8.1.
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Zaltézmy, ze spelniony jest warunek 8.1. Udowodnimy, ze
g = lim f(x). Niech V bedzie dowolnym otoczeniem liczby g¢.

T—p
Zbior V' zawiera pewien przedzial otwarty zawierajacy liczbe g .
Zmniejszajac ten przedzial mozemy stwierdzi¢, ze zbiér V zawie-
ra przedziat o srodku p, wiec przedzial postaci (—e,¢). Istnieje
zatem taka liczba § > 0, ze jesli 0 < |[x—p| < 6, to |f(x)—g| < e,
wiec f(x) € V. Przyjmujac, ze U = (p—4§, p+9) koniczymy dowdd

tego, ze jesli spelniony jest warunek 8.1, to g = lim f(x).
T—p

Uzasadnienie prawdziwosci twierdzenia w pozostalych przy-
padkach pozostawiamy Czytelnikowi. B

Przyklad 17.9 Niech f(r) = |—2?] dla € R. Niech € > 0
bedzie dowolna liczba i niech 6 = 1. Jesli 0 < |z| <d =1, to
—1 < —2? < 0, wiec f(z) = -1, czyli ‘f(:c)—(—l)‘ =0<e.
W ten sposob wykazalismy, ze —1 = iﬁ% f(x). W tym przykta-

dzie mamy f(0) =0 # ilg%) f(z). m

Przykiad 17.10 Udowodnimy, ze lim =™ = 0 dla kazdej liczby

x—0

naturalnej n. Niech e bedzie liczba dodatnia. Niech ¢ bedzie
liczba dodatnia mniejsza od min(1l,e). Jezeli 0 < |x| < d, to
™| = |x|" < 6" < § < e. Dowéd zostat zakoriczony. B

Przyklad 17.11 Niech f(z) = % dla x € R\ {1}. Liczba

1 jest oczywiscie punktem skupienia dziedziny funkcji f, chociaz
nie jest punktem tej dziedziny. Wykazemy, ze lim = 2. Niech

r—1

e >0 iniech 6 =¢. Jedli 0 < |x — 1] < §, to spelniona jest

nieré6wnosé |f(zx) —2| = ‘x2—11 —2|=|z+1-2|=|z—-1|<d=c¢,

€T —

co konczy dowod zapowiedzianej rownosci. B

Przyklad 17.12 Funkcja f okreslona na zbiorze wszystkich
0 jeslix <O,

. nie ma
2 jeslix >0,

liczb rzeczywistych wzorem f(x) = {

granicy w punkcie 0. Poniewaz przedzialy (—o00,0) i (2,00)

nie zawieraja wartosci funkcji f, wiec z rownosci g = lin% f(x)
Xr—
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wynika, ze 0 < g < 2. Niech ¢ = 1. Jesli lin}) = ¢, to istnieje
taka liczba d > 0, ze jesli 0 < |z| < J, to |f(x) —g| < 1. Wobec
tego 0 —g|l =[f(=5) —gl <1i|2—g|=[f(5) —gl <1. Stad

wynika, ze 2<[2—g|+|¢g—0=]2—g|+[0—g|<14+1=2
— sprzecznos¢, wiec granica w punkcie 0 nie istnieje. B

Uwaga 17.9 Jedli funkcje f i g pokrywaja sie we wszystkich
punktach pewnego otoczenia punktu a, by¢ moze z wyjatkiem

samego punktu a iistnieje granica lim f(x), to istnieje tez grani-
r—a

ca lim g(z) i obie granice sa réwne. Stad wynika, ze zmiana

r—a
wartoséci funkcji w skonczenie wielu punktach jej dziedziny nie
wplywa na istnienie granicy, ani na jej wartos¢. W

Réwno$¢ oo = lim f(x) mozna zinterpretowaé ,,geometrycz-

r—a

nie”. Dla kazdej prostej o rownaniu y = M istnieje taka liczba

0 > 0, ze punkty (az, f(:c)) wykresu funkcji f odpowiadajace
argumentom x € (a —6,0) U (0,a+ J) znajduja sie nad ta prosta.

\/

|
|
" a—90 :z at+0 N/ x

Przyklad 17.13  Funkcja f(z) = x% okre$lona dla = # 0 ma

granice co w punkcie 0. Niech M oznacza liczbe dodatnig i niech

1

§ = ﬁ Z nieréwnosci 0 < |z| < § wynika, ze 0 < 2% < 6% = 7,

wiec f(z) = 25 > M, co kofczy dowéd. W
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Przyklad 17.14  Nie istnieje

granica lim 1. Zalézmy, Ze ist-
X

z—0
nieje i ¢ = lim . Z nieréw-
x—0 T
nosci 0<d<1 wynika, ze
fl@)y=1>1>1, wiec g>1.
Z nieréwnosci —0 < x < 0 wy-
: : 1 1
nika, ze f(z)=_><-35 < —1,
zatem g < —1, wbrew wykaza-
nej wyzej nierownosci g > 1. B

Rownoé¢ lim f(x) = g € R mozna latwo zinterpretowaé
r— 00

geometrycznie. Jesli € > 0, to istnieje taka liczba M € R, ze
punkty (z, f(z)) wykresu funkcji f odpowiadajace argumentom
x > M leza w pasie ograniczonym prostymi y =g—¢c i y = g-+¢.

Definicje granicy mozna tez wypowiedzie¢ opierajac sie na po-

jeciu granicy ciagu.

Definicja 17.10 (granicy funkcji w punkcie.) 7!

Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f.

Méwimy, ze g € R jest granica funkcji f w punkcie p wtedy
i tylko wtedy, gdy gdy dla kazdego ciagu (z,) zbieznego do p,

o wyrazach réznych od p, zachodzi réwnosé¢ lim f(z,)=¢g. H

n—oo
Zwrécié nalezy uwage na to, ze wérdéd wyrazow ciagu zbiez-
nego do p, wystepujacego w definicji granicy, nie ma p. Ozna-
cza to w szczegbdlnosci, ze nawet wtedy, gdy p jest argumentem
funkcji f, to wartos¢ w tym punkcie nie ma wplywu na istnienie
granicy w punkcie p, ani na jej wartos¢ — zmiana wartosci funkcji
w punkcie p nie powoduje zmiany granicy w tym punkcie.

171 Ta definicja granicy jest nazywana ciggowa lub Heinego

206



Funkcje

Twierdzenie 17.11

Definicja granicy wedlug Cauchy’ego jest réwnowazna definicji

wedlug Heinego.

Dowdd. Dowdd podamy w dwéch wybranych przypadkach: p

i g sa liczbamioraz p =00 i g = —00. Reszte Czytelnik powinien

uzupeli¢ samodzielnie, by¢ moze nie wszystko — tyle tylko, by

w miare swobodnie przeprowadzi¢ dowdd w ktéryms przypadku.
Zalozymy najpierw, ze g, p sa liczbami rzeczywistymi oraz

ze g = lim f(zr) w sensie definicji ciagowej. Rozumujemy nie
r—Dp

wprost. Istnieje taka liczba ¢ > 0, ze dla kazdej liczby 6 > 0
istnieje takie =, ze 0 < |xr — p| < § i jednoczesnie |f(x) —g| > €.
Niech x, oznacza liczbe dobrang do %, tzn. 0 < |z, —p| < %

i|f(xn)—g| = e. Mamy n11_>n(’>10 T, =p i x, # p dla wszystkich nu-

meréw n. Ciag (f(z,)) wartoSci funkeji nie jest zbiezny do liczby
g, bowiem wszystkie wyrazy tego ciggu wartosci pozostaja w od-

legtosci nie mniejszej niz € od g. Twierdzenie zostalo udowod-
nione w jedna strone.

Teraz zalozymy, ze g = lim f(z) w sensie definicji otocze-

T—p
niowej. Niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem argumentéw funkcji

f zbieznym do p, o wyrazach réznych od p i niech ¢ oznacza
dowolna liczbe dodatnia. Z definicji otoczeniowej granicy funkcji

wynika, ze istnieje taka liczba & > 0, ze jesli 0 < |x — p| < 4,
to |f(z) — g| < €. Z definicji granicy ciagu wnioskujemy, ze
dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé |x, — p| < 0
i oczywiscie x, # p, zatem 0 < |r, —p| < §, a stad wynika,
ze |f(xn) — gl < e. Stad i z definicji granicy ciagu wynika, ze

lim f(z,) = g, a wobec tego, ze (x,) jest dowolnym ciagiem,
n—oo

mozemy stwierdzi¢, ze ¢ jest granica w sensie definicji ciggowe].
Teraz, zgodnie z obietnica zalozymy, ze g = —0c0 i p = +00.
Zaktadamy, ze dla kazdego ciagu (x,) argumentéow funkcji f,

ktérego granica jest +o0o zachodzi réwnosé lim f(x,) = —oco.

n—oo
Mamy wykazac, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje taka
liczba rzeczywista K , ze jesli x > K, to f(x) < M . Zaltézmy, ze
tak nie jest. Istnieje wiec taka liczba M , ze dla kazdej liczby K
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istnieje taki argument x funkcji f wiekszy od K, ze f(x) > M.
Przyjmujac K = n otrzymujemy argument z,,, taki ze x, > n
i f(xn) = M. Stad jednak wynika, ze —oo nie jest granica
ciagu (f(x,)), whrew zalozeniu, co koriczy dowéd w jedna strone.
Teraz zalozymy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje taka
liczba rzeczywista K, ze je$li z > K, to f(xr) < M. Jedli

lim z, =-4o00, to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosc
n—oo

x, > K iwobec tego f(z,) < M. Poniewaz M oznacza dowolna

liczbe, wiec lim f(x,) = —oo. Dowdd zostal zakonczony. B

n—oo

Definicja Cauchy’ego zazwyczaj pozwala dowodzi¢ istnienie

granicy, trzeba jednak zgadnaé¢ warto$¢ granicy. Definicja Heinego
jest uzyteczna czesto w dowodach nieistnienia granicy: wskazu-
jemy dwa ciagi (z]) i (z!!) o wyrazach réznych od p, ktérych

n n

granica jest p tak, by lim f(x],) # lim f(x]!).
T—p T—p

1 dla x>0,
Przyklad 17.14 Niech sgn(z) = { 0 dlaxz=0,
—1 dlaz <0.

W punkcie 0 granicy nie ma, bo spelione sa nastepujace zalez-

nosci lim sgn( — %) =—-1#1= lim sgn(%). |

n—oo n—oo

Przykiad 17.15  Funkcja Dirichleta, ktora okreslamy wzorem

f(x):{o gdy = ¢ Q,

1 gdy z € Q. nie ma granicy w zadnym punkcie. B

Przyklad 17.16 Granica funkcji Riemanna zdefiniowanej wzo-

rami
0 gdyz¢Q,
% gdy x = g, gdzie ¢ € N, p € Z, nwd(p,q)=1

jest liczba 0 w kazdym punkcie p € R. Udowodnimy to stwier-
dzenie. Niech e bedzie liczba dodatnia, a n — naturalna i niech

n > % Niech k£ bedzie najmniejsza taka liczba calkowita, ze

k 4

p < -7, a £ — najwieksza taka liczba calkowita, ze — < p.

Poniewaz kazda liczba naturalna v < n jest dzielnikiem liczby n!,

wiec w przedziatach (%,p) i (p, %) nie ma liczb wymiernych
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Lk

nl’ nl

o mianownikach v. Jesli = € ( ) N Q jest liczba wymierna
rézng od p, to mianownik liczby = zapisanej w postaci nieskra-

calnej jest wiekszy niz n, wiec 0 < f(z) < +.
lim f(nv2) =0# 1= lim f(n), wiec nie istnieje lim f(z).

r— 00

Podobnie dowodzimy nieistnienie granicy lim f(x). H
r— — 00

Korzystajac z definicji ciagowej granicy funkcji i twierdzenia

o arytmetycznych wlasnosciach granicy ciagu otrzymujemy

Twierdzenie 17.12 (o arytmetycznych wlasnoséciach granicy)

17.6.1 Jesli istnieja granice 31713;) f(x), alylg;; g(x) iokreslona jest
ich suma, to istnieje granica }}LI;) (f(z) 4+ g(x)) izachodzi
wabr: i (£(2) + 9(2)) = lim f(2) + lim g(x).

17.6.2 Jesdli istnieja granice ili% f(x), }}LI;) g(x) iokreslona jest
ich réznica, to istnieje granica ilg}lo(f(:zz) — g(x)) 1 za-
chodzi wzor: 31:13;; (f(z)—g(x)) = ilg}lo ]‘"(:1:)—%12(]19 g(x) .

17.6.3 Jedli istnieja granice lim f(x), lim g(x) i okreslony jest
T—p T—p
ich iloczyn, to istnieje granica lim (f(x)-g(z)) i zachodzi
T—p

wzor:  lim (f(z) - g(x)) = lim f(x)- lim g(x).
z—p z—p z—p
17.6.4 Jedli istnieja granice lim f(x), lim g(x) i okreslony jest
T—p T—p
f(z)

ich iloraz, to istnieje granica lim <% i zachodzi wzor
z—p 9(2)

f(x) lim f(z)

r—Dp

lim .l

=p g(z)  lim g(x)

Przed podaniem nastepnego twierdzenia przypomnijmy, ze

operujemy terminem dla dostatecznie duzych n. Oznacza
to, ze interesuja nas liczby naturalne wieksze od pewnej liczby.

Wiasciwie chodzi o to, by byly one ,,bliskie +00”. W przypadku
funkcji argument (ktérym w przypadku ciagu jest numer wyrazu,
czyli n') ma by¢ bliski punktowi p, ktéry moze by¢ réwny +oo, ale
tez moze by¢ liczba, moze by¢ tez rowny —oo. Sposdéb méwienia
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wymaga wiec zmiany. Moéwiac = jest dostatecznie bliski p
bedziemy mie¢ na mysli, ze:
x > M dla pewnej liczby rzeczywistej M, gdy p = +oo
x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = —o0,
|z — p| < 0 dla pewnej dodatniej liczby §, gdy p € R.
Z twierdzenia o trzech ciagach wynika analogiczne twierdzenie

dla granic funkcji.

Twierdzenie 17.13 (o trzech funkcjach)
Jesli dla wszystkich argumentéw x dostatecznie bliskich punk-
towi p zachodzi nieréwno$é¢ podwdéjna f(z) < g(z) < h(x), ist-

nieja granice lim f(x), lim A(x) oraz lim f(z) = lim h(z), to
T—p T—p r— T—p

rowniez funkcja g ma granice w punkcie p i zachodzi réwnosé

lim f(z) = lim g(x) = lim h(x). ®
z—p T—p T—p

Twierdzenie, ktore znajduje sie ponizej ma bardzo prosty do-

wod, ale jest bardzo czesto stosowane.

Twierdzenie 17.14 (o granicy zlozenia dwu funkcji)
Zalézmy, ze
dziedzina funkcji f zawiera zbiér wartosci funkcji g,
funkcja g ma granice ¢ w punkcie p, tzn. ¢ = lim g(x),

T—p
punkt ¢ jest punktem skupienia dziedziny funkcji f,

funkcja f ma granice L w punkcie ¢, tzn. L = lim f(y),
y—q

g(x) # q dla kazdego x dostatecznie bliskiego p.
Wtedy funkcja f o g okreslona wzorem (f og)(z) = f(g(z)) ma

w punkcie p granice i zachodzi réwno$é lim f (g(:z:)) =L.
T—p

Dowdd. Zalozenia tego twierdzenia sa tak dobrane, ze dowod
wynika od razu z definicji ciagowej granicy funkcji w punkcie. B
7 nastepnego twierdzenia bedziemy korzystac¢ rzadko. Poda-
jemy je po to, by pokazac¢ pelna analogie pojecia granicy ciagu
i granicy funkcji. Czytelnik zwrdéci uwage na to, ze pozwala ono

udowodni¢ istnienie skonczonej granicy bez jej wskazywania.

Twierdzenie 17.15 (o warunku Cauchy’ego)
Zaltézmy, ze p jest punktem skupienia zbioru A C R. Funkcja
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f:A — R ma granice skonczona w punkcie p wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniony jest nastepujacy warunek Cauchy’ego:

(w.C.) dla kazdego ¢ > 0 dla wszystkich x,y # p dostatecznie
bliskich p zachodzi nieréwnosé |f(x) — f(y)| <e.

Dowdd. Zalézmy, ze lim f(z) = g € R. Niech ¢ bedzie liczba
T—p

dodatnia. Istnieje wtedy takie otoczenie U punktu p, ze jesli
vy c U, to |f(x)—g| <5 1i|f(y)—g| < 5. Znieréwnosci trojkata
wynika wtedy, ze |f(z)—f(y)| < |f(z)—g|+]g—f(y)| < 5+5 =¢.

Teraz udowodnimy, ze z warunku Cauchy’ego wynika istnie-
nie skonczonej granicy. Niech (x,) bedzie ciagiem o granicy p
i wyrazach réznych od p. Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Ist-
nieje wtedy takie otoczenie U punktu p, ze jesli z,y € U, to
|f(x) — f(y)| < €. Istnieje tez taki numer n., ze jesli n > n., to
x, € U. Jesli k,m > n., to xp,z, € U, a stad wynika, ze
|f(xx) — f(@m)| < e. Oznacza to, ze ciag (f(z,)) spemia waru-
nek Cauchy’ego, wiec ma skoriczona granice. Jesli (z]) i (z,)
sg ciagami zbieznymi do p o wyrazach réznych od p, to istnieja

granice lim f(z}) i lim f(«!)). Sa one réwne, bo te ciagi sa
n—oo n—oo

podciagami ciagu (f(:cn)), gdzie xo,—1 = z, 1 x9, = 2/ dla
n=1,2,...,aten ciag tez jest zbiezny, wiec wszystkie jego podcia-
gi maja te same granice. Teza wynika teraz z definicji Heinego.

Oprocz granicy funkcji czesto rozpatrywane sa granice jed-
nostronne funkcji w punkcie. Zdefiniujemy granice lewostronna,

definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.

Definicja 17.16 (granicy lewostronnej)
g jest granica lewostronna funkcji f w punkcie p wtedy i tylko

wtedy, gdy mozna znalezé w dziedzinie ciag (x,) o wyrazach
mniejszych (Scisle!) niz p, zbiezny do p i gdy dla kazdego takiego
ciagu odpowiadajacy mu ciag wartosci (f(x,)) ma granice g. Sto-
sujemy oznaczenie lim f(z). W

r—p
Przykiad 17.17 Funkcja % ma jednostronne granice w punk-

cie 0: prawostronna jest rowna +oo, zas lewostronna jest —oo. W
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Przyklad 17.18 Funkcja |z| ma w punkcie 0 obie granice

jednostronne: lim |x|=—11i lim lz] =0. m

z—0~ z—0
Przyklad 17.19 Niech f(z) = ﬁ dla z # 0. Zachodza
réwnosci: liI(l;l_ flz)=—-11 lirglJr f(x)=0c0. W

Przykiad 17.20 Funkcja Dirichleta, ktora okreslamy wzorem

_J0 gdyz¢Q,
fla) = {1 gdy =z € Q.
wostronnej w zadnym punkcie. B

nie ma granicy lewostronnej ani pra-

Bez trudu mozna udowodni¢ ,,funkcyjna” wersje twierdzenia

o scalaniu (por. zad. 15.34).

Twierdzenie 17.17 (o scalaniu)

Funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym ciag liczb mniej-
szych niz p, zbiezny do p oraz ciag liczb wiekszych niz p, zbiezny
do p, ma granice w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma obie
granice jednostronne i sa one rowne.

Dowdd. Jest jasne, ze z istnienia granicy wynika istnienie granic
jednostronnych — zamiast wszystkich ciagéow zbieznych do p, kto-
rych wyrazy sa rézne od p, rozpatrujemy jedynie ich cze$¢. Jedli
natomiast wiemy, ze istnieja granice jednostronne, to ciag o wyra-
zach réznych od p mozemy rozbi¢ na podciag o wyrazach mniej-
szych niz p i na podciag o wyrazach wiekszych niz p. Odpowia-
dajace im ciagi warto$ci maja te sama granice, wiec ciag wartosci
odpowiadajacy naszemu ciaggowi ma granice i to réwna, wspolnej
wartoséci obu granic jednostronnych. Oczywiscie jesli ciag argu-
mentow zawiera jedynie skonczenie wiele wyrazéw wiekszych od p,

to nie mozemy rozpatrywac granicy prawostronnej, ale to niczemu
nie przeszkadza, bo w tym przypadku wystarczy skorzystac z ist-
nienia granicy lewostronnej. W

Twierdzenie 17.18 (o granicach funkcji monotonicznej)

Niech p bedzie punktem skupienia zbioru A N (—oo,p) i niech
f: A — R bedzie funkcja monotoniczna. Istnieje wtedy granica
jednostronna lim f(x). Jesli p jest punktem skupienia zbioru

T—p~
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AN (p,o0), to istnieje prawostronna granica hm f(x).
.T—>p

Dowdd. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze f jest funkcja nie-
malejaca. Niech g = sup{f(z): x € AN (—oo,p)}. Jedli b< g
jest dowolna liczba rzeczywista, to istnieje takie xg € AN(—o0,p),
ze b < f(xg) 1 oczywidcie f(xg) < g. Jezeli 9 < = < p,
to b < f(xg) < f(x) < g. Poniewaz b oznacza tu dowolna liczbe
mniejsza niz ¢, wiec z tego, co napisaliémy wyzej wynika, ze
g= lim f(z). Podobnie rozpatrujemy pozostale przypadki. W
z—p

Przykiad 17.21 W rozdziale poswieconym szeregom wykaza-

oo
lismy, ze dla kazdej liczby = € [—1,1) szereg Z% jest zbiezny.

n=1
Niech L(z) =>77, % Wykazemy, ze 112% L(Hh,)l_L(h) = L
dla kazdej liczby x € (—1,1). Niech r € (|x|,1). Z kryterium

ilorazowego d’Alemberta wynika zbiezno$é szeregu Z (n—1)r"=2,

n=1

Oznaczmy C = Z(n — 1)r"=2. Oczywiscie C' > 0. Zalézmy, ze
n=1

\h| < r —|x|, tzn. |z| 4+ |h| < r. Niech n > 2,1 k < n beda

liczbami naturalnymi. Mamy

" (z + h)" R — 2R =

= |z|F! ’h[(:c +h) Rl ()R 2 :c”_k_l]‘ <

< |h| - |zFt - (n - k) Rl (n— k) - R -2,

Mamy tez 1— Zx” 1. Wynika stad, ze

n=1

[T e <
n=1

‘L(x-|—h)—L(h) B
h

<Y HE+h Tt (@) e 4+ a2 - gt <
=1

3 |

Zl ([(x+Rh)" L =2 Y+ |z] - [(x+ h)" 2 — 2™ 2] +
n=2
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+ |z @+ h)" P — a3+ 2" o+ h— z]) <

= |h
< Z ‘n_‘ ((n —Dr" 24 (n—=2)r"" 2+ (n—-3)r" 2 ... —l—?“”_2) =

o
h — Clh
:Z|2—|(n—1)r” 2 = %
n=2

Z otrzymanej nieréwnosci teza wynika natychmiast.
Przykiad 17.22 W rozdziale poswieconym szeregom wykaza-

lismy, ze dla kazdego x € R oba szeregi !7-2 Z?:O(—l)"—é::)!

2n

1y (=1 Gyt Sa bezwzglednie zbiezne. Definiujemy funkcje

> 2n > n w2n+1
C(QZ’) = Z(—l) m oraz 8(33') Z(—l) m .
n=0 n=0
c(h)=c(0) _ (1 5 13 s(h)—s(0) _ 0
Wykazemy, ze hir%) - 0 i flLlE% - 1. Jedli h=#£0,
c(h)—c(0 - n k21 . s(h) 30 n p2n
fo S0 _ SN pyastnl  soa0) 1+z e
n=1
Z pierwszej z tych rownosci wynika, ze jesli 0 < \h\ <1, to
c(h)—c(0) Ihl _
| < |l Yo B <Al Z(zn Z(zn)' =0,

n=1

co uzasadnia pierwszy z dowodzonych WZOrow.
Z drugiej réwnosci wynika, ze jesli 0 < |h| < 1, to

s(h)—s(0 2n
B 1| < Uhl- 0 iy < B 0 Gy =0,

co uzasadnia drugi z dowodzonych wzoréw. B

Moéwiac o granicy funkcji w punkcie p zaktadaliSmy, ze p jest
punktem skupienia dziedziny funkcji f, ale nie zakladalismy, ze
jest punktem tej dziedziny. Nie bylo dla nas istotne, czy funkcja
jest w tym punkcie okreslona, a jesli jest, to jaka jest jej wartos¢
w tym punkcie. Wsrdd funkcji, ktéore maja granice w punkcie p
waznag, klase stanowia te, ktérych wartos¢ w punkcie p jest rowna

granicy funkcji w tym punkcie.

Definicja 17.19 (funkcji ciaglej)
Niech f: A — R bedzie dowolna funkcja i niech p € A. Mowimy

17.2 Aby nie komplikowaé oznaczen przyjmujemy tu, ze =1 réwniez dla =0 .
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wtedy, ze funkcja f jest ciagta w punkcie p (lub ze p jest punktem
ciagtosci funkcji f ), jesli zachodzi jedna z dwu mozliwosci:
19.1 p nie jest punktem skupienia zbioru A;

19.2 p jest punktem skupienia zbioru A i f(p) = lim f(x).

T—p
Jesli p nie jest punktem cigglosci funkcji f, to méwimy, ze funkcja
f jest nieciagla w punkcie p, ktéry to punkt nazywamy punktem
nieciagltodci funkcji f. O funkcjach, ktére sa ciagle we wszystkich
punktach pewnego zbioru B C A moéwimy, ze sa ciagle w zbio-
rze B. A

Oczywiscie niejawnie wypowiedzieliSsmy w drugim warunku
zalozenie o istnieniu granicy }312}9 f(x).

Przyklad 17.23  Granica funkcji |—2?| w punkcie 0 jest —1,

wartoscia, jest 0, wiec funkcja ta jest nieciaglta w punkcie 0. W

Przyklad 17.24 Funkcja |z] nie ma granicy w zadnym punk-
cie calkowitym (granice jednostronne istnieja, ale sa rézne), wiec
jest nieciagla w tych punktach. Jest ona ciagla w kazdym punkcie
niecatkowitym. W

Przykiad 17.25 Funkcja Riemanna ma w kazdym punkcie gra-
nice 0, wiec jest ciagla we wszystkich punktach niewymiernych,

bo w nich wartos¢ funkcji tez jest rowna 0. W punktach wymier-
nych jej wartosci sa dodatnie, wiec rézne od granicy, zatem kazda

liczba wymierna jest punktem nieciaglosci funkcji Riemanna. B

Przyklad 17.26  Funkcja Dirichleta nie ma granicy (nawet jed-
nostronnej) w zadnym punkcie, wiec nie jest ciagta w ani jednym
punkcie. H

Mozna zapisaé definicje ciaglosci funkcji f: A — R w punkcie
p € A tak:

Ves03s>0Vzealr —p| <0 = [f(z) — f(p)] <e.
Jesli p nie jest punktem skupienia zbioru A, to wtedy dla dos-
tatecznie malej liczby 6 > 0, jedyna liczba x € A, dla ktérej

zachodzi nier6wno$¢ |x—p| < § jest liczba p. Gdy p jest punktem
skupienia, to réwnowaznos¢ wypisanej formuty z definicja cigglosci

wynika z definicji granicy podanej przez Cauchy’ego.
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Geometrycznie ciaglos¢ oznacza, ze funkcja f przeksztalca
zbiér AN(p—6, p+8) w przedziat (f(p)—e, f(p)+e) , wiec fragment
wykresu funkcji f, ktéry odpowiada przedziatowi (p — d,p + 9)
znajduje sie w pasie ograniczonym przez proste y = f(p) — ¢
iy=flp)+e.

Przykilad 17.27 Wykazemy, ze dla kazdego n € N funkcja z™
jest ciagta w zbiorze R. Niech e oznacza liczbe dodatnia. Jesli

0<d<lil|z—p|<d,to|z] <1+ |p| iwobec tego
@ —pt[ =z —pl- 2"+ 2" P+ 2" 4 T <

<z —pl-n(l+[p)" "
lz—p| < d,to |2"—p"| < e,

Wobec tego, jedli 6 = €+n(1f|p|)n71 i

co konczy dowdd ciaglosci. B

Uwaga 17.20

7 definicji granicy podanej przez Heinego wynika, ze funkcja f
jest ciagla w punkcie p € A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ciagu (z,) punktéow zbioru A zbieznego do p zachodzi réwnosé

f(p) = lim f(x,). Czytelnik zechce zwréci¢ uwage, na to, ze tym
n—oo

razem w ciaggu x, moga pojawiac¢ sie wyrazy réwne p. W

7, tej uwagi wynika natychmiast

Twierdzenie 17.21 (o operacjach na funkcjach ciaglych)
Jedli funkcje f i g okreslone na zbiorze A sa ciagle w punkcie
p€ A i céeR, tonastepujace funkcje sa ciagle w punkcie p:

f

cf, f+g, f—g, f-g oraz < pod warunkiem glp) #0. A

Przyklad 17.28 Kazdy wielomian jest funkcja ciagla w R. B

Przyklad 17.29 Kazda funkcja wymierna (tzn. iloraz dwdéch

wielomianéw) jest ciagla w kazdym punkcie swej dziedziny. B

Przykiad 17.30  Niech exp(z) = > oo ; Z-. W rozdziale o sze-

n=0
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Z- jest zbiezny (i to bez-

regach wykazaliSmy, ze szereg » it

wzglednie) dla kazdego = € R, wiec funkcja exp zostala zdefi-
niowana na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych. Wykazalismy
réwniez, ze exp(x + y) = exp(z) - exp(y) dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y. Jest jasne, ze dla kazdej liczby dodatnie]
x € R speliona jest nieréwno$é¢ exp(z) > 1+ x. Z udowod-
nionej réwnosci exp(z) = exp(%) - exp(%) = (exp(%))? wynika, ze
exp(z) > 0 dla kazdej liczby x € R. Poniewaz exp(z)-exp(—z) =
=exp(0) = 1, wiec exp(x) # 0, co w polaczeniu z nieréwnoécia
exp(z) > 0 daje nieréwnos$¢ exp(x) > 0. Wobec tego nieréwnosé

exp(z) > 1 +:1: zachodzi tez dla r < —1. Niech =z € (-1,0).

2n—|—1

Mamy wtedy -+ (2 ), + (2n+2), = (2n) (1 + 2n+1) > 0. Stad wynika,

ze rowniez dla x € (—1,0) zachodzi nieréwnos¢ exp(z) > 1 + x.
Wykazalismy, ze dla kazdej liczby x # 0 zachodzi nieréwnosé
exp(z) > 1+ x. Zalézmy, ze s <t. Mamy wiec
exp(t) = exp(s)exp(t —s) > exp(s)(1 +t —s) > exp(s),
a to oznacza, ze funkcja exp jest Scisle rosnaca na R. Niech teraz
s <t<p+1. Stad wynika, ze
’ exp(t) — exp(s ‘ = exp(t) — exp(s) = exp(t) (1 — exp(s — t)) <
<exp(t)(1—(1+s—1)) =(t—s)exp(t) < |t —s|exp(p+1).

WykazaliSmy, ze

1,2 < p+1=|exp(xs) —exp(x1)| < |z2 — z1|exp(p + 1),
przy czym nierownosé¢ jest ostra, gdy xo # x1. Niech ¢ > 0

bedzie liczba rzeczywista. Jesli § = iz —x2| <0, to

g
oI D)
d <1 oraz |exp(x2) —exp(x1)| < e, wiec funkcja exp jest ciagla
w punkcie p. R

Przykiad 17.31 Udowodnimy raz jeszcze ciaglo$é¢ funkcji exp

oo

zdefiniowanej wzorem exp(x) = Z% . Zaczniemy od dowodu jej
n=0
ciagtoéci w punkcie p=0. Jesli |z| <1, to

[ exp(a) — exp(0)] = [exp(e) 1] = [ Y55 =lel - [
n=1 n=1
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oo oo e, @]
n—1
< m} :len! < m} :% < \x|(1 4 E :n(nl—l)) < 2l 17.3
n=1 n=1 n=2

7 otrzymanej nieréwnosci ciagltos¢ w punkcie 0 wynika od razu.

5
e+2

Zachodzi wzor | exp(z)—exp(p)| = exp(p)|exp(x—p)—exp(0)|.

Wystarczy wiec zdefiniowaé¢ § =

Wiedzac, ze funkcja exp jest ciagta w punkcie 0, mozemy przyjac,

ze jedli & byta dobrana do liczby € > 0 w dowodzie ciaglosci funkeji

exp w punkcie 0, to dowodzac ciaglos¢ tej funkcji w punkcie p
5

mozna przyjac, ze 0 = ) jest dobrana do liczby ¢.

Oczywiscie korzystamy tu z tego, ze exp(p) > 0 dla kazde-
go p, co wykazaliSmy w poprzednim przykiadzie. B

Twierdzenie 17.22 (o ciaglosci zlozenia)
Jedli funkcja f: A — B jest ciagla w punkcie p € A a funkcja
g:B — R — w punkcie f(p), to ich zlozenie g o f jest ciagle
w punkcie p.
Dowdéd. Twierdzenie to wynika od razu z definicji ciaglosci. Jesli
e > 0, to z ciagloéci funkcji ¢ w punkcie f(p) wynika, Ze istnieje
taka liczba n > 0, ze

ly—f) <n=|9ly) —g(f(p)| <e.
7 ciagtosci funkcji f w punkcie p wynika istnienie takiej liczby
0>0, ze

[z —p| <= |f(z) - fp)|] <n,

ale wtedy ‘g(f(:c)) — g(f(p))’ < €, co konczy dowdd ciaglosci
zlozenia g o f w punkcie p. R
Whniosek 17.23
Jesli funkcja f: A — B jest ciagla w zbiorze A, funkcja g: B — R

— w zbiorze B, to ich zlozenie go f jest ciagle w zbiorze A. W

Przyklad 17.32 Udowodnimy, ze funkcja v ‘/51,'4— ff“ jest

ciagta w zbiorze liczb nieujemnych, czyli w [0,00). Funkcje z,

17.3 Koncéwka to kosmetyka: liczba 2 wyglada nieco prosciej niz tak samo
dobra liczba %—l—%—i—%—i—m , wiec ostatnich dwu nieréwnosci mogloby nie
by¢.
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2 +11 2* +1 sa ciagle jako wielomiany. Funkcje /y 1 ¢/ sa
ciagle (zob. tw. 15.35), zatem ciagla jest funkcja vx2? + 1 jako

ztozenie dwu funkcji ciagltych. Funkcja /x + va? + 1 jest ciagla

Vr+vr2+1

| — jako iloraz

jako suma funkcji ciagltych, a funkcja
funkcji ciagtych. Stad i z ciaglosci funkcji /z wynika ciaglosé

3/ vVr+var2+1 N

funkcji e

Uwaga 17.24 (niecalkiem matematyczna)
Rozumujac tak, jak w ostatnim przykladzie dowodzimy, ze funkcja
zdefiniowana jednym wzorem za pomoca funkcji ciagtych (ale co

to znaczy?!) jest ciagla. B

Uwaga 17.25
Zmniejszajac dziedzine funkcji mozemy zlikwidowaé¢ nieciaglosci.
Jedli f oznacza funkcje Dirichleta, ktéra nie ma punktow ciaglos-
ci, to po zmniejszeniu dziedziny np. zbioru liczb niewymiernych
R\ Q otrzymujemy funkcje stala, (= 0), wiec ciaglta we wszystkich
punktach swej dziedziny. B
Jesli B jest zbiorem punktéw ciaglosci funkcji f, to funkcja
fiB, czyli f ograniczona do dziedziny B, jest ciaglta w zbiorze
B . Jednak nie kazda funkcje ciagla mozna przedtuzy¢ do funkcji
ciaglej na wiekszej dziedzinie. Funkcja sgn zdefiniowana w zbiorze
-1 gdy x <0,
1 gdy x >0,

granicy w punkcie 0, wiec nie mozna jej dookresli¢ w punkcie 0

liczb réznych od 0 wzorami sgn(x) = { nie ma

tak, by stala sie ciagta na R.

Lemat 17.26 (o przedluzaniu funkcji ciaglej)
Zatézmy, ze p € ACR i B= A\ {p}. Jedli funkcja g: B — R
ciagla i zachodzi jeden z dwdoch warunkow:

26.1 p nie jest punktem skupienia zbioru A,
26.2 p jest punktem skupienia zbioru A i istnieje skonczona
granica lim g(x)
T—p

to funkcje g mozna przedtuzyé¢ do funkcji ciaglej na zbiorze A.

Dowéd. Definiujemy funkcje f: A — R wzorami
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g(x) jesli x € B,

f(z) = 7 jesli x = p i zachodzi warunek pierwszy,
lim g(z) jesli z = p i speliony jest warunek drugi.
r—Dp

7, definicji wynika ciaggtosé¢ funkeji f w punkcie p. Ciaglo$é¢ w in-

nych punktach wynika automatycznie z ciaglosci funkcji g. W

Uwaga 17.27
Twierdzenie odwrotne do lematu o przedtuzaniu funkcji ciaglej jest

tez prawdziwe i wynika od razu z definicji ciagtosci. W drugim

przypadku definiowaliSmy f(p) p w jedyny mozliwy sposéb. B

Przyklad 17.33  Funkcje % okreslona na zbiorze R\ {1}

. ., e . . . 2_1
mozna przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na R, bo lim Z— =2. ®

r—1

Przyklad 17.34 Funkcji 1 okreslonej na zbiorze R\ {0} nie
mozna przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na calej prostej, bo granice
jednostronne tej funkcji sa rézne i w dodatku nieskonczone. B

Oméwimy wazne wlasnosci funkcji ciaglych.

Lemat 17.28
Jesli funkcja f: A — R jest ciagla w punkcie p i f(p) # 0, to

istnieje taka liczba & > 0, ze jesli |x — p| < 0, to liczby f(x)
i f(p) maja ten sam znak.

Dowdéd. Niech € = |f(p)|. Z ciaglosci funkcji f w punkcie p
wynika, ze istnieje taka liczba § > 0, ze jesli |x — p| < 4, to
[f(@) = f)| < e =1|f(pl, zatem |f(z) — f(p)|* < |f(p]*, czyli
f(@)? =2f(2)f(p) + f(p)* < f(p)?, wiec 0 < f(2)* < 2f(2)f(p),

a to oznacza, ze liczby f(x) i f(p) maja ten sam znak. B

Twierdzenie 17.29 (Weiestrassa o osiaganiu kreséw)

Niech f bedzie funkcja ciagla w kazdym punkcie przedziatu domk-
nietego [a,b]. Wtedy w przedziale [a,b] znajduja sie takie punkty
p, q, ze nieréwno$¢ f(p) < f(x) < f(q) zachodzi dla kazdego
x € [a,b], tzn. f(p) jest najmniejsza wartoscia funkcji f na

przedziale [a,b], za$ f(q) jest najwieksza wartoscia funkcji f. 174

174 Wtedy f(p)=inf{f(x): z€la,b]}, f(qg)=sup{f(x): xz€la,b]}, zatem kres

dolny jest osiggany w punkcie p, a gérny w punkcie q.
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Dowodd. Niech M bedzie kresem gérnym funkcji f w przedziale
la,b], tzn. M = sup{f(z): =z € [a,b]}. Istnieje ciag (x,)

punktéw przedziatu [a, b, taki ze lim f(x,) = M . Z twierdzenia
n—oo

Bolzano — Weierstrassa wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybraé

podciag zbiezny (zg, ). Niech ¢ = lim xj,_ . Poniewaz dla kazdej

liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢ a < xy, < b, wiec w gra-
nicy otrzymujemy a < ¢ < b. Funkcja f jest ciagla w kazdym
punkcie przedziatu [a,b], w szczegdlnosci w punkcie ¢. Wynika

stad, ze f(q) = lim f(xg,) = lim f(z,) = M. Udowodnili$my,

wiec ze sup f = M = f(q), co oznacza, ze f(q) jest najwieksza
wartoscia funkcji f na przedziale [a,b]. Istnienie punktu, w kto-
rym funkcja f przyjmuje swa najmniejsza warto$¢, wnioskujemy
stosujac twierdzenie o wartosci najwiekszej do funkcji —f. Dowdd

zostat zakonczony. W

Whniosek 17.30
Funkcja ciagla i nieograniczona na ograniczonym przedziale nie-

domknietym nie moze by¢ przediuzona do funkcji ciaglej na prze-
dziale domknietym o tych samych kornicach. B

Przykiad 17.35 Funkcji 1 okreslonej na przedziale (0,1] nie

x

mozna przedtuzy¢ do funkcji ciagtej na przedziale [0,1]. B

Przyklad 17.36 Funkcja x4+ |—x| rozpatrywana na przedziale
domknietym [0, 1] jest nieciagla, jedynym jej punktem nieciaglosci
jest 0. Nie przyjmuje ona wartosci najmniejszej: jej kresem dol-
nym jest liczba —1, ale nie jest ona wartoscia funkcji z+|—x|. B

Przyklad 17.37 Niech f(x) = 25 + 62?2 + 122 dla = € R.
Udowodnimy, ze funkcja f ma warto$¢ najmniejsza. 7 twierdze-

nia Weierstrassa wynika, ze istnieje taka liczba ¢ € [—2,0], ze jesli
& [-2,0], to £(0) < f(x).
Jesli x >0, to 28 +622+122 > 0= f(0) > f(c). Jedli x < —2, to
r<r+2<0,wiec 20 +622+122 > 6z(x+2) > 0= f(0) > f(c).
Wobec tego dla kazdego x € R mamy f(z) > f(c).
Mozna udowodnié, ze liczba f(c) jest niewymierna, a nawet,
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ze nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu stopnia 2, 3 lub 4
o wspolczynnikach catkowitych. W

Zajmiemy sie kolejnym, intuicyjnie oczywistym twierdzeniem,
czesto mylnie nazywanym twierdzeniem Darboux. Wydaje sie, ze
pierwszymi, ktérzy je udowodnili, zreszta niezaleznie, byli Czech
Bolzano i Francuz Cauchy.

Twierdzenie 17.31 (o przyjmowaniu warto$ci posrednich)
Jesli f jest funkcja ciagla, w kazdym punkcie pewnego przedzia-
lu P i dla pewnych punkéw =z, z przedzialu P zachodzi nieréw-
nos¢ f(r) < C < f(z), to miedzy punktami = i z znajduje sie
punkt y, taki ze C' = f(y).

Dowéd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze z < z. Zdefiniujemy
pomocnicza, funkcje g(t) = f(t)—C dla t € P. Z zalozen o funkcji
f wynika, ze g(x) < 0 < g(z). Funkcja g jest ciagla. Niech
y=sup{s € [x,z]: g¢g(s) <0}. Oczywiscie * < y < z. Jezeli
g(y) # 0, to istnieje taka 0 > 0, ze jesli |t —y| < & i t € [z, 2],
to liczby ¢(t) oraz ¢g(y) maja ten sam znak. Jesli g(y)<0, to
y # z 1 wtedy w przedziale [z,z], na prawo od y znajduja sie
takie punkty ¢, ze g(t) < 0, wbrew definicji y. Jesli g(y) > 0,
to © # y wtedy w przedziale [z,z], na lewo od y znajduja sie
takie punkty ¢, ze g(t) > 0, wbrew definicji y. WykluczyliSmy
nier6wno$¢ g(y) # 0, wiec g(y) =0, czyli f(y) =C. &

Whniosek 17.32

Jesli funkcja f:[a,b] — R jest ciagla, m = inf{f(z): a <z < b},
M =sup{f(z): a <z <b}, to {f(z): =€ [a,b]} = [m, M],
tzn. ciagly obraz przedzialu domknietego jest przedziatlem domk-

nietym lub punktem (gdy m =M ). B

Uwaga 17.33
Jedli dla kazdych dwu liczb = < z z dziedziny funkcji f idla kazdej

liczby C' lezacej miedzy liczbami f(x) i f(z) istnieje taka liczba
y € [z,z], ze f(y) = C, to méwimy, ze funkcja f ma wlasnosé
Darboux. Twierdzenie Bolzano—Cauchy’ego o przyjmowaniu war-
tosci posrednich mozna wiec sformutowac tak: kazda funkcja ciagta

okreslona na przedziale ma wilasno$¢ Darboux. Istnieja funkcje
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nieciagle, ktére maja wltasnosé¢ Darboux. W

Przyklad 17.38 Niech f:[a,b] — [a, b] bedzie funkcja ciagla,.
Istnieje wtedy taki punkt zo € [a,b], ze f(xg) = zo, punkt ten
nazywamy punktem stalym funkcji f. Niech h(z) = f(x) — =.
Oczywiscie h(a) = f(a)—a > 01 h(b) = f(b)—b < 0. Z twierdze-
nia Bolzano—Cauchy’ego wynika, ze istnieje taki punkt xg € [a, b],
ze 0= h(xg) = f(xg) —x0, czyli f(xg) =20. W

Przyklad 17.39 Niech w bedzie unormowanym wielomianem
nieparzystego stopnia. Istnieje wtedy taka liczba xz9 € R, ze
w(xg) = 0, czyli wielomian stopnia nieparzystego ma co najmnie;
jeden pierwiastek rzeczywisty. Niech n bedzie stopniem wielomia-
nu w. Istnieja takie liczby rzeczywiste ag, a1, ... , ap_1, ze dla
kazdego x € R zachodzi rownos¢
w(x) =ag+ a1z + -+ ap_12" + 2",

Dla z # 0 mamy wiec w(z) = 2" (% + 2y + ... + =2 + 1),

Wynika stad, ze lim w(z) = co-(0+0+---+0+1) = ¢
oraz lim w(zx)=—-00-(0+0+4+---+0+1) = —0c0. Z definicji

granicy wynika istnienie takiego M > 0, ze w(M) >0 > w(—M).
Z twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich wynika, ze ist-
nieje taki punkt z¢ € [-M, M|, ze w(zp) =0. W

Twierdzenie 17.34 (o ciaglo$ci funkcji monotonicznej)

Jesli funkcja monotoniczna f okreslona na zbiorze A C IR prze-
ksztalca zbior A na przedzial, to jest ciagla w kazdym punkcie
zbioru A.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja f jest niema-
lejaca. Jesli p € A jest granica ciagu (a,) punktéw zbioru A

mniejszych niz p, to istnieje granica lim f(x) < f(p). Poniewaz

T—p—
dla z > p zachodzi nieréwnos$¢ f(z) > f(p), a dla x < p za-

chodzi nier6wno$é¢ f(z) < lim f(z), wiec z tego, ze obrazem

T—p

zbioru A jest przedzial, wynika, ze lim f(z)= f(p): gdyby

T—p

bylo lim f(z) < f(p), to punkty przedziatu ( lim f(z), f(p))

T—p~ T—p—

223



Funkcje

bylyby poza obrazem zbioru A, wiec ten obraz nie bylby prze-

/

dzialem. Analogicznie, jesli istnieje ciag (a,) wiekszych niz p

zbiezny do p, to f(p) = lim+ f(x). Stad wynika, ze f jest

r—p

ciagta w punkcie p. Dowdd zostal zakonczony. B

Whniosek 17.35 (charakteryzujacy monotoniczne funkcje ciggle)

Jesli f jest funkcja monotoniczna okreslona na przedziale P,
to f jest ciagla w kazdym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy f
przeksztalca przedzial P na pewien przedzial (zdegenerowany do
punktu w przypadku, gdy f jest funkcja stala). W

Twierdzenie 17.36 (o réznowartoéciowych funkcjach ciaglych)
Jezeli f jest roznowartosciows funkcja okreslona na przedziale P,
ciagla w kazdym punkcie przedzialu P, to f jest funkcja Scisle
monotoniczna,.

Dowdéd. Wykazemy najpierw, ze jesli x,z sa punktami prze-
dzialu P i x < y < z, to punkt f(y) lezy miedzy punktami f(x)
i f(z). Sa dwie mozliwosci f(z) < f(z) oraz f(x) > f(z). Druga
mozliwos¢ mozemy sprowadzi¢ do pierwszej zastepujac funkcje f
funkcja przeciwna —f. Wystarczy wiec zajaé sie pierwsza. Jesli
f(y) nie lezy miedzy f(z) i f(z), to albo f(y) < f(x), albo
f(z)< f(y). W pierwszym wypadku, na mocy twierdzenia o przyj-
mowaniu wartosci posrednich, istnieje punkt 2’ lezacy miedzy
y i z, taki ze f(z) = f(a'). Przeczy to réznowartosciowosci
funkcji f. W drugim przypadku miedzy = i y znajduje sie punkt
2", taki ze f(z) = f(2'), co znéw przeczy réznowarto$ciowosci
funkcji f.

Teraz przejdziemy do wilasciwego dowodu. Zalézmy, ze ist-
nieja takie punkty r,s, ze r < s oraz f(r) < f(s). Udowodnimy,
ze jeSli u < v, to réwniez f(u) < f(v). Z tego co juz udowod-
nilismy wynika, ze jesli u < r, to f(u) < f(r) (dla dowodu
rozwazamy trojke x = u, y =r, z = s), jeSli r < u < s, to
flr) < f(u) < f(s) (tym razem x =1, y =u, z =) i wreszcie
jesli s < u, to f(s) < f(u). To samo dotyczy oczywiscie f(v).
Punkty r,s dziela przedziat P na trzy podprzedzialy. Jesli u,v
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znajduja sie w réznych podprzedziatach, to teza wynika z tego, co
juz stwierdzilidmy. Jesli v < v < r, to poniewaz f(u) < f(r)
i f(v) lezy miedzy f(u) i f(r), wiec f(u) < f(v) < f(r). Po-
zostale dwa przypadki rozpatrujemy w identyczny sposéb.
Jesli r < s i f(r) > f(s), to zamiast funkcji f rozwazamy funkcje
przeciwna, —f. Dowdd zostal zakonczony. B

Wykazemy teraz twierdzenie, ktére pozwala stwierdzac¢ ciag-
tos¢ funkcji odwrotne;j.

Twierdzenie 17.37 (o ciaglosci funkcji odwrotnej)

Jesli f jest funkcja $cisle monotoniczna okreslona na pewnym
przedziale P, to funkcja odwrotna f~1: f(P) — P, przeksztal-
cajaca obraz przedzialu P na przedzial P jest ciagla.

Dowdéd. Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o ciaglosci

funkcji monotonicznej, ktére udowodniliSmy juz wczesniej: funk-
cja monotoniczna, ktérej obraz jest przedzialem jest ciagla i tego,

ze funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest monotoniczna.
Dowdd zostal zakonczony. B

Przyklad 17.40 Funkcja {/x jest ciagla w zbiorze liczb rzeczy-

wistych nieujemnych, jako funkcja odwrotna do wielomianu " . W

Zajmiemy sie teraz tzw. funkcjami jednostajnie ciaglymi.

Zanim podamy definicje, przyjrzymy sie raz jeszcze funkcji % :

Przyklad 17.41 Niech p # 0 i niech ¢ > 0. Zalézmy, ze
znalezlismy taka liczbe § > 0, ze |z —p| < § = |1 — %’ < €.
Mozna zadaé¢ pytanie, czy da sie dobraé¢ liczbe 6 do liczby e
niezaleznie od p # 0. Gdyby mialo sie to uda¢, to w szczegdlnosci

moglibysmy przyjac¢ p = % ix= % dla dowolnej liczby natural-

nej n. Oczywiscie \% — %\ = % < 0, wiec musialaby zachodzi¢
nier6wnos¢ § = 27” — %’ < e, z ktérej wynika, ze n < de, co

przeczy nieograniczonosci zbioru liczb naturalnych. Nie mozna
wiec dobraé liczby ¢ do liczby e niezaleznie od p. B

Definicja 17.38 (jednostajnej ciaglosci)
Funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze A wtedy i tylko

225



Funkcje

wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje liczba § > 0, taka ze
jesli z,y € A oraz |z —y| <4, to |f(x) — f(y)| < €. Zapiszemy
te definicje za pomoca kwantyfikatorow:
Ves035>0VaeaVpealr —pl <= |f(z) — f(p)| <c. W
Ta definicja rézni sie od definicji ciaglosci we wszystkich punktach
zbioru A:
VpeaVe>03550Veealr —p| <0 = |f(z) — f(p)| <e,

miejscem, w ktérym pojawia sie zdanie ,,dla kazdego p € A”.
To wazna roznica. W definicji ciaglosci we wszystkich punktach

zbioru A liczba ¢ zalezy od p i od e, a w definicji jednostajnej
ciagtosci — wylacznie od liczby ¢.

Przyklad 17.42 Funkcja /= okreslona na pétprostej [0, 00)
jest jednostajnie ciagla. Mamy |/z — /p| < \/M — te nie-
rownos¢ zechce Czytelnik wykaza¢ sam. 7 niej wynika, ze jesli
|z —p| <e?,to |Va—/p| <e, wiec przyjmijmy np. § =*. R

Przyklad 17.43  Funkcja x? okredlona na pétprostej [0,00)
nie jest jednostajnie ciagla. Zalézmy, ze jest jednostajnie ciagla
i ze z nieréwnos$ci 0 < p < x i *x —p < 6 wynika nieréwno$é
|22 — p?| < 1, przyjeliémy ¢ = 1. Niech p = %, x = %—l— %.
Wtedy 1> 22 —p? =1+ % > 1 — sprzecznosé¢. R

Zachodzi bardzo wazne, przypisywane Cantorowi a czasem
Heinemu

Twierdzenie 17.39 ( o jednostajnej ciaglosci)
Jesli funkcja f jest ciaggla w kazdym punkcie przedzialu domknie-
tego [a,b], to jest ona ciagla jednostajnie w tym przedziale.

Dowdd. Zalézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje
wtedy taka liczba ¢ > 0, ze dla kazdej liczby 0 > 0 istnieja takie

liczby z,y € [a,b], ze |z —y| < ¢ ijednoczesnie |f(x)— f(y)| > €.
Niech x,,y, beda takimi dwiema liczbami z przedzialu [a,b], Ze
2 —yn| < d =% ijednoczesnie |f(z)— f(y)| > . Z twierdzenia
Bolzano — Weierstrassa wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybraé
podciag zbiezny (xg,). Oznaczmy jego granice przez g. Mamy

wiec g = nh_}rr;o Tk, , aponiewaz |r, —y,| < % , wiec mamy réwniez
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g = lim y . Oczywiscie g € [a,b], zatem funkcja f jest ciagla
n—oo

w punkcie g, wiec f(g) = lim f(zy, ) = lim f(yx,), wbrew
temu, ze |f(zk,) — f(yk, )| =€ > 0. Dowdd zostal zakoniczony. B

Oczywiscie suma funkcji jednostajnie ciagglych jest jednos-
tajnie ciagla, iloczyn funkcji jednostajnie ciaglej przez liczbe —
tez. Zmniejszajac dziedzine funkcji jednostajnie ciaglej otrzymu-
jemy funkcje jednostajnie ciagglta na mniejszej dziedzinie. Ztozenie
funkcji jednostajnie ciaglych jest funkcja jednostajnie ciagla. Na-
tomiast iloczyn funkcji jednostajnie ciagtych nie musi by¢ jedno-

stajnie ciagly: 22 =z -z.

Z twierdzenia Cantora—Heinego wynika, ze warunkiem ko-
niecznym istnienia ciaglego przedtuzenia funkcji ciaglej na prze-
dzial domkniety jest jej jednostajna ciaglos¢. Niebawem przeko-
namy sie, ze ten warunek jest tez dostateczny.

Uwaga 17.40 (o ograniczonosci funkcji jednostajnie ciaglej)
Funkcja f: A — R jednostajnie ciagla na zbiorze ograniczonym
A jest ograniczona. Poniewaz A jest zbiorem ograniczonym, wiec
istnieje przedzial [a,b], ktéry zawiera zbiér A, tzn. A C [a,b].
7 jednostajnej ciaglosci funkcji f na zbiorze A wynika, ze ist-
nieje taka liczba 6 > 0, ze jesli |z —y| < d,to |f(z)— f(y)| < 1.
Niech a = zg, 21, 2, ... , Tr_1, xr = b beda takimi liczbami,
e 0 < 1 —29g = 9 — 21 = ... = T — Tp—1 < 0. Niech
tj € [rj_1,z;)NA dla j =1,2,...,k. Moze sie zdarzy¢, ze dla
niektérych j zbiér [z;_1,2;] N A jest pusty. Wtedy odpowied-
niego ¢; nie ma. Niech M = 1+ max{f(¢t1), f(t2),...,f(tx)},
m = —1 + min{f(t1), f(t2),..., f(tx)}. Jesli € A, to istnieje
taka liczba j, ze = € [x;_1,2;]NA. Wtedy |f(x) — f(t;)| <1,
zatem m < —1+4+ f(t;) < f(z) <14+ f(t;) < M.

Bez zalozenia ograniczonosci dziedziny twierdzenie przestaje
by¢ prawdziwe: funkcja x jest jednostajnie ciagglta na R, ale nie

jest ograniczona ani z gory, ani z dotu. B

Lemat 17.41
Jedli funkcja f: A — R jest jednostajnie ciagta, p € R jest punk-
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tem skupienia zbioru A, to istnieje skoficzona granica lim f(z).
r—7Dp

Dowdd. Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Istnieje wtedy taka

liczba § > 0, ze jesli |, to |f(z)—f(y)| < e. Jedli wiec |z —p| < £
ify—pl <§,tole—yl <lz—pl+p-yl <5+5 =27,
wiec |f(z) — f(y)| < e. Wykazalidémy, ze jest spelniony warunek
Cauchy’ego gwarantujacy istnienie skonczonej granicy funkcji f

w punkcie p. Dowdd zostat zakonczony. W

Twierdzenie 17.42 (o przediuzaniu funkcji jednostajnie ciaglej)
Jesli f: A — R jest jednostajnie ciagta, A C R, zbior B skia-
da sie ze wszystkich punktow zbioru A i wszystkich skonczonych

punktéw skupienia zbioru A, to istnieje dokladnie jedna taka
funkcja ciagta h: B — R, ze dla kazdego x € A zachodzi wzér

h(x) = f(x). Funkcja h jest jednostajnie ciagla w zbiorze B.
Dowdd. 7 lematu poprzedzajacego dowodzone twierdzenie wy-

nika, ze jesli p € B\ A, to istnieje granica lim f(z). Definiujemy

r—Dp

wiec funkcje h wzorami:

f(x) gdy = € 4,
h(z) = {iigzlof(x) gdy z € B\ A.
Wykazemy, ze h jest funkcja jednostajnie ciagla. Niech ¢ bedzie
liczba dodatnia. Istnieje taka liczba § > 0, ze jesli |z —y| < § dla
pewnych z,y € A, to |f(z)— f(y)| < §. Niech a,b € B. Istnieja
wtedy ciagi (a,) i (b,) punktéw zbioru A zbiezne odpowiednio
do aib. "5 Jedli [a—b| < § , to dla dostatecznie duzych numeréw
n zachodzi nieréwnos¢ |a,, — b,| < 6, wiec |f(an) — f(bn)| < 5.
Z definicji h i jednostajnej ciaglosci f wynika, ze |h(a) — h(b)| =

= lim [f(a,) — f(bn)] < § < €, co koniczy dowdd jednostajne;
n—oo

ciaglosci funkcji h. Oczywiscie to jedyne mozliwe przedluzenie. B

Whniosek 17.43
Funkcje jednostajnie ciagla okreslona na zbiorze liczb wymiernych

lub na zbiorze liczb dwdéjkowo—wymiernych (czyli takich, ktore

17.5 Jesli np. a€A, to mozna przyjaé a,=a dla kazdego n .
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mozna zapisa¢ w postaci 2% , k€Z, neN ) mozna przedtuzyé

do funkcji ciagltej na R i to w doktadnie jeden sposéb. W

Uwaga 17.44

Niech f: A — R bedzie dowolng funkcja. Definiujemy nowa
funkcje: h(d) = sup{|f(z) = f(y)]: =z €A, yeA, Jx—y|<d}
dla § > 0. Funkcja h jest niemalejaca na (0,00), by¢ moze

h(t) = oo dla pewnego t > 0.'7® Czytelnik zechce udowodnié,
ze funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze A wtedy i tylko

wtedy, gdy (%in% h(0)=0. 1

Omowimy jeszcze jedna bardzo wazna klase funkcji, miano-
wicie tzw. funkcje wypukle. Do zdefiniowania ich przydadza nam

sie jeszcze inne pojecia.

Definicja 17.45 (kombinacji wypuklej)
Niech p1 > 0, ps > 0,...,p, = 0 beda takimi liczbami rzeczy-
wistymi, ze p1 +p2+---+p, = 1. Kombinacja wypukla o wspot-
czynnikach p;1 >0, po > 0,...,p, =0 liczb 21, x9,...,2, nazy-
wamy liczbe pix1 + pexo + -+ prx,. B

Zamiast terminu kombinacja wypukta mozna tez uzywac za-

miennie terminu srednia wazona. Wtedy liczby pi1, pa,...,pn
nazywamy wagami.

Uwaga 17.46 (o srodku masy)
Jesli w punkcie z; umiedcimy mase m;, w punkcie xrs — ma-
s ms, ... , w punkcie x,, — mase m, , to srodek masy znaj-

miTi+moZo+-+Mmnply
mit+mo—+--+mpy

tawiamy bez dowodu, cho¢ nie jest on trudny, ale trzeba znac
prawo dzwigni. Stwierdzenie mozna stosowac nie tylko do punktow
lezacych na prostej. W przypadku przestrzeni podany tu wzor

duje sie w punkcie . To stwierdzenie pozos-

uzywamy oddzielnie do znalezienie pierwszej wspotrzednej srodka
masy ukladu n punktéw materialnych, potem do znalezienia dru-
giej 1 trzeciej. A

Definicja 17.47 (funkcji wypuklej)

Funkcje f okreslona na zbiorze wypukltym P nazywamy wypukia,

17.6 Aby uniknaé nieskonczonych wartosci mozna zalozy¢, ze h jest ograniczona

na kazdym zbiorze ograniczonym.
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jesli dla dowolnych punktéw z,y € P i dowolnej liczby p € (0,1)
zachodzi nier6wnoscé
flpz+ (1 =p)y) <pf(x)+ A -p)fly). "7

Jezeli nieréwno$é ta jest ostra w przypadku z # y, to mowimy,
ze funkcja jest Scisle wypukla.

Jedli funkcja —f jest wypukla, to méwimy, ze funkcja f jest
wklesta, jesli funkcja —f jest Scisle wypukta, to funkcja f nazy-

wana jest Scisle wklesta. W

Przyklad 17.44 Jedli f(x) = ax + b, to funkcja f jest jed-
noczes$nie wypukla i wklesta, nie jest Scisle wypukta. Stwierdzenie

to wynika natychmiast z definicji:
flpr+ (1 —ply) =alpr+ (1 —ply) +b=
=p(az +b) + (1 —p)(ay +b) = pf(z) + (1 -p)f(y),
wiec w przypadku funkcji liniowej nieréwnosé¢ wystepujaca w defi-
nicji funkcji wypuklej staje sie réwnoscia. W
Przykilad 17.45 Jesli f(x) = 22, to f jest funkcja Scisle wy-
pukta na calej prostej. Uzasadnimy te teze. Dla 0 < p < 1 mamy
pf(z)+ (1 =p)f(y) — flpx + (1 —py) =
2
=pz® + (1 =p)y* — (pr + (1 —p)y)” =p(l —p)(z —y)* >0,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2 =y. R

Przyklad 17.46  Funkcja f(z) = /z jest Scisle wklesta —

wynika to ze Scistej wypuktosci funkcji kwadratowej: nieréwnosé

Vpr+ (1 —p)y > pyz+ (1 —p)\/y jest réwnowazna nieréwnosci
pu 4+ (1 —p)o? > (pu+ (1 —p)v)?, gdzie u =z, v = Vy. i

Przed podaniem nastepnych przykladow skomentujemy defi-
nicje funkcji wypuktlej i podamy kryterium pozwalajace stwierdzac
wypuklos¢ niektorych funkcji. Funkcja jest wypukta, jesli pola-
czywszy dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek, ktorego
kazdy punkt lezy nad wykresem funkcji lub na jej wykresie. Funk-
cja jest Scisle wypukia, jesli wszystkie punkty wewnetrzne od-

cinka laczacego dwa punkty wykresu leza nad wykresem funkcji.

17.7

Definicje te stosuje sie w niezmienionej formie réwniez w przypadku funkcji
wielu zmiennych, punkty dodajemy i mnozymy przez liczby dodajac lub
mnozac ich wspélrzedne.
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Jest tak dlatego, ze w przypadku 0 < t < 1, x < y zachodzi
nierowno$¢ r < txr + (1 — t)y < y. W przyktadzie pierwszym
pokazaliSmy, ze punkt (tz + (1 —t)y, tf(z)+ (1 —1¢)f(y)) lezy na
wykresie funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty
(z, f(z)) oraz (y, f(y)), wspélezynnik kierunkowy tej funkcji to

a = W,W}H‘&Z wolny to b = f(x) —ax = f(x)—xw

Nieréwnos¢ wystepujaca w definicji funkcji wypuklej:
fte 4+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)
to stwierdzenie, ze punkt (tz+(1—t)y, f (tz + (1 —t)y) ) znajdu-
je sie pod punktem (tz + (1 —¢)y,tf(z) 4+ (1 —¢)f(y)). Oznacza

to, ze funkcja jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér punktow
znajdujacych sie nad jej wykresem jest wypukly.

4

A 4
L~ Tz

'ty+(1—lt)N/ ty+(1l—t)y y ‘

wykres funkcji wypuklej wykres funkcji wklestej

3

Przyklad 17.47 Funkcja |z| jest wypukla na R, ale nie jest
Scisle wypukla. Jesli 0 <p <1, to

pz + (1 = p)yl < [pz| + (1 = p)y| = plz| + (1 —p)ly|.
Dowdéd wypuktosci zakonczyliSmy. Funkcja nie jest Scisle wypukta,

bo |1 =3-0+1 -1 =42-10+3-|1]. Tutaj 2 =0, y =1
i0<p=1i<1l.m

Przykilad 17.48 Wielomian w(z) = ax®+bx+c, drugiego stop-
nia, jest funkcja $Scidle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0,
Scisle wklesta — wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0.

Dowéd. Niech a >0, z,y € R, z#y i 0<p<1l. Wtedy
pw(z) + (1 —p)w(y) —w(pz + (1 - p)y) = ap(1 —p)(z —y)* > 0.
7 tego wzoru $cista wypuklosé funkcji w wynika od razu. Jezeli

a < 0, to nierowno$¢ zmienia kierunek na przeciwny, zatem funk-
cja jest Scisle wklesta. W

Przyklad 17.49 Funkcja 23 nie jest ani wypukla, ani wklesta
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na zadnym przedziale, ktorego wewnetrznym punktem jest 0, bo-

wiem %(—5)3 + %53 — %53 > %83 _ (

1

(—e)+ %5)3, co wyklucza

wklestosé oraz 3(—¢)® + 163 = —3e® < —5e® = (3(—¢) + is)?),

co wyklucza wypuktos¢. B

Uwaga 17.48 Mozna udowodni¢, ze funkcja wypukla jest ciggla
w kazdym wewnetrznym punkcie swej dziedziny, w koncach prze-
dzialu, na ktérym jest okreslona moga pojawi¢ sie niecigglodci.
Istnieja funkcje ciagle na calej prostej, ktore nie sa ani wypukte, ani
wkleste na zadnym przedziale, ale takie przyktady nie sa proste. B

Uwaga 17.49
Suma funkcji wypuktych jest wypukta. Iloczyn funkcji wypuktej
przez liczbe dodatnia jest wypukly, a przez ujemna — wklesty. W

A teraz bardzo wazne twierdzenie.

Twierdzenie 17.50 (nier6wno$¢ Jensena)
Jesli funkcja f jest wypukla, to dla dowolnych jej argumentéw
x1, ,T2, T3,...,T, 1 dowolnych wag pi, p2, p3,...,pn zachodzi
nierdwnos¢:
f(p1z1 + p2z2 + P323 + -+ + Ppy) <

<pif(wr) +paf(x2) +paf(es) + -+ paf(wn).
Nierownos¢ ta w przypadku funkcji $cisle wypuklej, dodatnich wag

P1,P2, ..., Pn 1 przynajmniej dwéch réznych argumentéw sposrod
r1,T2,...,T, jest ostra.
Dowdéd. Dla n = 1 musi by¢é p; = 1 i nieréwnos¢ staje sie

oczywista réwnoscia. Dla n = 2 mamy ps = 1—p; iotrzymujemy
nierownos¢, ktora wystepuje w definicji funkcji wypukiej.
Zal6zmy, ze dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla wszel-
kich mozliwych wyboréw n argumentéw funkcji f i n wag. Niech
X1,T2, ..., Ty, Tnt1 beda dowolnymi argumentami funkcji f,
a P1,P2, .- PnsPntr1 dowolnymi wagami, tj. liczbami nieujem-
nymi, ktérych suma réwna jest 1. Jesli ktérakolwiek z wag jest
réwna 0, to nierownos¢ z n+ 1 argumentamii n+1 wagami jest

prawdziwa na mocy uczynionego zalozenia: argument odpowiada-
jacy zerowej wadze jest nieistotny, bo w nieréwnosci faktycznie

nie wystepuje. Zalézmy, ze wszystkie wagi pi,p2,...,Pn,Pn+1
: : !/ : ! _ PnTntPnt1Tnt1
sa dodatnie. Niech p,, = pp + pny1 1 z,, = PrtPeit =
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n Pn
=Lrg, + 2w, . Mamy pria+pao+ ...+ Py +Dnr1Tne1 =

/

=p121+Dp2xo+ ...+ P11+ 0T, i pr+.. Fpp_1+p, =1.
7, zalozenia, ktore uczyniliSmy wynika, ze
f(p1z1 + pexe + ... + pp_1Tp_1 + D) 2,) <
Spuf(@n) +paf(@e) + .o+ po-1f(@n-1) + 0y f(27,) =
=p1f(x1)+p2f(z2)+.. -+pn—1f(fvn—1)+p%f(Z—Zﬂﬁner;:lwn+1) <
<pif(er) +paf(r) + .o+ one1 f(@n—1) +

+ 9 (B (o) + 222 flwnen) ) =

= plf(xl) +p2f(x2) +... ‘}_pn—lf(xn—l) —I—pnf(xn) _{_pn-l-lf(xn-l—l)
— druga z tych nieréwnosci jest bezposrednim wnioskiem z wy-
puklosci funkcji f. Zakonczyliémy dowdd nieréwnosci Jensena. M

Twierdzenie 17.51 (o wypukloéci funkcji ciaglej)
Funkcja f ciagla w kazdym punkcie zbioru wypuklego P jest
wypukia wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € P za-

(w_—gy) < f(x)—;f(y)

chodzi nieréwnosé¢ f , Scisle wypukia, gdy ta

nieré6wnos¢ jest ostra w kazdym przypadku, w ktérym x #£ y.
Dowédd. Jedli f jest wypukia, to przyjmujac w definicji wy-
pukiosci p = % otrzymujemy warunek podany w tym twierdzeniu,

co konczy dowdd koniecznosci tego warunku.
Zajmiemy sie teraz dowodem w ,,druga” strone. Niech x,y

x x)+
i) ¢ S@HIW)

beda dowolnymi punktami zbioru P. Mamy f (

Poniewaz nierowno$¢ ta zachodzi dla kazdych punktéw x,y zbio-
ru P, wiec mozemy zastapi¢ punkt y sSrodkiem odcinka tacza-

cego punkty x,y. Mamy % (:c + %) = %:c + iy. Mamy wiec

£ (ot dw) <3 (@) + 7 (57)) < 3 (f) + L0 ) =

= %f (x) + i f(y). Wykazalidmy, ze nieréwnos$é¢ definiujaca wy-

3

puktos¢ ma miejsce dla p = 5. Stosujac to samo rozumowanie

do punktéw %ﬂ , Y otrzymujemy f(i:v + %y) < if(x) + %f(y) ;

a wiec nieréwno$é z definicji wypuklosci w przypadku p = +.

4
Rozwazajac teraz kolejno pary punktéw x i %x + iy, %x + %y
i J(x+vy), s(x+y) i 32+ 3y oraz 30+ 3y i y otrzymu-

jemy nierownos¢ kolejno dla p = %, p = %, p = % ip= %.
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1 2 3 4

OtrzymaliSmy nier6wnosc¢ dla siedmiu wartosci p: ¢, 5, 5, 3,

% , % , % . W taki sam sposéb mozemy otrzymac¢ nierownos¢ dla
p = % (k € N), nastepnie dla p = % itd. Teraz skorzystamy

z ciaglosci funkcji f. Kazda liczba p € (0,1) jest granica ciagu
(pn) liczb postaci o2& € (0,1) (k € N). Dla tych liczb nieréwnosé
jest juz udowodniona. Mamy wiec

f(onz+ (1= pn)y) <puf(@) + (1 —pa)f(y).
Przechodzac do granicy (wolno, bo f jest ciagla w kazdym punk-
cie, w szczegdlnoéci w px + (1 — p)y ) otrzymujemy nieréwnosé

flpzr+ (1 —ply) <pf(z)+ 1 -p)fy),
a to konczy dowéd wypuktosci funkeji f .

Nalezy jeszcze dowiedé, jesli f(ZFY) < f(x);f(y) dla = # v,
to f jest Scisle wypukta. Zalézmy, ze tak nie jest. Wobec tego

fpz + (L —p)y) =pf(z) + (L —p)f(y)
dla pewnych x,y € P, x #y, p€ (0,1). Niech 0 <r <p < 1.
Mamy wtedy — pf(z) + (1 —p)f(y) = f(pr + (1 —ply) =
= f(E=La+ =2 (ra+(1-1)y)) < P fa)+ 122 f(ra+ (1—1)y) <
< L) 4+ 122(rf(z) + (1= ) f(y) = pf(@) + (1 —p)f(y).

Wobec tego, ze ten ciag nierownosci zaczyna sie i konczy tym sa-

mym wyrazeniem, wszystkie nieréwnosci sa rownosciami, w szcze-
gblnosci

fore+ A —r)y)=rf(z)+ 1 -r)f(2),
a to przeczy zatozeniu, bo r moze by¢ postaci zim , a dla takich r

nierownos¢, jak to wykazaliSmy wczesniej, jest ostra. B

Ostatni fragment tego dowodu wyglada nieco sztucznie, ale
stanie sie jasniejszy po zapoznaniu sie z twierdzeniem charak-
teryzujacym funkcje wypukle. W tej chwili wypada stwierdzic¢
jedynie, ze jesli trzy punkty wykresu funkcji wypuktej leza na
jednej prostej, to wykres tej funkcji zawiera najkrotszy odcinek
domkniety, ktéry zawiera te trzy punkty wykresu, a ostatni frag-
ment dowodu w istocie rzeczy to pokazuje. By to dobrze zrozu-
mieé, trzeba pojaé, ze jesli 0 < r < p < 1, to punkt pz+ (1 —p)y
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17.8 nastepnie

lezy blizej punktu z niz punkt rz + (1 — )y
narysowac sobie to wszystko biorac pod uwage to, ze zaden punkt
wykresu funkcji wypuktej nie moze sie znalez¢ nad odcinkiem ta-

czacym dwa punkty tego wykresu.
Bez zalozenia ciaglosci powyzsze twierdzenie nie jest prawdzi-
we, ale przyklady o tym swiadczace sa bardzo nienaturalne i ich

omoéwienie wykracza znacznie poza ramy tej ksiazki.

Przyklad 17.50 Jedli k > 1 jest liczba naturalna, to funkcja z*
jest éciéle wypukla na pétprostej [0,00). Funkcja a* jest ciagla,

wiec wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich i réznych

. e, ., (T k .

liczb x,y zachodzi nieréwnosc (%) < %(mk —l—yk"). Wiemy
juz, z dowodu S$cistej wypuktosci funkcji kwadratowej, ze jest tak
dla k = 2. Zalézmy, ze dowodzona nieré6wnos¢ jest prawdziwa,

gdy wykladnik réwny jest n. Niech z # y beda liczbami nieu-
jemnymi. Mamy (z — y)(z™ — y™) > 0, wiec 2"t + gy >
> 2"y + xy", wiec 2z 4 2yt > gl ogntl 4ogny 4oyt =
= (2" +y")(z +y) > 2+ (H2) "z +y) = 4(Z2)""
nier6wnos¢ jest rownowazna takiej 3 (z" ! +y" ) > (gczﬂ)n+1 .
Rozumowanie indukcyjne zostalo zakonczone, zatem udowodnilis-

. Otrzymana

my, ze =¥ jest funkcja écisle wypukla. H

Przyklad 17.51 Wykazemy nieréwno$¢ Schwarza: dla dowol-
nych liczb rzeczywistych aq,ao,...,a,,b1,bs,...,b, zachodzi:

arbi+asha+- - +anb, <\/a2 + a3+ + a2\ /b + b3+ + b2,
Rownos$¢é ma tu miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
nieujemna t, dla ktérej zachodza réwnosci a1 = tby, as = tby,

.., an =tb, lub réwnosci by = tay, by =tas,..., b, = ta,,.
Dowdéd.  Skorzystamy z nieréwnoéci Jensena dla funkeji 22,
ktéra, jak wiemy, jest Scisle wypukla. Zauwazmy najpierw, ze jesli
a; = 0 dla pewnego j, to mozna przyjac, ze b; = 0, bowiem
w wyniku tej operacji otrzymujemy nieréwnos¢ z ta sama lews

strong i zmniejszona, strona prawa, wiec z niej wynika nierownos¢

17.8 Zalézmy, ze <y i 1>p>r>0. Wtedy px+(l—p)y—z=(1—p)(y—z)<

<(1-r)(y—z)=rz+(1-r)y—=.
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wyjsciowa. Mozna wiec przyjac, ze wszystkie liczby aq,aq,...,a,
sg rozne od 0. To samo dotyczy liczb bq,bs,...,b, . Po tej reduk-

cji do przypadku prostszego z punktu widzenia wybranej metody
dowodu, udowodnimy nieréwnos¢. Mamy

2
(albl + azbg + ...+ anbn) =
B O S PO SISO P S
bi  bIHbI4-4b2 T b2 bIHbI+ b2 n o bI+bI+-+b2
2
(B3B3 + -+ b2) <
bT a1 )2 az\?
S <b§+bg+-..+bg ' (H) + b2 b2 442 (E) T

by n)2 2 | 72 2\2 _
e (32)°) B+ B+ 12) =
=(a?+a3+---+a2)b +b3+---+b2).

Réwnos¢é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy g—i = Z—; =...= Z—:.
Wystarczy oznaczy¢ ten iloraz przez t, by otrzymac teze. Oczy-
wiscie wyjsciowa nieréwnos¢ staje sie rownoscia, gdy liczba t jest
dodatnia — w przypadku przeciwnym z lewej strony nieréwnosci
otrzymamy liczbe ujemna, podczas gdy liczba po prawej stronie

nieréwnosci jest dodatnia. Dowdd zostal zakonczony. B

Uwaga 17.52
Nieréwnos¢ Schwarza mozna udowodni¢ na wiele réznych sposo-
boéw. Podany przed chwila wcale nie jest najkrotszy. B

Podamy jeszcze jedno twierdzenie, ktére ma duze znaczenie.

Twierdzenie 17.53 (charakteryzujace funkcje wypukle)
Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze wypuklym (czyli
przedziale) P. Nastepujace warunki sa rownowazne:
53.1  funkcja f jest wypukta;
53.2  jesli x < y < z sa punktami zbioru P, to
f)—f@) f(Z)—f(fﬁ);

Yy—x z—x

53.3 jesli x < y < z sa punktami zbioru P, to

fl@)=fy) o fE-FW) .
T—y = z—y )

53.4  jesli x < y < z sa punktami zbioru P, to

f@)=f(z) « fy)=Ff(z)
r—2z ~ Yy—2z :

W przypadku funkcji Scisle wypuklych powyzsze nieréwnosci
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sq ostre.

Dowdd. Udowodnimy, ze drugi warunek jest rownowazny wy-

Yy—x
Z—XT

puklodci funkcji f. Mamy y = =224 %="~. Wypuklos¢ oznacza,

ze dla kazdej tréjki z < y < z zachodzi nieréwnos¢
fly) < =2 f(@) + = f(2),

réwnowazna takiej (z —y)f(x)+ (x —2)f(y)+ (v —x)f(2) = 0.
Przemnazajac nieréwnos¢ z drugiego warunku przez iloczyn mia-
nownikéw (y —x)(z —x) > 0 i przenoszac wszystkie sktadniki na
jedna strone otrzymujemy
0< (y—2)(f(2) = f(2) = (2 —2)(f(y) — f(2)) =

=W —2)f(2)+(x—2)fy) + (z—y)f(2),
wiec te sama, co poprzednio. Tak samo dowodzimy réwnowaznosé

dwéch pozostalych warunkéw. B

Kazda z nieréwnoé$ci z ostatniego twierdzenia mowi, ze iloraz
fy)—f(z)
Yy—x
nie jednego z dwdéch argumentéw zwieksza wartosé ilorazu. Stad

, zwany roznicowym, jest funkcja niemalejaca: zwieksze-

i z twierdzenia o granicy funkcji monotonicznej wynika

Twierdzenie 17.54
Niech f: P — R bedzie funkcja wypukla okreslona na przedzia-

le P. Jesli p jest punktem wewnetrznym przedzialu P, to ist-

nieja skonczone granice lim . Jezeli

T—p~

fl)=fp) lim f(x)—f(p)
T—p x —

z—pt r=p

liczba rzeczywista p jest prawym koncem przedzialu P, to ist-

nieje lim W > —oo. Jedli liczba rzeczywista p jest lewym
rT—p—

[@=f®) o o

koncem przedzialu P, to istnieje lim pra

z—pt
Dowodd. Zatézmy, ze liczba p jest punktem wewnetrznym prze-
dziatu P . Istnieja wtedy takie liczby ¢q,7 € P, ze r < p < q.
Jesi r<x<p<y<gq,to

fr)=fp) ~ f@)=flp) ~ fW=fp)  f@=f(p)

r-p S z—p S y-p T~ q—p

Funkcja f(x)—f(p)
T—p

fr)=fp) « 13y, f@=f0) o fW)—fp)

r—p r—p T~ y—p

jest niemalejaca, wiec

T—p

Poniewaz otrzymana nieréwnos$é¢ zachodzi dla kazdego y € (p,r)
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% ijennej Y jest niemalejaca, wiec

f@)=fP) < Jiy f@=f®)  f()-f(p)
e=p T v YyTP T gp

a funkcja

f(r)=f(p)
T—p

< lim

Tr—p—

WykazaliSmy pierwsza czes¢ tezy, reszte wykazujemy tak samo. W

Zadania

1. Niech > a, bedzie szeregiem zbieznym o wyrazach dodat-
nich, a (x,) ciagiem liczb rzeczywistych. Niech I, bedzie
przedziatem domknietym o érodku z,, i dltugosci a,,. Dowies¢,

ze istnieje liczba rzeczywista, ktora nie jest elementem zadne-
go z przedziatow I, .

Uwaga: Niech :1:’1:%, :1:’2:%, :Eg:%, a:ﬁl:%, xg:%,
zg=3,ab=3,2p=2%, 2, =3, :1:’10:%, :1:’11:%,...
(Thoy; = [ B + [ | 255 dla j=1,2,...,2k +1).
W ciagu (x!) wystepuja wszystkie liczby wymierne dodatnie,
zatem w ciagu x; = 0, xo = —x), x3=1], x4 = -0},
x5 =abh, ... (o, = —x,, Topr1 =, dla n=1,2,3,...)

wystepuja, wszystkie liczby wymierne. Jesli (I,) i (a,) sa
ciagami wystepujacymi w tresci zadania, to kazda liczba wy-
mierna jest srodkiem jednego z przedziatow I, I, ... wiec

istnieje liczba x, sila rzeczy niewymierna, ktéra nie nalezy do

ani jednego przedziatu I, I, ... R
2. Zmalez¢ lim x+1—+x—1.
r— 00
AR E z2—1 R E z2—1
3. Znalez¢ lim ;—5——= 1 lim —5——.
r—0 “T7T— r—1 “T7TT—

(1+2)(1+2x)(14+3z)—1 .

xT

4. Zmalez¢ lim
z—0
(142)° —(145x)
x242x5 )
(14+mz)"” —(14+nx)™

x2

5. Znalez¢é lim

x—0

6. Znalezé¢ lim , tu m,n € N.

x—0

(14z+x2)(13+z)(257+z7) .

7. Znalez¢é lim

T—00 (2z+271)10
8. Znalezé lim (Lto)(orn)Lta)1r i) @ete)
9. Znalez¢ lim (1+I)(6+x)(11('19;;5_)’_(;1141-;63)(24+m)(31+x).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Zmnalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

Zmnalezé

Znalezé

Znalezé

Znalezé

a:2+a:—2
3 —6224+11x—6 °

lim
rx—1
x5—3x4+x3+13x2 —7x—30

x° 4214 —5x3—-10x2+42+8 °

lim
r—2

ez’ 4234422999 2009
z2—1 )

lim
r—1

2257 _ 25714256

lim Go1)?

r—1

lim( UL _lx”) tu m,n € N.

lim ZHVrive Vil :

700 r+1

lim Vet Vet Vet Vot Wa
700 V961241024

VAa4+5x—7
x—9 :

lim

x—9
. VI1T—x—7
hm = .

r——32 2t vz

n :L‘k_
lin%)—”(ltg)l, tu k,n € N.
r—

Sx—2

lim
r—64 \/5_8
2T +6x—1427—3

ili% r+a?ta3

lim 8Y1+729z— YW1+117x

x—0 x2 43 '
2

; I

ili% V1i+5z—1-=z "

lim Vie+l—vz—1

70 S4or— V11— °

lim \/x—l—\/x—l—\/x—l—\/x—l—ﬁ—\/x—l—ﬁ.

. — €T —3I —4ZL‘ —5721,'

311_>m1 (1—vz)(1 \/_()1(—195)3{5_) ¢! \/_).

hm Jx (\/x—l—l \/(x—l)z).

lim (m_°$2_1)n;(m+"m2_l)n ,tu n € N.

lim :c{lJ

x—0

lim =tg7=dac Jim =b=pr=tec 0 £ b ER, c€R.
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31!

32!

33.

34.

35!

36!

37.

38.

Wykazac, ze jesli stopien wielomianu w jest dodatni i parzys-

ty, to lim w(z) =00 = lim w(x).

Wykazaé¢, ze jesli stopien wielomianu w jest nieparzysty, to
granice lim w(x) i lim w(z) sa nieskonczone i zachodzi

r— 00 r—— 00
réwnosé¢ lim w(zx) = — lim w(z).
r— 00 r——00

Dowies¢, ze jesli funkcja f:R — R ma w kazdym punkcie
granice 0, to istnieje taka liczba niewymierna a, ze f(a) =0.
Dowie$¢, ze nie istnieje taka funkcja f:R — R, ze dla
kazdego rzeczywistego a zachodzi réwno$é¢ lim f(z) = co.

Poda¢ przykltad takich dwu funkcji f:R— R i g:R — R,
ze lin%f(a:) =00 i lir%g(x) = —00 i
(a) lim f(z)+g(x) =0, (b) lim f(z) 4+ g(z) = —13,

x—0

(
() lim f(2) +g(x) =00, () lim f(x) +g(x) = o0,

x—0

(e) lin% f(x) + g(z) nie istnieje.

Poda¢ przykltad takich dwu funkcji f:R— R i g:R — R,
ze lin%f(x) =00 i lin%)g(:c) =01

(a) lim f(z)-g(x) =0, (b) lim f(x)-g(z) = —13,
(¢) lim f(z) - g(z) = o0, (d) lim f(z)-g(z) = —o0,

(e) lin% f(x) - g(x) nie istnieje.

xr—
Niech C bedzie zbiorem ztozonym z tych liczb = z przedziatu
0,1], dla ktérych istnieje taki ciag (c,), ze ¢, € {0,2} dla
kazdego n i x = G+ g3+ 353 +- - -, czyli tych liczb z € [0, 1],
ktére maja rozwinieme W uk}adz1e trojkowym zlozone jedynie

z zer i dwéjek. 17 Wykazaé, ze kazdy punkt skupienia zbioru
C' jest elementem tego zbioru.

Dowiesé, ze jesli ¢, ¢l € {0,2} dla kazdego naturalnego n i

¢ /
oo C_n . oo Cn _ oo Cn
Zn:l 3n T Zn 1 3” ) to I‘OWl’lleZ Zn 1 2n+1 - Zn:l oan+1

Niech f(Zn . gz) =3 " | 547 . Dowiedé, ze funkcja f jest

ciagla w kazdym punkcie zbioru Cantora C i f(C) = [0,1].

17.9

Zbiér C' nazywany jest zbiorem Cantora. Tej nazwy bedziemy uzywac.
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39.
40.

41.

42,

43!

47.

48.

Dowies¢, ze zbior Cantora nie zawiera zadnego przedziatu.
Dowiesé, ze kazda funkcja ciaglta ¢:[0,1] — C' jest stala.
Dowies¢, ze jesli a € R\ Q, to kazda liczba z przedziatu [0, 1]

jest punktem skupienia zbioru {na — |na|: n € N}.

Niech A bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich punktéw

zbioru A C R i ze wszystkich skonczonych punktéow sku-
pienia zbioru A.

Udowodnié, ze AUB=AUB, ANBCANBi (A)=A.
Podaé przyklad zbioréw A, B, dla ktérych ANB # AN B.

N—

Uwaga: Zbiér A nazywamy domknieciem zbioru A. Zbiér
jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwny swemu
domknieciu. Przedzial [7,13] jest domkniety. Podobnie zbidr
Cantora, polprosta [666,00), zbiér {1,2,3,128}. Zbiory Q,
R\ Q, (0,1] nie sa domkniete.

Zbiér wyrazow {a,: n € N} ciagu (a,) jest nieskonczony.
Dowieé¢, ze ciag (a,) ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior {a,: n € N} ma dokladnie jeden punkt skupienia.
Zdefiniowa¢ taka funkcje a:N x N — R, ze:

dla kazdego k € N istnieja granice lim a(n,k) i lim a(k,n);

n—oo n—aoo

istnieja granice hm lim a(n,k) i lim lim a(n,k);

k—ocon—oo n—oo k—o0o

lim lim a(n,k) # lim lim a(n,k).

k—oon—oo n—oo k—oo

Dowies¢, ze kazda nieujemna liczba rzeczywista jest punktem
skupienia zbioru kwadratéw wszystkich liczb wymiernych.

Zalézmy, ze dla kazdego n € N zbior F,, C R jest domkniety
i R=FUFUF3U. ... Dowie$c¢, ze istnieje taka liczba k € N,
ze zbiér I zawiera przedzial.

Dowies¢, ze jesli funkcja f:]a,00) — R jest ciagla i zachodzi

réwnos¢ lim f(x) = oo, to istnieje taka liczba xg € [a,o0),

ze f(x) = f(zo) dla kazdego x € [a,0).
Poda¢ przyklad ograniczonej funkcji ciaglej okreslonej na péi-

prostej [0,00), ktéra nie jest jednostajnie ciagta.
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49!

50.

51.

52.

53!

54.

Podaé¢ przyktad ograniczonej funkcji ciagltej f:(0,1] — R,
ktéra nie jest jednostajnie ciagla.

Dowies¢, ze jesli A C R jest zbiorem domknietym i ograni-
czonym, to kazda funkcja ciaglta f: A — R jest ograniczona,
osiaga swe kresy i jest jednostajnie ciagta.

Dowies¢, ze jesli A C R jest zbiorem, ktéry nie zawiera
choc¢by jednego swego skonczonego punktu skupienia, to ist-
nieje funkcja ciagla f: A — R, ktéra nie jest ograniczona
ani z géry ani z dotu i nie jest jednostajnie ciagla.

Dowiesé¢, ze jesli kazda funkcja ciaggla f: A — R ma wlas-
nos¢ przyjmowania wartosci posrednich, tzn. jesli liczba C
znajduje sie miedzy liczbami f(x) i f(y), to istnieje takie
ce AN(x,y), ze C = f(c), to zbidér A jest przedzialem.
Dowies¢, ze kazda funkcja wypukla f:(a,b) — R jest ciagla.
Podaé przyklad funkcji wypuklej f:[0,1) — R, ktéra ma
punkt nieciaglosci.

Niech f(x) = 2% + 622 + 122 dla 2 € R. Niech f(c) bedzie
najmniejsza wartos$cia wielomianu f (zob. przyklad 17.38).
Dowieéé, ze ¢® +2c+2=0.

Dowies¢, ze liczba ¢ nie jest pierwiastkiem zadnego nieze-
rowego wielomianu o wspodlczynnikach catkowitych, stopnia
mniejszego niz o.

Dowiesé, ze liczba f(c) nie jest pierwiastkiem zadnego wielo-
mianu o wspolczynnikach catkowitych, stopnia pierwszego ani
drugiego.

55. Podac przyklad funkcji f:R — R, ktéra jest nieciagglta w punk-

56.

57.

cie 0 i ma wlasnos¢ Darboux (przyjmuje wartoéci posrednie).
Zatézmy, ze (an)oly 1 (bn)ol, sa takimi ciagami, ze dla
pewnej liczby zg # 0 szeregi > - qanxy 1 Y. byzl sa
zbiezne. Udowodni¢, ze jesli istnieje taki ciag (x;) liczb
réznych od 0 zbiezny do 0, ze Y 7 anx] = Y07 byl
dla 7=1,2,...,to a, =0b, dla n=20,1,2,...

Dowies¢, ze jesli szereg > 0 a,, jest zbiezny, to funkcja dana
wzorem f(x) = Y o_,a,z" jest ciagla w kazdym punkcie

przedziatu (—1,1].
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58!

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66!

67.

68.

Udowodnié, ze jesli funkcje f:A — R i g: A — R sa ciag-
le, to funkcje max(f,g) i min(f,g) zdefiniowane wzorami
max(f, g)(z) = max (f(x), g(x)) i analogicznie min(f, g)(z) =
=min(f(z),g(z)) tez sa ciagle.

Dowiesc, ze jedli funkcja réznowartosciowa f:R — R ma
wlasno$¢ Darboux, to f jest funkcja ciagla.

Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Udowodni¢,
ze istnieje funkcja niemalejaca f:R — R, ktérej jedynymi
punktami nieciagtosci sa liczby aq, as, as, ...

Zdefiniowa¢ taka jednostajnie ciagta funkcje f:]0,00) — R,
ze dla kazdej liczby L > 0 istnieja takie liczby x,y > 0, ze
[f(z) = f(y)| > Lz —yl.

Udowodnié, ze jezeli funkcja f:[a,00) — R jest ograni-
czona na kazdym przedziale ograniczonym i istnieje granica
/(=)

lim (f(z+1)— f(x)), to istnieje réwniez granica lim
r— 00 r— 00

i speiona jest réwnogé lim £& = lim (fz+1)— f()).

r—oo % T—00
Udowodnié, ze jezeli funkcja f:[a,00) — R jest ograni-
czona na kazdym przedziale ograniczonym i istnieje granica

lim w, to istnieje tez granica lim_ ﬁ—ﬁ)l i spetio-
na jest réwno$é¢ lim a{ﬁ)l = lim w
r—0o0 XT— 00

Poda¢ przyklad funkcji f:R — R, ktéra ma dokladnie jeden
punkt ciaglosci.

Udowodnié¢, ze istnieje funkcja f:R — R, ktora nie jest
ograniczona na zadnym przedziale.

Jesli f: BUC — R jest taka funkcja, ze jej ograniczenia
fip do zbioru B i f|¢ do zbioru C sa ciagle w punkcie
xg € BN C, to funkcja f jest ciagla w punkcie xg.
Dowiesé, ze jesli funkcja f:[0,00) — R jest ciagta, nieogra-
niczona z gory, nieograniczona z dotu, to przyjmuje kazda
wartos¢ nieskonczenie wiele razy.

Jesli f:R — R jest taka funkcja ciagla w co najmniej jed-
nym punkcie, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi réwnosé¢
f(x+y) = f(z)+ f(y), to istnieje taka liczba a € R, ze dla
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69.

70.

71.

72.

73!

74.

75!

76.
7.

78.

kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnos$é¢ f(z) = ax.
Jesli f:R — R jest taka funkcja monotoniczna, ze rownosé
f(x+y) = f(x)+ f(y) zachodzi dla dowolnych liczb z,y € R,
to istnieje taka liczba a € R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej
x zachodzi réwnosé¢ f(x) = ax.

Jesli f:R — R jest taka funkcja ograniczona na przedziale
(-1,1), ze réwnoé¢ f(x +y) = f(z) + f(y) ma miejsce dla
dowolnych liczb x,y € R, to istnieje taka liczba a € R, ze
dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé¢ f(x) = az.

Niech Q(v2) = {z + yv2: z,y € Q}. Znalezé wszystkie
takie funkcje f:Q(v2) — Q(v2), ze f(z+y) = f(z)+f(v)
dla dowolnych z,y € Q(v/2) i f(1)=1.

Uwaga: w zbiorze Q(v/2) wykonalne sa cztery dzialania

arytmetyczne, mianowicie dodawanie, odejmowanie, mnoze-
nie i dzielenie przez liczby rézne od 0.

Q(V2,v3) == {a+ BV2 + W3 +6V6: 8,7, € Q}.
Znalezé wszystkie takie funkcje f:Q(v/2,v3) — Q(v2,V3),
ze f(x+y) = f(x)+ f(y) dla dowolnych z,y € Q(v/2,V3)
oraz f(1)=1.

Dowies¢, ze jesli wielomian v nie ma pierwiastkow rzeczy-
wistych i stopien wielomianu w nie jest wiekszy niz stopien

w
v

wielomianu v, to iloraz jest funkcja ograniczona na R,

Rozstrzygnaé czy:
(a) kwadrat funkcji nieciaglej musi by¢ funkcja nieciagla;

(b) szescian funkcji nieciagltej musi by¢ funkcja nieciagla.

Dowies¢, ze jesli funkcja f jest ciagla, to funkcja |f| tez jest

ciagta. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?
Udowodni¢ uwage 17.44.

Dowies¢, ze dla kazdego wielokata wypuklego istnieje prosta,

ktéra dzieli jednoczesnie obwdd i pole wielokata na polowy.

Dowies¢, ze na brzegu kazdego wielokata wypuklego leza czte-
ry punkty, ktére sa wierzchotkami pewnego kwadratu.
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Niech f:[3,12] — R bedzie taka funkcja ciagla, ze zachodzi
réwnosé f(3) = f(12). Dowiesé, ze dla pewnego x € [3,12]
zachodzi réwnosé f(x) = f(2x).

Niech f:R — R bedzie taka funkcja, ze istnieje taka liczba
c € (0,1), ze nierownos¢ |f(x)— f(y)| < ¢l —y| jest spelnio-
na dla dowolnych z,y € R. Udowodni¢, ze istnieje doktadnie
jedna liczba xg € R, dla ktérej zachodzi réwnosé¢ f(xg) = g .

Poda¢ przyklad takiej funkcji f:R — R, ze jesli x # vy,
to |f(z)— fly)] < |z —y| dla z,y € R oraz f(x) > z dla
kazdego = € R.

Niech f:R — R bedzie funkcja i niech n > 2 bedzie liczba
naturalna. Niech f™(x) = f(f(...f(x)...)). Dowies¢, ze

N—_——

n literek f
jesli nieréwnosé |f™(x) — f™(y)| < c|lx — y| jest spelmiona dla
pewnej liczby ¢ € (0, 1) i wszystkich liczb z,y € R, to istnieje

doktadnie jedna taka liczba zo € R, ze f(xg) = 0.

Niech f:]0,1] — [0, 1] bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
f(x) =1—1]2x — 1|. Niech f™(x) = f(f(...f(x)...)). Dla

N—_——
n literek f
kazdego n € N ustali¢ liczbe rozwiazan rownania f"(x) = =.

Zmalez¢ wszystkie takie funkcje f:R — R, ze dla dowol-
nych a,b € R, a < b, obraz f([a,b]) przedzialu [a,b] jest
przedziatem o diugosci b — a.

Niech C' C R bedzie zbiorem domknietym i ograniczonym
a f:C — C — funkcja niemalejaca. Dowies¢, ze f(p) = p
dla pewnego punktu p € C'.

2 dlaz €0,
Niech 0 < ¢ < 1 i niech f(z) = ¢

=2 dlaz€lc1]

Punkt x ma okres n wtedy i tylko wtedy, gdy n jest na-
jmniejsza z liczb naturalnych £ > 1, dla ktorych zachodzi

rowno$é¢ f(f(...f(x)...)) = x. Udowodnié¢, ze dla kazdej
N —’

k literek f
liczby naturalnej n istnieja punkty, ktére maja okres n oraz

ze jest tych punktéw skonczenie wiele.
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87. Niech f:(0,00) — R bedzie taka funkcja ciagla, ze dla
kazdej liczby x > 0 zachodzi rownos¢ lim f ( ) = 0. Udo-

n—aoo

wodnié, ze hn% f(x)=0.

88. Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkeji f, jesli f(x) =

=tk dlaz ¢ {1,2}, f(1) = f(2) =0.
89. Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkeji f, jesli f(x) =

=gt dla z ¢ {1,1}, f(1) = f(3) =0.
90. Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosdci funkcji f, jesli f(z) =
=x% — |2?].
91. Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkeji f, jesli

flz) = 2}, edyz €@,
21 gdyr=2%¢>1 p,q€Z nwd(p,q) =1

92. Znalezé¢ wszystkie punkty ciagtosci funkcji f, jesli g jest

funkcja Riemanna i f(x) = (22 + 622 + 11z +6)g(z), = € R.

2

93. 7 wypuklosci funkcji x* wywnioskowac, ze jesli a,b,c > 0,

. . , L, 2 b2 2\2
to zachodzi nieréwnogsé % <ad+ b3+ 3.

94. Dowiesé, ze jesli n > 1 jest liczba naturalna, to funkcja /x
jest Scisle wklesta na [0, 00) .

95. Dowiesé, ze jesli n > 1 jest liczba naturalna, to funkcja /x
jest jednostajnie ciagla na [0, 00).

96! Zalézmy, ze funkcja f: BUC — R jest jednostajnie ciagta

na zbiorze B i na zbiorze C oraz BNC =0, B# 0 # C.
Czy wynika stad jednostajna ciaglos¢ na zbiorze BUC'?

97. C(Czy funkcja

= Jest jednostajnie ciagla na R7

98. C(zy funkcja \/1%;7 jest jednostajnie ciagla na R?

99. C(gzy istnieje jednostajnie ciagla funkcja okreslona na péipros-
tej [0,00), ktora przeksztalca te pétprosta na R?
100. Czy istnieje réznowartosciowa funkcja ciagta okreslona na
pélprostej [0,00), ktéra przeksztalca te poétprosta na R?
101. Zdefiniowaé réznowartosciows funkcje ciagla przeksztalcaja-

ca potprosta (0,00) na R.

246



Funkcje

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Czy istnieje roznowartosciowa funkcja jednostajnie ciagta
przeksztalcajaca potprosta (0,00) na R?

Dowiesc, ze jesli funkcja f:R — R jest jednostajnie ciagla,
to dla kazdej liczby d > 0 istnieje taka liczba M, ze jesli
21 — 22| < d, to |f(x1) = fa2)] < M.

Udowodnié, ze jesli funkcja f:[0,00) — R jest ciagla oraz
lim f(z) =0, to f jest ciagla jednostajnie.
r— 00

Rozstrzygnaé, czy z tego ze funkcja f:[0,00) — R jest

ciaglai lim f(x) =0 oraz g:[0,00) — R jest jednostajnie
ciagla, wynika, ze ich iloczyn jest funkcja jednostajnie ciagla.
Znalez¢ wszystkie przedziaty, na ktérych funkcja sin /x jest
jednostajnie ciagla.

Znalez¢ wszystkie przedzialy, na ktérych funkcja sina® jest
jednostajnie ciagla.

Wykazaé, ze jesli funkcja Scisle wypukia jest ciagta i nie jest
monotoniczna, to ma wartos¢ najmniejsza i ta najmniejsza

wartosé jest przyjmowana w dokladnie jednym punkcie, przy
czym jest to punkt wewnetrzny dziedziny funkcji.

Wykazac, ze jesli funkcje f i g sa wypukle, funkcja g jest
niemalejaca, to funkcja go f jest wypukla, jesli natomiast g
jest nierosnaca, to zlozenie g o f moze by¢ funkcja wklesta,
wypuklg lub by¢ Scisle wypukia na jednym przedziale, a na
drugim Scisle wklesta.

Czy funkcja ciagla f, wypukta na kazdym z przedzialow |[a, b)
i [b, c] musi by¢ wypukta na przedziale [a,c|?

Podac¢ przyktad dwu funkcji dodatnich $cisle wypuktych, kto-
rych iloczyn jest $cisle wklesty.

Wykazacé, ze iloczyn dwu dodatnich funkcji wypuklych, nie-
malejacych jest wypukly. Czy iloczyn dwu funkcji wypuktych,
nierosnacych musi by¢ wypukty?

Sformulowaé¢ odpowiednie twierdzenie dla funkcji wklestych.
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Niech a # 0 bedzie liczba rzeczywista, n — liczba catkowita,
Okredlilismy potege liczby a wzorami: a° = 1, a"t! = a
a dla n = 0,1,2... oraz a”:afn dla n = —1,-2,-3,....

Spelione sa réwnosci a™t™ = a™ -a™ 1 (™)™ = a™" dla dowol-

n .

n o= ain dla dowolnej liczby

nych liczb catkowitych m,n oraz a~
n € 7. Rozszerzymy teraz definicje potegi definiujac najpierw
potegi o wykladniku wymiernym, a potem o wykladniku rzeczy-
wistym. Oczywiscie zachowamy wazne wlasnosci potegowania.

Z, wymienionych wyzej najwazniejsza jest pierwsza, bo po-
zostale z niej wynikaja. Bedziemy wiec tak definiowaé potegi, by
speliona byta réwnosé a*T¥ = a% - a¥ . To natychmiast prowadzi
do pewnego ograniczenia: a = a' = al/?-a'/? = (a1/2)2 >0, za-
tem podstawa potegi, jesli chcemy dopuscié¢ np. wszystkie wymier-
ne wykladniki musi by¢ nieujemna. Nie moze ona by¢ réwna 0,
bo musialoby wtedy byé 0° = 1, wiec 1 =0'-0"1=0-0"1, co

jest nie mozliwe.

Definicja 18.1
dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 przyjmujemy 0* =0. B
Nie definiujemy 0°, ani 0% dla = < 0, by nie mie¢ probleméw
z wlasnosciami poteg.
W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze a > 0. Niech we€ Q.
Zalozmy, ze ¢ > 0 1 p sa takimi liczbami calkowitymi, ze w = 2.

q
Powinna by¢ speliona réwnosé

q
(aw) =a"-a"...-a¥ =a’" =aP.

-

q czynnikow
Oznacza to, ze powinnismy przyjaé, ze a® = ¥aP . Zauwazmy, ze
liczby wymierne mozna zapisywa¢ w postaci ilorazu liczby catko-
witej i naturalnej na nieskonczenie wiele sposobéw. Jednak z tego,

ze p,qr,s€Z, g>0, s>01 Zi:g wynika, ze aP = v/a” .
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Definicja 18.2 (potegi o wykladniku wymiernym)
Jesli a >0, w= %, p,q € 7Z i g >0, to potega liczby a o wy-
kladniku w nazywamy liczbe a® = ¢aP. 31 m

Przyklad 18.1 8!/3 =2 21/2=/2 32Y5=16, 8172/ =1,

10485767 7/20 = Lo ([216.)7%/% _ 620 4413/2 — 9961 m

Dla kazdej rzeczywistej liczby dodatniej a definiujemy funkcje
fa:Q — R wzorem fq(w) = a® . Z whasnosci poteg o wykladni-

kach catkowitych i wlasnosci pierwiastkow wynika

Twierdzenie 18.3
Funkcja fa ma nastepujace wlasnosci:

18.3.1 Dla dowolnych liczb wymiernych w, i v zachodzi wzér
falw +v) = fa(w) - fa(v);

18.3.2 fu(1) = a;

18.3.3 jesli a > 1, to funkcja f, jest $ciSle rosnaca, funkcja
fl jest stala, jesli 0 < a < 1, to funkcja fa jest Scisle
malejaca.

18.3.4 f,(w) > 0 dla kazdej liczby wymiernej w. W

7, uwag poprzedzajacych definicje potegi o wykladniku wy-
miernym wynika, ze funkcja spelniajaca warunki 18.3.1 i 18.3.2
jest tylko jedna. Wykazemy, ze mozna ja przedtuzy¢ do funkcji
ciagtej na f,:R — R w dokladnie jeden sposoéb.

Lemat 18.4
Funkcja fa jest ciagla w punkcie 0.
Dowdéd. Funkcja fa jest monotoniczna, wiec istnieja granice

jednostronne lim f, i lim f,. Wiemy tez, ze f,(0) =1 =

x—07T x—0~
= lim a = lim /™ = lim fa(%) i f,(0)=1= lim ”%/E -
= lim a~ /" = lim fa(—%) Wynika stad, ze obie granice jed-

18.1 Czytamy a do potegi w lub po prostu a do w.
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nostronne sa rowne wartosci funkcji w punkcie 0, zatem funkcja

jest ciagla w tym punkcie. B

Lemat 18.5
Funkcja fa jest jednostajnie ciggla na kazdym zbiorze postaci
(c,d)NQ, gdzie c,d e R i c<d.
Dowdd. Niech ¢,d € R. Poniewaz funkcja fa jest monotonicz-
na, wiec jest ograniczona na kazdym zbiorze ograniczonym (jej
dziedzina jest nieograniczonal). Istnieje zatem liczba M taka, ze
dla kazdego w € (¢,d) N Q zachodzi nieréwnos$é 0 < fo(w) < M.
Niech v,w € (¢,d) N Q. Mamy

[fa(©) = fa(w)] = fa(w)|fa(v = w) = 1] < M|fa(v — w) = fa(0)].
Z tej nieréwnosci i z ciaglosci funkcji f, w punkcie 0 wynika

jednostajna ciaglo$¢ na zbiorze (¢, d)NQ. W

Lemat 18.6

Dla kazdej liczby a > 0 istnieje dokladnie jedna funkcja ciagta
f.:R — R, ktéra jest przedtuzeniem funkcji f,: Q — Q.
Dowdd. 7 twierdzenia o przedtuzaniu funkcji jednostajnie ciag-
lej z poprzedniego rozdziatu wynika, ze dla kazdego n € N obciecie
funkeji f, do zbioru (—n,n) N Q mozna przedhuzyé¢ do funkcji
ciagtej gn:[—n,n] — R. Z jednoznacznosci przedtuzenia wynika,
ze jedli m > n i |z| < n, to gm(z) = gn(x). 32 Przyjmujemy
fo(x) = gn(x) dla n > |x|. Ciagloé¢ funkcji f, wynika natych-

miast z tego, ze kazda z funkcji g, jest ciagla (jednostajnie). B

Twierdzenie 18.7
Dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a istnieje dokladnie jedna
taka funkcja ciagla f,;:R — R, ze

18.7.1 dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zachodzi réwnosé

falx +y) = falx) - faly);

18.2 gn(z)=lim;_, o fa(wj) , gdzie w;€(—n,n)NQ C (—m,m)NQ.
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18.7.2 fo(1)=a.

Funkcja f, jest dodatnia, jest przedhuzeniem funkcji f,, fo(0)=1
Jesli a > 1, to funkcja f, jest Scisle rosnaca, fi(z) = 1 dla
kazdego x € R, jesli 0 < a < 1, to funkcja f, jest Scisle malejaca.

Dowdéd.  Niech f, oznacza ciagle przedtuzenie funkcji f,, , ktére-
go istnienie zostalo wykazane w lemacie poprzedzajacym to twier-
dzenie. Niech z,y € R. Istnieja ciagi liczb wymiernych (vy,)
i (wy) zbiezne odpowiednio do = i y. Zachodzi wiec réwnosé

lim (v, +wy,) =z +y. Z ciagltosci f, wynika, ze

n—oo

fa(@) - faly) = lim fa(vy) - lim fo(w,) =
= lim (fa(vn) falwy)) = lim Falvn +wn) = f(x +y).

Oczywiscie f,(1) = f.(1) = a. Wykazalismy, ze funkcja ciagla f,
ma obie wlasnosci.

Wykazemy, ze jest tylko jedna funkcja ciagla speliajaca oba
warunki. Z pierwszego warunku wynika, ze g(z)=g(%) - g(5) = 0.
Jesli g(x) =0, to a =g¢g(1) = g(x)g(1 —x) = 0 whbrew temu, ze
a > 0. Wobec tego g(z) > 0 dla kazdego x. Dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi réwnosé¢ g(1) = g(n- ) = g(1)", zatem
g(2) = /a. Jedli k,n sa liczbami naturalnymi, to g(£) = g(1)*,
zatem g(£) = Vak = ab/™ . g(0) = g(0 4+ 0) = ¢(0)2, zatem
9(0) = 1 (wiemy, ze g(0) > 0). Stad 1 = g(0) = g(z)g(-=),

zatem g¢(—x) = ﬁ) dla kazdego x. W szczegdlno$ci mamy

(
g(—E)= 9(1%) = = = a "/, Wykazalismy wiec, ze dla kazdej

liczby wymiernej w zachodzi réwnosé g(w) = a® = f,(w). Stad
i z ciagltosci g wynika, ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢

g(z) = fo(x), co konczy dowdd jednoznacznosci.
Zatézmy teraz, ze a > 1 i x < y. Istnieja takie ciagi liczb
wymiernych (v,) i (wy), z¢ x = lim v, i y = lim w,. Dla

dostatecznie duzych n mamy v, < w,, wiec fq(v,) < fo(wy),
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wobec tego fo(x) = lm fo(vn) < lm fo(wn) = fuly), wie

fa(x) < fa(y). Istnieja takie liczby wymierne v, w, ze x < v <

<w <y, zatem fo(z)< fo(v) < fa(w) < fa(y), wiee f(x) < f(y).
W taki sam sposob dowodzimy, ze funkcja fi jest stala, a dla

0 < a <1 funkcja f, jest Scisle malejaca. B

Definicja 18.8 (potegi i funkcji wykladniczej)

Funkcje ciagla f, , ktéra spelnia warunek f,(1) = a oraz warunek
folx +y) = fo(x)fa(y) dla z,y € R, nazywamy funkcja wyklad-
nicza o podstawie a. Jej wartos¢ w punkcie x oznaczamy przez

xT

a” 1 nazywamy potega liczby a o wykladniku z. B

Uwaga 18.9 Zamiast zakladac¢ ciaglos¢ funkcji a® mozna zakla-
da¢ jej monotoniczno$¢ lub ograniczono$¢ na pewnym otwartym
przedziale zawierajacym 0. Dowody wcale nie sa trudniejsze od

podanego przy zalozeniu ciagltosci. B

Uwaga 18.10 Jedli f:R — R jest funkcja ciagla (albo monoto-
niczng), dla ktérej réwnosé¢ f(z +y) = f(x)f(y) dla dowolnych
x,y € R, to albo jest f jest funkcja zerowa, albo istnieje taka
liczba a > 0, ze f(x) =a” dla kazdego x € R. W

Uwaga 18.11 Mozna wykazac istnienie funkcji nieciaglych spel-

niajacych réwnanie f(x+vy) = f(x)f(y). &

Przyklad 18.2 Niech exp(z) = Z% WykazaliSmy juz, ze
n=0

exp(r + y) = exp(x) exp(y) (przyklad 16.18) i ze funkcja exp jest
ciagla (przyklad 17.31), wiec exp(z) = (exp(1))” dla x € R. m

Przyklad 18.3 Niech Exp(z) = lim (1 + Z)". Udowod-

n—oo

niliSmy w rozdziale pierwszym, ze ta funkcja jest dobrze okreslona
dla kazdego = € R oraz, ze Exp(xz +y) = Exp(z)Exp(y). Dla

kazdego x i dla n > —x zachodzi nieréwnosé (1 + %)n >14+x,
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ktora wynika z nieréwnosci Bernoulliego, wiec Exp(z) > 1+ =
dla kazdego z € R. Stad Exp(z) = 1

1
Exp(—=x) S 1—x
Wobec tego lir% Exp(z) = Exp(0) = 1, zatem funkcja Exp jest

dla =z < 1.

ciagla, o czym przekonujemy sie tak, jak o ciaggtosci funkcji exp

w koncu przykladu 17.31. Stad wynika, ze dla kazdego x € R

x

zachodzi réwno$¢ Exp(x) = (Exp(l))x =e
lim (1+3)" =e=lim (1+4+&+--+3),zad 15.30. ®

n—oo n—oo

. Przypomnijmy, ze

Przykiad 18.4 7 rozumowania w poprzednim przykiadzie wy-

nika, ze dla kazdego = € R zachodzi nieré6wnos$¢ e* > 1 + x. Jedli

e o e x __ 1 1 . 1
r<1,toréwniez 14+ x <e == < T = T (]

Twierdzenie 18.12
Dla dowolnych liczb dodatnich a,b i dowolnych liczb rzeczywis-

tych z,y zachodza nastepujace wzory:

= = (@) = ) = (§) =

x

—x x

Dowéd. a=*-a® = a® = 1, wiec pierwszy zostal udowodniony.
a® Y -a¥ = a”, co dowodzi drugi z kolei. Jesli z € R, to a®* > 0.
Ustalmy x. Niech g(y) = (ax)y i h(y) = a™¥. Zachodza réwnosci
g(l) = (ax)l =a® =a®! = h(1). Mamy tez

gly +2) = (a")""" = (a")" - (a")" = g(y)g(2) oraz

h(y + 2) =a®Wt?) = q®v+22 = 29427 = h(y)h(z).
Funkcja ¢ jest ciagla jako wykladnicza o podstawie a®, a funkcja
h jako ztozenie funkcji linowej i wyktadniczej. 7Z twierdzenia o
jednoznacznosci funkceji wykladniczej wynika, ze dla kazdej liczby
y zachodzi réwnosé ¢(y) = h(y), czyli (a””)y = a” . W taki sam
sposéb mozna udowodnié¢ réwnosé (ab)® = a®b*. 7 niej wynika,

ze (%)ng—z. N

Twierdzenie 18.13

Jesli a>1,to lim a*=01i lim a* = .
r——00 r— 00

Jesli a<1,to lim a*=o00 i lim a* =0.
r— —00 r— 00
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Dowdéd. Funkcja a” jest monotoniczna, wiec wszystkie granice
istnieja. Jesli a > 1, to lim a" = oo, zatem lim a* = ©.
n—oo r— 00

W pozostatych trzech przypadkach postepujemy podobnie. B

Twierdzenie 18.14 (o wypukloéci funkcji wykladniczej)
Funkcja wykladnicza a® jest wypukla, jesli 0 < a # 1, to jest
Scisle wypukta.

Dowédd. Jedli o #y i 0 <a #1,to 0< (ax/2 —ay/2)2 =
—a® 4+ a¥ — 2a*TY)/2  zatem oTY)/2 < s(a®+a¥), co w $wietle
twierdzenia o wypuklosci funkcji ciaglej konczy dowdd Scistej wy-

pukitosci, gdy 1 #a > 0. B

A

v

Wykresy funkcji y = a”

Twierdzenie 18.15 (o obrazie funkcji wykladniczej)
Jedli 0 < a # 1, to dla kazdej liczby dodatniej y istnieje doktadnie

jedna taka liczba rzeczywista x, ze y = a®.

Dowéd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze a > 1. Mamy wte-
dy lim a® = oo i lim a® = 0, wiec istniejg takie liczby a

/

ix’, ze a® <y < a*’" . Funkcja wyktadnicza jest ciagla, wiec
ma wlasnosé przyjmowania wartosci posrednich (Darboux), zatem
istnieje taka liczba = € (2/,2"), ze y = a*. Ze Scistej monoto-
nicznodci funkcji wykladniczej wnioskujemy, ze taka liczba = jest

co najwyzej jedna. W
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Twierdzenie, ktore wlasnie udowodniliémy mozna wypowie-
dzie¢ w nastepujacy sposéb: obrazem funkcji wykladniczej o pod-

stawie a € (0,1) U (1,00) jest potprosta (0,00).

Definicja 18.16 (logarytmu)
Niech 0 < a # 1. Logarytmem liczby y > 0 przy podstawie a
nazywamy taka liczbe z € R taka, ze y = a®. Piszemy wtedy
x = log, y. Funkcje, ktora liczbie y przypisuje jej logarytm przy
podstawie a nazywamy logarytmiczna. B

Mozemy wiec napisa¢ réwnosé a'°%«* = . Funkcja logaryt-
miczna o podstawie a jest funkcja odwrotna do funkcji wyktad-
niczej o tej samej podstawie. Z definicji logarytmu, z wlasnosci

poteg i twierdzenia o ciaglosci funkcji odwrotnej wynika

Twierdzenie 18.17 (o wlasno$ciach logarytmu)

Niech a,b > 01 a#1#0b. Wtedy
18.17.1 log,1 =0;
18.17.2 log,(xy) = log, « + log, y dla dowolnych z,y > 0;
18.17.3 log, % = log, * — log, vy dla dowolnych z,y > 0;

18.17.4 log, (:cy) = ylog, x dla dowolnego = >0 1 y € R;
1

18.17.5 log, = = —log, x dla dowolnego x > 0;

x

18.17.6 log, = = igi—zz dla dowolnego z > 0;
18.17.7 funkcja logarytmiczna jest ciagla na (0, 00);
18.17.8 jesli a > 1, to funkcja wykladnicza log,x jest Scisle

rosnaca, a jesli 0 < a <1 — $cisle malejaca. W

Twierdzenie 18.18 (o wypuklosci logarytmu)
Jesli 0 < a < 1, to funkcja log, jest Scisle wypukla, jesli a > 1,
to funkcja log, jest Scisle wklesta.
Dowdd. Niech x#y beda dowolnymi liczbami dodatnimi i niech
0 <p< 1. Ze écislej wypuklosci funkcji a® wynika, ze

aP 108, z+(1—p)log, y palogam + (1 _p>alogay = px + (1 _p)y.
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Jesli 0 < a <1, to funkcja log, jest Scisle malejaca, wiec
plog, z + (1 —p)log, y > log,(pz + (1 — p)y)

a jesli a > 1, to funkcja log, jest Scisle rosnaca, wiec
plog, z + (1 —p)log, y <log,(pz + (1 —p)y).

Dowdd zostal zakonczony. B

W twierdzeniu 18.13 podane sa granice funkcji wykladniczej

w +o00. 7Z tego twierdzenia wynika od razu

Twierdzenie 18.19

Jesli a >1,to lim log,z =00 i lim log,z = —o0.
T—00 z—0
Jesli 0 <a<1,to lim log,z =—o0co0 i lim log,z =00. W
T—00 z—0
A
a>1
(1.0) >

0<a<l1

Wykresy funkcji y = log, z

Uwaga 18.20 (po co nam logarytmy)

Logarytmami zaczeto zajmowac sie na poczatku XVII wieku. Ce-
lem bylo uproszczenie skomplikowanych obliczen pojawiajacych
sie w roznych sytuacjach, gléwnie w astronomii. Nie bylo wte-
dy komputeréw, kalkulatoréw — obliczano wszystko ,,recznie”.
Opublikowanie tablic przez Johna Napiera w 1614 r logarytmicz-
nych, a nastepnie w 1624 r tablic logarytméw dziesietnych (czyli
o podstawie 10) przez Henry Briggsa uproscito obliczenia: mozna
byto zastapi¢ mnozenie dodawaniem, pierwiastkowanie — dzie-
leniem logarytmu przez stopien pierwiastka itd. Chcac znalezé

iloczyn xy mozna bylo znalezé w tablicach logarytméw liczby
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log, = i log, y, nastepnie doda¢ je, bo log,(xy) = log, = + log, v,
odszuka¢ w tablicach liczbe log,(xy), by odczytaé czemu jest réw-
ny iloczyn. Podobnie mozna potegowac, pierwiastkowac, dzieli¢.
Dzi$ rachunki przeprowadzaja za nas urzadzenia elektronicz-
ne i malo kogo obchodzi, jak one to robig. Tym nie mniej jest
drugi bardzo istotny powdd uzywania logarytméw. W sytuacjach,
w ktorych mamy do czynienia z liczbami bardzo réznej wielkosci
warto te liczby zlogarytmowaé. Podstawowe przyktady to skala
trzesien ziemi, jasnosci gwiazd, wystepujacy w chemii czynnik
pH i wiele innych. Jesli pojawiaja sie czasem liczby wielkosci
107 a czasem liczby rzedu 107, to jest klopot z kontrola ich
wielkosci, z rysowaniem wykreséw itp. Po zlogarytmowaniu (przy
podstawie 10) mamy do czynienia z liczbami od —7 do 7, ktore
znacznie latwiej mozna kontrolowac¢. Nie wydaje sie, by w dajace]
sie przewidzie¢ przysztosci zrezygnowano z logarytmow. B
Bardzo wazna role w matematyce peli funkcja wyktadnicza
o podstawie e i wraz z nia logarytmy o tej samej podstawie.
Zwane sa one naturalnymi. W istocie rzeczy one pojawily sie przed

dziesietnymi.

Definicja 18.21 (logarytmu naturalnego)
Logarytmem naturalnym liczby = > 0 nazywamy liczbe log,
ktora oznaczamy symbolem Inz. B

Poniewaz e ~ 2,718281828 > 1, wiec funkcja In jest Scidle
rosnaca i $cisle wklesta.

Zajmiemy sie dalszymi wlasnosciami funkcji wyktadniczych
i logarytmicznych.

Twierdzenie 18.22

Dla kazdej liczby dodatniej a istnieje granica }lLin% % :

Dowodd.  Istnienie skonczonych granic jednostronnych wynika

z wypuklosci funkcji wyktadniczej, co udowodniliSmy w poprzed-
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nim rozdziale (zob. twierdzenie 17.54). Wystarczy wykazaé¢ ich

7 z 7 . h — _ —h 7h_
réwnosé. Mamy lim a" = 1 i “Tl = ah% = aha—hl .
h—0 -
, , . : .. _ ol —
Z tych réwnosci wynika od razu, ze lim ¢ L —1. lim 2= co

h—0— h—0t Cho

konczy dowod twierdzenia. W

Przyklad 18.5 lim % = 1. Wiemy juz (przyktad 18.4),

z—0
jesli z < 1,to 1+ < e < 1+(1—m) = i :l—l—x—i—%, a stad
wnioskujemy, ze 0 < W < 1|_| —O>O Stad wynika, ze
lim —ew_(xl““) =0, bo em—(xl-l—ac) = = _|(xl|+“”)% a funkcja % jest

x—0

ograniczona. W

Przykiad 18.6 lim “—= =1Ina. Dla a =1 obie strony réw-

x—0

nosci sa rowne 0. Zalézmy, ze 0 < a # 1. Wobec tego zachodzi

a®—1 emlna_l emlna_l

réwnos¢ = = ‘Ina. 7 tej réwnosci i tego, co
X X T in a
wykazaliSmy w poprzednim przykladzie wynika dowodzony wzor.
. z+h__ = . h__
Dodatkowo lim “—=% = a” lim “Tl =a*lna. B
h—0 h—0

Uwaga 18.23
Czytelnik zechce wykazac, ze jesli dla kazdej liczby rzeczywistej x

zachodzi nieré6wnos¢ a* > 1+x,to a=e. B

Przyklad 18.7 Jedli ¢ > —1, to > In(1l 4+ z) przy czym
réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = 0. Te nieréwnos¢

otrzymujemy logarytmujac znana juz nieréwnosé¢ e* > 1+ x. H

Przyklad 18.8 Jesli z > —1, to In(1 +2) > {7 .
Mamy % = —1+1+—x > —1, zatem 1:_—”; >In(l+ %) =
—lnT —In(1+x), czyli In(1+2) > 7. |

Przyklad 18.9 Wykazemy, ze lim (1+$) =1.

x—0

Wynika to z nieréwnosci x > In(1+z) > 7 =2+ 1 1+_9c , bo z niej

wynika, ze 0 <z —In(1+z) < 1”1—295 u
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Uwaga 18.24

Funkcje wykiadnicze stuza do opisywania wielu zjawisk. Roz-
wazymy dwa przykilady: zmiana dlugosci metalowego preta pod
wplywem zmiany jego temperatury i ubytek masy pierwiastka pro-
mieniotworczego z uplywem czasu. Jak wiadomo ,, przyrost Al
dtugosci metalowego preta odpowiadajgcy przyrostowi At jego
temperatury jest proporcjonalny do jego dtugosci ¢”. Podobnie
ubytek Am masy prerwiastka promieniotworczego w czasie At jest

proporcjonalny do masy m.

Oznaczmy przez £(t) dtugo$é preta w temperaturze t. Wtedy
Al =0(t+ At) — £(t) . Jesli wspoélezynnik proporcjonalnosci ozna-
czymy przez k, to Al = kf(t). Oczywiscie réznym przyrostom
temperatury odpowiadaja rézne wartosci wspoétczynnika k, wiec
nalezy mysle¢ o k jak o funkcji zmiennej At. Ta funkcja oczywis-
cie jest rosnaca — wiekszy przyrost temperatury powoduje wieksze
wydluzenie preta. Jesli h jest liczba rzeczywista, to

0t +h) = L(t) + k(h) - £(t) = (14 k(h)) (1)

Dla dowolnych liczb hi,hy mamy wiec (1 + k(hy + ho))Ll(t) =
=0(t+hi+he) = (1+k(h2))l(t+h1) = (1+E(ha)) (L+K(h1))L(2).
Niech f(h) = 1+ k(h). Z otrzymanej réwnosci wnioskujemy, ze
f(hi+hs) = f(h2)f(h1), wiec funkcja f jest funkcja wykladnicza
(jest rosnacal!). Istnieje wiec taka liczba a > 1, ze dla dowolnego
h zachodzi réwnoéé f(h) = a.1%3Niech A = Ina. Mozemy
napisa¢ f(h) = e. Wtedy £(t + h) = e*/(t). Liczba A\ nazy-

wana jest wspotczynnikiem rozszerzalno$ci cieplnej metalu. Dla

1

: ~ -5
zelaza mamy A~ 1,2-107° =5 .

18.3 W istocie rzeczy funkcja k, wiec réwniez funkcja f, jest okreslona je-

dynie w pewnym otoczeniu 0, bo w wysokich i w niskich temperaturach
prawo fizyczne, do ktérego odwolaliSmy sie juz nie dziala, np. w wysok-

iej temperaturze metal staje sie ptynny. Jednak mozna twierdzenie charak-
teryzujace funkcje wykladnicza udowodni¢ w przypadku funkcji okreslonych
na przedziale postaci (—6,5), wtedy réwnanie f(z+y)=f(z)f(y) ma byé
spelione, jesli z,ye(—4,8) i z+ye(—4,9) .
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Jesli 0 < Ah < 1, to 0 < e — (1+ Ah) < QA YWy6r

22
l—x

definiuje funkcje scisle rosnaca na przedziale [0, 1), bo licznik
rosnie a mianownik maleje. Przyjmijmy, ze réznica temperatur
miedzy zima, i latem wynosi nie wiecej niz 50° C, a dlugos¢ szyny
kolejowej jest réwna zima 20 m. Wtedy (h =50, ¢(t) = 20)
(14+Ah)E(t) = (1+1,2-107°-50) - 20m = 20m + 1,2 - 10~ 2m,
zatem w przyblizeniu dlugosé¢ szyny latem jest wieksza o 12 mm
niz zima. Blad, ktéry popehiliSmy jest mniejszy niz
20- 810 0° <90 (6-1074)2 - (1+7-1074) =
=7,2-107%+5,04-1072 < 7,3-107% < 107°.
To w metrach, wiec ten blad jest mniejszy niz 0,01 mm. Taki
blad zadnego praktycznego znaczenia w tym przypadku nie ma,
bo z taka dokladnoscia szyny nie sa mierzone! Dlatego zamiast
funkcji wyktadniczej stosowana jest w takich sytuacjach liniowa,

ktora przyblizamy wlasciwa funkcje.

Zupekie inaczej jest w przypadku rozpadu promieniotworcze-
go, chociaz wzor, ktory otrzymujemy, wyglada prawie tak samo:
m(t + h) = eMm(t). Tym razem X < 0, ale to nie jest gléwna
roznica. Wazne jest to, ze czesto interesuje nas tzw. okres poto-
wicznego rozpadu, czyli takie h > 0, ze eM = % = %, czyli
A =—In2~ —0,6931. W tym wypadku otrzymujemy

e — (14 Ah) =1 —(1-0,693) =0,193,
a to oznacza, ze wzoru przyblizonego stosowa¢ w tej sytuacji nie
mozna. Obliczenia, w ktéorych Ah ~ —In2 sa czesto wykony-
wane. Przy ustalaniu wieku zabytkéw zawierajacych substancje
organiczne mierzona jest zawartoéé radioaktywnego wegla 14C,
tzw. radiowegla. Czas obliczany jest z wzoru m(t + h) = e m(t)
— znamy wspOlczynnik A\, czas t + h, w ktérym dokonujemy
pomiaru, mase radiowegla m(t + h) w chwili dokonywania po-

miaru, m(t) — mase radiowegla w zywej substancji organicznej
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(w zywych organizmach stosunek masy radiowegla do masy wegla
jest staly, a po Smierci maleje, bo nowy wegiel radioaktywny juz nie
jest dostarczany i jego zawartos¢ zmniejsza sie dwukrotnie w ciagu

06931 _ —
okoto 5730 lat, tzn. \ ~ —==2= ~ 1,2096 - 10 .

Definicja 18.25 (funkcji potegowej)

Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista. Funkcje postaci z¢
nazywamy funkcja potegowa. Gdy a > 0 jej dziedzina jest poét-
prosta domknieta [0,00), gdy a < 0 — pdlprosta (0,00). H

Czasem mozna przyjac, ze dziedzina jest wieksza, np. mozna

uwazaé, ze dziedzing funkcji x=3/° = \571_3 jest zbidr liczb réznych

od zera (mozna dopusci¢ ujemne argumenty). Trzeba jednak wte-
dy wszystko doktadnie kontrolowaé¢, bo ujemna podstawa potegi

moze powodowac¢ niewykonalnos¢ niektérych operacji.

Twierdzenie 18.26 (o wlasno$ciach funkcji potegowej)
Funkcja potegowa x® jest ciagla w calej swej dziedzinie;
jesli a > 0, to jest ona $cisle rosnaca na pétprostej (0,00),

jesli a =0 — stata a jedli a < 0 — malejaca.

Dowéd. Mamy z% = e*"?  czyli funkcja potegowa jest zlo-

zeniem funkcji alnx i funkcji $cisle rosnacej e* argumentu z.
7, punktu widzenia monotonicznosci nie rézni sie od znanej nam

juz funkcji alnz. W

Twierdzenie 18.27

Jesli a <0, to lim 2 =01 lim 2% = 00;

T—00 x—0
jesli a =0, to 2* = 2° =1 dla kazdego = > 0;

jesli a > 0,to lim 2 =00 i lim z% =0.

r— 00 x—0

Dowdéd. Wynika to natychmiast z wlasnosci logarytmu natural-

nego i funkcji wyktadniczej. B
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1 Wykresy funkcji y = =

Zajmiemy sie wypukloscig funkcji potegowej.

Lemat 18.28
Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnych liczb dodatnich a # b

. . , , o, n n n n n-+4+1 n-+4+1
zachodzi nier6wnosé 7/ % < " % .

Dowdd. Nieréwnosé, ktora zamierzamy udowodnié jest réwno-
"< 2(ant 4 7)™ Udowod-
nimy ja indukeyjnie. Dla n = 1 mamy (a+b)? < 2(a?+b?), czyli
2ab < a2 +b? tzn. 0 < (a — b)?, co jest prawda, bo a # b.

wazna nastepujacej: (a" + b")

Zal6zmy nastepnie ze dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi
nieréwnosé (a™ + b”)m—l < 2(a"tt + b"*l)n :
Mnozac nieréwnosé 2ab < a? + b? przez a™b™ > 0 otrzymu-
jemy 2a™ 1ol < @b t2 4 g™ T2h" | stad mamy
a2 2 o 9gqntlpntl L p2nd2 o 2042 o gnpnt2 4 gn2pn 4 p2nd2
wiec (a"tt + b’“‘l)2 < (a"*? 4+ ") (a™ + ™). Stad otrzymu-
jemy (a”+1 + b”+1)2n+2 < (a”+2 + b”+2)n+1 (a" + b”)nJrl , wiec
(@n+! 4 Lyt (gnd2 y pnd2)ndtl

(CL” + bn)n+1 (an+1 + bn+1)n

. Ostatnio otrzymana nie-

réwnos¢ mnozymy przez te z zalozenia indukcyjnego i otrzymu-
jemy (a™t1 + b”+1)n+2 < 2(a"*? + b”+2)n+1, czyli teze induk-
cyjna. Dowdd zostal zakonczony. W

Z, udowodnionego lematu wynika
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Whniosek 18.29

Jesi m<n,a#biab>0,to T/am-l-bm n/an+bn

Podstawiajac w tym wniosku a = {/z i b = {/y i podnoszac
nieréwnos¢ obustronnie do potegi m otrzymujemy nieréwnosé
1(,.m/n m/n z+y m/n
3 (am/mymin) < ()T

Przyjmujac z = u™/™, y = v"™/™ otrzymujemy

§(ut o) < ()

co mozna przepisa¢ w postaci (“;”)n/m < %(u”/m —l—v"/m) . Stad

wynika nastepujacy

Whniosek 18.30 Jedli 0 <r<1<s, r,s € Q, to funkcja x”

jest Scisle wklesta, a funkcja x® — Scisle wypukia. B

Lemat 18.31 (o pochodnej funkcji potegowej)

}lbin%) W = at®1 dla kazdego t > 0 i kazdego a € R.

Dowéd. Dla a = 0 teza jest oczywista. Dalej a # 0. Wtedy

. t+h)® —t* ean(t+h) _galnt .. gln(t+h)—alnt

lim &R =t i - lim =

h—0 h h—0 aln(t+h) alnt ;70 h
. In(14+%2 _ )

= e?lnt .. hmw-l =t*.q-1-1 =qat* ! — wynika to
h—0 T ¢ ¢

z twierdzen z przykiladow 18.5, 18.6 i 18.9.

Twierdzenie 18.32 (o wypuklosci funkcji potegowej)
Jesli a > 1, to funkcja x® jest Scisle wypukla.
Jedli 0 < a <1, to funkcja x* jest Scisle wklesta.
Jesli a < 0, to funkcja z* jest Scisle wypukta.
Dowdd. Niech 0 < x < y. Jedli a > 1, to istnieje ciag (sy)
liczb wymiernych, wiekszych od 1 zbiezny do a. 7 wniosku
poprzedzajacego to twierdzenie wynika, ze dla kazdego s, za-
chodzi nier6wnos¢ (%)s” < %(azsn + ysn) . 7 ciaglosci funkcji
wykladniczej wynika, ze speliona jest nierownos¢

(551)" = lim (5)™ < lim F(z +y*) < 52 +37).

Z niej i z twierdzenia o wypuktosci funkcji ciaglej wynika, ze funk-
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cja % jest wypukta.
Zalézmy, ze nie jest Scisle wypukla. Istnieja wtedy takie liczby
O<z<uy, ze (%)a = %(:c“—l—ya).

. ., , . . a zH+y\@ x4y \O a
Wynika z tej réwnosci, ze y® — (Ty) = (Ty) — % =
Z%(y“ — :c“). Poniewaz funkcja x® jest wypukla, wiec funkcja

Q) = ti:ia zmiennej t jest niemalejaca (twierdzenie 17.53 z po-

przedniego rozdziatu). Z zalozenia o punktach x,y wynika, ze

T (m)a —x® ya —x¢ . .
Q(%) = 2 == = - = Q(y). Stad wynika, ze
2

funkcja @ jest stala na przedziale [%,y} , jej jedyna, wartodcia,

na tym przedziale jest liczba A := yr =zt Wynika stad, ze jesli

Yy—x
t e [xzﬂay]a to —ti:f = A, wiec t* = A(t — x) + z*. Wobec
tego at®~! = lim W=t _ pyy Aldhoa)tet—AG-z) et _ 4
h—0 h h—0 h

dla kazdego t € (%,y), co jest niemozliwe, bo funkcja at®~!

jest Scisle rosnaca, zatem nie jest stala na zadnym przedziale.

Podobnie dowodzimy, ze funkcja x® jest wklesta, gdy w przy-
padku a € (0,1). Jesli a < 0, to funkcja % = e?™% jest zloze-
niem funkcji $cisle wypukiej alnx i Scisle rosnacej funkceji Scisle
wypuklej e¥ | wiec jest Scisle wypukia. W

Podany tu dowod twierdzenia jest zaskakujaco dlugi. Pdzniej
bedziemy w stanie podaé znacznie krétszy (w dwédch wierszach),

ale na razie brakuje dobrych narzedzi do zrealizowania tego celu.

Przyklad 18.10 Uogdélnimy nieréwnos¢ Bernoulliego, miano-
wicie udowodnimy, ze jesli x > —1 i x # 0 oraz

jesli a <0 lub a>1,t0 (1+x)*>1+ax;

jedi 0<a<1l,to (1+2)*<1+azx.

(14x)*—1

x

ealn(l+m)_1 ‘ 11’1(1+$) ‘
aln(l4x) x

= lim

== a7
x—0

Dowéd. Mamy lirr%)
bo, jak udowodniliSmy wczesniej, lim n+2) — 1§ lim €= = 1.
z—0 x z—0 T

Jesli a < 0 lub a > 1, to funkcja (1 + x)® jest $ciSle wypukla
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(142)°—1
I

na pétprostej (—1,00), wiec funkcja jest Scisle rosnaca

na zbiorze (—1,0) U (0,00). Wynika stad, ze jesli = € (—1,0),

. . / ad 1 a_l . 1 a_]. / . /7
to zachodzi nieréwnosé % < lim % = a, za$ jesli
z—0~
. . (14a)%—1 : 142)%—1
2 >0, to — nieréwnogé LF2=L 5 iy UHa) =l o
r x—0t r

W przypadku 0 < a < 1 rozumujemy tak samo korzystajac

ze Scistej wklestosci funkcji «%. W

Przykiad 18.11 Dla dowolnych liczb aq,a9,...,a, > 0 za-

chodzi nieréwnos¢ {/ai-az-... a, < %(al +as + -+ an).
Réwnos¢é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a9 = ... = a,.
Mozemy zatozy¢, ze liczby aq, as, ..., a, sa dodatnie. bo

jesli jedna z nich jest réwna 0, to lewa strona nieréwnosci tez jest
zerem, wiec nieréwnos¢ jest spelniona. Dowodzona nieréwnosc
réwnowazna jest nieréwnosci

ln%(a1+a2+---+an) > %(lna1+lna2+---+lnan),
a to jest nieréwnos$¢ Jensena dla funkcji Scisle wklestej In ze

wszystkimi wagami rownymi % . i

Przyklad 18.12 7 wypuklosci funkcji potegowej z¢ dla a > 1
i z nieréwnosci Jensena wynika, ze

(P121 + P22 + - + pu®p)® < p12f + p2xs + -+ Pay,
dla dowolnych nieujemnych liczb x1,x2,...,2, 1 p1,p2,-..,Pn,

jesli p1 +p2+ -+ +pp=1.

Niech 0 < ¢ < d i niech ay, as, ..., a, beda liczbami
dodatnimi. Przyjmujemy z; = af dla j = 1,2,...,n 1 a = %.
Otrzymujemy

d/c

(pra§ + paa$ + - - + pral )¢ < prad + pead + - - + ppal

co mozna zapisa¢ jako
(pra§ + paa§ + - - - + ppal)/e < (prad + pead + - - + ppad)t/e.

W szczegdlnosci, gdy p1 =pa =...=p, = % , otrzymujemy:

(a§+ag+---+a;>1/c< <a§+a§+---+ag>1/d -
~ .

n n
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Przyklad 18.13  (Nieréwnos$¢ Holdera)
Dla dowolnych liczb nieujemnych aq,as,...,a,,b1,b2,...,b, ido-
wolnych takich liczb p,q > 0, ze ]% + % = 1 zachodzi nieré6wnos¢:
a1by + agbs + -+ - + apb, <

<(a@+a5+ - +ar) P (T 4 bL 44 b)
Dowdd. 7 réownosci % + % =1 wynika, ze p > 1, ¢ > 1 oraz

1l 11 _p1

q p
wypukta, jak to wykazaliSmy wczesniej. Mozemy zastosowaé do

. Poniewaz p > 1, wiec funkcja xP jest Scisle

niej nierowno$¢ Jensena. Bez straty ogdlnosci mozna zalozy¢, ze
wszystkie liczby by, bs,...,b, sa dodatnie, gdyby dla pewnego j
bylo b; = 0 wykazalibySmy nieréwnos¢ dla liczb ai, ..., a;_1,
Aj41y «vovy Qn, biy, ooy bj—1, bjg1, ..., by, & Wigc z tg sama

lewa strong a prawa by¢ moze mniejsza (gdy a; > 0) niz do-

pp/ (P—1)
celowa. Przyjmijmy p; = S 55= - Mamy wtedy

RN
- ’ 4 e-n
J p/(p—1
> asb; vl n
j=1 b

— = j=1 .pr/(p—l) <

- q p/(p—1) =1
>0 20
j=1 =1

n p

Z @ pp/e-1)

. bp/(p—l) J

< J=1"7j

i p/(p—1) .Z1b€/(p_l) B 216#5,
b, = 7=
1=1

a ta nieréwnosc¢ jest rownowazna dowodzonej.
Dla p = q¢ = 2 otrzymujemy nieréwnos$¢ Schwarza, tzn. stwierdze-
nie, ze iloczyn skalarny wektoréw (ai,as,...,an,) i (by,ba,...,by)

jest nie wiekszy niz iloczyn ich dlugosci. B

Zadania
Ponizej symbol log oznacza log,y, czyli logarytm dziesietny.

1. Znalez¢ przyblizenie log4, logh, log6, log8, log9, loglb
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A

. Rozwiazaé¢ réwnanie 1 + log,(2log;qa — ) - log, b =

wiedzac, ze: log2~20,30103, log 3~0,47712, log 7~0,84509.

. Uproscié
a. 719819 5—1 b. 1251982516,
c. logs7-logyg 53 d. log,47-log; 32.

Znalez¢ logs, 168, jesli a = log, 12 1 b = log;,24.
Znalez¢ logs, 8, jesli a =logs,3 1 b =logsy 5.
Znalez¢ logg 20, jesli a =logy2 1 b =1log;y3.

Wykaza¢ bez tablic i urzadzen elektronicznych, ze
a. 5 >log;;2>0,3;

. Rozwiagza¢ réwnanie

log x+47

a. logy(r +2)log,2=1j; b. z— & =107+,
c. logy(9° 1 4+7) =2 +1logy (3% 1 +1);

d. log(z®+8) —log(x +2)=1; e. log,7+log,.7=6;
f. log(5—2)+2log/3—2=0; g. 100x'°8% = 23;

h. log(152 + 23) — 3log(z + 2)=0; i. z!/lg= =107

i (V- ) +(v2+ ) —4; k. 9447 =2.67;
1. xlogx:i I :clogleO;

m. log,(x+12)log,2=1
(\/\/:1:2—8:1:+9+\/:1:2—8:1:+7> n

—l—<\/\/x2 — 8z +9— V1?2 —8:c—|—7> = 21+0,25z

log(z?) log (x> log(z* a9,
fogo)? T Toga)® T Togay® T = 83

oO.

2

1 1
Vitz—1 V1tz+1

p xlog2 z+log(z®)+3 —

logb x’

jesli a >0 1 0<b#1 sa danymi liczbami rzeczywistymi.

. Rozwiaza¢ réwnanie 1+ log, 3=% = (log;,(log;, a) — 1) log,, 10

zakladajac, ze a > 0 jest dang liczba rzeczywista.
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10. Ile rozwigzan ma rownanie 2% = x + 3. Znalezé jego pier-

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

wiastki z dokladnoscia do 0,01.

Rozwiaza¢ ukiad rownan

x-l—y — le3

y+1—27 4 {y—40
{ - 3Y = 648,

Ty = 64 L2V = 432;

logs z + log, y + log, 2 = 2,
logs y 4 logg 2 + logg x = 2, h.
log, z 4-logyg x +logisy = 2;

{logyx+logxy—— £

log, 10 + log, 10 = 5 . 3T — 29 =177,
logygz +logygy = I8 -2f = 7
Y =2y -2,

k. ¢ Va2 +524+2y—3+ /a2 +at+y+2=
=2 +4r+3y — 2+ /22 + 2y + 3.

Rozwiaza¢ nieréwnosc¢ log, x > 6log,a —1,jesli 0 <a < 1.

Rozwiazac nier6wnosc log, 2 <log, 4, jesli 0 <p < i :
log,, (35—x°)
log, (5—x)
Dowies¢, ze jesli a >0, b >0, c>01ia#b#c#a,to

b a+tbtc)atbte
a®b’c® > (—3 ) .

Rozwiaza¢ nieréwnos¢ >3, jesli a > 1.

Dowies¢, ze jesli a >0, b >0, ¢c>01ia#b#c#a,to

anb .c a®+b% 42 a+b+c
a®b’c <(—a+b—|—c ) )

Dowies¢, ze jesli a >0, b >0, ¢c>01ia#b#c#a,to
(b+c)*(c+a)(a+b) < (3(a+ b+c))a+b+c.
Dowiesé, ze jesli 1 £a >0, 1#b>0, 1#c¢>0, 1# x>0
i abc#1, to

log, zlog, x + log, zlog,. x + log,. xlog, x =

log, zlog, xlog, x

log, 1. ®
Dowies¢, ze jesli ai, as, ... , a, sa liczbami dodatnimi
i zadna z nich nie jest rowna 1, to
(log,, az2)(log,, as)(log,, as) -...- (log,  ap)(log, ay=1.
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20. Niech sinh(z) = 1(e* —e™®), cosh(z) = 3(e” + e~ 7). 14
Udowodni¢, ze dla dowolnych z,y € R zachodza réwnosci:
(a) sinh(z + y) = sinh(x) - cosh(y) + sinh(y) - cosh(z),
(b) cosh(z + y) = cosh(x) - cosh(y) + sinh(y) - sinh(z),
(¢) cosh?(x) —sinh?(y) =1,
(d) lim sioh@) _ 1.

21. Rozstrzygnac, czy istnieje inna para funkcji spelniajacych wa-
runki (a), (b), (c¢) i (d) z poprzedniego zadania.

22. W czterocyfrowych tablicach logarytméw dziesietnych znalezé
liczbe log2 z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku.

23. Dowies¢, ze istnieja takie liczby niewymierne a,b, ze liczba
a’ jest wymierna.

24! Udowodni¢, ze log2 ¢ Q.

25. Niech ¢1,¢9,...,¢, € {0,1,2,...,9},¢1 # 0. Dowiedé, ze dla

pewnego k € N liczba 2% zaczyna sie od cyfr ci,ca,...,cn.
26. Dowies¢, ze jesli liczby wq,ws,...,w, sa wymierne, liczby
P1,P2,-..,Pn S8 pierwsze i parami rézne, to z rownosci

wylnp; +welnps + - +wyInp, =0
wynika réwnos¢ w; =wy = ... =w, =0.
27. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nie-
rownos¢ 1—|—%—|—%—|—-"+%>ln(n—|—1)> %—l—%—l—-'-—l—%.

28. Dowies¢, ze istnieje lim (1 + % + % 4+ -+ % —In n) 185
n—oo

(e.@)
29. Dowiesc, ze szereg E L jest rozbiezny.

nlnn
n=2

(e @]
30. Dowies¢, ze szereg Z; jest zbiezny.

nln?n
n=2
1 e s . . l T _ . . . l xT . l
31! Dowiesé, ze xll_)ﬂ(’)lo (1—|— x) =ei xll_{rolo (1 m) = <.
32! Dowieéé, ze jesli a,b € R, a > 1, to lim 2 %% = .

r—0o0

18.4 Te funkcje nazywane sa sinusem hiperbolicznym i kosinusem hiperbolicznym

18.5 Ta granica nazywana jest stalag Eulera. Nie wiadomo, czy jest wymierna.
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33! Dowie$¢, ze lim 2Z =0 dla kazdej liczby a > 0.

r—00

34! Dowies¢, ze lim x*Inx = 0 dla kazdej liczby a > 0.

x—0
35! Dowies¢, ze jesli 0 < a # 1, to hn%) w = log, €
36. Znalez¢ lLim n2<(1 + %)n + (1 + %)nﬂ — 2@) )
37. Znalez¢ lim f(z), jesli f(x) =
z?/(1—x)
A (na)'/e b (s5z)”
c (w2+5x+6)m (a: +11x+20) T
° z2+6x+5 r3—x2+121 ?
13 P ¢
e (£1) f. (%3) ;
g (24) h. (14 -1)°.
38. Znalezé: a. lim £=L;  b. lim (k)0 Vo000

39.
40.
41.
42.

43.

44.
45.
46.

47.

r—1 r—1

Dla jakich a € R szereg >~ , (ln n)a jest zbiezny?

Dla jakich a € R szereg > -, a™lnn jest zbiezny?

Dla jakich a € R szereg >~ a ne—an® jest zbiezny?

Niech f:N — R bedzie taka funkcja SciSle monotoniczna, ze
dla dowolnych m,n € N zachodzi wzér f(mn)=f(m)+f(n).
Dowies¢, ze istnieje taka liczba a > 0, a # 1, ze réwnosé
f(n) =log, n zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n .
Niech a1 =2 >01 apy1 = 2% dla n=1,2,.... Dla jakich
liczb rzeczywistych = > 0 ciag (a,) ma granice?

Czy szereg > oo (—1)Inn) L jest zbiezny?

Udowodnié, ze jesli Vyer a® > 142, t0 a=ce.

Udowodni¢, ze jesli liczby aq,as,...,a, sa dodatnie, to za-
chodzi nieréwno$é Z—; + Z—i 4+ -+ aZ—;l + Z—’; >n.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b i dowolne;j

a+nb

. . . . ’ ’ 7 1
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnoéé¢ "Va - b* < rm

Dla jakich a,b,n zachodzi réwnos¢?
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Udowodni¢, ze jesli liczby aq,as,...,a, sa dodatnie, to za-

chodzi nieré6wno$¢ (ai+as—+- - -—l—an)(al—l—l—é—l—- - —1—6%) > n?.

Udowodnié¢, ze jesli liczby aq,as,...,a, sa dodatnie oraz

s=ay+as+ -+ a,, to zachodzi nieré6wnos¢

(I4a)(14ag) .. (I+an) <1+5+5+-++5.
Dowiesé, ze jedli n € N, to 2 - v4- /8- ... 2on <+ 1.

ZnaleZ¢ minimum funkcji (x—1)%(z+1)(2z+1)? w przedziale

1
2

réwnosci miedzy Srednia, arytmetyczng i geometryczna,

[— %, 1] i w przedziale [— 1,— ] . Mozna skorzystac z nie-

Wykazac, ze Inz < —1+1n10+ 75 dla 0 <z # 10.
Wykazaé, ze Inz < 3(22 —1) dla 0 <z #1.
Dowieé¢, ze funkcja xlnx jest Scisle wypukta na (0, 0).

Wykaza¢, ze jesli > 0, y > 0 i z > 0, to zachodzi
nieréwnos¢ xlnz + 2ylny + 3zlnz + (z + 2y + 32)In6 >
>(x 4 2y + 32) In(z 4+ 2y + 32) . Kiedy zachodzi réwnos¢?

42y z
Wykazaé, ze nieréwnosé (“E,’ﬂ) P % zachodzi dla
dowolnych roznych liczb rzeczywistych dodatnich z, y.

Wykazaé, ze (2 — v3)a>™3 + (2 + V3)p2V3 > 4Vab dla
dowolnych a >0 i b > 0.

Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b réwnanie
Inx = ax + b ma dokladnie dwa rozwiazania, doktadnie jedno

rozwigzanie lub nie ma rozwigzan w ogdle.

Dowies¢, ze 2177 < 2P + (1 — 2)? < 1 dla dowolnych liczb
p>1ixel01].

Dowies¢ nieréwnosci Minkowskiego (p > 1, a;,b; € R):

1/p
<

(Jar + b1|P + |ag + ba|P + - -+ + |an + b, |P)
< (|a1|p+|a2|P+---+\an|p)1/p+(|bl|p+\b2|p+---+|bn|P)1/p

271



Potegi i logarytmy

61. Niech (ay,) bedzie ciagiem liczb dodatnich. Udowodnié, ze
nastepujace trzy warunki sa roéwnowazne:
(i) szereg > °7 | a, jest zbiezny;
(ii) ciag (pn) o wyrazie p, = (14+a1)(1+az2) ... - (1+an)
jest zbiezny;
(iii) istnieje taka liczba naturalna k, ze ciag (g,) o wyrazie
Gn = (1—ar)(1—agy1)-...-(1—a,) ma granice dodatnia
i skonczona.

Uwaga. Jesli a,, # 1 dla kazdego n, to mozna przyjac,
ze k=1.
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FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

Zaczniemy od klasycznej definicji sinusa i kosinusa dowol-
nego kata. Przydlugie rozwazania beda oparte na pojeciach geo-
metrycznych, ktorych definicji nie przytoczymy. Niektére pojecia
sa, dosy¢ trudne do sformalizowania, np. obrét w kierunku prze-

ciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Doprowadzi nas do ziden-
tyfikowania pewnych wilasnosci funkcji kosinus i sinus, a potem
wykazemy, ze wyznaczaja one jednoznacznie te pare funkcji. Na-

stepnie bez uzycia geometrii wykazemy istnienie takich funkcji.
W ten sposéb ominiemy szereg trudnosci zwiazanych z geometria,
i zyskamy narzedzie, ktére pozwala je latwo przezwyciezyc¢.
Umieszczamy 191 kat zorientowany na plaszczyznie tak, by
jego pierwsze ramie (poniewaz jest zorientowany, wiec wiadomo,
ktére ramie jest pierwsze) pokrylo sie z dodatnia pdlosia OX ,
czyli ze zbiorem {(z,y): 0 <z i y = 0}. Na drugim ramie-
niu lezy pewien punkt (x,y) # (0,0). Dodatnie katy uzysku-

jemy przez obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek

zegara, a ujemne — w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek
X

zegara. Kosinusem kata nazywamy liczbe T a jego si-
x2+9y2

L . y . . . , . . .
nusem liczbe —\/m Mozna powiedzie¢, ze wierzchotkiem
y

kata « jest punkt (0,0), punkt (1,0) lezy na pierwszym ramie-
niu tego kata, a punkt (cosa,sina) lezy na jego drugim ramie-
niu; oczywiscie oba te punkty leza na okregu o srodku w punkcie
O = (0,0), ktérego promiert rowny jest 1. Katy mierzy¢ mozemy
w stopniach lub w radianach. Jesli chcemy mierzy¢ katy w ra-
dianach, to przyjmujemy, ze miara kata dodatniego jest dlugosc
luku okregu jednostkowego zaczynajacego sie na pierwszym ramie-
niu kata, ktéry konczy sie na drugim ramieniu. Np. jesli méwimy

o kacie, ktory rowny jest 7, to na jego pierwszym ramieniu lezy
punkt (1,0), na drugim — punkt (0,1), bo tuk o diugoéci 7, to

¢wier¢ okregu, zatem odpowiada on katowi prostemu.

19.1 Umieszczamy oznacza, ze stosujemy tylko przesuniecia i obroty, nie stosujemy

symetrii osiowych.
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Funkcje trygonometryczne

m2<a < T

(cosa , sim) 2

(cosp, sinp)

(0,-1)

-n<B<-m2

Na tym rysunku kat a jest réwny okolo 162° lub 2,83 radia-
na, kat 4 ma okolo —136°49’, czyli okolo —2,39 radiana.

Miara kata ujemnego jest liczba przeciwna do diugosci od-
powiedniego tuku. Jedli wyrazamy kat w radianach, to nazwa
jednostki pozostaje w domysle: np. piszac, ze kat rowny jest
myslimy, ze jest on réwny 7 radianéw. 7 definicji i z twierdzenia
Pitagorasa wnioskujemy, ze dla kazdej liczby ~ zachodzi réwnos¢
cos?y +sin®y = 1.

7. definicji kata ujemnego wynika od razu, ze spelnione sa
réwnosci cos(—a) = cosa i sin(—a) = —sina.

Zauwazmy teraz, ze obrazem punktu (x,y) w obrocie o kat
5 (dodatni, wiec w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek ze-
gara) wokot punktu O jest punkt (—y,x). Wynika to np. z tego,
ze w tréjkacie o wierzchotkach O = (0,0), (z,y) # O, (—y,x)
kat miedzy bokami wychodzacymi z wierzchotka O jest prosty
(stosujemy tw. Pitagorasa):

(2 =02+ (y—0)?] + [(~y = 0)* + (x — 0)?] = 22% + 29* =
=[z— ()] +[y—2].
oraz z tego, ze jesli (x,y) znajduje sie w pierwszej ¢wiartce ukltadu
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Funkcje trygonometryczne

wspétrzednych (z,y > 0), to punkt (—y,z) znajduje sie w drugiej
¢wiartce —y < 0 < x; jesli (x,y) znajduje sie w drugiej ¢wiartce
uktadu wspétrzednych (z < 0 < y), to punkt (—y,z) znajduje sie

~X
w trzeciej ¢wiartce (—y,x < 0) itd.

P=(x,y)=(cos t, sin t)

R=(-y,X)=(cos(t+ m/2), sin(t+m/2)) Q=(y.x)=( cos( 2= , sitmi2-)

(1,0=A

0=(0,0,

T=(y,~X)% cos(t+3 n/2) sin(t+3m/2)

S=(-x,~y)sos(t+m), sin(t +7) U = (x,~y) £cog - , sin(—t))

(0,-1)

Ze stwierdzen poprzedzajacych rysunek wynika, ze z rownosci

(z,y) = (cost,sint) wynika (—y,z) = (cos(t+ %),sin(t+ 3)).
Mamy wiec cos(t + §) = —y = —sint, sin(t + §) = x = cost.

Obréciwszy punkt (z,y) o kat m wokdt punktu O otrzy-
mujemy punkt (—z,—y), wiec jezeli (z,y) = (cost,sint) , to
(—x, —y) = (cos(t+m),sin(t + 7)) . Wynika stad, ze cos(t+m) =
= —cost 1 sin(t + m) = —sint dla kazdej liczby ¢t € R.

Analogicznie obrazem punktu (z,y) w obrocie wokdt punk-
tu O o kat 37” jest punkt (y,—z), zatem zachodza réwnosci
cos(t + 2F) =sint i sin(t + 3F) = — cost.

Wreszcie zauwazmy, ze punkt (cos(% —t),sin(Z —¢)) mozna
otrzyma¢ z punktu (x,y) = (cost,sint) stosujac kolejno symetrie
wzgledem osi OX, w wyniku ktérej otrzymujemy punkt (z, —y) =

=(cos(—t),sin(—t)) , a potem obrét o kat 5 wokél punktu O,
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w wyniku ktérego otrzymujemy punkt (cos(3 —t),sin(3 — 1)) =
=(—(-y),z) = (y,z). Wobec tego dla kazdej liczby t € R mamy
cos( —t) =sint oraz sin(§ —t) = cost .

Dodamy jeszcze do tej listy dwa wzory cos(t + 27) = cost
i sin(t + 2m) = sint, ktére wynikaja od razu z tego, ze obrét
o kat 27 nie rusza zadnych punktéw, bo obroty o 27 i 0o 0 to to
samo przeksztalcenie.

Wyprowadziliémy, wiec pewna liczbe wzorow zwanych reduk-
cyjnymi i mamy nadzieje, ze Czytelnicy tego tekstu, po przeana-
lizowaniu tego uzasadnienia, beda je w stanie samodzielnie ujrzeé
na rysunku!

Zajmiemy sie jeszcze wzorami na kosinus i sinus sumy i réznicy
katow. Zalézmy, ze dane sa dwa katy « i § niekoniecznie takie jak
na rysunku. Po obrocie o kat 3 punkt (cos(cu — 0),sin(a — 6))
trafia na punkt (cosa,sina), a punkt (1,0) = (cos0,sin0) —
na punkt (cos,sin 3). Wynika stad, ze dlugosé¢ cieciwy laczacej
punkty (cos(ow — 3),sin(a — 3)) i (1,0) = (cos0,sin0) jest réwna
dhugosci cieciwy laczacej punkty (cosa,sina) i (cos3,sin3). Za-

piszemy to za pomoca wWzoru:
2

[cos(a — 3) — 1]2 + [sin(a — ) — 0] =
= [cosa — 0086]2 + [sina — sinﬁ]2

czyli
cos?(a — B) — 2cos(a — B) + 1 +sin®*(a — B) =

= cos?a — 2cos acos 3 + cos? B + sin? a — 2sin asin 3 + sin? 3,
wiec (trzy razy ,,jedynka trygonometryczna”, potem redukcja )

cos(a — 3) = cosacos B + sinasin 3.

Poniewaz otrzymany wzor jest prawdziwy dla wszystkich katow
a, 3, wiec mozemy napisac
cos(a + 3) = cos (a — (=) = cosacos(—f) + sinasin(—F) =

WZOry . .
cos o cos 3 — sinarsin (3.
redukcyjne

Teraz przeksztalcimy nieco szybciej:
sin(a+ ) = cos(§ —a—f) = cos(§ —a) cos f+sin(F —a)sin f =

=sinacos 8+ cosasin B i wreszcie sin(a— ) = sin (a+ (—3)) =
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Funkcje trygonometryczne

=sin acos(—f) + cos asin(—3) = sina cos f — cos asin 3.
Znajdziemy wzor na obrot wokot punktu O. Wiadomo, ze

przy obrocie wokot punktu O jedynym punktem, ktorego to prze-
ksztalcenie nie rusza sie jest punkt O. Nie dotyczy to oczywis-

cie obrotu o kat zerowy, ktory pozostawia na miejscu wszystkie
punkty. W rozwazaniach bedziemy korzystac jedynie z tej wlasnos-
ci i tego, ze odleglosci punktow sa rowne odleglosciom ich obrazéw
w obrocie (czyli, ze obrét jest izometria). Zaczniemy od znalezienia

postaci wszystkich izometrii, ktore nie poruszaja punktu (0,0).

Lemat 19.1 (o zachowaniu iloczynu skalarnego)

Jesli O jest izometria, ktéra przeksztalca punkt (0,0) na siebie,
punkt (a,b) — na punkt (A4, B), punkt (¢,d) — na punkt (C, D),
to ac+bd = AC + BD.

Dowéd. Poniewaz O jest izometria, wiec odleglosci punktow

rowne sg odlegtosciom ich obrazéw, zatem

a2+ =(a—-02+b-02=(A-072+(B-0)?2=A4%+ B2,

C+d>=(c—00+(d-0>=(C—-0>*+(D-0)?=C?+D?,
(a—c)>+(b—d)?=(A-C)*+ (B - D).

Stad ac+bd = L(a®> + 0>+ 2 +d> — (a—c)* = (b—d)?) =

=1(A’+B*+C*+D?-(A-C)*-(B-D)?) =AC+BD. n

Definicja 19.2 (iloczynu skalarnego)
Iloczyn skalarny wektoréw [a,b] i [c,d] to liczba ac+bd. "2 m

Znaczenie geometryczne iloczynu skalarnego wyjasnimy poéznie;j.

Twierdzenie 19.3 (o liniowo$ci izometrii)

Niech O bedzie izometria, ktora przeksztalca punkt (0,0) na

siebie, punkt (a,b) — na punkt (A, B), punkt (¢,d) — na punkt

(C,D), punkt (z,y) — na punkt (X,Y), to jesli «,8 € R

ix=aa+ PBciy=ab+ (d, to zachodza réwnosci
X=aB+pC i Y=aB+(D.

Dowdd. Z poprzedniego lematu i jego dowodu wynika, ze

(X — (@A + BC))° + (Y — (aB + D))* =

19.2 Iloczyn skalarny wektoréw x=[zi,z2,...,xn]ER" 1 y=[y1,y2,..-,yn]ER™ to

liczba rzeczywista xiy1+xoyzs+c...+Tnyn=Xy .
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— X2 4 Y2 4 a?(A2 + B?) + B2(C? + D?) —
—2a(XA+YDB)-238(XC+YD)+2aB(AC + BD) =
— 22 4 y? +a?(a® + b?) + (A + &) —
— 2a(za + yb) — 2B(xc + yd) + 2ap(ac + bd) =
:(:c—(oza—l—ﬁc))z—l—(y—(ab—i—ﬁd))Z:Oz—i—Oz:O,
astad X —(@A+pC)=01Y —(aB+(D). &

Twierdzenie 19.4 (charakteryzujace izometrie)
Przeksztalcenie O jest izometria, ktéra przeksztalca punkt (0,0)
na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby c,d, s,t€ R,
ze > +82 =1, d*+t> =11 cd+ st =0 oraz obrazem dowolnego
punktu (x,y) jest punkt (X,Y) = (cx + dy, sz + ty).

Dowdéd. Zalézmy, ze obrazem punktu (1,0) w izometrii O jest
punkt (¢, s), a punktu (0,1) — punkt (d,t). Z lematu o zachowa-
niu iloczynu skalarnego wynika, ze cd +st =1-04+0-1 =0 oraz
?+s2=12402=11id*+t* =0%2+1%? = 1. Na mocy twierdzenia
o liniowo$ci izometrii obrazem punktu (z,y) = z(1,0) + y(0, 1)
jest punkt z(c,s) + y(d,t) = (zc + yd,zs + yt). Udowodnilidmy
twierdzenie w jedna strone.

Zalézmy, ze > +s?> =1, d> +t> =1, e¢d + st = 0. Kwadrat
odlegtosci punktéw (x1c4y1d, x15+y1t) oraz (zoc+yad, xos+yat)
jest réwny (z1c+ yi1d — wac — yod)? + (215 + y1t — T95 — yot)? =

— (c(z1 — 22) + d(ys —12))° + (s(z1 — 2) +t(yr —y2))” =

= (2 + s?) (w1 — 22)* + 2(cd + st) (1 — 22) (41 — y2) +

+(d® + ) (y1 — y2)? = (21 — 22)% + (y1 — y2)?, czyli kwadra-
towi odleglosci punktéw (x1,y1) oraz (zo,y2). Przeksztalcenie
przypisujace punktowi (z,y) punkt (cx+dy, sx+ty) nie zmienia

odlegtosci miedzy punktami, wiec jest izometria. W

Lemat 19.5

Jedli c,d,s,t e Roraz > +s2 =1, d*+t2=11icd+st=0,
to albo ¢t — sd = —1 albo ct —sd =1. W pierwszym przypadku
t=—-—cid=s,wdrugim —t=cid= —s.

Dowéd. Mamy c?d? = s?t? = (1 - ) (1 —d?) =1— (c®> +d?) +
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+c2d? | wiec ¢ +d? = 1.193 Zachodzi réwnosé¢ (ct — sd)? =
=c?t? — 2cdst + s*d? = At* + 2¢2d? + s2d* = AP+ d?) +
+d?(? + %) =c2+d?> =1, wiec ct — sd = F1.

Zatézmy, ze ct — sd = —1. Wtedy —t = (=1)t+0-d =
=t(ct —sd) +d(cd+st) =c(t?* +d*)=cid=t-0—d-(-1) =
=t(cd + st) — d(ct — sd) = s(t?> + d?) = s. W drugim przypadku
dowdd jest prawie taki sam. W

Lemat 19.6 (o symetrii)
Jedli ¢,d,s,t € R, 2 +s*> =1, d®>+t>? =1, cd+ st =0,

ct —sd=-1, u = \/%, v o= i\/lgc i 2uv = s!%* to izo-

metria, ktéra punkt (z,y) przeksztalca na (cx + dy, sz +ty), po-

zostawia punkt (u,v) # (0,0) na swym miejscu, a punkt (v, —u)
przeksztalca na punkt (—v,u).
Dowdd. 7 poprzedniego lematu wynika, ze t = —c i s = d.
Mamy ¢ = 2u? — 1, s = 2uv. Stad cu + dv = u(2u® — 1) +
+2uv? = 2u(u® +v?) —u=wu i su+tv = 2uv +v—2uv =v.
WykazaliSmy, ze obrazem punktu (u,v) w tym przeksztalceniu
jest on sam. Mamy tez cv+d(—u) = —tv—su = —(tv+su) = —v
a takze sv 4+ t(—u) = dv — ¢(—u) = dv + cu = u, wiec obrazem
punktu (v, —u) jest punkt (—v,u) = —(v,—u). B

Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze przeksztalcenie z lematu o sy-
metrii jest symetria wzgledem prostej przechodzacej przez punkty

(0,0) i (u,v).

Zat6zmy, ze w wyniku obrotu punkt (1,0) przeszed} na punkt
(c,s). Obrét oznaczymy przez O. Nie mowimy o jaki kat obra-
camy. Mozna powiedzie¢, ze o taki kat a, ze ¢ = cosa, s =sin«.

Ustalimy, na jaki punkt przejdzie w tym obrocie punkt (z,y).

Twierdzenie 19.7 (o postaci obrotu wokét punktu O)
Obrazem punktu (x,y) w obrocie O wokédt punktu O przeksztal-
cajacym punkt (1,0) na punkt (c,s), jest punkt

(xc —ys,xs + yc).

19.3 pownies s2442=1—c241—d2=1.

194 N fosma tak ustalié znak liczby v, bo 2/ /155 =v1—c2=]s]|.
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Dowodd. 7 twierdzenia charakteryzujacego izometrie i nastepu-
jacego po nim lematu wynika, ze istnieja takie liczby c,s € R, ze
c? + 5% =1 i zachodzi jedna z dwu mozliwoéci:
1°  obrazem dowolnego punktu (x,y) jest (cx + sy, sz — cy),
2°  obrazem dowolnego punktu (z,y) jest (cx — sy, sz + cy).

Zal6ézmy, ze spetniony jest warunek 1°. Wtedy zgodnie z le-

matem o symetrii punkt <,/ 1"2"0, /5 > (0,0) jest staly w od-

réznieniu od punktu (\/ %, —\/ 1‘50) . Wobec tego przeksztal-

cenie nie jest obrotem. Zachodzi wiec warunek 2°. Dowdd zostatl
zakonczony. W
Jesli przeksztalcenie O(t1) jest obrotem o kat t; wokdt punk-
u (0,0), przeksztalcenie O(ty) — obrotem o kat t5, to ich zto-
zenie jest obrotem o kat t1 +t¢. Przy obrocie o kat 1 + 12 punkt
(1,0) przechodzi na punkt (c(t1 + t2),s(t1 + t2)). Przy obrocie
o kat t; punkt (1,0) trafia na punkt (c(t1),s(t1)), *° ten za$
przy obrocie o kat t, przechodzi na punkt
(c(t1)e(ta) — s(t1)s(t2), s(tr)c(t2) + c(t1)s(tz)) -

Wynik musi by¢ ten sam, wiec powinny by¢ spelnione réwnosci:

c(ty + ta) = c(ty)c(ta) — s(t1)s(t2),

s(ty + to) = s(t1)c(t2) + c(ty)s(t2) -

Otrzymane wzory zywo przypominaja wzory na kosinus i si-
nus sumy dwoéch katow. Istotna luka formalna w tych rozwaza-
niach jest brak dokladnej definicji miary kata. Wspomnielismy
o radianach, ale w defi