GAL 2010/11 — zadania

Aleksander Zablocki

20 pazdziernika 2010

“Zadania” to te, ktore (zgodnie z moja pamiecia) byty na ¢wiczeniach.

“Zadania domowe” sg nieobowiazkowe i nie na kartki (obowiazkowe serie na kartki sa w innych
plikach w tym katalogu). Chcialbym, zeby kazdy umial je zrobi¢. W razie jakichkolwiek ktopo-
tow zachecam do szukania wyjasniei u mnie lub u kolegéw.

Zadania 7z gwiazdka sa ogdlniejsze/trudniejsze, tylko dla chetnych! Do oddawania na pi$mie, bo
moze nie byé czasu na ich omawianie. Beda za to dodatkowe punkty, i cukierki ;) Polecam.

Linki:

Uktady rownani — eliminacja Gaufa (8 X)
Uktady rownan — parametry (13 X)
Liczby zespolone (15 X)

Liczby zespolone — pierwiastki (20 X)



Uktlady réwnan — eliminacja Gaufta (8 X)

Zadania

1. Rozwiaz metoda eliminacji Gaussa uklad réwnan o postaci macierzowej:

-1 5
2 0
0 3
-2 -1
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0

2. Dla jakich wartosci A, B,C'" € R ponizsze macierze sa w postaci schodkowej / schodkowe;
zredukowane;j?

1000 100
0 A B 3|, 01 0
00 1 7 00 C

3. Rozwiagz uktad rownan

31’1 +2£L’2 +4ZE3 +2$4 =1
Txy +dre +923 +4x4 = 3
5x1 —3x9 +Tx3 +4xy = 1

4. Rozwiaz uktady réwnan o postaci macierzowej

3 5 —4 3|0
(a) 2 4 —6 3|0
11 17 -8 5|1

12 3|1

(b) 45 61

78 91

Zadania domowe

5. Rozwigz uklady rownan o macierzach:

1 3 1 512

(a) 2 7 9 2|4
413 11 128

323 4|8

(b) 111 2[4
53 6 3|9

2 -1 12 3|2
© 6 —3 2 4 53
6 —3 4 8 139

4 211 2|1



6 4 5 2 3|1
32 4 123
(d) 392 -2 1 0|7
96 1 3 2|2
3 92 5|7
34 -9 9
() 5 2 -8 8
8 4 —7|12

(*) 6. Udowodnij, ze jesli z macierzy A mozna uzyska¢ (poprzez operacje elementarne) macierze
w postaci schodkowej zredukowanej A’;, A", to A’ = A”.

Rownowaznie: jesli z macierzy schodkowej zredukowanej B mozna uzyskaé (poprzez op. el.)
macierz schodkowa zredukowana B’, to B = B'.

Wskazowka: Rozwaz uktady rownan zwigzane z tymi macierzami.



Uklady réownan — parametry (13 X)
Zadania
7. Znajdz wszystkie wielomiany f stopnia co najwyzej 2, spelniajgce warunki
f=1) =2, f)=8  f(2)=14

8. Rozwigz, w zalezno$ci od wartoéci parametru ¢t € R, uktad rownan o postaci macierzowej

1 1 1|1
2 1 t |2
-1 1 -3|1

9. Rozwiaz, w zalezno$ci od wartosci parametrow a, b € R, uktady réwnan o nastepujacej postaci
macierzowe;j:

1 2 —-1/3
(a) 2 -1 =21
1 =3 a |b
1 2 1[2b
(b) 1 a 1[2b
a 1 1|0
10. Doprowadz do postaci schodkowej nie uzywajac utamkow:
31 2
(a) { 57 9 ]
20 0 1
(b) [ 34 1 0 ]

11. Dla jakich t € R ciag
(%, —1,1,—t%1)
jest rozwiazaniem uktadu réwnan o postaci macierzowej
7 -5 -3 5 —=5|-1
9 8 -9 2 11| 1 |[?
-4 6 2 -1 9| 2

Zadania domowe

12. Rozwiaz, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, uktady réwnan o macierzach:

a 1 =2 1|1
(a) 1 a -1 0}a
22 2 0]1




13. Uktad rownari U ma r réwnan i n niewiadomych. Co wiadomo o iloéci rozwiazan uktadu U
(czy moze wynosi¢ 0, 1, 00?) w przypadku, gdy wiadomo, ze:

i) r<n;
ii) r=n;
iii) r>n?

(*) 14. Niech x,y, z, A, B, C beda dowolne rzeczywiste, byle by x,y, z byly rozne miedzy sobg.
Udowodnij, ze istnieje dokladnie jeden wielomian P stopnia nie wiekszego niz 2, spelniajacy
warunki

(*) 15. Niech

1171 + A12%2 + ... + A1pTy = Q1 (n41)
211 + a29T9 + ...+ aAonTy — a27(n+1)

U:
Am1T1 + AmaZ2 + ... + Gpn®Tp = Am,(n+1)

bedzie uktadem réwnan liniowych z jednym parametrem ¢, w ktorym kazdy wspotczynnik a,;
ma postaé¢ A;;t + By;, gdzie A;;, B;; sa liczbami rzeczywistymi (by¢ moze rownymi zero).
Udowodnij, ze istnieje skoriczony zbior D = {d,, ..., d;} C R taki, ze dla kazdej wartosci ¢ spoza
zbioru D uklad U ma tyle samo rozwiazan.

(*) 16. Rozwazamy uktady rownan z dwoma parametrami ¢, u, w ktorych kazdy wspotczynnik
a;; ma posta¢ A;;t + Bjju + Cj; dla pewnych A;;, B;;, Cy; € R.

Znajdz przykltad uktadu réwnan tego typu, ktéry posiada rozwiagzania dla dowolnego u > 0, ale
nie ma rozwiazan dla v < 0.

Doktadniej: dla w > 0 istnieje takie ¢, ze uktad jest niesprzeczny; natomiast jesli u < 0, to uktad
jest sprzeczny dla kazdego t.



Liczby zespolone (15 X)

Zadania

17. Oblicz ,
243

4 -7

18. (rozwigzaliémy nie korzystajgc z postaci trygonometryczneyj)
Znajdz wszystkie liczby zespolone, ktorych kwadrat wynosi 1 — 4.

19. Znajdz wszystkie zespolone rozwigzania rownania

Lo L =2(1+4)

20. Rozwiaz uklad rownan (o wspolezynnikach zespolonych) o nastepujacej postaci macierzowe;j:
1
0

|Zl : 22| = |Zl| : |Z2|-

142 1—1
1—7 2

21. Udowodnij, ze dla z1, 2o € C zachodzi

22. Oblicz (1 + @')82.
Zadania domowe

23. Oblicz: ) )
5 — bt 6+ 2

(4—30) - (=2 +2i),

1—2i 141
24. Rozwigz ukltad réwnan o macierzy
1—12 4 2 ? 141
143 1 21 1420 |1—1
it 0 —1+4 ? 0

25. Znajdz wszystkie zespolone pierwiastki kwadratowe liczb:
—7, 3—4i, —1+V3i

26. Znajdz wszystkie rozwiazania zespolone réwnan:

_ 143
T 24—z

z
(F-20) 22+ (-1+v3Bi) 2= £ = %i=0.

27. Udowodnij, ze dla z1, zo € C zachodzi

I'Z_27

e
S
w
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I
w

jesli zo # 0.
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28. Udowodnij, np. wykorzystujac wzér na mnozenie postaci trygonometrycznych, réwnosci:

2
z2

= [zl jesli 2 # 0,

=2

arg Z- = arg z; — arg 2, jesli z1, 29 # 0.
29. Oblicz (przy pomocy postaci geometrycznej):
(—1—v3i)®,  (i—1)*°

30. Oblicz:
<i+\/g>55 (V3+1/30)10

1 SV

Wskazowka: Skorzystaj z zadania 28.



Liczby zespolone — pierwiastki (20 X)
Zadania
31. Rozwiaz ponizsze rownania w liczbach zespolonych. Naszkicuj zbiory rozwiagzan:
(a) =9
(b) 20 =1
(c) 0= -1 —/3i

32. Znajdz i naszkicuj nastepujace zbiory:

(a) {zeC:Re((1+14)z) >0}
(b) {z€C:Re((1+14)2") >0}
(c) {zeC:Im((1+4)z+2) >0}

Zadania domowe
33. Znajdz wszystkie zespolone pierwiastki piagtego stopnia z 1 -+ 4.

34. Rozwiaz réwnania w liczbach zespolonych:

(a) Z20 = %
(b) 25 = ﬁ
(c) 2= (1414)z
(d) z|lz| =z

35. Znajdz i naszkicuj na plaszczyznie zespolonej nastepujace podzbiory C:
A={z€C : Im(iz) < 0}
B={z€eC: Im(z*) <0}
C={z€C: Im(iz* +2) >0}
D = {Z cC:Imz* > \/§Re22}
E={z€C :Im((1+41)z) >0}
F= {Z €C : Rez? > \/glmZQ}
G = {ZGC : Re((1+\/§i)(z—1)3) >O}
36. Oblicz sume oraz iloczyn wszystkich pierwiastkow stopnia n z jedynki.

(*) 37. Oblicz przy pomocy liczb zespolonych:

(a) cos a + cos(2a) + cos(3a) + ... + cos(na),
(b) cos & + 2 cos(2ar) + 3 cos(3a) + ... + ncos(na),
(c) cos a + ncos(2a) + (;L) cos(3a) + ... + (Z) cos((n + 1)a),

(*) 38. Przy pomocy liczb zespolonych udowodnij twierdzenie Ptolemeusza:
Jesl na czworokgeie ABC'D mozna opisaé okrgg, to zachodzi

|AB| - |CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD).

(w razie watpliwosci: punkty A, B, C, D leza na okregu wlasnie w tej kolejnosci)
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