
GAL 2010/11 � zadania

Aleksander Zabªocki

20 pa¹dziernika 2010

�Zadania� to te, które (zgodnie z moj¡ pami¦ci¡) byªy na ¢wiczeniach.

�Zadania domowe� s¡ nieobowi¡zkowe i nie na kartki (obowi¡zkowe serie na kartki s¡ w innych
plikach w tym katalogu). Chciaªbym, »eby ka»dy umiaª je zrobi¢. W razie jakichkolwiek kªopo-
tów zach¦cam do szukania wyja±nie« u mnie lub u kolegów.

Zadania z gwiazdk¡ s¡ ogólniejsze/trudniejsze, tylko dla ch¦tnych! Do oddawania na pi±mie, bo
mo»e nie by¢ czasu na ich omawianie. B¦d¡ za to dodatkowe punkty, i cukierki ;) Polecam.

Linki:

Ukªady równa« � eliminacja Gauÿa (8 X)
Ukªady równa« � parametry (13 X)
Liczby zespolone (15 X)
Liczby zespolone � pierwiastki (20 X)
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Ukªady równa« � eliminacja Gauÿa (8 X)

Zadania

1. Rozwi¡» metod¡ eliminacji Gaussa ukªad równa« o postaci macierzowej:
0 0 0 1 −1 5
0 1 3 4 2 0
0 2 7 9 0 3
0 0 0 2 −2 −10


2. Dla jakich warto±ci A,B,C ∈ R poni»sze macierze s¡ w postaci schodkowej / schodkowej
zredukowanej?  1 0 0 0

0 A B 3
0 0 1 7

 ,
 1 0 0

0 1 0
0 0 C


3. Rozwi¡» ukªad równa« 

3x1 +2x2 +4x3 +2x4 = 1
7x1 +5x2 +9x3 +4x4 = 3
5x1 −3x2 +7x3 +4x4 = 1

4. Rozwi¡» ukªady równa« o postaci macierzowej 3 5 −4 3 0
2 4 −6 3 0
11 17 −8 5 1

(a)

 1 2 3 1
4 5 6 1
7 8 9 1

(b)

Zadania domowe

5. Rozwi¡» ukªady równa« o macierzach: 1 3 1 5 2
2 7 9 2 4
4 13 11 12 8

(a)

 3 2 3 4 8
1 1 1 2 4
5 3 6 3 9

(b)


2 −1 1 2 3 2
6 −3 2 4 5 3
6 −3 4 8 13 9
4 −2 1 1 2 1

(c)
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6 4 5 2 3 1
3 2 4 1 2 3
3 2 −2 1 0 −7
9 6 1 3 2 2

(d)


3 2 −5 7
3 4 −9 9
5 2 −8 8
8 4 −7 12

(e)

(*) 6. Udowodnij, »e je±li z macierzy A mo»na uzyska¢ (poprzez operacje elementarne) macierze
w postaci schodkowej zredukowanej A′, A′′, to A′ = A′′.
Równowa»nie: je±li z macierzy schodkowej zredukowanej B mo»na uzyska¢ (poprzez op. el.)
macierz schodkow¡ zredukowan¡ B′, to B = B′.
Wskazówka: Rozwa» ukªady równa« zwi¡zane z tymi macierzami.
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Ukªady równa« � parametry (13 X)

Zadania

7. Znajd¹ wszystkie wielomiany f stopnia co najwy»ej 2, speªniaj¡ce warunki

f(−1) = 2, f(1) = 8, f(2) = 14.

8. Rozwi¡», w zale»no±ci od warto±ci parametru t ∈ R, ukªad równa« o postaci macierzowej 1 1 1 1
2 1 t 2
−1 1 −3 1


9. Rozwi¡», w zale»no±ci od warto±ci parametrów a, b ∈ R, ukªady równa« o nast¦puj¡cej postaci
macierzowej:  1 2 −1 3

2 −1 −2 1
1 −3 a b

(a)

 1 2 1 2b
1 a 1 2b
a 1 1 b

(b)

10. Doprowad¹ do postaci schodkowej nie u»ywaj¡c uªamków:[
3 1 2
5 7 9

]
(a)

[
20 0 1
34 1 0

]
(b)

11. Dla jakich t ∈ R ci¡g (
t2,−1, 1,−t2, 1

)
jest rozwi¡zaniem ukªadu równa« o postaci macierzowej 7 −5 −3 5 −5 −1

9 8 −9 2 11 1
−4 6 2 −1 9 2

?

Zadania domowe

12. Rozwi¡», w zale»no±ci od warto±ci parametru a ∈ R, ukªady równa« o macierzach: a 1 −2 1 1
1 a −1 0 a
2 2 2 0 1

(a)

 0 1 2 a 1
1 1 3 1 5
2 1 4 1 0

(b)

 1 2 2 3 2
3 5 4 8 7
1 3 4 4 a

(c)
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13. Ukªad równa« U ma r równa« i n niewiadomych. Co wiadomo o ilo±ci rozwi¡za« ukªadu U
(czy mo»e wynosi¢ 0, 1, ∞?) w przypadku, gdy wiadomo, »e:
i) r < n;
ii) r = n;
iii) r > n?

(*) 14. Niech x, y, z, A,B,C b¦d¡ dowolne rzeczywiste, byle by x, y, z byªy ró»ne mi¦dzy sob¡.
Udowodnij, »e istnieje dokªadnie jeden wielomian P stopnia nie wi¦kszego ni» 2, speªniaj¡cy
warunki

P (x) = A, P (y) = B, P (z) = C.

(*) 15. Niech

U :


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = a1,(n+1)

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = a2,(n+1)
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = am,(n+1)

b¦dzie ukªadem równa« liniowych z jednym parametrem t, w którym ka»dy wspóªczynnik aij

ma posta¢ Aijt+Bij, gdzie Aij, Bij s¡ liczbami rzeczywistymi (by¢ mo»e równymi zero).
Udowodnij, »e istnieje sko«czony zbiór D = {d1, . . . , dk} ⊆ R taki, »e dla ka»dej warto±ci t spoza
zbioru D ukªad U ma tyle samo rozwi¡za«.

(*) 16. Rozwa»amy ukªady równa« z dwoma parametrami t, u, w których ka»dy wspóªczynnik
aij ma posta¢ Aijt+Biju+ Cij dla pewnych Aij, Bij, Cij ∈ R.
Znajd¹ przykªad ukªadu równa« tego typu, który posiada rozwi¡zania dla dowolnego u ≥ 0, ale
nie ma rozwi¡za« dla u < 0.
Dokªadniej: dla u ≥ 0 istnieje takie t, »e ukªad jest niesprzeczny; natomiast je±li u < 0, to ukªad
jest sprzeczny dla ka»dego t.
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Liczby zespolone (15 X)

Zadania

17. Oblicz
2 + 3i

4− 7i

18. (rozwi¡zali±my nie korzystaj¡c z postaci trygonometrycznej)
Znajd¹ wszystkie liczby zespolone, których kwadrat wynosi 1− i.

19. Znajd¹ wszystkie zespolone rozwi¡zania równania

1
z+i

+ 1
z−i

=
√

2
2

(1 + i)

20. Rozwi¡» ukªad równa« (o wspóªczynnikach zespolonych) o nast¦puj¡cej postaci macierzowej:[
1 + i 1− i 1
1− i 2i 0

]
21. Udowodnij, »e dla z1, z2 ∈ C zachodzi

|z1 · z2| = |z1| · |z2|.

22. Oblicz (1 + i)82.

Zadania domowe

23. Oblicz:

(4− 3i) · (−2 + 2i),
5− 5i

1− 2i
,

6 + 2i

1 + i

24. Rozwi¡» ukªad równa« o macierzy 1− i i 2 i 1 + i
1 + i 1 2i 1 + 2i 1− i
i 0 −1 + i i 0


25. Znajd¹ wszystkie zespolone pierwiastki kwadratowe liczb:

−7, 3− 4i, −1 +
√

3i

26. Znajd¹ wszystkie rozwi¡zania zespolone równa«:

z = 1+i
2+i−z

,(
3
10
− 2

5
i
)
z2 +

(
−1 +

√
3i
)
z − 6

5
− 8

5
i = 0.

27. Udowodnij, »e dla z1, z2 ∈ C zachodzi

z1 · z2 = z1 · z2,(
z1

z2

)
= z1

z2
je±li z2 6= 0.
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28. Udowodnij, np. wykorzystuj¡c wzór na mno»enie postaci trygonometrycznych, równo±ci:∣∣∣ z1

z2

∣∣∣ = |z1|
|z2| , je±li z2 6= 0,

arg z1

z2
= arg z1 − arg z2, je±li z1, z2 6= 0.

29. Oblicz (przy pomocy postaci geometrycznej):

(−1−
√

3i)53, (i− 1)2010.

30. Oblicz: (
i+
√

3
i+1

)55

, (
√

3+
√

3i)40

(
√

3+i)20
.

Wskazówka: Skorzystaj z zadania 28.
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Liczby zespolone � pierwiastki (20 X)

Zadania

31. Rozwi¡» poni»sze równania w liczbach zespolonych. Naszkicuj zbiory rozwi¡za«:

z4 = 9(a)

z10 = 1(b)

z10 = −1−
√

3i(c)

32. Znajd¹ i naszkicuj nast¦puj¡ce zbiory:{
z ∈ C : Re

(
(1 + i)z

)
≥ 0
}

(a) {
z ∈ C : Re

(
(1 + i)z3

)
≥ 0
}

(b) {
z ∈ C : Im

(
(1 + i)z + 2

)
≥ 0
}

(c)

Zadania domowe

33. Znajd¹ wszystkie zespolone pierwiastki pi¡tego stopnia z 1 + i.

34. Rozwi¡» równania w liczbach zespolonych:

z̄z3 = |z|
8i

(a)

z6 = 1−i√
3+i

(b)

z9 = (1 + i)z̄(c)

z|z| = z̄(d)

35. Znajd¹ i naszkicuj na pªaszczy¹nie zespolonej nast¦puj¡ce podzbiory C:

A = {z ∈ C : Im(iz) < 0}
B =

{
z ∈ C : Im(z2) < 0

}
C =

{
z ∈ C : Im(iz4 + 2) ≥ 0

}
D =

{
z ∈ C : Im z2 >

√
3 Re z2

}
E = {z ∈ C : Im((1 + i)z) > 0}

F =
{
z ∈ C : Re z2 >

√
3 Im z2

}
G =

{
z ∈ C : Re

(
(1 +

√
3i)(z − 1)3

)
> 0
}

36. Oblicz sum¦ oraz iloczyn wszystkich pierwiastków stopnia n z jedynki.

(*) 37. Oblicz przy pomocy liczb zespolonych:

cosα + cos(2α) + cos(3α) + . . .+ cos(nα),(a)

cosα + 2 cos(2α) + 3 cos(3α) + . . .+ n cos(nα),(b)

cosα + n cos(2α) +

(
n

2

)
cos(3α) + . . .+

(
n

n

)
cos((n+ 1)α),(c)

(*) 38. Przy pomocy liczb zespolonych udowodnij twierdzenie Ptolemeusza:
Je±li na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g, to zachodzi

|AB| · |CD|+ |BC| · |AD| = |AC| · |BD|.

(w razie w¡tpliwo±ci: punkty A, B, C, D le»¡ na okr¦gu wªa±nie w tej kolejno±ci)
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