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1 Analiza problemu

Wysléwmy nasz problem w jezyku teorii graféw. Jest dany skierowany graf G = (V, F), majacy
n wierzchotkéw. W G wyr6znimy dwa specjalne wierzchotki: poczatkowy s i koicowy ¢t. Chcemy
znalezé dwie skierowane $ciezki w tym grafie: jedng z s do t i druga w przeciwnym kierunku.
Innymi stowy potrzebujemy Sciezek vg — vy — -+ — Vg1 =V 1Ug — V1 — - - — U;_1 — U takich,
ze vg = U = S, v = Ug = t. Jestedmy zainteresowani takimi Sciezkami, ktére zawieraja minimalng
liczbe Wlerzcholkow to znaczy chcemy zminimalizowaé moc zbioru {vo, ey Uk Doy -+ T}

2 Rozwiazanie

Na poczatkek wprowadzmy funkcje odleglosci 6:V x V. — N. Dla kazdej pary wierzchotkow
u,v € V kladziemy §(u,v) = oo jezeli nie istnieje zadna skierowana $ciezka w G z u do v. W
przeciwnym wypadku d(u,v) = k jezeli takie Sciezki istnieja i najkrotsza z nich ma dlugosé k
(zawiera k krawedzi).

Dla zdania logicznego P nawias Iversona [P] jest zdefiniowany nastepujaco: [P] =1 jezeli P jest
prawdziwe, [P] = 0 w przeciwnym wypadku.

Zdefiniujemy drugi graf skierowany Go = (V X V, Ey) oraz funkcje wagowa w: F5 — N jak
nastepuje:

e dla kazdej krawedzi (u,v) € E i kazdego wierzchotka vy € V dodajemy do E,; krawedz
pierwszego rodzaju e = ((u,vp), (v,vg)) 1 kladziemy w(e) = [v # v|;

o dla kazdej krawedzi (v,u) € E (zauwazmy, ze u i v sa tu zamienione) i kazdego wierzchotka
vg € V dodajemy do Es krawedz drugiego rodzaju e = ((vg, u), (vo,v)) i ktadziemy w(e) =
[v # vol;

e dla kazdej pary réznych wierzchotkow u,v € V jezeli §(u,v) # oo dodajemy krawedz trze-
ciego rodzaju e = ((u,v), (v,u)) do Es i definiujemy w(e) = 0(u,v) — 1.

Szukanym rozwiazaniem jest dtugosé najkrotszej sciezki w Go z (s, s) do (¢, t) przy uzyciu funkeji
wagowej w.

3 Dowodd poprawnosci
Powiedzmy, ze mamy dwie $ciezki (jedna z s do t i druga z t do s) ktore sa rozwiazaniem naszego pro-

blemu. Niech a4, as, ... bedzie zbiorem wierzchotkow wspoélnych dla obydwdch $ciezek w kolejnosci
w jakiej te wierzcholki wystepuja na pierwszej Sciezce.



Jezeli a jest zbiorem pustym (czyli Sciezki nie maja wspoélnych wierzchotkow poza poczatkiem
i koricem) wtedy latwo jest dowiesc, ze nasze rozwigzanie jest rowne najkrotszej sciezce od (s, s)
do (t,t) w grafie Go. Wystarczy uzyc krawedzi pierwszego rodzaju aby przejsc od (s, s) do (¢, s),
ktorych koszt jest rowny dlugoscei pierwszej Sciezki (od s do t) i pozniej przejsc od (t,s) do (¢,t)
uzywajac krawedzi drugiego typu.

Jezeli a jest niepuste, to mamy dwie mozliwosci: albo a; wystepuje jako ostatni wierzcholek ze
zbioru a na $ciezce od t do s, albo istnieje takie k, ze a; wystepuje po a1, ale aiy1 juz nie.

W pierwszym przypadku mozemy podzielic nasz problem na podproblemy, dla ktérych wartosci
s,t beda réwne odpowiednio s,a; i aj,t. Istnieje rozwiazanie pierwszego podproblemu, ktére nie
ma punktéow wspolnych (wystarczy wziasc nasze rozwiazanie odpowiednio odciete), tak wiec dla
tego przypadku udowodnilismy, ze jest on réwnowazny odpowiedniej najkrétszej Sciezce w Go. Dla
drugiego podproblemu mozemy rekurencyjnie uzyc naszego dowodu.

W drugim przypadku bedziemy musieli zaczac uzywac krawedzi trzeciego rodzaju. Na poczatku
trzeba zauwazyc, ze istnieja krawedzie (a1, as), (az,as),...(ax—1,ax) 1 ze naleza one do obydwoch
Sciezek. Co wiecej na drugiej $ciezce pomiedzy wierzchotkami a1 a a1 nie wystepuje zaden wierz-
chotlek ze zbioru a. Tak wiec znowu mozemy podzielic nasz problem na dwa podproblemy, gdzie
wartosciami s, ¢ beda odpowiednio s,apy1 1 ak41,t.

Teraz pozostalo nam dowiedc, ze istnieje §ciezka w G pomiedzy (s, s) a (ag+1,ax+1) o dlugosei
nie wiekszej niz rozwiazanie pierwszego podproblemu. Jezeli wezmiemy Sciezke w Ga od (s, s) do
(a1, s) uzywajac krawedzi pierwszego rodzaju, p6zniej do (a1, ay) po krawedziach drugiego rodzaju.
Nastepnie uzywamy krawedzi trzeciego rodzaju z (ai,ar) do (ag,a1) i pozniej znowu pierwszego
rodzaju do (ap41,a1) i na koricu drugiego rodzaju dochodzac do (ag+1, agt1)-

Krawedzie pierwszego i drugiego rodzaju odpowiadaja przesuwaniu si¢ pierwsza, Sciezka w przod
i druga $Sciezka w tyl. Dodatkowo krawedz trzeciego rodzaju odpowiada przesunieciu sie¢ obiema
Sciezkami po tych samych krawedziach. Tak wiec jezeli istnieje w G $ciezka od (a,b) do (¢,d) o
koszcie = to oznacza, ze istnieja dwie $ciezki w G, pierwsza od a do ¢ i druga od d do b takie, ze
sumaryczna iloéc wierzchotkow przez jakie przechodza jest rowna x.

Tak wiec dowiedlismy, ze dla kazdej Sciezki w G5 isnieja odpowiadajace jej §ciezki w G. Dodat-
kowo wiemy, ze dlugos$c najkrotszej Sciezki w G2 jest nie wigksza niz rozwiazanie dla G. Stad wynika
juz, ze dlugosc najkrotszej Sciezki miedzy odpowiednimi wierzchotkami w G jest rowna odpowiedzi
na nasz problem w G.

4 Algorytm

Po wcezytaniu grafu G z wejscia, konstruujemy go w pamieci komputera razem z jego dopelieniem
G”. Nastepnie obliczamy funkcje § dla kazdej pary wierzchotkéw z G. Mozemy to zrobié uzywajac
algorytmu Floyda-Warshalla dziatajacego w czasie O(n?3).

Nastepnym krokiem jest wykonanie algorytmu Dijkstry na grafie Gy z funkcja wagows, w.
Zauwazmy, ze bedziemy na biezaco konstruowaé graf Go. Za kazdym razem, gdy z kolejki priorytowe;
wyciaggamy wierzcholek (u1,us2) przechodzimy po liscie sasiedztwa w; i uaktualniamy krawedzie
pierwszego rodzaju, nastepnie przechodzimy po liscie sasiedztwa uy w grafie transponowanym G
uaktualniajac krawedzie drugiego rodzaju; w koricu sprawdzamy czy u; # us ijesli tak, uaktualniamy
krawedz trzeciego rodzaju.

Graf G ma O(n?) wierzchotkéw. Kazdy z nich jest poczatkiem O(n) krawedzi pierwszego i dru-
giego rodzaju i co najwyzej jednej krawedzi trzeciego rodzaju. Zatem mamy O(n?) krawedzi w Go.
Jezeli zaimplementujemy kolejke priorytetowa w algorytmie Dijkstry za pomoca kopca, catkowity
czas algorytmu bedzie wynosit O(n®logn).



Powyzszy algorytm zostal zaimplementowany w C++ i w Javie (programy j.cppi j.java).

5 Niepoprawne rozwigzania

Implementujac kolejke priorytetowa w algorytmie Dijkstry za pomoca tablicy, uzyskujemy czas
O(n*), co daje algorytm zbyt wolny.

Typowym bledem jest implementacja powyzszego algorytmu bez uwzgledniania krawedzi trze-
ciego rodzaju.

Rowniez algorytmy, ktore ustalaja najkrotsza $ciezke w G, a potem probuja dobraé¢ do niej druga,
skazane sa na niepowodzenie.

6 Testy

Pierwsze kilka testow, to mate testy poprawnosciowe.

Test nr 2 to prosta petla.

Test 3 sprawdza, czy program uwzglednia krawedzie 3 typu.

Test 4 rowniez uzywa krawedzi 3 typu i dodatkowo wylapuje algorytmy prébujace znajdowac
najkrotsze Sciezki.

Test 5 jest testem z prawie pelnym grafem o wielkosci 50.



