Rozwigzanie wzorcowe nr 1

Autor: Marcin Pilipczuk

Definicja 1. Liczbg pojedynczg nazywamy liczbe catkowitq dodatniq, ktora w zapisie dziesietnym
sktada sie tylko z k cyfr a, gdzie k > 1, 1 < a < 9. Takg liczbe bedziemy w skrocie zapisywaé
jako M(k,a).

Oznaczenie 1. Liczbe podwijng, skladajgcg sie z k > 1 cyfr 1 < a <9, po ktérych nastepuje
[ 21 cyfr0<b<9 (a#b), oznaczamy B(k,a,l,b).

Whiosek 1. Jeslia < b to B(k,a,l,b) = M(k+1,a)+M(l,b—a). Jeslia > b, to B(k,a,l,b) =
M(k+1l,a)— M(l,a—0).
Ustalmy zapytanie w zadaniu p > 1. Niech N(k,a) = M(k,a) mod p.

Twierdzenie 1. W ciggu N(k,a)r>1 istnieje wartosé ko(a) < p i dlugosé cyklu c(a) < p, Ze
dla kazdego k > ko zachodzi N(k,a) = N(k + c(a),a). Dodatkowo ko(a) + c(a) < p+1

Dowdéd. Zauwazmy, ze M (k,a)-10+a = M(k+1,a). Czyli N(k+1,a) zalezy tylko do N(k,a).
W zwigzku z tym jesli N(k,a) = N(l,a), to dla kazdego i > 0 mamy N(k +i,a) = N(l +1,a).
N(k,a) przyjmuje tylko p wartosci, w zwiazku z tym po dla k = 1,2,...,p + 1 jaka$ wartosé
sie powtérzy. Niech pierwsze powtérzenie bedzie na pozycjach ko(a) i ko(a) + ¢(a). Na mocy
poprzednich obserwacji, od pozycji ko(a) ciag N (k, a) bedzie cykliczny z okresem c(a). Jako, ze
powtoérka bedzie na pozycji nie pézniej niz p + 1, to ko(a) < p.

Whniosek 2. Rozwazamy problem N(k,a) = x — mamy dane a,x, szukamy k. To albo takie k
nie istnieje, albo istnieje dokladnie jedno rozwigzanie k < ko(a), albo rozwigzania tworzq cigg
arytmetyczny k + 1 - c(a).

Whniosek 3. W czasie O(9p) jesteSmy w stanie stworzyé strukture danych wielkosci O(9p),
ktora pozwala w czasie O(1) rozwigzaé réwnanie N(k,a) = x z niewiadomq k.

Dowdd. Dla kazdej cyfry a Sledzimy ciag N(k,a) na tablicy A[0...p — 1]. Na poczatku ta-
blica jest wyzerowana. Kolejno liczymy N (k, a) dla kolejnych k i wpisujemy warotsci k& w pola
A[N(k,a)]. W momencie, jesli w miejscu zapisu co$ juz bylo, znalezliémy najmniejsze mozliwe
wartosci ko(a) i ¢(a). Zapamietujemy te wartosci oraz tablice A dla cyfry a. Rozwiazujemy
rownanie przez sprawdzenie wartosci A[z]. Jesli jest to 0, nie ma rozwigzan. Jesli A[z] < ko(a),
rozwiazaniem jest tylko Alx]. Jesli A[x] > ko(a) rozwiazaniem jest ciag A[z] + c¢(a) - i.
Whniosek 4. Mozemy rozszerzyé powyzszq strukture danych o operacje ,nawieksze rozwigzanie
mniejsze niz y” i ,nagmniejsze rozwigzanie wieksze niz y” (z moZliwg odpowiedzig ,nie ma”).
Fakt 1. Jesli B(k,a,l,b) = np, gdzie n > 1, oraz d jest pierwszq cyfrg w zapisie dziesietnym
liczby p, a m jest diugoScig zapisu dziesietnego liczby p, to a > d lub k+1 > m.

Dowéd. k +1 > m, bo B(k,a,l,b) > p. JeSliby k + [ = m, to jako ze B(k,a,l,b) —p > p,
pierwsza cyfra B(k,a,l,b) musi by¢ przynajmniej dwa razy wigksza od pierwszej cyfry p.
Twierdzenie 2. Potrafimy odpowiedzie¢ na zapytanie p w czasie O(81p) i pamieci O(9p).
Dowdd. Skonstruujmy strukture danych z wniosku 4. Wiemy, ze rozwiazanie jest postaci M (k+
lya)+ M(l,b—a) lub M(k+{,a) — M(l,a — b). Algorytm dziata w nastepujacy sposéb: dla

kazdej reszty 0 < r < p, dla kazdej cyfry 1 < a < 9, dla kazdej cyfry 0 < b < 9, b # a,
probujemy znalez¢ najmniejsze rozwiazanie w postaci jak wyzej, dla N(k +1,a) = r.



Robimy to w sposdb nastepujacy. Wiemy, jaka reszte z dzielenia przez p musi mie¢ M (I, b—a)
lub M(l,a—b). Znajdujemy najmniejsze mozliwe takie [. Znajdujemy teraz najmniejsze mozliwe
takie k+1,ze k+1>1ik+1>m (m - dlugos¢ w zapisie dziesietnym liczby p, d - pierwsza
cyfra zapisu dziesietnego liczby p) jesli d < a, za$ k +1 > m dla d > a. Teraz, jesli b < a,
znajdujemy najwieksze nowe I'; ze I’ < k+11 N(l,a —b) = N(I';a — b). Jest to najmniejsze
rozwiazanie dla cyfr a 1 b1 N(k+1,a) = r, wieksze od p: wybieramy najmniejsze mozliwe k + 1,
po czym, jesli b < a, probujemy odjac jak najwiece;j.

Biorac minimum ze wszystkich rozwigzan dla kazdego r, a, b, znajdujemy odpowiedz.

Implementacja tego rozwigzania znajduje sie w pliku Bipartite Numbers.java.



Rozwigzanie wzorcowe nr 2

Autor: Michatl Pilipczuk

DEFINICJA.1. Liczba pojedynicza oznaczona przez M(k,a) oznaczymy liczbe postaci
aa...a gdzie a jest cyfra rézna od 0 a k € Z™.
k

DEFINICJA.2. Liczba podwdjng oznaczona przez B(k,a,l,b) oznaczymy liczbe postaci
- 737 71 . . 7’ . /. ’ +
aa .k. .a,bb .l. . b gdzie a jest cyfra r6zna od 0, b cyfra rézna od a, zas k,l € ZT.

FAKT.1. Jesli w liczbie podwojnej B(k,a,l,b) zachodzi a < b to B(k,a,l,b) = M(k +
lya)+ M(l,b—a). Jesli zas a > b to B(k,a,l,b) = M(k+1,a) — M(l,a —b).

Dowdéd: Poprzez zastosowanie dodawania badz odejmowania pod kreska od razu uzykujemy
teze.

WNIOSEK.1. Niech p zapytaniem w zadaniu (liczba dla ktérej mamy podaé¢ odpowiedz).
Wéwezas problem znaleZienia najmniejszej B(k,a,l,b) > p podzielnej przez p sprowadza sie
do znalezienia dwoch liczb postaci M(k,a) i M(l,b) dajacych modulo p reszty zgodne badz
przeciwne tak, by liczby te sumowaly sie badZ odejmowaly (zaleznie od tego czy reszty sa
odpowiednio przeciwne czy zgodne) do poprawnej liczby podwdjnej i by ta liczba podwdjna
byta podzielna przez p i od p wieksza.

DEFINICJA.3. Oznaczmy N(k,a) = M(k,a)modp.

FAKT.2. Ciag liczb N(0,a),N(1,a), N(2,a),... jest od pewnego miejsca i po p+ 1 pierw-
szych elementach pierwszy cykl sie juz skonczy.

Dowéd: Zauwazmy, ze N(k+ 1,a) = (10 - N(k, a) + a)modp, wiec kolejne wyrazy ciagu sa
rekurencyjnie zwiazane tylko z jednym poprzednim wyrazem. W zwiazku z tym jesli w dwoch
miejscach wyrazy N(z,a) i N(y,a) beda réwne (z rézne od y), to ciag iterowany od z i od y
bedzie taki sam, wiec ciag bedzie mial okres |z — y|. Z zasady szufladkowej Dirichleta wér6éd
p—+ 1 pierwszych wyrazow ciagu znajda sie dwa takie same, wiec po co najwyzej p+ 1 wyrazach
zakonczy sie pierwszy cykl.

DEFINICJA.4. Oznaczmy przez len(a) dtugos$¢ zapisu dzieietnego liczby a.

FAKT.3. Dla kazdego k > 9 zachodzi len(ka) > len(a).

Dowéd Funkcja len(z) jest oczywiscie niemalejaca, wiec wystarczy sprawdzié¢ teze dla k =
10. Wtedy 10 - a powstaje w wyniku dopisania zera na koniec a, wiec dtugos$é¢ 10 - a jest wigksza
o 1 od dhugosci a.

FAKT.3. Zal6zmy, ze rozwazamy liczby podwojne dtugosci s, przy czym wcezesniej w trakcie
algorytmu przetworzylismy juz wszystkie dtugosci mniejsze od s. Wéwcezas mozemy uzywajac
sumarycznie w czasie algorytmu pamieci O(18p) za kazdym razem w czasie O(1) uzyskaé od-
powiedZ na pytania:

1. Jaka jest najmniejsza liczba k < s, ze N(k,a) = r dla ustalonych r i a?

2. Jaka jest najwieksza liczba k < s, ze N(k,a) = r dla ustalonych r i a?



Sposdb: Do odpowiedzi na te pytania stuza tablice MN[0. .p] [1..9] oraz MX[0..p] [1..9].
W koméree MN [x] [a] trzymamy najmniejsze takie k, ze N(k,a) = x, zas w koméree MX [x] [a]
najwieksze. Na poczatku wszystkie komorki obu tablic ustawione sa na —1 co oznacza, ze
dana reszta jeszcze nie wystapita. Mozemy dla kazdej przetwarzanej dtugosci liczby podwdjne;j
aktualizowa¢ w czasie O(18) obie tablice za$ kazde zapytanie zajmuje czas O(1).

ALGORYTM

1. Sprawdzamy w czasie O(1) czy liczby 2p, 3p, . . ., 9p nie sa podwdjne poprzez wpisanie ich
cyfr do tablicy i przeanalizowanie. Jesli tak, to zwracamy najmniejsza z nich, w przeciw-
nym razie idziemy do punktu 2.

2. Po kolei przegladamy mozliwe dtugosci liczb podwojnych. Niech s to aktualnie prze-
twarzana warto$¢. Najpierw obliczamy wyrazy N(s,a) gdzie a jest cyfra na podstawie
poprzednio wyliczonych za pomoca rekurencji z dowodu faktu 2. Jesli s < len(p) to tylko
aktualizujemy tablice MX i MN. W przeciwnym razie dla kolejnych cyfr a przebiegajacych
zbiér od 1 do 9 sprawdzamy dla kolejnych mozliwych b z przedziatu od 1 do a czy istnieje
liczba N(t,b), ze N(t,b) = N(s,a). Odtwarzajac wyniki z tablicy MX zawsze uzyskamy
najwieksza taka liczbe. Jesli takie t,b istnieja to zapamietujemy taka pare dla ktorej
M (s,a) — M(t,b) jest najmniejsze mozliwe. Nastepnie analogicznie rozwazamy kolejne b
z przedziatu od 1 do 9 — a i szukamy najmniejszego takiego t, ze N(t,b) = p — N(s,a).
Zapamietujemy wynik dla takiej pary t,b, dla ktérej M(s,a) + M (t,b) jest najmniejsza
mozliwa uzywajac tablicy MN. Jesli podczas obu sprawdzen tzn. odjecia liczby pojedyn-
czej badz dodania liczby pojedynczej uzyskaliémy mozliwa pare t,b, to wynikiem jest
najmniejsza utowrzona przez znalezione pary liczba podwojna B(s — t,a,t,+(a — b)) i
konczymy iteracje. W przeciwnym razie aktualizujemy tablice MX i MN i przechodzimy do
nastepnej rozwazanej dtugosci.

Dowdéd poprawnosci: Gdyby najmniejsza mozliwa liczba podwdjna podzielna przez p i
wieksza od niej byta postaci 2p,3p,...,9p to zostanie znaleziona w punkcie 1 algorytmu. W
przeciwnym razie z faktu 3 wynika ze dlugo$¢ najmniejszej wielokrotnosci bedzie wieksza niz
dhugos¢ p, wiec z wniosku 1 jak i z budowy algorytmu wynika, ze znaleziona liczba podwdjna
jest podzielna przez p jak i jest najmniejsza mozliwa (bo minimalizujemy jej dtugosé a nastepnie
w kazdej iteracji nia sama). Iteracje sie zakoncza po co najwyzej p + 1 krokach, gdyz z zasady
szufladkowej Dirichleta rozwazajac tylko liczby postaci B(k,1,1,0) z faktu 2 wynika, ze po co
najwyzej p + 1 krokach wéréd liczb M (k, 1) znajdziemy dwie o takiej samej reszcie modulo p,
ktorych roznica da nam liczbe podéwijna o co najwyzej p cyfrach, wiec warunek stopu tez jest
zachowany.

Szacowanie zlozonosci: Ztozonos¢ pamieciowa wynosi O(18p) ze wzgledu na tablice MN
i MX. Pierwszy krok algorytmu ma zlozonosé obliczeniowa O(1) za$ kazda iteracja w drugim
O(81)(gdyz musze rozwazy¢ kazda pare cyfr a,b), zas iteracje wykonuja sie O(p) razy. Zatem
sumaryczna ztozono$é obliczeniowa wynosi O(81p).



Testy

Zostato stworzonych 10 testéw kazdy zawierajacy od 10 do 15 mozliwych przypadkéw. Po-
niewaz danymi wejéciowymi do zadania jest jedna liczba od 1 do 100.000 to najtatwiej zwery-
fikowa¢ programy wzrocowe poprzez poréwnanie rozwiazan dla wszystkich mozliwych danych
wejsciowych. Rozwiazanie zaimplementowane uzywajac opisanego algorytmu znajduje sie w
pliku BipartiteNumbers.cpp i wygenerowanie wszystkich mozliwych rozwiazan zajmuje mu
kilka minut.



