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1 Wstep

Na finatach ACM czasem pojawiaja sie zadania, ktore maja co$§ wspolnego z fizyka. Nie wymagaja
one na ogoét zbyt glebokiej wiedzy na ten temat, do ich rozwiazania wystarczaja pojecia fizyczne z
poznane w starych dobrych czasach liceum. Tak jest i tym razem.

Zazwyczaj zadania z fizyki sprowadzaly sie do policzenia jednej lub kilku wielkosci. Tutaj zadanie
z pozoru wydaje sie inne — kaza nam tylko stwierdzi¢, czy konstrukcja stoi, czy stoi solidnie. W jaki
sposdéb zabraé sie za cos takiego?

Pewnie warto przyjrze¢ sie sitom dziatajacym w danym uktadzie. Dla ustalenia uwagi, oznaczmy
kolejne kulki symbolami K1, Ks, ..., K,. Oto trzy rodzaje sit, ktére beda nas interesowac:

e sity ciezko$ci dziatajace na wszystkie kulki

Rysunek 1: Na kazda kulke dziala sita grawitacji.

e sily sprezystosci pretdéw; mozna je rowniez nazwac sitami przenoszonymi przez prety

Rysunek 2: Rozciagany pret dziata na kulki zgodnie z III zasada dynamiki Newtona.

Kierunki tych sit sg zgodne z kierunkami pretéw. Kazdy pret dziata na kulki, do ktérych
jest przyczepiony, sitami o tej samej wartosci, ale o przeciwnych zwrotach. Wprowadzmy
w tym miejscu oznaczenie f;, moéwiace jaka jest warto§é w Niutonach sily rozciagajacej i-ty
pret. Oczywiscie w naszych rozwazaniach utozsamiamy dtugosé wektora sily z jej wartoscig w
niutonach.

e sily sprezystosci stotu, dziatajace tylko na kulki lezace na stole, réwnowazace wszystkie inne
sity dzialajace na te kulki

Rysunek 3: Sila sprezystosci stotu. Zauwazmy, ze tutaj prety 2 i 4 sg Sciskane, wiec mamy fo, fy < 0.



2 Podstawowe rozwigzanie

To co? Wiadomo o co chodzi? Wystarczy policzy¢ sity, sprawdzi¢, czy wypadkowe sity dziatajace na
kulki sa zerowe i wiemy, czy stoi, czy nie? (Zostawmy poki co pytanie, jak stwierdzi¢, czy konstrukcja
stoi stabilnie, czy nie, a skupmy sie na pytaniu, czy w ogole stoi, czy nie).

Mniej wiecej tak to bedziemy robié, choé¢ troche sprytniej. Po pierwsze zauwazmy, ze uktad sit
przenoszonych przez prety moze nie by¢ wyznaczony jednoznacznie. Na pierwszy rzut oka moze sie
to wyda¢ zaskakujace, w konicu albo na pret dziala taka a taka sita, albo nie. W fizyce klasycznej za-
zwycza] nie ma miejsca na niejednoznacznodci. Jednak w tym zadaniu mamy troche wyidealizowany
model, w ktérym prety sa niesci§liwe. Proponuje wiec spojrze¢ na ponizszy rysunek i zastanowic
sie, jakie tam sily moga dzialac.

Rysunek 4: W tym uktadzie sily przenoszone przez prety nie sa wyznaczone jednoznacznie.

Drugim problemem jest to, ze policzenie sit w ogblnym przypadku nie jest proste. Ale nie jest
tez konieczne. Zrébmy wiec tak: zatdzimy, zZe uktad stoi i sprobujmy teraz policzy¢ sity przenoszone
przez wszystkie prety. Caly trik polega na tym, ze owe zalozenie mozna przedstawi¢ w postaci, ktorg
matematycy lubig najbardziej — w postaci uktadu réwnan.

Ale zanim to zrobimy, dol6zmy pare nowych oznaczeri. Niech R(K;) oznacza zbiér numeréw
pretow potaczonych z K;. Ponadto niech B(i, K,) bedzie numerem kulki, do ktérej przeczepiony
jest koniec i-tego preta, ale nie ten, ktory jest przyczepiony do K.

Teraz dla kazdej kulki zapiszmy fakt, ze wypadkowa sita dzialajaca na nia jest zerowa:
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Zauwazmy, ze jest to ukltad réwnan wektorowych, tak wiec jeSli rozpatrujemy go w przestrzeni
tréjwymiarowej, to kazde réwnanie mozemy rozpisaé na trzy zwykte rownania skalarne — po trzech
wspolrzednych. Traktujac wszystkie f; jako niewiadome, otrzymujemy uktad 3-n réwnan liniowych
z m niewiadomymi.

Teraz korzystajac standardowo z algorytmu eliminacji Gaussa, sprowadzamy rozszerzong macierz
uktadu do postaci schodkowej. Jesli okaze sie, ze nasz uktad jest sprzeczny, oznacza to, ze zalozenie
o tym, ze uktad stoi nie jest stuszne (poniewaz nie istnieje ukltad sil przenoszonych przez prety
opisujacy stan réwnowagi). Zatem umiemy juz stwierdi¢, czy konstrukcja stoi, czy nie. Pozostaje
druga cze$é¢ — wiedzac, ze uklad stoi, trzeba stwierdzié, czy przyadkiem nie jest niestabilny.

Przeformulujmy wiec to pytanie w terminach naszego uktadu rownan. Pytamy, czy istnieja takie
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jest sprzeczny. Problem w tym, Ze nie wiemy dokladnie, jakie sy wartosci a;. Oto dwa pomysty,
jakie moga nam tutaj przyjs¢ z pomoca:

1. Mozna sprébowaé w sposéb losowy wygenerowaé malte wektorki «;, nastepnie za pomocs eli-
minacji Gaussa stwerdzi¢, czy otrzymany uklad jest sprzeczny'. Jegli jest, to mamy pewnosé,

ze konstrukcja stoi niestabilnie.

Jesli sprzecznodci nie ma, to mozemy dla pewnosci kilku-

krotnie powtérzy¢ losowanie. Mozna zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo, iz w ten sposéb nie
dostaniemy poprawnej odpowiedzi jest bardzo, bardzo mate.

2. Ale moze nie trzeba sie ucieka¢ do takich niedeterministycznych metod. Lepiej przyjrzeé sie
temu, co otrzymali$my w pierwszej faziw algorytmu. Tam sprowadzaliSmy macierz uktadu do
postaci schodkowej. Jesli nam sie to udalo, to w efekcie otrzymali$my macierz takiej postaci:
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Po prostu najpierw jest k niezerowych wierszy, a na koricu byé moze sa wiersze zerowe. Jesli
teraz do wyjsciowego uktadu réwnan dopisaliSmy z prawej wspolczynniki «;, to jesli teraz
by$my powtodrnie sprowadzili macierz do postaci schodkowej, to wygladataby ona tak:

1.1

a1m | b1 + A
Qkm | b + Ak
0 Agt1
0 A?m,

gdzie, uwaga, A; sa niezerowymi kombinacjami liniowymi wspoétrzednych wektoréow «;. A
zatem kiedy mozna tak dobraé¢ «;, zeby uklad zepsué¢? Na pewno nam sie to nie uda, jesli

ITak naprawde nie jest istotne, czy wygenerowane wektorki sa ,male” czy nie. Majac jaki§ uktad dodatkowych sit
destabilizujacych uklad, to jesli wartos¢ kazdego wektorka pomnozymy przez stala, to otrzymany uktad tez destabi-

lizuje konstrukcje.



w postaci schodkowej naszej macierzy nie bedzie zerowych wierszy. Natomiast jesli jest cho¢
jeden wiersz zerowy, to zawsze mozemy tak dobra¢ wektory «y, zeby warto$é¢ np. Agiq byla
niezerowa, co juz implikuje sprzecznosé¢ uktadu.

3 Dodatkowe ulepszenia

Przedstawiony powyzej algorytm jest poprawnym rozwigzaniem zadania. Jednak czasem rozwia-
zywanie problemu na zawodach nie sprowadza sie tylko do opracowania poprawnego, czy nawet
dodatkowo efektywnego algorytmu. Jeszcze trzeba go moc zaimplementowaé w taki sposob, zeby
byé pewnym, ze jesli nie ma bledéw, to zostanie zaakceptowany.

Ja osobiscie batbym sie implementowaé ten podstawowy algorytm gtéwnie ze wzgledu na mozliwa
duza niestabilno$¢ numeryczng eliminacji Gaussa. Co wiecej, wyobrazmy sobie, ze nie mialnbym w
gotowcach wersji lepszej numerycznie, z wybieraniem odpowiednich elementow dzielacych. Co by
byto, gdyby sie okazalo, ze dokladnosé jest niewystarczajaca? Otrzymalbym pewnie od systemu
odpowiedZ Wrong answer i nie wiedzialbym, czy chodzi o doktadnos$é, czy tez o zwykly blad w
programie.

Dlatego chciatbym opracowaé takie rozwiazanie, w ktérym nie wykorzystuje wartosci zmienno-
przecinkowych. Moge np. zalozyé, ze wartosci na wejsciu nie beda podane z dokladnoscia wieksza
niz 20 miejsc po przecinku. To pozwala mi przechowywaé¢ wartosdci z wejscia jako liczby catkowite
(tak intuicyjnie, po prostu mnoze to, co jest na wejsciu przez 10%° i tyle). Wtedy wspolrzedne
wszystkich wektoréw wystepujacych w pierwotnym ukladzie réwnan réwniez beda catkowite. Po-
zostaja poki co wartosci w mianownikach, bedace dlugosciami wektoréw, ktére moga byé w ogole
niewymierne. Ale na to tez jest sposob. Réwnanie
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gdzie teraz g; = traktujemy jako niewiadoma.
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Niestety to nadal nie koniec, gdyz sprowadzanie macierzy do postaci schodkowej nie jest wyko-
nywalne w Z, gdyz Z nie jest cialem — nie zawsze da si¢ wykonywaé dzielenie. Lekarstwem na to
jest prowadzenie wszystkich operacji modulo pewna duza liczba pierwsza p, np. 23! — 1. Jest to tez
pewnego rodzaju ,oszustwo”, gdyz rozwiazywalnos$¢ uktadu w Z, nie implikuje rozwigzywalnosdci w
Q, lecz na potrzeby zawodow, implikacja dziata z dostatecznie duzym prawdopodobienstwem.
Przedstawiony algorytm, wraz z ulepszeniami, zostal zaimplementowany i mozna go znalezé¢ w
materiatach dotaczonych do tego opracowania.
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