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1 Wst¦p

Na �naªach ACM czasem pojawiaj¡ si¦ zadania, które maj¡ co± wspólnego z �zyk¡. Nie wymagaj¡
one na ogóª zbyt gª¦bokiej wiedzy na ten temat, do ich rozwi¡zania wystarczaj¡ poj¦cia �zyczne z
poznane w starych dobrych czasach liceum. Tak jest i tym razem.

Zazwyczaj zadania z �zyki sprowadzaªy si¦ do policzenia jednej lub kilku wielko±ci. Tutaj zadanie
z pozoru wydaje si¦ inne � ka»¡ nam tylko stwierdzi¢, czy konstrukcja stoi, czy stoi solidnie. W jaki
sposób zabra¢ si¦ za co± takiego?

Pewnie warto przyjrze¢ si¦ siªom dziaªaj¡cym w danym ukªadzie. Dla ustalenia uwagi, oznaczmy
kolejne kulki symbolami K1,K2, . . . ,Kn. Oto trzy rodzaje siª, które b¦d¡ nas interesowa¢:

• siªy ci¦»ko±ci dziaªaj¡ce na wszystkie kulki

Rysunek 1: Na ka»d¡ kulk¦ dziaªa siªa grawitacji.

• siªy spr¦»ysto±ci pr¦tów; mo»na je równie» nazwa¢ siªami przenoszonymi przez pr¦ty

Rysunek 2: Rozci¡gany pr¦t dziaªa na kulki zgodnie z III zasad¡ dynamiki Newtona.

Kierunki tych siª s¡ zgodne z kierunkami pr¦tów. Ka»dy pr¦t dziaªa na kulki, do których
jest przyczepiony, siªami o tej samej warto±ci, ale o przeciwnych zwrotach. Wprowad¹my
w tym miejscu oznaczenie fi, mówi¡ce jaka jest warto±¢ w Niutonach siªy rozci¡gaj¡cej i-ty
pr¦t. Oczywi±cie w naszych rozwa»aniach uto»samiamy dªugo±¢ wektora siªy z jej warto±ci¡ w
niutonach.

• siªy spr¦»ysto±ci stoªu, dziaªaj¡ce tylko na kulki le»¡ce na stole, równowa»¡ce wszystkie inne
siªy dziaªaj¡ce na te kulki

Rysunek 3: Siªa spr¦»ysto±ci stoªu. Zauwa»my, »e tutaj pr¦ty 2 i 4 s¡ ±ciskane, wi¦c mamy f2, f4 < 0.
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2 Podstawowe rozwi¡zanie

To co? Wiadomo o co chodzi? Wystarczy policzy¢ siªy, sprawdzi¢, czy wypadkowe siªy dziaªaj¡ce na
kulki s¡ zerowe i wiemy, czy stoi, czy nie? (Zostawmy póki co pytanie, jak stwierdzi¢, czy konstrukcja
stoi stabilnie, czy nie, a skupmy sie na pytaniu, czy w ogóle stoi, czy nie).

Mniej wi¦cej tak to b¦dziemy robi¢, cho¢ troch¦ sprytniej. Po pierwsze zauwa»my, »e ukªad siª
przenoszonych przez pr¦ty mo»e nie by¢ wyznaczony jednoznacznie. Na pierwszy rzut oka mo»e si¦
to wyda¢ zaskakuj¡ce, w ko«cu albo na pr¦t dziaªa taka a taka siªa, albo nie. W �zyce klasycznej za-
zwyczaj nie ma miejsca na niejednoznaczno±ci. Jednak w tym zadaniu mamy troch¦ wyidealizowany
model, w którym pr¦ty s¡ nie±ci±liwe. Proponuj¦ wi¦c spojrze¢ na poni»szy rysunek i zastanowi¢
sie, jakie tam siªy mog¡ dziaªa¢.

Rysunek 4: W tym ukªadzie siªy przenoszone przez pr¦ty nie s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Drugim problemem jest to, »e policzenie siª w ogólnym przypadku nie jest proste. Ale nie jest
te» konieczne. Zróbmy wi¦c tak: zaªó»my, »e ukªad stoi i spróbujmy teraz policzy¢ siªy przenoszone
przez wszystkie pr¦ty. Caªy trik polega na tym, »e owe zaªo»enie mo»na przedstawi¢ w postaci, któr¡
matematycy lubi¡ najbardziej � w postaci ukªadu równa«.

Ale zanim to zrobimy, doªó»my par¦ nowych oznacze«. Niech R(Ki) oznacza zbiór numerów
pr¦tów poª¡czonych z Ki. Ponadto niech B(i,Kx) b¦dzie numerem kulki, do której przeczepiony
jest koniec i-tego pr¦ta, ale nie ten, który jest przyczepiony do Kx.

Teraz dla ka»dej kulki zapiszmy fakt, »e wypadkowa siªa dziaªaj¡ca na ni¡ jest zerowa:

∑
i∈R(K1)

fi ·
−−−−−−−−→
K1KB(i,K1)∣∣∣−−−−−−−−→K1KB(i,K1)

∣∣∣ = −~g

∑
i∈R(K2)

fi ·
−−−−−−−−→
K2KB(i,K2)∣∣∣−−−−−−−−→K2KB(i,K2)

∣∣∣ = −~g

...∑
i∈R(Kn) fi ·

−−−−−−−−→
KnKB(i,Kn)∣∣∣−−−−−−−−→KnKB(i,Kn)

∣∣∣ = −~g

Zauwa»my, »e jest to ukªad równa« wektorowych, tak wi¦c je±li rozpatrujemy go w przestrzeni
trójwymiarowej, to ka»de równanie mo»emy rozpisa¢ na trzy zwykªe równania skalarne � po trzech
wspóªrz¦dnych. Traktuj¡c wszystkie fi jako niewiadome, otrzymujemy ukªad 3 ·n równa« liniowych
z m niewiadomymi.

Teraz korzystaj¡c standardowo z algorytmu eliminacji Gaussa, sprowadzamy rozszerzon¡ macierz
ukªadu do postaci schodkowej. Je±li oka»e si¦, »e nasz ukªad jest sprzeczny, oznacza to, »e zaªo»enie
o tym, »e ukªad stoi nie jest sªuszne (poniewa» nie istnieje ukªad siª przenoszonych przez pr¦ty
opisuj¡cy stan równowagi). Zatem umiemy ju» stwierdi¢, czy konstrukcja stoi, czy nie. Pozostaje
druga cz¦±¢ � wiedz¡c, »e ukªad stoi, trzeba stwierdzi¢, czy przyadkiem nie jest niestabilny.

Przeformuªujmy wi¦c to pytanie w terminach naszego ukªadu równa«. Pytamy, czy istniej¡ takie
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maªe wektorki ~α1, . . . , ~αn, »e ukªad

∑
i∈R(K1)

fi ·
−−−−−−−−→
K1KB(i,K1)∣∣∣−−−−−−−−→K1KB(i,K1)

∣∣∣ = −~g + ~α1

∑
i∈R(K2)

fi ·
−−−−−−−−→
K2KB(i,K2)∣∣∣−−−−−−−−→K2KB(i,K2)

∣∣∣ = −~g + ~α2

...∑
i∈R(Kn) fi ·

−−−−−−−−→
KnKB(i,Kn)∣∣∣−−−−−−−−→KnKB(i,Kn)

∣∣∣ = −~g + ~α3

jest sprzeczny. Problem w tym, »e nie wiemy dokªadnie, jakie s¡ warto±ci αi. Oto dwa pomysªy,
jakie mog¡ nam tutaj przyj±¢ z pomoc¡:

1. Mo»na spróbowa¢ w sposób losowy wygenerowa¢ maªe wektorki αi, nast¦pnie za pomoc¡ eli-
minacji Gaussa stwerdzi¢, czy otrzymany ukªad jest sprzeczny1. Je±li jest, to mamy pewno±¢,
»e konstrukcja stoi niestabilnie. Je±li sprzeczno±ci nie ma, to mo»emy dla pewno±ci kilku-
krotnie powtórzy¢ losowanie. Mo»na zauwa»y¢, »e prawdopodobie«stwo, i» w ten sposób nie
dostaniemy poprawnej odpowiedzi jest bardzo, bardzo maªe.

2. Ale mo»e nie trzeba si¦ ucieka¢ do takich niedeterministycznych metod. Lepiej przyjrze¢ si¦
temu, co otrzymali±my w pierwszej faziw algorytmu. Tam sprowadzali±my macierz ukªadu do
postaci schodkowej. Je±li nam si¦ to udaªo, to w efekcie otrzymali±my macierz takiej postaci:

a1,1 · · · a1,m b1

...
. . .

...
...

0 · · · ak,m bk

0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0

Po prostu najpierw jest k niezerowych wierszy, a na ko«cu by¢ mo»e s¡ wiersze zerowe. Je±li
teraz do wyj±ciowego ukªadu równa« dopisali±my z prawej wspóªczynniki αi, to je±li teraz
by±my powtórnie sprowadzili macierz do postaci schodkowej, to wygl¡daªaby ona tak:

a1,1 · · · a1,m b1 + ∆1

...
. . .

...
...

0 · · · ak,m bk + ∆k

0 · · · 0 ∆k+1

...
. . .

...
...

0 · · · 0 ∆3n

gdzie, uwaga, ∆i s¡ niezerowymi kombinacjami liniowymi wspóªrz¦dnych wektorów αi. A
zatem kiedy mo»na tak dobra¢ αi, »eby ukªad zepsu¢? Na pewno nam si¦ to nie uda, je±li

1Tak naprawd¦ nie jest istotne, czy wygenerowane wektorki s¡ �maªe� czy nie. Maj¡c jaki± ukªad dodatkowych siª
destabilizuj¡cych ukªad, to je±li warto±¢ ka»dego wektorka pomno»ymy przez staª¡, to otrzymany ukªad te» destabi-
lizuje konstrukcj¦.
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w postaci schodkowej naszej macierzy nie b¦dzie zerowych wierszy. Natomiast je±li jest cho¢
jeden wiersz zerowy, to zawsze mo»emy tak dobra¢ wektory αi, »eby warto±¢ np. ∆k+1 byªa
niezerowa, co ju» implikuje sprzeczno±¢ ukªadu.

3 Dodatkowe ulepszenia

Przedstawiony powy»ej algorytm jest poprawnym rozwi¡zaniem zadania. Jednak czasem rozwi¡-
zywanie problemu na zawodach nie sprowadza si¦ tylko do opracowania poprawnego, czy nawet
dodatkowo efektywnego algorytmu. Jeszcze trzeba go móc zaimplementowa¢ w taki sposób, »eby
by¢ pewnym, »e je±li nie ma bª¦dów, to zostanie zaakceptowany.

Ja osobi±cie baªbym si¦ implementowa¢ ten podstawowy algorytm gªównie ze wzgl¦du na mo»liw¡
du»¡ niestabilno±¢ numeryczn¡ eliminacji Gaussa. Co wi¦cej, wyobra¹my sobie, »e nie miaªnbym w
gotowcach wersji lepszej numerycznie, z wybieraniem odpowiednich elementów dziel¡cych. Co by
byªo, gdyby si¦ okazaªo, »e dokªadno±¢ jest niewystarczaj¡ca? Otrzymaªbym pewnie od systemu
odpowied¹ Wrong answer i nie wiedziaªbym, czy chodzi o dokªadno±¢, czy te» o zwykªy bª¡d w
programie.

Dlatego chciaªbym opracowa¢ takie rozwi¡zanie, w którym nie wykorzystuj¦ warto±ci zmienno-
przecinkowych. Mog¦ np. zaªo»y¢, »e warto±ci na wej±ciu nie b¦d¡ podane z dokªadno±ci¡ wi¦ksz¡
ni» 20 miejsc po przecinku. To pozwala mi przechowywa¢ warto±ci z wej±cia jako liczby caªkowite
(tak intuicyjnie, po prostu mno»¦ to, co jest na wej±ciu przez 1020 i tyle). Wtedy wspóªrz¦dne
wszystkich wektorów wyst¦puj¡cych w pierwotnym ukªadzie równa« równie» b¦d¡ caªkowite. Po-
zostaj¡ póki co warto±ci w mianownikach, b¦d¡ce dªugo±ciami wektorów, które mog¡ by¢ w ogóle
niewymierne. Ale na to te» jest sposób. Równanie

∑
i∈R(K1)

fi ·
−−−−−−−−→
K1KB(i,K1)∣∣∣−−−−−−−−→K1KB(i,K1)

∣∣∣ = −~g

mo»emy zast¡pi¢ innym ∑
i∈R(K1)

gi ·
−−−−−−−−→
K1KB(i,K1) = −~g

gdzie teraz gi = fi

|K1KB(i,K1)| traktujemy jako niewiadom¡.

Niestety to nadal nie koniec, gdy» sprowadzanie macierzy do postaci schodkowej nie jest wyko-
nywalne w Z, gdy» Z nie jest ciaªem � nie zawsze da si¦ wykonywa¢ dzielenie. Lekarstwem na to
jest prowadzenie wszystkich operacji modulo pewna du»a liczba pierwsza p, np. 231 − 1. Jest to te»
pewnego rodzaju �oszustwo�, gdy» rozwi¡zywalno±¢ ukªadu w Zp nie implikuje rozwi¡zywalno±ci w
Q, lecz na potrzeby zawodów, implikacja dziaªa z dostatecznie du»ym prawdopodobie«stwem.

Przedstawiony algorytm, wraz z ulepszeniami, zostaª zaimplementowany i mo»na go znale¹¢ w
materiaªach doª¡czonych do tego opracowania.

4 Testy

TODO
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