Opracowanie:
2006B
Szarlotka z lodami

HISTORIA:

e Vv.1.2: 2007.02.09, Al - drobne poprawki w wygladzie

e v.1.1: 2007.02.07, JP - dostosowanie opracowania do wymsyggtemu SINOL
e V. 1.0: XXXX.XX.XX, TB,MD - powstanie opracowania

dokument systemu SINOL 1.6

1 Wprowadzenie

Sformutujmy to zadanie w jezyku grafow. Niethoznacza zbi6ér wszystkich kawatkéw ciastayazhbior
wszystkich gatek lodowyV | =|W/|. Zbudujemy graf dwudzielny o wierzchotka®tuW. Krawedz pomiedzy
kawatkiem ciasta € V i gatka lodéww € W tworzymy jesli dana kombinacja jest mtwa. Waga krawedzi
to cena danej kombinaciji.

Skojarzeniem w grafie nazywamy taki podzbiér zbioru kramigde zadne dwie krawedzie nie maja
wspdlnego wierzchotka. Skojarzenie doskonate to takietdmin kazdy wierzchotek jest incydentny z ja&a
krawedzia tego skojarzenia. Skojarzenie doskonate weymagyrafie dwudzielnym odpowiada pewnemu
przyporzadkowaniu wszystkich kawatkéw ciasta do wszghtigatek lodéw. Z tréci zadania wiadomae
co najmniej jedno takie skojarzenie doskonale istnieje.

Waga skojarzenid! (oznaczmy ja jakay(M)) to suma wag wszystkich krawedzi wchodzacych w jego
sklad. W zadaniu chodzi o policzenie najmniejszej i naksiej wagi skojarzenia doskonatego w grafie
dwudzielnym.

2 Rozwiazanie wzorcowe

Problem znalezienia skojarzenia doskonatego o najweghszimniejszej wadze jest znanym problem w in-
formatyce, nazywanymproblemem przydzialuMystepuje on w wielu praktycznych zastosowaniach, diate
wymyslono wiele algorytmoéw do jego rozwiazania. Najszybszeneralgorytmy dziataja w czas@(n®), na
przyktadalgorytm wegierskiub algorytm kolejnych najkrétszych szek Nasze rozwiazanie bedzie opiéra
sie na drugim z nich, ktory dla prostoty zastosujemy w weiziptajacej w czasi©(n*), co okae sig zupet-
nie wystarczajace.

Definicja 1 Niech G=(V,W,E,M) oznacza graf dwudzielny o zbiorach wierzchotkéw V i W, k@ziach E
i skojarzeniu M.

e Sciezka powiekszajacaw grafie G nazywamy Sdike od wierzchotka nieskojarzonege V do wierz-
chotka nieskojarzonego @ W taka,ze jej kolejne krawedzie na przemian raz rzalelo skojarzenia
M, raz nie,

e wagasciezki powiekszajacej o(#) to suma wag krawedzi alki nie naleacych do M minus suma
wag krawedzi scigki nalezacych do M.

Zauwamy, ze pierwsza i ostatnia krawedz seiezce powigkszajacej nie nalgdo skojarzenia. Gdy na
sciezce powigkszajacej zamienimy dlazdej krawedzi jej przynalndst doM, to uzyskamy nowe skojarze-
nie M’, zawierajace o jedna krawedz wiecej M. Obliczajac wagé&ciezki powigkszajacej, sumujemy wagi



jej krawedzi, ale krawedzie nalace do skojarzenia bierzemy z przeciwnym znakiem. Zanowaze jesli
sciezka? powigksza skojarzenid do skojarzenid’, to o(M') = (M) + a(2).
Algorytm kolejnych najkrétszychceiezek opiera sie na nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1 Niech M bedzie skojarzeniem w grafie dwudzielnys @,W, E, M) o najmniejszej wadze
sposrod skojarzen o licznosci k. Nieehbedzie najkrotsza Scika powiekszajaca. Wtedy skojarzenie M
powstate poprzez zastosowanie gkiepowigkszajacep jest skojarzeniem o najmniejszej wadze sposrod
skojarzeh o licznoscik 1.

Algorytm kolejnych najkrétszychceiezek jest nastepujacy:

Rozpocznij z pustym skojarzeniem M
Powtarzaj;
Znajd najkrétsa, Scigle powekszap@,
Jesli znaleziono Sciele, poweksz M zgodnie ze znaleziora, Scigka

w przeciwnym przypadku KONIEC

Zgodnie z twierdzeniem 1 po zakozeniu dziataniayl bedzie skojarzeniem doskonatym o najmniejszej
wadze (o ile skojarzenie doskonate w ogdle istnieje).
W celu znalezienia najkrotszegiezki powigkszajacej, zmodyfikujemy nieco gi@f

e krawedziom nie nalmcym do skojarzenisl nadajemy kierunek od doWw,
e krawedziom nalzacym do skojarzenia nadajemy kieruneR@dloV i zmieniamy wage na przeciwna

e dodajemy wierzchotek startowy; od ktérego prowadza krawedzie o wadze 0 do wszystkichzwie
chotkéw nieskojarzonych w zbioraé

W tak zmodyfikowanym grafie wystarczy znabedajkrotszasciezke ods do wierzchotka nieskojarzo-
negow € W - w oczywisty sposéb odpowiada ona najkrétsgeizce powigkszajacej. Zauwmy, ze w
zadnym kroku algorytmu graf zmodyfikowany nie zawiera cyklijemnej wadze. Gdyby tak byto, raoa
by byto ten cykl zastosowiatak jaksciezke powigkszajaca, uzyskujac skojarzenie o tej sdicrhie krawe-
dzi, ale mniejszej wadze. Ten fakt uprawnia nas do zastasavedgorytmu Bellmana-Forda do znalezienia
najkrétszejciezki. Algorytmu Dijkstry nie mana zastosowaze wzgledu na wystepowanie ujemnych wag
krawedzi. Okazuje sige z ujemnymi wagami nama sobie poradzj dodajac tzwpotencjatdo wierzchot-
kow, ale nie bedziemy sie tym zajmotva

Algorytm kolejnych najkrétszychciezek ma nastepujaca wiassto ktéra wykorzystamy w naszym roz-
wiazaniu.

Fakt 1 W algorytmie kolejnych najkrétszych Soid wagi kolejnych sciek tworza ciag niemalejacy.

Najwieksza maliwa ilost wierzchotkéw [V UW]|) to 10000 (5000 kawatkéw ciasta i 5000 gatek lodow).
Zastosowanie algorytmu o zondsci czasowej rzed@(n®), nie méwiac jiz o O(n*) nie jest dobrym pomy-
stem. Sprébujmy wykorzystafakt, ze maksymalnie mamy tylko 50 rodzajéw ciasta i 50 smakéwwodo

Grupa nazwijmy zbior wszystkich wierzchotkéw tego samego typn. t wszystkich kawatkéw ciasta
tego samego rodzaju lub wszystkich gatek lodow o tym samyaksmZastanéwmy sie, czy w algorytmie
kolejnych najkrétszycBciezek istniejasciezki wielokrotnie przechodzace przez jedna grupe.

Na ponzszym schemacie narysowany jest przypadek ,wrécesieezki do tej samej grupy.Sciezka
po raz pierwszy trafia do grupy w wierzchotdy potem wraca w wierzchotkD. Sciezki nalezace do
skojarzenia sa pogrubione. NiepXY| oznacza dtugst Sciezki od X doY. WierzchotkiA i D sa z tej same;j
grupy, zatemAB| = |DB| oraz |AE| = |DE|. Gdyby trasaA — B — ... — C — D — E byfa krotsza i



A — E, to scizkaA — B — ... — C — D musiataby mié ujemna dtugst. Dhugdcst tej Sciezki jest rowna
ditugcsci cykluD — B — ... — C — D. Jak wiemy, ten graf nie zawiera ujemnych cykli, zatgoezka
A— B— ... — C— D nie maze mie& ujemnej dlugéci. Stad wniosekze maemy pogt odA bezp&rednio
do E, eliminujac wracanie do tej samej grupy.

Jesli zatem maemy ogranicz§ sie tylko dosciezek przechodzacych co najagj raz przez dana grupe, to
mozemy szukéa najkrotszegciezki w grafieskompresowanynw ktérym wszystkie wierzchotki z danej grupy
potaczone sa w jeden. Innymi stowy wierzchotkami zampasizczegolnych kawatkéw ciasta sa rodzaje
ciast, a zamiast poszczegoélnych gatek lodow sa smaki lodow

Do pamiegtania skojarzenia potrzebne beda nastepsjagktury danych:

e matched tablica dwuwymiarowa, elementatchedi, j| okresla ile ciastek z grupijest skojarzonych
z lodami z grupyj,

e mV, m\W - tablice jednowymiarowamV[i] okresla, ile ciastek z grupijest skojarzonych, analogicznie
mw.

Po znalezienisciezki w grafie skompresowanym, memy jej izyc do powigkszenia skojarzenia o 1
w grafie nieskompresowanym. Poniejednak, zgodnie z faktem 1, naste@wezka nie bedzie miata
mniejszej wagi, to znaleziorsziezke maemy wykorzysta wielokrotnie. Dlatego w naszym algorytmie, po
znalezienisciezki powigkszajacej wpierw przejdziemy przez riaby obliczy, ile razy mana ja wykorzy-
stec. W drugim przejciuSciezka zostanie wykorzystana.

Tak skonstruowany algorytm dla znajdowania minimalneggkaytatwo jest wykorzystado znalezienia
zysku maksymalnego. Wystarczy zamiemiszystkie ceny na przeciwneZeby nie byto cen ujemnych,
dodajemy do kadej 2000. Przy tak zmienionych wagach obliczamy zysk méhityy po czym odejmujemy
N %2000, gdzieN to ilost wszystkich sprzedanych deseréw, nastepnie zmieniaaly iza przeciwny.

3 Testy

Przygotowanych zostato 11 zestawow testowych:

2006b0.in  test z trésci zadania, 2 zestawy,

2006bl.in 3 zestawy, faczna ik deserow rowna 10,

2006b2.in 5 zestawow, taczna it deseréw réwna 100,

2006b3.in 50 zestawdw, taczna it deseréw réwna 100,



2006b4.in 30 zestawodw, taczna 6 deseréw réwna 1000,

2006b5.in 100 zestawdw, taczna B0 deserédw réwna 3000 okoto 50% mliwvych krawedzi nie ist-
nieje,

2006b6.in 10 zestawdw 5& 50 typdw, ilcsci 10.100, ceny (01..10.00, 10% maliwych krawedzi
nie istnieje,

2006b7.in 10 zestawdw 5& 50 typow, ildsci tylko 100, ceny @1..10.0, graf petny dwudzielny,
2006b8.in 10 zestawow 5& 50 typdw, ilcsci 90.100, ceny (01..10.0, 50% maliwych krawedzi nie
istnieje,

2006h9.in 10 zestawdw 56 50 typow, ildsci 50.100, ceny tylko (01 lub 002, 10% maliwych
krawedzi nie istnieje,

2006b10.in 10 zestawow 56 50 typdw, ilcsci 1.50, ceny 500..6.00, graf petny dwudzielny.



