Problem B

Szarlotka z lodami

Sformutujmy to zadanie w jezyku graféw. Niech V' oznacza zbidr wszystkich kawaltkow ciasta, a
W zbiér wszystkich gatek lodéw, |V|=|W|. Zbudujemy graf dwudzielny o wierzchotkach V U W.
Krawedz pomiedzy kawalkiem ciasta v € V' i galka lodow w € W tworzymy jesli dana kombinacja
jest mozliwa. Waga krawedzi to cena danej kombinacji.

Skojarzeniem w grafie nazywamy podzbiér zbioru krawedzi, taki ze zadne dwie krawedzie nie
maja wspélnego wierzcholka. Skojarzenie doskonate to takie, w ktérym kazdy wierzcholek jest in-
cydentny z jaka$ krawedzig tego skojarzenia. Skojarzenie doskonale w naszym grafie dwudzielnym
odpowiada pewnemu przyporzadkowaniu wszystkich kawalkow ciasta do wzystkich galek lodow.
7 treéci zadania wiadomo, ze co najmniej jedno takie skojarzenie doskonale istnieje.

Waga skojarzenia M (oznaczmy ja jako o(M)) to suma wag wszystkich krawedzi wchodzacych
w jego sktad. W zadaniu chodzi o policzenie najmniejszej i najwigkszej wagi skojarzenia doskonate-
go w grafie dwudzielnym. Jest to znany problem w informatyce, nazywany problemem przydzialu.
Wystepuje on w wielu praktycznych zastosowaniach, dlatego wymyslono wiele algorytméw do jego
rozwiazania. Najszybsze znane algorytmy dzialaja w czasie O(n?), na przyktad algorytm wegier-
ski lub algorytm kolejnych mnajkrotszych Sciezek. Nasze rozwiazanie bedzie opierac sie na drugim
z nich, ktéry dla prostoty zastosujemy w wersji dzialajacej w czasie O(n?), co okaze si¢ zupelnie
wystarczajace.

Definicja 1 Niech G = (V,W, E, M) oznacza graf dwudzielny o zbiorach wierzcholkéw V i W,
krawedziach E i skojarzeniu M. Sciezka powiekszajaca w grafie G nazywamy $ciezke od wierz-
cholka nieskojarzonego v € V' do wierzchotka nieskojarzonego w € W takq, ze jej kolejne krawedzie
na przemian raz nalezg do skojarzenia M, raz nie. Waga $ciezki powiekszajacej, o(P) to suma

.....

Zauwazmy, ze pierwsza i ostatnia krawedz na $ciezce powigkszajacej nie nalezy do skojarzenia.
Gdy na $ciezce powiekszajacej zamienimy dla kazdej krawedzi jej przynaleznosé do M, to uzy-
skamy nowe skojarzenie M’, zawierajace o jedna krawedz wiecej niz M. Obliczajac wage Sciezki
powiekszajacej, sumujemy wagi jej krawedzi, ale krawedzie nalezace do skojarzenia bierzemy z
przeciwnym znakiem. Zauwazmy, ze jesli Sciezka P powieksza skojarzenie M do skojarzenia M’,
to o(M")=0(M) + o(P).

Algorytm kolejnych najkrétszych Sciezek opiera sie na nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1 Niech M bedzie skojarzeniem w grafie dwudzielnym G=(V,W, E, M) o najmniej-
szej wadze sposrod skojarzen o licznosci k. Niech P bedzie najkrotszq $ciezkq powiekszajgcqg. Wtedy
skojarzenie M', powstale poprzez zastosowanie Sciezki powiekszajgcej P jest skojarzeniem o naj-
mmniejszej wadze sposrod skojarzen o licznosci k + 1.

Algorytm kolejnych najkrétszych éciezek jest nastepujacy:

Rozpocznij z pustym skojarzeniem M

Powtarzaj:
Znajdz najkrétsza Sciezke powigkszajaca
Jesli znaleziono Sciezke, powieksz M zgodnie ze znaleziong Sciezka
w przeciwnym przypadku KONIEC

Zgodnie z twierdzeniem 1 po zakonhczeniu dzialania, M bedzie skojarzeniem doskonalym o
najmniejszej wadze (o ile skojarzenie doskonale w ogdle istnieje).

W celu znalezienia najkrétszej $ciezki powiekszajacej, zmodyfikujemy nieco graf G:
- krawedziom nie nalezacym do skojarzenia M nadajemy kierunek od V do W
- krawedziom nalezacym do skojarzenia nadajemy kierunek od W do V i zmieniamy wage na



przeciwna
- dodajemy wierzcholek startowy s, od ktérego prowadza krawedzie o wadze 0 do wszystkich
wierzcholkéw nieskojarzonych w zbiorze V'

W tak zmodyfikowanym grafie wystarczy znalezé¢ najkrétsza $ciezke od s do wierzchotka nie-
skojarzonego w € W - w oczywisty sposdb odpowiada ona najkrétszej Sciezce powiekszajacej.
Zauwazmy, ze w zadnym kroku algorytmu graf zmodyfikowany nie zawiera cykli o ujemnej wadze.
Gdyby tak bylo, mozna by bylo ten cykl zastosowaé tak jak Sciezke powiekszajaca, uzyskujac
skojarzenie o tej samej liczbie krawedzi, ale mniejszej wadze. Ten fakt uprawnia nas do zastoso-
wania algorytmu Bellmana-Forda do znalezienia najkrétszej $ciezki. Algorytmu Dijktry nie mozna
zastosowacé ze wzgledu na wystepowanie ujemnych wag krawedzi. Okazuje sie, ze z ujemnymi wa-
gami mozna sobie poradzi¢, dodajac tzw. potencjal do wierzcholtkéw, ale nie bedziemy sie tym
zajmowac.

Algorytm kolejnych najkrétszych Sciezek ma nastepujaca wlasnosé, ktéra wykorzystamy w
naszym rozwiazaniu.

Fakt 1 W algorytmie kolejnych najkrotszych sciezek wagi kolejnych Scieiek tworzq cigg niemale-
jacy.

Najwieksza mozliwa ilo$é wierzchotkéw (|[V UW]) to 10000 (5000 kawaltkéw ciasta i 5000 gatek
lodéw). Zastosowanie algorytmu o zlozonosci czasowej rzedu n®, nie méwiac juz o n* nie jest
dobrym pomystem. Sprébujmy wykorzystaé fakt, ze maksymalnie mamy tylko 50 rodzajéw ciasta
i 50 smakow loddw.

Grupg nazwijmy zbiér wszystkich wierzchotkow tego samego typu, tzn. wszystkich kawatkdw
ciasta tego samego rodzaju lub wszystkich gatek lodéw o tym samym smaku. Zastanéwmy sie, czy
w algorytmie kolejnych najkrétszych Sciezek istnieja $ciezki wielokrotnie przechodzace przez jedna
grupe.

Na ponizszym schemacie narysowany jest przypadek ,wrocenia” Sciezki do tej samej grupy.
Sciezka po raz pierwszy trafia do grupy w wierzcholku A, potem wraca w wierzcholku D. Sciezki
nalezace do skojarzenia sa pogrubione. Niech | XY | oznacza dlugo$¢ $ciezki od X do Y. Wierzchotki
A i D sa z tej samej grupy, zatem |AB|=|DB| oraz |AE|=|DE|. Gdyby trasa A - B — ... —
C — D — F byla krotsza niz A — E, to Sciezka A — B — ... — C — D musialaby mie¢ ujemna
dtugosé. Dlugosé tej Sciezki jest rowna dlugosci cyklu D — B — ... — C — D. Jak wiemy, ten
graf nie zawiera ujemnych cykli, zatem éciezka A — B — ... — C' — D nie moze mieé¢ ujemnej
dhugosci. Stad wniosek, ze mozemy pdjsé od A bezposrednio do E, eliminujac wracanie do tej
samej grupy.

Jedli zatem mozemy ograniczy¢ sie tylko do éciezek przechodzacych co najwyzej raz przez dang
grupe, to mozemy szuka¢ najkrétszej Sciezki w grafie skompresowanym, w ktérym wszystkie wierz-
chotki z danej grupy potaczone sa w jeden. Innymi stowy wierzchotkami zamiast poszczegdlnych
kawalkéw ciasta sa rodzaje ciast, a zamiast poszczegdlnych galek lodéw sa smaki lodow.



Do pamietania skojarzenia potrzebne beda nastepujace struktury danych:

- matched - tablica dwuwymiarowa, element matched|i, j| okresla ile ciastek z grupy 4 jest skoja-
rzonych z lodami z grupy j

-mV, mW - tablice jednowymiarowe, mV[i] okreSla, ile ciastek z grupy i jest skojarzonych, ana-
logicznie mW

Po znalezieniu $ciezki w grafie skompresowanym, mozemy jej uzy¢ do powiekszenia skojarzenia
o 1 w grafie nieskompresowanym. Poniewaz jednak, zgodnie z faktem 1, nastepna Sciezka nie bedzie
miala mniejszej wagi, to znaleziong $ciezke mozemy wykorzystaé wielokrotnie. Dlatego w naszym
algorytmie, po znalezieniu Sciezki powiekszajacej wpierw przejdziemy przez nig, zeby obliczy¢, ile
razy mozna ja wykorzysta¢. W drugim przejsciu Sciezka zostanie wykorzystana.

Tak skonstruowany algorytm dla znajdowania minimalnego zysku tatwo jest wykorzystaé¢ do
znalezienia zysku maksymalnego. Wystarczy zamieni¢ wszystkie ceny na przeciwne. Zeby nie bylo
cen ujemnch, dodajemy do kazdej 2000. Przy tak zmienionych wagach obliczamy zysk minimal-
ny, po czym odejmujemy N * 2000, gdzie N to ilo$¢ wszystkich sprzedanych deserow, nastepnie
zmieniamy znak na przeciwny.

Testy

b0 — test z tresci zadania, dwa zestawy

bl — 3 zestawy, laczna ilos¢ deseréw réwna 10

b2 — 5 zestawow, taczna ilo$¢ deseréw réwna 100

b3 — 50 zestawdw, laczna ilos¢ deseréw réwna 100

b4 — 30 zestawéw, laczna ilos¢ deserow réwna 1000

b5 — 100 zestawdw, laczna iloéé deseréw réwna 3000, okoto 50% mozliwych krawedzi nie istnieje
b6 — 10 zestawéw 50x50 typow, ilosci 10..100, ceny 0.01..10.00, 10% mozliwych krawedzi nie istnieje
b7 — 10 zestawdéw 50x50 typdw, ilosci tylko 100, ceny 0.01..100.0, graf pelny dwudzielny

b8 — 10 zestawéw 50x50 typow, ilosci 90..100, ceny 0.01..100.0, 50% mozliwych krawedzi nie istnieje
b9 — 10 zestawdw 50x50 typdw, ilosci 50..100, ceny tylko 0.01 lub 0.02, 10% mozliwych krawedzi
nie istnieje

b10 - 10 zestawow 50x50 typdw, ilosci 1..50, ceny 50.00..60.00, graf pelny dwudzielny



