
Rozwi¡zanie wzorcowe

Autorzy: Mateusz Wykurz, Robert �raªek

De�nicja 1. Graf podró»y to graf odwzorowuj¡cy podró»e zgodne z zadanymi biletami.

1. Wierzchoªki zawieraj¡ informacj¦ w jakim mie±cie jeste±my, którym biletem tutaj dotar-
li±my, ile miast na bilecie ju» odwiedzili±my i ile miast zostaªo nam do odwiedzenia.

2. Kraw¦dzie posiadaj¡ koszty zwi¡zane z przej±ciem z jednego wierzchoªka do innego. S¡ dwa
rodzaje kraw¦dzi. Te o zerowym koszcie, które prowadz¡ pomi¦dzy kolejnymi miastami na
ju» kupionym bilecie oraz te o koszcie równym cenie biletu, prowadz¡ce od pierwszego do
drugiego miasta na nowo zakupionym bilecie.

3. Oprócz tego graf zawiera jeden dodatkowy wierzchoªek, start, który nie jest umiejscowiony
w »adnym konkretnym mie±cie, nie zawiera informacji o bilecie i mamy wci¡» wszystkie
miasta do odwiedzenia. Z wierzchoªka tego wychodz¡ kraw¦dzie o kosztach równych cenie
biletów, tak, jakby miasto odpowiadaj¡ce startowi byªo pierwszym miastem na tym bilecie.

Twierdzenie 1. Ka»da ±cie»ka w gra�e podró»y, od startu, do pewnego wierzchoªka z zerow¡
liczb¡ pozostaªych miast do odwiedzenia, odpowiada podró»y, w której odwiedzili±my kolejno
wszystkie zadane miasta i odwrotnie, ka»dej podró»y, w której odwiedzili±my kolejno wszystkie
zadane miasta, odpowiada pewna ±cie»ka w gra�e podró»y, od startu, do pewnego wierzchoªka z
zerow¡ liczb¡ pozostaªych miast do odwiedzenia. Koszt podró»y jest taki sam, jak koszt przej±cia
po wszystkich kraw¦dziach ±cie»ki.

Dowód. Odwzorowanie to jest poprawne, poniewa» kraw¦dzie w gra�e podró»y prowadz¡ z

dowolnego stanu wyª¡cznie do stanu b¦d¡cego kontynuacj¡ podró»y na tym samym bilecie, o

ile jest mo»liwa, lub kupieniu nowego biletu, o ile jest to mo»liwe. Podró» mo»emy zacz¡¢ z

dowolnego miasta, a start odpowiada dowolnemu miastu, bo mo»emy wykupi¢ ze startu dowolny

bilet.

Wniosek 1. Najta«sza mo»liwa podró», w której odwiedzamy zadane miasta w podanej kolejno-
±ci, jest najta«sz¡ ±cie»k¡ w gra�e podró»y prowadz¡c¡ od startu, do wierzchoªka z zerow¡ liczb¡
pozostaªych miast do odwiedzenia.

Algorytm 1. Schemat algorytmu u»ytego do rozwi¡zania zadania:

1. Stwórz graf podró»y na podstawie biletów i listy miast do odwiedzenia.

2. Znajd¹ najkrótsz¡ ±cie»k¦ prowadz¡c¡ od startu do pewnego wierzchoªka z zerow¡ liczb¡
pozostaªych miast do odwiedzenia.

Poprawno±¢: Wynika wprost z Twierdzenia 1.

Zªo»ono±¢: W gra�e podró»y oznaczmy liczb¦ wierzchoªków jako n a liczb¦ kraw¦dzi jako

m. Wtedy tworzenie grafu podró»y ªatwo jest wykona¢ w czasie O(m ∗ log(n)) zaczynaj¡c

od startu i rekurencyjnie buduj¡c graf, za ka»dym razem sprawdzaj¡c, czy wierzchoªek, do

którego chcemy stworzy¢ kraw¦d¹ ju» istnieje. Ka»d¡ kraw¦d¹ tworzymy raz a sprawdzenie, czy

wierzchoªek juz istnieje, mo»emy wykonywa¢ na drzewie czerwono czarnym.

Znalezienie najkrótszej ±cie»ki od startu do pewnego wierzchoªka z zerow¡ liczb¡ pozostaªych

miast do odwiedzenia mo»emy wykona¢ stosuj¡c algorytm Dijkstry do grafu podró»y i znajdu-

j¡c najkrótsze ±cie»ki od startu do wszystkich pozostaªych wierzchoªków. Prosta implementacja



pozwala na wykonanie tego w czasie O(m ∗ log(n)). Nast¦pnie w czasie O(n) znajdujemy naj-

krótsz¡ z tych ±cie»ek.

Liczb¦ wierzchoªków w gra�e podró»y mo»na ªatwo oszacowa¢ ze wzgl¦du na informacje,

które w sobie taki wierzchoªek przechowuje.

Oznaczenia:

• a = liczba miast

• b = liczba biletów

• c = liczba miast na bilecie

• d = liczba miast do odwiedzenia

n = O(a ∗ b ∗ c ∗ d + 1)

Jednak miasto w którym jeste±my mo»na obliczy¢ z biletu, którym ostatnio lecieli±my oraz

liczby pozostaªych miast na bilecie. Oznacza to, »e:

n = O(b ∗ c ∗ d + 1)

Poniewa» z ka»dego wierzchoªka poza startem wychodz¡ co najwy»ej 1+liczbabiletw = 1+b
kraw¦dzi, daje to szacowanie na liczb¦ kraw¦dzi:

m = O(b ∗ (n− 1) + b) = O(b ∗ n)

Testowanie 1. Integraln¡ cz¦±ci¡ rozwi¡zania byªo przygotowanie testów zgodnych z tre±ci¡
zadania. Jednym z zaªo»e« byªo, »e b¦dzie dokªadnie jedna poprawna odpowied¹ do ka»dego testu.

Algorytm Dijkstry zastosowany do grafu podró»y da dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki od startu
do ka»dego wierzchoªka. Je»eli istniej¡ ±cie»ki do ró»nych wierzchoªków o tym samym koszcie
mo»na to ªatwo wykry¢.

Jednak do jednego wierzchoªka mog¡ prowadzi¢ dwie ró»ne ±cie»ki, obie o minimalnym kosz-
cie.
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Dwie ró»ne ±cie»ki prowadz¡ przez bilety 1, 3 i 2, 3 do tego samego wierzchoªka. Obie o tym
samym minimalnym koszcie 20.

Algorytm 2. U»yty do wery�kacji unikalno±ci rozwi¡zania

1. Stwórz graf podró»y na podstawie biletów i listy miast do odwiedzenia.



2. Znajd¹ najkrótsze ±cie»ki do wszystkich wierzchoªków z zerow¡ liczb¡ pozostaªych miast do
odwiedzenia. Je»eli s¡ co najmniej dwie ±cie»ki o takiej samej minimalnej dªugo±ci, lub
nie ma »adnej to test jest zªy. Algorytm ko«czy dziaªanie. W przeciwnym zapisz minialn¡
±cie»k¦ i jej koszt.

3. Dla ka»dej kraw¦dzi z zapisanej ±cie»ki:

(a) Usu« t¡ kraw¦d¹.

(b) Znajd¹ koszt najkrótszej ±cie»ki ze startu do jakiego± wierzchoªka z zerow¡ liczb¡
pozostaªych miast do odwiedzenia.

(c) Porównaj otrzyman¡ warto±¢ z otrzymanym poprzednio wynikiem. Je±li s¡ równe to
test jest zªy. Algorytm ko«czy dziaªanie.

4. Test jest dobry. Algorytm ko«czy dziaªanie.

Poprawno±¢: Dla dwóch ró»nych ±cie»ek w gra�e musi istnie¢ przynajmniej jedna kraw¦d¹,

przez któr¡ jedna przechodzi a druga nie.

Po usuni¦ciu dowolnej kraw¦dzi z grafu w nowym gra�e istniej¡ ±cie»ki wyª¡cznie z poprzed-

niego grafu, które nie przechodziªy przez usuni¦t¡ kraw¦d¹.

Je±li istniej¡ dwie ±cie»ki o minimalnym koszcie to algorytm je znajdzie.


