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Definicja 1. Graf podrozy to graf odwzorowujgcy podrize zgodne z zadanymi biletams.

1. Wierzchotki zawierajqg informacje w jakim miescie jestesmy, ktorym biletem tutay dotar-
lismy, ile miast na bilecie juz odwiedzilismy 1 ile miast zostato nam do odwiedzenia.

2. Krawedzie posiadajg koszty zwigzane z przejSciem z jednego wierzchotka do innego. Sq¢ dwa
rodzaje krawedzi. Te o zerowym koszcie, ktore prowadzq pomiedzy kolejnymi miastami na
Juz kupionym bilecie oraz te o koszcie rownym cenie biletu, prowadzgce od pierwszego do
drugiego miasta na nowo zakupionym bilecie.

3. Oprdcz tego graf zawiera jeden dodatkowy wierzcholek, start, ktory nie jest umiejscowiony
w zZadnym konkretnym miesScie, nie zawiera informacyi o bilecie i mamy wcigz wszystkie
miasta do odwiedzenia. Z wierzchotka tego wychodzq krawedzie o kosztach rownych cenie
biletow, tak, jakby miasto odpowiadajqce startow: byto pierwszym miastem na tym bilecie.

Twierdzenie 1. Kazda Sciezka w grafie podrozy, od startu, do pewnego wierzchotka z zerowq
liczbg pozostalych miast do odwiedzenia, odpowiada podrozy, w ktorej odwiedzilismy kolejno
wszystkie zadane miasta 1 odwrotnie, kazdej podrozy, w ktorej odwiedzilismy kolejno wszystkie
zadane miasta, odpowiada pewna Sciezka w grafie podrozy, od startu, do pewnego wierzchotka z
zerowq liczbg pozostatych miast do odwiedzenia. Koszt podrozy jest taki sam, jak koszt przejscia
po wszystkich krawedziach Sciezki.

Dowdd. Odwzorowanie to jest poprawne, poniewaz krawedzie w grafie podrozy prowadza z
dowolnego stanu wytacznie do stanu bedacego kontynuacja podrozy na tym samym bilecie, o
ile jest mozliwa, lub kupieniu nowego biletu, o ile jest to mozliwe. Podréz mozemy zaczaé z
dowolnego miasta, a start odpowiada dowolnemu miastu, bo mozemy wykupié¢ ze startu dowolny
bilet.

Whiosek 1. Najtansza mozliwa podréz, w ktorej odwiedzamy zadane miasta w podanej kolejno-
Sei, jest najgtanszq Sciezkq w grafie podrozy prowadzqgceq od startu, do wierzchotka z zerowq liczbg
pozostatych miast do odwiedzenia.

Algorytm 1. Schemat algorytmu uzytego do rozwigzania zadania:
1. Stworz graf podrozy na podstawie biletow i listy miast do odwiedzenia.

2. Znajdz nagkrotszqg Sciezke prowadzgceq od startu do pewnego wierzcholka z zerowgq liczbg
pozostatych miast do odwiedzenia.

Poprawnosé: Wynika wprost z Twierdzenia 1.

Ztozonosé: W grafie podrozy oznaczmy liczbe wierzchotkow jako n a liczbe krawedzi jako
m. Wtedy tworzenie grafu podrozy tatwo jest wykonaé¢ w czasie O(m x log(n)) zaczynajac
od startu i rekurencyjnie budujac graf, za kazdym razem sprawdzajac, czy wierzchotek, do
ktorego chcemy stworzyé¢ krawedz juz istnieje. Kazda krawed? tworzymy raz a sprawdzenie, czy
wierzcholek juz istnieje, mozemy wykonywaé¢ na drzewie czerwono czarnym.

Znalezienie najkrotszej $ciezki od startu do pewnego wierzchotka z zerowa liczbg pozostatych
miast do odwiedzenia mozemy wykona¢ stosujac algorytm Dijkstry do grafu podrézy i znajdu-
jac najkrotsze $ciezki od startu do wszystkich pozostatych wierzchotkéw. Prosta implementacja



pozwala na wykonanie tego w czasie O(m * log(n)). Nastepnie w czasie O(n) znajdujemy naj-
krotsza z tych Sciezek.

Liczbe wierzchotkow w grafie podrozy mozna tatwo oszacowaé ze wzgledu na informacje,
ktore w sobie taki wierzchotek przechowuje.

Oznaczenia:

e ¢ — liczba miast
e b = liczba biletow
e ¢ — liczba miast na bilecie

e d — liczba miast do odwiedzenia

n=0(axbxcxd+1)

Jednak miasto w ktérym jesteSmy mozna obliczy¢ z biletu, ktérym ostatnio lecieliémy oraz
liczby pozostalych miast na bilecie. Oznacza to, ze:

n=00b*xcxd+1)

Poniewaz z kazdego wierzcholka poza startem wychodza co najwyzej 1+ liczbabiletw = 140
krawedzi, daje to szacowanie na liczbe krawedzi:

m=0(0bx(n—-1)4+b) =0(bx*n)

Testowanie 1. Integralng czesciqg rozwigzania bylto przygotowanie testow zgodnych z trescig
zadania. Jednym z zatozen bylo, ze bedzie dokltadnie jedna poprawna odpowied?Z do kazdego testu.
do kazdego wierzchotka. Jezeli istniejq Sciezki do roznych wierzchotkow o tym samym koszcie
mozna to tatwo wykryd.

Jednak do jednego wierzchotka mogq prowadzié dwie rozne Sciezki, obie o minimalnym kosz-
cie.
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Duwie rozne Sciezki prowadzq przez bilety 1, 81 2, 3 do tego samego wierzchotka. Obie o tym
samym minimalnym koszcie 20.

Algorytm 2. Uzyty do weryfikacji unikalnosci rozwigzania

1. Stworz graf podrozy na podstawie biletow i listy miast do odwiedzenia.



2. Znajdz nagkrotsze Sciezki do wszystkich wierzcholkow z zerowq liczbg pozostatych miast do
odwiedzenia. Jezeli sq co najmniej dwie Sciezki o takiej samej minimalnej dtugosci, lub
nie ma zadnej to test jest zty. Algorytm koriczy dziatanie. W przeciwnym zapisz minialng
Sciezke 1 jey koszt.

3. Dla kazdej krawedzi z zapisanej Sciezki:

(a) Usuti tq krawed?.

(b) Znajdé koszt najkritszej $ciezki ze startu do jakiego$ wierzchotka z zerowq liczbg
pozostatych miast do odwiedzenia.

(¢) Poréwnaj otrzymang warto$é z otrzymanym poprzednio wynikiem. Jesli sq rowne to
test jest zty. Algorytm koriczy dziatanie.

4. Test jest dobry. Algorytm koticzy dziatanie.

Poprawnosé: Dla dwoch réznych Sciezek w grafie musi istnie¢ przynajmniej jedna krawedz,
przez ktora jedna przechodzi a druga nie.

Po usunieciu dowolnej krawedzi z grafu w nowym grafie istnieja Sciezki wytacznie z poprzed-
niego grafu, ktore nie przechodzity przez usunieta krawedz.

Jesli istnieja dwie Sciezki o minimalnym koszcie to algorytm je znajdzie.



