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1 Wprowadzenie

Rozwigzanie opiera sie na wlasnosciach punktow A,B,C,D,E.F wspomnianych
w tresci zadania. Wlasnosci te udowodnione zostaly w czesci 3. Prowadza one
do prostego algorytmu o ztozonosci O(n?), opisanego w tej samej czesci. Sekcja 2
zawiera roznorakie definicje wykorzystywane w sekcji 3. Ostatnia czes¢ zawiera
opis algorytmy sprawdzania cyklicznej réwnowaznosci stéw, wykorzystywanego
przez gltowny algorytm (opisany w sekeji 3).

2 Definicje

Odleglosé Odleglosé miedzy punktami na obwodzie wielokata, mierzona przy
przej$ciu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara poczawszy
od pierwszego punktu. Odleglos¢ miedzy X i Y oznaczona jest przez | XY|.

Punkt przeciwny Punkt przeciwny dla X to punkt X taki, ze | X X| = [ X X]|.

Rozwiazanie Zbior S = {A, B,C, D, E, F} nazywany jest rozwigzaniem, jesli
punkty A,B,C,D,E F maja wlasnosci wspomniane w specyfikacji zadania.

Punkt rozwigzania Punkt nalezacy do rozwiazania. Gdy méwimy, ze dane
punkty sa punktami rozwiazania, mamy na mysli to samo rozwiazanie
- np. “esli X jest punktem rozwigzania to X réwniez jest punktem
rozwigzania” oznacza, ze jesli X € S dla rozwigzania S, to X € S.
next(X) to nastepny po X punkt rozwiazania, prev(X) - poprzedni.

Reprezentacja napisowa Fragment obwodu wielokata mozemy interpretowac
jako ciag liter N,E.W,S opisujacy jego obejscie w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara (przy uzyciu jednostkowych krokéw). Taka
reprezentacje fragmentu obwodu od X do Y oznaczamy przez str(X,Y).
compressedStr(X,Y) to ciag par ( kierunek, dtugosé ) rownowazny str(X,Y).

Operacje na ciagach rev(S) to odwrocenie ciagu S. S to ciag S po cyk-
licznym przesunieciu o i pozycji w lewo. neg(S) to ciag S w ktorym kazdy
kierunek zamieniony zostal na przeciwny (N — S, E — W, ...). Jesli S jest
ciggiem par kierunek-dlugosé, kierunki wewnatrz par sa zmieniane.

Cykliczna ré6wnowazno$é Vi =V, wtw. Ji: Vl(i) = Ws.

Zle punkty Punkt rozwigzania X nazywany jest ztym jesli ani X, X nie jest
wierzchotkiem.



3 Rozwiazanie

Lemat 1 (#). Jesli punkt rozwigzania X nie jest wierzchotkiem, to punkty

prev(X) i next(X) sq wierzchotkami.

“Dowdd”. Zobaczmy, jak wyglada wylozenie plaszczyzny wielokatem (w okolicy
punktu X). O

X ned(R

Lemat 2 (). Jesli X jest zty, to wszystkie pozostate punkty rozwigzania oprécz
X sq wierzchotkami.

Dowdd. Zastosowanie # do X i X (ktéry nie jest wierzchotkiem, bo X jest
7ty). O

Lemat 3 (&). Punkty X i Y sq kolejnymi punktami rozwiqzania wtd. gdy
str(X,Y) = neg(rev(str(X,Y))) i str(Y, X) = neg(rev(str(Y, X)))

Dowdd. Jedli rozwiazanie {X,Y, Z, X,Y, Z} istnieje, to str(Y, Z) = neg(rev(str(Y, Z)))
i str(Z,X) = neg(rev(str(Z,X))). Zatem str(Y,X) = str(Y,Z)str(ZX) =
neg(rev(str(Y, Z)))neg(rev(str(Z, X))) = neg(rev(str(Z, X)str(Y, Z))) =
neg(rev(str(Y, X)))12XD, O

Whiosek. Mozemy znalezé 4 punkty rozwiqzania sprawdzajgc wszystkie pary
wierzchotkow X, Y wraz z ich punktami przeciwnymi X 1Y (). Aby sprawdzié,
czy wybrany punkty nalezq do jakiegos rozwigzania, mozemy uzycé &.

Bezposrednie zastosowanie & wymaga wyliczenia str(Y, X). Ten ciag moze
by¢ bardzo dtugi. Dlatego chcieliby$Smy sprawdzaé cykliczng réwnowaznosé stow
w ich skompresowanej formie (np. 6 N 3 E zamiast NNNNNNEEE). Latwo za-
uwazy¢, ze takie przeksztalcenie nie wptywa na cykliczna réwnowaznosé, o ile
pierwsza litera rézna jest od ostatniej. Mozemy zapewnié te wlasno$¢ przesuwa-
jac ciag w lewo az bedzie spelniona. Taka modyfikacje mozemy przeprowadzié¢
na ciaggu w formie skompresowanej.

‘Whiosek. Warunki & mogq zostaé sprawdzone bez wyliczania nieskompresowanej
reprezentacyi fragmentow obwodu.



Jest n? par wierzchotkéw (Uwaga: pozwalamy na dwukrotny wybér tego
samego punktu aby poradzi¢ sobie z przypadkiem czteropunktowym). Skom-
presowana reprezentacja fragmentu obwodu wielokata moze by¢ wyliczona w
czasie O(n). Cykliczna rownowazno$¢ moze by¢ sprawdzona w czasie O(n), z
uzyciem dowolnego algorytmu dopasowania wzorca (s 2 t jesli s wystepuje w
tt) albo procedure z nastepnej sekcji. Zatem przedstawiony ponizej algorytm
dziala w czasie O(n?3).

Rozwiazanie

procedura fix (s)
jesli s zawiera wigcej niz jedng pare
niech (d,l) bedzie ostatnig parg kierunek-odlegtosé z s.
jesli pierwszy kierunek w s to d
usun ostatnig pare z s.
dodaj [ do dlugoSci pierwszej pary z s
end

dla wszystkich (z,y) € {ulueV lub we V}
jesli compressed_str(x, y) = neg(rev (compressed_str(Z, 7)))
s1 = fix (compressed_str (y,7));
so = fix (neg (rev (compressed_str (y,z))));
jesli length(s;) = length(sa)
jesli sy = 5o zwrdé 1;

zwroé 0;

4 Cykliczna ré6wnowazno$é¢ stow

Ta czes¢ opisuje algorytm rozwiazujacy problem cyklicznej rownowaznosci stow
w czasie liniowym i stalej pamieci, bez stosowania dopasowania wzorca. Al-
gorytm jest prosty i latwy w implementacji. Jego kod w Javie przedstawiono
ponizej.



Cykliczna roéwnowaznosé stow

static boolean cyclicEquiv (int]] v1, int[] v2) {
int i, j, k, n;

n = vl.length;
if (n # v2.length) return false;
i=0; j=0;k=0;
while ((i < n) && (j < n)) {
while (vi[(i + k) % n] == v2[(j + k) % n]) {
k++;
if (k == n) return true;
}
if (vi[i + k] > v2[j + k]){
i=1+k+1;
} else {
j=itk+ 1

}

return false;

Lemat 4. Funkcja cyclicEquiv(vy, wve) 2wraca true wiw. gdy v = vs.

Dowdd. Niech D; bedzie zbiorem wszystkich liczb ¢ takich, ze vgz) (v1 prze-
suniete o i pozycji) jest wieksze (w porzadku leksykograficznym) niz vy prze-
suniete o j pozycji dla jakiegos j (i € D jesli 35 : UY) > vé])). Niech D5 bedzie
zbiorem wszystkich liczb j takich, ze véj ) jest wieksze niz vy przesuniete o 4
pozycji dla jakiego$ i.

Jesli v1 = vy, to D1 # n i Dy # n, poniewaz istnieja liczby p, ¢ takie, ze
o = i) - p¢ Diiq¢ D2

Przed i po kazdej iteracji zewnetrznej petli cyclicEquiv zachodzi nastepu-
jacy niezmiennik: ¢ C D oraz j C Ds. Po ostatniej iteracji zachodzi albo
Dy, = n, albo Dy = n (czyli v1 nie jest cyklicznie rownowazne v3). Polecenia

return wykonywane jest tylko, gdy vgi) — ) o
Lemat 5. Funkcja cyclicEquiv(vl, v2) dziata w czasie O(length(vy))

Dowdd. Kazda iteracja zewnetrznej petli zwieksza ¢ + j o 1 + k, gdzie k jest
liczba iteracji wewnetrznej petli. Poniewaz ¢ + j < 2n, algorytm wykona co
najwyzej 2n krokow. O



