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1 Wprowadzenie

Rozwi¡zanie opiera si¦ na wªasno±ciach punktów A,B,C,D,E,F wspomnianych
w tre±ci zadania. Wªasno±ci te udowodnione zostaªy w cz¦±ci 3. Prowadz¡ one
do prostego algorytmu o zªo»ono±ci O(n3), opisanego w tej samej cz¦±ci. Sekcja 2
zawiera ró»norakie de�nicje wykorzystywane w sekcji 3. Ostatnia cz¦±¢ zawiera
opis algorytmy sprawdzania cyklicznej równowa»no±ci sªów, wykorzystywanego
przez gªówny algorytm (opisany w sekcji 3).

2 De�nicje

Odlegªo±¢ Odlegªo±¢ mi¦dzy punktami na obwodzie wielok¡ta, mierzona przy
przej±ciu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara pocz¡wszy
od pierwszego punktu. Odlegªo±¢ mi¦dzy X i Y oznaczona jest przez |XY |.

Punkt przeciwny Punkt przeciwny dla X to punkt X taki, »e |XX| = |XX|.

Rozwi¡zanie Zbiór S = {A,B,C, D, E, F} nazywany jest rozwi¡zaniem, je±li
punkty A,B,C,D,E,F maj¡ wªasno±ci wspomniane w specy�kacji zadania.

Punkt rozwi¡zania Punkt nale»¡cy do rozwi¡zania. Gdy mówimy, »e dane
punkty s¡ punktami rozwi¡zania, mamy na my±li to samo rozwi¡zanie -
np. �je±li X jest punktem rozwi¡zania to X równie» jest punktem roz-
wi¡zania� oznacza, »e je±li X ∈ S dla rozwi¡zania S, to X ∈ S. next(X)
to nast¦pny po X punkt rozwi¡zania, prev(X) - poprzedni.

Reprezentacja napisowa Fragment obwodu wielok¡ta mo»emy interpretowa¢
jako ci¡g liter N,E,W,S opisuj¡cy jego obej±cie w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara (przy u»yciu jednostkowych kroków). Tak¡ re-
prezentacj¦ fragmentu obwodu od X do Y oznaczamy przez str(X, Y ).
compressedStr(X, Y ) to ci¡g par 〈 kierunek, dªugo±¢ 〉 równowa»ny str(X, Y ).

Operacje na ci¡gach rev(S) to odwrócenie ci¡gu S. S(i) to ci¡g S po cy-
klicznym przesuni¦ciu o i pozycji w lewo. neg(S) to ci¡g S w którym
ka»dy kierunek zamieniony zostaª na przeciwny (N → S, E → W, . . . ). Je±li
S jest ci¡giem par kierunek-dªugo±¢, kierunki wewn¡trz par s¡ zmieniane.

Cykliczna równowa»no±¢ V1
∼= V2 wtw. ∃i : V

(i)
1 = V2.

Zªe punkty Punkt rozwi¡zania X nazywany jest zªym je±li ani X, X nie jest
wierzchoªkiem.
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3 Rozwi¡zanie

Lemat 1 (♠). Je±li punkt rozwi¡zania X nie jest wierzchoªkiem, to punkty
prev(X) i next(X) s¡ wierzchoªkami.

�Dowód�. Zobaczmy, jak wygl¡da wyªo»enie pªaszczyzny wielok¡tem (w okolicy
punktu X).

Lemat 2 (♦). Je±li X jest zªy, to wszystkie pozostaªe punkty rozwi¡zania oprócz
X s¡ wierzchoªkami.

Dowód. Zastosowanie ♠ do X i X (który nie jest wierzchoªkiem, bo X jest
zªy).

Lemat 3 (♣). Punkty X i Y s¡ kolejnymi punktami rozwi¡zania wtd. gdy
str(X, Y ) = neg(rev(str(X,Y ))) i str(Y, X) ∼= neg(rev(str(Y ,X)))

Dowód. Je±li rozwi¡zanie {X, Y, Z,X, Y , Z} istnieje, to str(Y, Z) = neg(rev(str(Y ,Z)))
i str(Z,X) = neg(rev(str(Z, X))). Zatem str(Y,X) = str(Y,Z)str(ZX) =
neg(rev(str(Y ,Z)))neg(rev(str(Z, X))) = neg(rev(str(Z, X)str(Y ,Z))) =
neg(rev(str(Y ,X)))(|ZX).

Wniosek. Mo»emy znale¹¢ 4 punkty rozwi¡zania sprawdzaj¡c wszystkie pary
wierzchoªków X, Y wraz z ich punktami przeciwnymi X i Y (♦). Aby sprawdzi¢,
czy wybrany punkty nale»¡ do jakiego± rozwi¡zania, mo»emy u»y¢ ♣.

Bezpo±rednie zastosowanie ♣ wymaga wyliczenia str(Y,X). Ten ci¡g mo»e
by¢ bardzo dªugi. Dlatego chcieliby±my sprawdza¢ cykliczn¡ równowa»no±¢ sªów
w ich skompresowanej formie (np. 6 N 3 E zamiast NNNNNNEEE). �atwo za-
uwa»y¢, »e takie przeksztaªcenie nie wpªywa na cykliczn¡ równowa»no±¢, o ile
pierwsza litera ró»na jest od ostatniej. Mo»emy zapewni¢ t¦ wªasno±¢ przesuwa-
j¡c ci¡g w lewo a» b¦dzie speªniona. Tak¡ mody�kacj¦ mo»emy przeprowadzi¢
na ci¡gu w formie skompresowanej.

Wniosek. Warunki ♣ mog¡ zosta¢ sprawdzone bez wyliczania nieskompresowa-
nej reprezentacji fragmentów obwodu.
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Jest n2 par wierzchoªków (Uwaga: pozwalamy na dwukrotny wybór tego
samego punktu aby poradzi¢ sobie z przypadkiem czteropunktowym). Skom-
presowana reprezentacja fragmentu obwodu wielok¡ta mo»e by¢ wyliczona w
czasie O(n). Cykliczna równowa»no±¢ mo»e by¢ sprawdzona w czasie O(n), z
u»yciem dowolnego algorytmu dopasowania wzorca (s ∼= t je±li s wyst¦puje w
tt) albo procedur¦ z nast¦pnej sekcji. Zatem przedstawiony poni»ej algorytm
dziaªa w czasie O(n3).

Rozwi¡zanie

procedura fix (s)
je±li s zawiera wi¦cej ni» jedn¡ par¦

niech 〈d, l〉 b¦dzie ostatni¡ par¡ kierunek-odlegªo±¢ z s.
je±li pierwszy kierunek w s to d

usu« ostatni¡ par¦ z s.
dodaj l do dªugo±ci pierwszej pary z s

end

dla wszystkich 〈x, y〉 ∈ {u|u ∈ V lub u ∈ V }
je±li compressed_str(x, y) = neg(rev (compressed_str(x, y)))

s1 = fix (compressed_str (y, x));
s2 = fix (neg (rev (compressed_str (y, x))));
je±li length(s1) = length(s2)

je±li s1
∼= s2 zwró¢ 1;

zwró¢ 0;

4 Cykliczna równowa»no±¢ sªów

Ta cz¦±¢ opisuje algorytm rozwi¡zuj¡cy problem cyklicznej równowa»no±ci sªów
w czasie liniowym i staªej pami¦ci, bez stosowania dopasowania wzorca. Al-
gorytm jest prosty i ªatwy w implementacji. Jego kod w Javie przedstawiono
poni»ej.
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Cykliczna równowa»no±¢ sªów

static boolean cyclicEquiv (int[] v1, int[] v2) {
int i, j, k, n;

n = v1.length;

if (n 6= v2.length) return false;

i = 0; j = 0; k = 0;

while ((i < n) && (j < n)) {
while (v1[(i + k) % n] == v2[(j + k) % n]) {

k++;

if (k == n) return true;

}
if (v1[i + k] > v2[j + k]){

i = i + k + 1;

} else {
j = j + k + 1;

}
k = 0;

}
return false;

}

Lemat 4. Funkcja cyclicEquiv(v1, v2) zwraca true wtw. gdy v1
∼= v2.

Dowód. Niech D1 b¦dzie zbiorem wszystkich liczb i takich, »e v
(i)
1 (v1 przesu-

ni¦te o i pozycji) jest wi¦ksze (w porz¡dku leksykogra�cznym) ni» v2 przesuni¦te

o j pozycji dla jakiego± j (i ∈ D1 je±li ∃j : v
(i)
1 � v

(j)
2 ). Niech D2 b¦dzie zbiorem

wszystkich liczb j takich, »e v
(j)
2 jest wi¦ksze ni» v1 przesuni¦te o i pozycji dla

jakiego± i.
Je±li v1

∼= v2, to D1 6= n i D2 6= n, poniewa» istniej¡ liczby p, q takie, »e

v
(p)
1 = v

(q)
2 ) - p /∈ D1 i q /∈ D2.

Przed i po ka»dej iteracji zewn¦trznej p¦tli cyclicEquiv zachodzi nast¦pu-
j¡cy niezmiennik: i ⊆ D1 oraz j ⊆ D2. Po ostatniej iteracji zachodzi albo
D1 = n, albo D2 = n (czyli v1 nie jest cyklicznie równowa»ne v2). Polecenia

return wykonywane jest tylko, gdy v
(i)
1 = v

(j)
2 .

Lemat 5. Funkcja cyclicEquiv(v1, v2) dziaªa w czasie O(length(v1))

Dowód. Ka»da iteracja zewn¦trznej p¦tli zwi¦ksza i + j o 1 + k, gdzie k jest
liczb¡ iteracji wewn¦trznej p¦tli. Poniewa» i + j < 2n, algorytm wykona co
najwy»ej 2n kroków.
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