1 Algorytm

1.1 Wstep do zadania — rozwazania ogdlne

Whpierw zastanoéwmy sie, jak mozna opisa¢ zjawisko rzucania cienia. Przyjmujemy milczaco
zalozenie nieskonczenie dalekiego, punktowego stonica. Przy takim zatozeniu godzina wyzna-
cza po prostu kierunek, z ktérego padaja rownomiernie z calego nieba promienie stoneczne.
To, ze dany punkt jest osSwietlony oznacza po prostu tyle, ze pdtprosta wychodzaca z tego
punktu “w strone stonica” nie przecina zadnego budynku. Zauwazmy, ze jesli dany punkt jest
oswietlony, to wszystkie znajdujace si¢ bezposrednio nad nim réwniez sa oswietlone, budynki
bowiem sa “spdjne w dot”. W szczegdlnosci oznacza to, ze badajac, czy dany apartament jest
oswietlony mozemy badac¢ tylko najnizsze punkty na jego wschodniej i zachodniej $cianie, a
nie cale $ciany.

Stonce w Szanghaju stoi w zenicie o godzinie 11:57. Przed ta godzina promienie stornica
biegna “z gory i wschodu”, a po tej godzinie — “z géry i zachodu”. Zauwazmy, ze jesli jakis
punkt jest o$wietlony o pewnej godzinie g przed 11:57, to jest tez o$wietlony w dowolnej
godzinie pomiedzy g a 11:57, bo im pézniej, tym promienie stonca padaja bardziej z gory,
zatem prosta z naszego punktu “w strone stonca” biegnie ponad prosta wyznaczona w godzi-
nie g, a zatem gdyby jakis budynek przecinal nasza prosta, to musiatby tez przecia¢ prosta z
godziny g, co jednak jest sprzeczne z zalozeniem, ze o godzinie g nasz punkt byt oswietlony.
Sytuacja po godzinie 11:57 oczywiscie jest symetryczna. Zatem kazdy punkt nie znajdujacy
sie wewnatrz budynku jest oswietlony w pewnym przedziale czasowym zawierajacym godzine
11:57.

Dolny koniec wschodniej Sciany danego apartamentu po godzinie 11:57 znajduje sie w
cieniu rzucanym przez ten budynek, zas dolny koniec zachodniej znajduje sie w cieniu do go-
dziny 11:57. Zatem, aby dowiedziec¢ sie, kiedy budynek jest oswietlony, wystarczy sprawdzi¢,
od ktorej chwili oswietlony jest dolny koniec wschodniej $ciany i do ktorej chwili oswietlony
jest dolny koniec zachodniej $ciany. Obydwa te problemy sa symetryczne, zatem skoncen-
trujemy si¢ na jednym z nich, powiedzmy pierwszym, a drugi uznamy, ze robi si¢ tak samo.
Rozwazmy pewien konkretny apartament w budynku A, oznaczmy dolny koniec wschodniej
Sciany tego apartamentu przez p.

W kluczowej chwili prosta idaca od p “w strone stonca” przechodzi przez zachodni gérny
rog pewnego budynku lezacego na wschod od naszego. Faktycznie, tatwo sprawdzié, ze to ten
punkt kazdego budynku rzuca cien na dowolny punkt najpézniej. Niech (a,) oznacza ciag
zachodnich gérnych rogéw budynkéw lezacych na wschod od naszego. Sposrod wszystkich
punktéw a,, najpdzniej cien rzuca ten, dla ktérego kat miedzy prosta taczaca a, z p a gruntem
jest najwigkszy. Stad pierwszy, najprostszy pomyst na algorytm:



1.2 Algorytm bezposredni — rozwiazanie niewzorcowe
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Dla kazdego zgrupowania budynkow wcezytujemy wszystkie budynki i zapamietujemy
w tablicy ich wysokosci oraz polozenia ich wschodnich brzegéw (przyjmujemy, ze wschodni
brzeg najdalej na wschod potozonego budynku lezy w punkcie 0). Potozenia co prawda nie sa
podane na wejsciu, ale mozemy je oblicza¢ dla kolejnych wezytywanych budynkéw, dodajac
w + d(i) do potozenia poprzedniego budynku. Nastepnie dla kazdego apartamentu, o ktéry
jestesmy pytani, sprawdzamy kat miedzy p a a, dla wszystkich budynkéw na wschod od p,
zapamietujac najwiekszy (w praktyce tatwiej liczy¢ i pamietaé tangens kata, niz sam kat),
nastepnie na podstawie kata obliczamy godzine (katy liniowo przekladaja sie na godziny w
przedziale 5:37 — 11:57), i podajemy te godzine. Taka sama operacje przeprowadzamy na
zachéd od budynku, by dowiedzie¢ sie, kiedy przestaje by¢ on o$wietlony.

1.2.1 Analiza zlozonoSsci

Dla kazdego zapytania przegladamy wszystkie budynki, zatem ztozonos¢ czasowa naszego al-
gorytmu to O(In), gdzie [ to liczba zapytan, zas n to liczba budynkdéw. Ztozonosé pamieciowa
to O(n) na tablice, w ktérych przechowujemy wysokosci i potozenia budynkéw.

1.2.2 Uwagi

Autor zadania nie wysilit nadmiernie intelektu wybierajac zakres mozliwych n do zadania
(oraz w ogdle nie podal ograniczenia na [). Pézniej podamy algorytm wzorcowy, ktéry dziata
w czasie O(n? +1-logn). Mozliwy jest tez algorytm dziatajacy w czasie O(n + llog®n) oraz
algorytm w czasie O(n + [(logl + logn). Niestety, przy n < 100 dobrze napisany algorytm
bezposredni nie dziata na tyle wolniej od bardziej skomplikowanych algorytmow o lepszych
ztozono$ciach, by dato sie to wychwyci¢ na testach, szczegdlnie, ze z kazdym zapytaniem
zwiazane jest wypisanie wyjscia, ktoére jest operacja czasochtonna w poréwnaniu z oblicze-
niami. Gdyby w danych zadania byto podane n < 1000 i [ < 100000, to algorytm wzorcowy
o ztozonoéci O(n?+11ogn) byltby juz istotnie (i wychwytywalne przez testy) lepszy od bezpo-
sredniego. Gdyby byto n < 10000 i [ < 10000, to akceptowalne bytyby jedynie dwa ostatnie
algorytmy. Niestety, dane zadania sa jakie sa, i dlatego na konkursie najlepszym (bo naj-
prostszym) rozwiazaniem byto szybkie napisanie algorytmu bezposredniego. Ten algorytm
(bez zadnych przyspieszajacych udziwnien) jest zaimplementowany jako brute.cpp.



1.3 Rozwazania ciut bardziej zaawansowane

By wypracowa¢ rozwiazanie wzorcowe bedziemy musieli jeszcze troche popracowac. Za-
uwazmy, ze jesli pewien rég a; lezy pomiedzy (w linii wschod-zachdd) ay, 1 a,, oraz ponize]
linii, ktora je taczy, to na pewno nie jest on ostatnim punktem rzucajacym cien na p, bo
albo linia taczaca p z ag, albo z a,, przebiega ponad a;, a zatem ponad linia taczaca p z a;.
Zatem mozemy wyrzucié¢ z ciagu a, te punkty, ktére leza pod linia taczaca dwa inne.

Niech teraz ay i a1 beda dwoma kolejnymi punktami w naszym juz oczyszczonym ciagu,
i zatézmy, ze linia taczaca p z ap przebiega ponad axy1. Z tego juz wynika, ze dla [ > k linia
taczaca p z aj przebiega réwniez ponad a;. Gdyby byto inaczej, to a; lezatoby ponad linia
od p do ag, a zatem linia od a; do a; lezataby jeszcze wyzej, czyli w szczegdlnosci nad ay1,
a zatem ajy; nie byloby w naszym oczyszczonym ciagu, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Analogicznie jesli ag,q lezy ponad linia taczaca p i ag, to mozemy juz nie rozwazaé punktow
a; dlal < k.

Wida¢ zatem, ze ksztaltuje nam sie pomyst wyszukiwania binarnego. Potrzeba nam jesz-
cze ostatniego spostrzezenia — “oczyszczony” ciag a, nie zalezy od konkretnego aparta-
mentu, a tylko od budynku, na wschod od ktérego ma sie znajdowaé. Zatem mozemy policzy¢
go na poczatku dla kazdego z budynkéw, a potem dla konkretnego zapytania wyszukiwaé
binarnie w oczyszczonym ciagu.
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Dla kazdego zgrupowania budynkéw jak poprzednio wezytujemy wszystkie budynki. Te-
raz jednak, zanim zaczniemy wczytywacé zapytania tworzymy “ciagi oczyszczone”. Dla kaz-
dego budynku przechodzimy budynki na wschod od niego, idac od wschodu, i kazdy kolejny
budynek dodajac do ciagu. Nastepnie, jesli dodaliSmy go na pozycji ax, poki ar_q lezy pod
linia taczaca ag 1 ar_o, Wyrzucamy ax_1 z ciagu i na jego miejsce przestawiamy nasze ay. Te
ciagi trzymamy w tablicach (jedna tablica dla kazdego budynku). Analogicznie tworzymy
“zachodnie ciagi oczyszczone” .

Dla kazdego zapytania patrzymy na “wschodni ciag oczyszczony” dla budynku, w ktorym
lezy apartament, o ktory pytamy i w tym ciagu binarnie wyszukujemy najwieksze takie k,
ze linia taczaca ap_q1 z ap przebiega ponad p. Liczymy kat miedzy prosta taczaca p i ag
a gruntem i przeksztalcamy go (jak w poprzednim rozwiazaniu) na godzine. Analogicznie
postepujemy po zachodniej stronie.



1.4.1 Analiza poprawnosci

Whpierw zastanéwmy sie, dlaczego nasz algorytm faktycznie znajduje ciag oczyszczony. Do
tego nam si¢ przyda matematyczny model tego ciagu. Dorzu¢my jeszcze dwa punkty, ktore
znajduja sie nieskonczenie nisko, jeden, S pod zachodnim brzegiem najbardziej wschodniego
budynku, a drugi, T pod zachodnim brzegiem wschodniego sasiada naszego budynku A.
Twierdzimy, ze w ciagu oczyszczonym znajduja sie te i tylko te punkty a;, ktére leza na
brzegu najmniejszego zbioru wypuktego zawierajacego wszystkie a; oraz S 1 T (tzw. otoczki
wypuktlej).

7 jednej strony, jesli jakis punkt a; lezy pod pewna linia taczaca dwa punkty aj i a,,
to lezy we wnetrzu czworokata S, ag, a,,, T, a zatem tym bardziej lezy we wnetrzu, a nie na
brzegu otoczki wypuktej. Z drugiej strony zauwazmy, ze brzeg otoczki wypuktej bedzie sie
sktadat z dwoch potprostych pionowych od S do ay i od a, do T, lezacego nieskonczenie
nisko odcinka ST oraz gérnych bokéw, bedacych odcinkami taczacymi pary a;,a;. Zatem
jesli jakis punkt nie lezy na brzegu, to w szczegdlno$ci musi znajdowacé sie pod ktoryms z
gérnych odcinkéw, a zatem nie nalezy do ciagu oczyszczonego.

Teraz juz mozemy udowodni¢ poprawnos$é¢ znajdowania ciagu oczyszczonego. Jesli pe-
wien element nalezy do ciagu oczyszczonego, to oczywiscie w toku konstrukeji nie zostanie
wyrzucony, bo wyrzucamy tylko te punkty, ktore leza pod pewna prosta. Z drugiej strony
indukcyjnie widac, ze na k-tym kroku mamy stworzony ciag punktow na brzegu otoczki wy-
puktej S,aq,aq,...,ax, Ty, gdzie T} to nieskonczenie daleki punkt pod ap. Gdy dodamy do
tego ciagu ayy1, znajdziemy (to robi nasz algorytm) pierwszy punkt a; taki, ze ;1 lezy pod
linia taczaca a; i a1, to figura o wierzchotkach S, ay,aq, ..., a;, agi1, Tpr1 bedzie wypukta,
czyli te wierzchotki faktycznie beda stanowity k + 1-wszy ciag oczyszczony.

Na ciagu oczyszczonym, czyli na otoczce wypuktej wyszukiwanie binarne dziata, bo na-
chylenia kolejnych bokéw sa uporzadkowane malejaco. Juz dowodziliSmy, ze wystarczy roz-
waza¢ wierzchotki otoczki wypuktej jako kandydatoéw na punkty, ktore ostatnie rzucaja cien,
czyli nasz algorytm faktycznie zwroci ostatni punkt rzucajacy cien.

1.4.2 Analiza zlozonoSci

Zozonos¢ pamieciowa jest rzedu O(n?), bo tyle miejsca zajmuja tablice, w ktérych pamietamy
otoczki wypukte. Ztozonosé konstrukcji ciagéw oczyszczonych to tez O(n?). Faktycznie, dla
kazdego budynku A konstruujac jego wschodni ciag oczyszczony, kazdy budynek na wschod
od A bedziemy procesowali co najwyzej dwa razy — raz doktadajac go do ciagu, a raz wy-
rzucajac go z ciagu. Zatem budowa pojedynczej otoczki dziala w czasie O(n), a budujemy
n otoczek. Otoczka ma najwyzej n elementéw, wiec wyszukiwanie binarne dziala na niej w
czasie O(logn). Zatem caly algorytm ma ztozono$é¢ czasowa O(n? + [logn).



1.4.3 Uwagi

Algorytm ten zostal zaimplementowany jako subtle.cpp. Jak juz byto wspomniane w uwa-
gach do algorytmu bezposredniego, ograniczenie n < 100 w praktyce uniemozliwia odréz-
nienie czasowe przyzwoicie napisanego rozwiazania logarytmicznego od dobrze napisanego
rozwiazania liniowego. Przy tym ograniczeniu roéwniez nie ma sensu wysitek majacy na celu
zredukowanie czasu n? na konstrukcje tablicy otoczek wypuklych. Dla ciekawosci mozna jed-
nak zastanowic¢ sie, czy mozna ten czas poprawi¢. Gdyby dane zadania przewidywaly jakies
sensowne n, powiedzmy n < 10000, to czas n? zaczalby by¢ nieco za duzy. Tu naszkicujemy
zatem dwa alternatywne algorytmy.

Zauwazmy, ze otoczke wypukta dla budynku k konstruujemy indukcyjnie modyfikujac
otoczke dla budynku k£ — 1. Jesli wiec posortujemy zapytania po numerze budynku, to
bedziemy mogli w momencie, gdy mamy skonstruowana otoczke dla budynku k£ — 1 od-
powiedzie¢ na pytania o "wschodnie strony” dla tego budynku, a nastepnie zapomnie¢ o
otoczce dla tego budynku i konstruowaé¢ otoczke dla dalszych budynkéw indukcyjnie. Po-
dobnie potem konstruujemy od zachodu zachodnia otoczke, i odpowiadamy na zachodnie
strony pytan o budynek k, gdy przy nim jesteSmy. Nastepnie z powrotem sortujemy od-
powiedzi po kolejnym numerze pytania, i wypisujemy wyniki. Ztozonosé¢ czasowa takiego
algorytmu to O(n + llogl + llogn) (pierwsza czes¢ odpowiada za budowe otoczek, druga za
posortowanie pytan i odpowiedzi, a trzecia za wyszukiwanie binarne dla kazdego pytania),
co jest réwne O(n + llogl). Jego wada jest ztozonosé pamieciowa rzedu O(l + n), ktéra dla
[ >> n moze by¢ nie do zaakceptowania.

Drugie rozwiazanie jest troche bardziej trikowe. Jest to drugie rozwiazanie wzorcowe.
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1.5.1 Algorytm

Dla kazdego budynku bedziemy pamietaé¢ zakresy pieter, dla ktorych cien rzuca ten sam
budynek. Dla budynku k jestesmy w stanie uzyskac te zakresy analizujac otoczke dla bu-
dynku k. Patrzymy gdzie linia taczaca prawe goérne rogi dwoch sasiednich budynkéw na
otoczce budynku k trafia w ten budynek. Powyzej miejsca trafienia cien rzuca lewy z tej
pary budynkdéw, lub jakis budynek jeszcze bardziej na lewo od niego. W ten sposéb majac
zakresy pieter, bedziemy mogli majac zapytanie wyszukiwaé¢ dla danego budynku binar-
nie. Zauwazmy teraz, ze jesli majac otoczke budynku £ bedziemy rozwazac¢ pary budynkow
tworzacych linie od par po prawej stronie (tych blizej budynku k), to linie taczace rogi bu-



dynkéw z pary beda trafia¢ coraz wyzej w budynek k. Zatem w momencie, gdy linia bedzie
przelatywaé nad budynkiem k& mozemy przestaé sprawdzaé pary bardziej na lewo, gdyz dla
tamtych par linia bedzie jeszcze wyzej i nie jest istotna dla zapytan o budynek k.

1.5.2 Analiza zlozonoSci

Zauwazmy, ze postepujac w ten sposob zbudujemy strukture zakreséw na budynkach w czasie
O(n). Te budynki, ktére wygeneruja linie trafiajace w budynek zostana usuniete z nastepne;
otoczki (dla budynku k+1), gdyz budynek k je zastoni. TakZe operacji wrzucenia do otoczki
bedzie tyle co operacji zbadania linii z doktadnoscia do statej liczby operacji na budynek,
czyli do O(n). Przypomnijmy jednak, ze otoczke buduje sie w czasie O(n), czyli cata budowa
struktury zajmie faktycznie O(n) czasu. Rozpatrywanie zapytan zajmie O(llog(n)), czyli
caly algorytm bedzie dzialal w czasie O(n + llog(n)), co jest najlepszym z dotychczasowych
wynikéw.

1.5.3 Implementacja

Podany algorytm zostat zaimplementowany w C++ w pliku sunlight.cpp oraz w Javie w
pliku LotsOfSunlight.java.

2 Testy

Test 0 to standardowo test przyktadowy.

Testy 1 oraz 2 to niewielkie testy losowe sprawdzajace elementarna poprawnos$é napisanego
programu bez przypadkow szczegdlnych.

Test 3 to test obejmujacy przypadki budynkow coraz wyzszych, coraz nizszych oraz rownych
i przy okazji sprawdzajacy poprawnos¢ odpowiedzi na pytanie o nieistniejace pietro.

Test 4 sprawdza przypadki szczegélne, budynki malejace w tym samym tempie, budynki,
ktore maleja coraz bardziej lub coraz mniej. Poza tym w tym zestawie testow jest tez ko-
lejny test na nieistniejace pietro (w budynku o numerze o 1 wiekszym niz najwiekszy numer
budynku).

Test 5 to pojedynczy zestaw sprawdzajacy tylko, czy rozwazone zostaly duze liczby, czy wy-
sokosc budynku w pietrach pomnozona przez wysoko$¢ pietra nie wychodzi poza zakres.
Testy 6 i 7 to sredniej wielkosci testy.

Testy 8 1 9 to duze testy wydajnosciowe.



