Twierdzenia o wartosci sredniej - rozwigzania wybranych zadan

1. Funkcja f jest rézniczkowalna na (a,b). Czy jest prawda, ze dla kazdego £ € (a,b) istnieja x1, xa,

takie ze a < 11 < € < axo < bi
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Odp. Nie wynika. Rozwazmy funkcje f(x) = 23 jest to funkcja $ciéle rosnaca, wiec dla 1 # 2o
wyrazenie po prawej stronie réwnosci jest wieksze od zera, a f'(0) = 0.

4 Funkcja f € C([a,b]), gdzie a > 0. Zalézmy ponadto, ze f jest rézniczkowalna na (a, b) oraz spelnia

warunek
fla) _ £(b)
a b’
Wykaz, ze istnieje takie zg € (a,b), ze xof'(x0) = f(x0).
Rozwigzanie W filmiku p. Z. Grochulskiej (link na rocket czacie).

5 Wykaz, ze funkcja f(z) = arcsin % nie jest rozniczkowalna w xg = 1.

Rozwigzanie w filmiku (link na rocket czacie).

6 Zalézmy, ze 0 < x < y. Wykaz nieréwnosci
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Rozwigzanie. SprowadZzmy réwnosci do réwnowaznej postaci
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Zastosujemy twierdzenie Lagrange’a dla funkcji Int na przedziale (z,y)
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dla pewnego £ € (z,y). Poniewaz liczby x,y, £ sa dodatnie mamy: % < % < %, co konczy dowdd.

Stosujac twierdzenie o wartodci éredniej wykaz, ze funkcje sinx oraz arctgz sa lipschitzowskie ze
stala 1.

Rozwiazanie dla arctgz.
Zastosujmy twierdzenie Lagrange’a dla funkcji arctg ¢ na przedziale (z,y). Dostajemy (po oblozeniu
réwnosci modutem)
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Zbadaj jednostajna cigglo$é funkcji

na a) przedziale (0,2020),
b) na przedziale (0, +00).

Rozwiazanie
(a) Policzmy granice na krancach przedziatu:
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(iloczyn funkcji zbieznej do zera przez funkcje ograniczona)
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ml}%zo(e 1) sin (75317 — 1) (e 1) sin (52020 — 1).

Funkcja jest jednostajnie ciagla jako funkcja ciggla, ktéra ma skonczone granice na krancach.

(b) Policzmy pochodna

f'(x) = e sin (5351_ 1) — (" — 1)008(511_ 1) N i O -5%1n’5.




Zauwazmy, ze na przedziale [1, 00) funkcja f’ jest ograniczona. Istotnie, pierwszy skladnik powyzszej
sumy jest ograniczony, bo jest funkcja ciagla na [1,00) i ma skoficzong granice w nieskonficzonosci
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Podobnie dowodzimy, ze ograniczony jest drugi sktadnik
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Stad wynika, ze f jest funkcja lipschitzowska na [1,00) zatem jest jednostajnie ciagla na tym prze-
dziale. Ponadto z podpunktu (a) wynika, ze f jest jednostajnie ciagta na (0, 1], a z udowodnionego
na ¢wiczeniach twierdzenia f jest jednostajnie ciagla na (0, 00).

9 Czy funkcja f(x) = cose® jest ciagla jednostajnie na
a) przedziale (0, +00)
b) na przedziale (—o0,0).
(a) Dokladniejsza wskazéwka Nie sa. Rozwazy¢ ciagi 2, = In(2n7) iy, = In <2n7r+§), pokazac,
ze ich réznica zbiega do zera, ale ciag f(x,) — f(yn) nie jest zbiezny do zera. (b) Link z filmikiem
autorstwa p. Grochulskiej

10 Skonstruuj przyktad funkeji f ciaglej na [0,00), takiej ze limy_ o0 f(x) = 0, ale funkcja nie jest
lipschitzowsko ciagla na zadnym przedziale postaci [a, c0), a > 0.

Zastosowania pochodnych II.
1. Wykaz nieréwnosci

3tgr>azdlaze(0,%)
Wskazéwka Pokazaé, ze funkcja f(z) = tgz—x jest $cile rosnaca na (0, c0) oraz, ze f(0) = 0.
(a) sir130>a:—%3 dla z > 0.
Rozwigzanie

Rozwazmy f(x) = sinx — x + % Ta funkcja w zerze przyjmuje wartos¢ zero. Wystarczy
pokazaé, ze jej pochodna jest dodatnia dla z > 0. Mamy
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f(a:):cosarflJr?.

Cheemy udowodnié¢ nieréwnos$é f'(x) > 0. Policzny druga pochodna:
f(x) = —sinz +z > 0.

Stad f’ jest funkcja rosnaca, ktéra przyjmuje wartosé¢ 0 w zerze, wiec jest dodatnia na (0,1)
co konczy dowodd.



