Zadanie 1

W tym zadaniu chcemy pokazac, ze istnieja duze i wzglednie geste grafy bez matych cykli. Na potrzeby zadania cykl uznamy
za maly, jezeli jego dlugos¢ wynosi co najwyzej 4. Rozwazmy graf losowy o n wierzchotkach, w ktérym krawedz miedzy
kazdymi dwoma wierzchotkami istnieje z prawdopodobienstwem p.

(a) Niech Y bedzie liczbg krawedzi w grafie losowym. Prosze wyznaczy¢ E[Y] oraz Var(Y). Prosze podaé¢ ograniczenie
gbérne na prawdopodobienstwo tego, ze Y < E[Y]/2, tzn. liczba krawedzi jest dwa razy mniejsza niz jej wartos¢
oczekiwana.

(b) Niech X bedzie liczbg matych cykli. Prosze obliczy¢ E[X].

)
(c) Prosze oszacowac z gory P(X > n).
(d) Prosze znalezé wartoéé p, dla ktérej E[Y] = ¢;n!* i P(X > n) < % dla pewnych statych c; i ¢, oraz € > 0.
)

(e) Prosze wywnioskowad, ze dla odpowiednio duzego n istnieje graf z c3n!*¢ krawedziami i bez matych cykli.

(a) Niech Y;; bedzie zmienng losowa opisujaca czy miedzy wierzchotkami i i j istnieje krawedz. Wtedy Y = 3, ., ;<p Vij-

Latwo zauwazy¢, ze EY;; = p,azatem EY = p - @ Zeby policzy¢ wariancje VarY = EY? — (E Y)?2, musimy policzy¢:
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2
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Ostatecznie
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Réwnowaznie mozna bylo zauwazy¢, ze zmienne losowe Y;; sa niezalezne, a wtedy mozna skorzysta¢ z liniowoéci wariancji.
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(b) Niech X = X; + X, gdzie X; to liczba cykli dlugosci i. Prawdopodobieristwo uzyskania cyklu o dhugosci 3 to p3, a o
dhugosci 4 to p*. Liczba mozliwych trojek to () a czworek (}) - 3ﬂ Wtedy:

EX:(;!)p3+3(Z)p4zwl)3(l+§p(n_3))

(c) Korzystamy z nieréwnosci Markowa:

EX (n—1)(n—2)_ 5

3
P(X>2n)<—= 1+-p(n-3
(X2m <= A (Y ))
(d) Wyznaczmy warto$¢ p z pierwszej rownosci:
n(n-1) 1 n®
E Y = —_— = +e e =2
p > cin p €1 n_1

i podstawmy ja do drugiej nieréwnosci:

W.p3(1+§p(n—3))zp(xzn)gc_z
6 4 n

“Musimy jeszcze uwzgledni¢ wszystkie mozliwe cykle czterech wierzchotkow
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Dla odpowiednio duzych n mozemy zapisa¢ asymptotycznag postaé:
% = an3£—1 +ﬁn4£—l

Poréwnajmy to teraz
- - C2 - -
anb’e 1 + ﬂn4£ 1 < = N an4e 1 + ﬂnSE 1 <
n
Zatem jesli ¢ > é to dla odpowiednio duzego n powyzsza nier6wnos¢ jest spelniona. Podsumowujac, istnieje takie p, ze dla
odpowiednio duzego n oraz & réwno$¢ i nierownos$¢ w tresci zadania sg spelnione.

(e) Skoro mamy dwa ograniczenia z zadania wyzej to mozemy stwierdzi¢, ze mozemy dobra¢ tak prawdopodobienistwo p,
ze liczba krawedzi bedzie rosta szybciej niz liniowo, a liczba matych cykli bedzie malata. Zatem mozna zauwazy¢, ze moge
mie¢ dowolnie duzo krawedzi i dowolnie mato matych cykli, bo moge wzia¢ odpowiednio duze n.



Zadanie 2

Jas i kilku jego kolegéw postanawiajg gra¢ w nastepujacy wariant gry w kolekcjonera historyjek z gum do zucia. Kazda
guma ma jedna z n historyjek. Kazdy z graczy kupuje co tydzien, niezaleznie, jedna losowa gume. W kazdym tygodniu, po
tym jak kazdy kupi swoja cotygodniows gume, z prawdopodobienistwem p wszyscy gracze, ktorzy w danym tygodniu nie
zdobyli nowej (nie posiadanej wczeséniej) historyjki umawiaja si¢ na przyjecie. W czasie przyjecia kazdy bierze jedna gume
z banku gum do zucia (podobnie jak sklep, bank wydaje losowa gume).

(a) Niech X bedzie liczbg tygodni potrzebna na to by Jas zebral wszystkie historyjki. Oblicz E X (odpowiedZ moze mieé
posta¢ sumy).

(b) Podaj wyrazenie na VarX.

(c) Podajprzyblizone wyrazenie, w terminach p, na warto$¢ oczekiwang w punkcie (a). (Podpowiedz: dlaa € [0, 1), /Oa 1/(1
cx)dx = (=1/¢) In(1 = ca)).

(d) Pokaz, ze z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2, Ja$ zbierze wszystkie historyjki w przeciggu dwukrotnej oczeki-
wanej liczby tygodni.

(a) Najpierw zastanowmy sie, jaka szanse ma Janek na zdobycie jednej nowej historyjki w tygodniu, zakladajac, ze ma juz i
unikalnych historyjek — moze albo wylosowa¢ z losowo kupionej gumy (**) albo wylosowa¢ historyjke, ktéra juz ma (;),
poj$¢ na przyjecie (p) oraz wylosowac nowq historie (*+ niy Zatem

A_n—i+i n—i_n—i 1+ i
pi= p = Pn-

n n n

Niech X; to zmienna losowa, okreslajgca liczbe tygodni, po ktorej zbierze nowa historyje, majac juz i uniklanych historyjek,
oraz X = Y/°)' X;. Wiemy, ze X; ~ Geo(p;), a zatem E X; = pii' Korzystajac z liniowosci wartosci oczekiwanej:

n—-1 n-1 n—1 n-1 _1_ n-1 _P_

n 1 1 1 p+l ptl
EX_ZEXi_Zn—i1+ L_ZI_LI+ 1_ 1_L+ 1+ i_
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1 n—1 1 . P n-1 1 1 - n-1
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(b) Zauwazmy, ze zmienne losowe X; i Xj4; s niezalezne (podobnie jak w klasycznym zadaniu ze zbieraniem historyjek).

Przypomnijmy, ze VarX; = p2 L, a co za tym idzie:
- pi n-1 1
VarX = VarX; = : —
RN S DY

(c) Jesli n jest wystarczajaco duze to mozemy skorzystac z przyblizenia H, ~ Inn +y, gdzie y to stala Eulera. Mozemy takze
przyblizy¢ drugg czesé:

n-1 n-1 1

1 1 1 1
E =n .~—zn/ dx=n-—-In(1+p).
—1+pt d1+ps n o L+px p

Ostatecznie, dla duzych n mamy

1 1 1
EXzp+1n(lnn+y)+p+1nln(l+p)=p+ln[lnn+y+ln(1+p)]

(d) Chcemy policzy¢ P(X < 2E X). Korzystamy z nierdwnos$ci Markova:

EX 1
P(X<2EX)=1-P(X22EX) 21— —— = —.
2EX 2
Zatem prawdopodobienstwo, ze Ja$ zbierze wszystkie historyjki w przeciggu dwukrotnej liczby tygodni wynosi co najmniej

1/2.



Zadanie 3

Procedura obliczania maksimum dostaje na wejsciu n liczb. Czyta je sekwencyjnie, za kazdym razem zapamietujac naj-
wieksza dotychczas wcezytang liczbe na zmiennej V. Rozwazmy sytuacje, w ktérej procedura dostaje na wejsciu losowa
permutacje liczb naturalnych od 1 do n.

(a) Srednio ile razy w ciagu swojego wykonania procedura zaktualizuje warto$é¢ zmiennej V?
(b) Oblicz wariancje powyzszej wartosci.

(c) ,Maksymalny przebieg dtugosci k” pojawia sie, gdy wspomniana procedura napotyka maksymalng sekwencje ztozong
z k liczb uporzadkowanych $cisle rosnaco (maksymalng w tym sensie, ze nie ma przed nig liczby mniejszej niz pierwsza
liczba w sekwencji i nie ma za nig liczby wiekszej niz ostatnia w sekwencji). Oblicz oczekiwang liczbe maksymalnych
przebiegow dlugosci k jako funkcje k.

(d) Podaj najmniejsza warto$¢ k, dla ktorej oczekiwana liczba uzyskana powyzej dazy do 0, gdy n dazy do +oo.
. 2. 1: n! _
(Podpowiedz: lim;,_, 4o T (BY = 1.

(a) Niech X; to zmienna losowa opisujaca, czy algorytm zaktualizuje zmienng V na miejscu i, a X = }; X;. Innymi stowy, X;
opisuje czy sposrod wszystkich liczb przed i-tg pozycja, liczba na i-tej pozycji jest najwieksza. Policzmy, w ilu permutacjach
warto$¢ na i-tej pozycji jest wieksza od wszystkich poprzednich. Najpierw wybieramy wartosci na pozycje 1,...,i na ('l’)
sposobdw. Najwieksza z nich stanie na pozycji i. Pozostate wartosci, czyli pozycje 1, . .., (i—1) oraz (i+1), ..., n permutujemy
dowolnie na (i — 1)! - (n — i)! sposobdw.

(DGE=Dn=D!' n-(i-1)!-(n—i) 1
PXi=1) = nl Tl i

n

]EX=Z%=H,,

i=1

(b) Do policzenia wariancji potrzebujemy policzy¢ P(X; = 1AX; = 1). Policzmy, w ilu permutacjach wartosci na pozycjach i
oraz j sa wieksze od wszystkich poprzednich, gdy i < j. Najpierw wybieramy j wartosci na pozycje 1,..., jna (7) sposobow.
Najwieksza z nich stanie na pozycji j-tej. Sposrod pozostatych j—1 wybranych, ponownie wybieramy i wartosci na pozycje
1,...,ina ({) sposobéw. Najwieksza z nich stanie na pozycji i-tej. Pozostale liczby permutujemy dowolnie na (i — 1)! - (j —
i—1)! (n—j)! sposobow.

P(Xi=1/\xj=1)=(’}).(j;l).(i—l)!~n('j—i—l)!-(n—j)!=n!.(jnv_l?'!..('i_.l)_[tgj_i_l)_y..(n_j)=i
! vejteit-(j—i=n!-(n—j)! ij

Zauwazmy, ze wynik jest tez prawdziwy dla i > j.

Li=j

P(Xizl/\ijl): ll . .

i li]

J
Zatem
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(c) Niech Xl.k to zmienna losowa méwiaca, czy w miejscu i-tym zaczyna sie maksymalny przebieg o dlugosci k. Wtedy
xk = Z?:_lk Xik to zmienna losowa opisujaca liczbe wszystkich takich ciggéw w permutacji. Korzystajac z liniowosci wartosci
oczekiwanej E X* = Z?:_lk ]EXl.k. Policzmy, w ilu permutacjach w miejscu i-tym zaczyna sie maksymalny przebieg o dtugosci
k. Na poczatek zatézmy, ze i > 1 A k < n — 2. Najpierw wybieramy wartosci na pozycje (i — 1),...,(i + kK + 1) na (kiz)
sposoboéw. Teraz musimy zdecydowad, ktore z wybranych wartoéci zostang ‘straznikami’ na pozycjach i — 1 oraz i + k + 1.
Rozbijmy wybor straznikéw na 4 przypadki:

1. Najmniejszy i najwiekszy z wybranych elementéw nie sg straznikami. Z pozostalych elementéw mozemy wybraé
dowolne 2 na k(k — 1) sposobdow.



2. Pierwszym straznikiem jest najwiekszy element, ale drugim nie jest najmniejszy. Wtedy drugiego straznika mozemy
wybraé na k — 1 sposobéw, poniewaz odpadaja nam elementy: najwiekszy, drugi najwiekszy oraz najmniejszy.

3. Drugim straznikiem jest ostatni element, ale pierwszym nie jest najwickszy. Analogicznie, pierwszego straznika wy-
bieramy na k — 1 sposobow.

4. Pierwszym straznikiem jest najwiekszy element, a drugim najmniejszy. Jest dokladnie 1 taki przypadek.

W sumie mozemy wybra¢ straznikéw na k(k—1) + (k—1) + (k—1) +1 = k? + k — 1 sposob6éw. Reszta wybranych elementow
jest ustawiona jednoznacznie w kolejnosci rosnacej. Niewybrane elementy permutujemy dowolnie na (n—k —2)! sposobow.

(ora) " (K +k =1 (n—k=-2)! nl-(KP+k-1)-(n-k-2)! k*+k-1
n! Tont-(k+2)!-(n—k-2)!  (k+2)!

EXk =

1

Nalezy jeszcze rozwazy¢ przypadki brzegowe. Jesli (i = 1 Vi = n—k) Ak < n— 1, wystarczy wybra¢ k + 1 elementow i
jednego straznika. Jezeli k = n, warunek zadania spelnia tylko jedna permutacja.

% k=n
EXF = ﬁ (i=1Vvi=n—-k)Ak<n-1
Ki4k—1

Tra)! i>1ANk<n-2

Pozostaje juz tylko posumowacé obliczone sktadniki.

% k=n
k _ k —
EX* = 2m k=n-1
2 k

24—
m+(ﬂ-k—l)k(k1f2)!l k<n-1

d) Tutaj pewnie trzeba podstawi¢ k = an dla a < 1 i zobaczy¢ dla jakiego najmniejszego a powyzsze wartoéci oczekiwane
dazg do zera.



