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1 SCHEMAT KLASYCZNY

1 Schemat klasyczny

Definicja (Schemat klasyczny) Wszystkie zdarzenia elementarne sa rowno prawdopodobne, li-
czac prawdopodobienstwo liczymy stosunek liczby zdarzen sprzyjajacych do liczby wszystkich
zdarzen.

Zadania prostsze

Zadanie 1.1 Losujemy 2 kule sposrod c czerwonych i b bialych. Jakie jest prawdopodobieristwo wyloso-
wania kul réznych kolorow?

Opp. Modelujemy zbidr kul jako K = {Cy,...,C., By, ..., By }. Przestrzen wszystkich zdarzen:
Q={{x,y} CK:x#y}
a przestrzen zdarzen sprzyjajacych:
A={{C;,B;}:C;,Bj € K}.

Moc tych zbiorow:

|Q|=(C;b)=(c+b)(c+b—1)/2

NE (i) (’1’)

oraz ostatecznie
2¢hb

PA) = ———.
(A) (c+b)(c+b-1)
Przyblizenia:

« dla malego ¢ mozemy napisa¢ P(A) ~ %, aprzy b — co: P(A) — 0,

. dlaczb:P(A)z#Z_l)zz_%codlab—wxv:P(A)ﬁ%,
b

« dla ustalonego ¢ + b prawdopodobienstwo jest tym wigksze, im blizej siebie sg c i b.

Zadanie 1.2 90-osobowy rocznik zostal podzielony losowo na 3 rownoliczne potoki. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo, ze Jas i Malgosia znajdg si¢ w tym samym potoku?

Opp. Modelujemy Q jako funkcje z {1,...,90} w {1, ..., 3} spelniajace odpowiedni warunek, a przez A
ilos¢ ustawien spelniajacych tresc¢ zadania. Wtedy
88 60 30
|Al=3- - : .
28 30 30

90 60 30
1= ) o]
Zatem prawdopodobienstwo:

88! 60!

P(A)_3~m-m 88! 30! 3-30-29 29
=T e - 901 280 - 90.89 89"
I TH 1 90! 28! 90-89 89

Zadanie 1.3 Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w losowym ustawieniu n wiez na szachownicy nXn zadne
2 wieze sig¢ nie atakujg?

Losowanie bez
zwracania, kule nie
moga by¢ te same

Mozna tez latwiej:
najpierw wstawiamy
Jasia w losowe miejsce
(Jas jest przydzielony
do jakiego$ potoku
automatycznie), zatem
dla Malgosi zostaje 29
miejsc w tym potoku na
89 wszystkich
mozliwych i dostepnych
dla niej.



1 SCHEMAT KLASYCZNY

Opp. Wszystkich mozliwych ustawien n wiez na n? polach jest

a-(1)

Niech zdarzenie A - Zadna z n wiez nie moze bi¢ innej. Rozwazmy pierwsza kolumne szachownicy:
mozemy postawic na niej wieze na n sposobéw. W kolejnej kolumnie mozemy ja postawi¢ na n — 1
sposobow, poniewaz musimy unikng¢ rzedu, na ktéorym postawiliSmy wieze w pierwszej kolumnie. W
n-tej kolumnie mamy tylko jedna mozliwos$¢. Mogliby$my jeszcze obréci¢ szachownice i przeprowadzi¢
podobne rozumowanie jeszcze raz, ale wszystkie rozwigzania sie powtorza. Zatem

|A| = n!.

Ostatecznie
ntnl (n)*(n*-n)!

2\ n?! 21
n PR (i — ne!
n!(n2-n)!
n

Zadanie 1.4 Rozdajemy 7 kart ze standardowej talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wsrod
tych kart sqg:

P(A) =

a) doktadnie 3 asy?
b) doktadnie 2 kréle?
¢) doktadnie 3 asy lub doktadnie 2 krole?

Opp. Przestrzen zdarzen elementarnych Q to wszystkie mozliwosci wyciagniecia 7 kart z talii, zatem

Q| = (572). Dla poszczegdlnych przypadkow liczba zdarzen sprzyjajacych |A| wynosi

s
on-f)()
o328

Zadanie 1.5 Rzucamy trzema kostkami. Sumy 11 i 12 mozna uzyskac na tyle samo sposobéow. Czy sq one
réwnie prawdopodobne?

Opp. Jesli kostki sa nierozréznialne obie sumy wypadajg na 6 sposobow :

11=6+4+1=6+3+2=5+5+1=5+4+2=5+3+3=4+4+3
12=6+5+1=6+4+2=6+3+3=5+5+2=5+4+3=4+4+4.

Jednak jesli kostki sa rozréznialne, to 11 wypada na 27 sposobow, a 12 na 25. Trzeba uwaza¢, by dobrze
dobra¢ przestrzen probabilistyczna. W przypadku 11 mamy:
« 3 trojki niepowtarzajacych sie liczb {(6,4,1), (6,3,2),(5,4,2)} i

« 3 trojki z jednym powtdrzeniem {(5, 5, 1), (5, 3, 3), (4,4,3)}.

Ciezko juz tg posta¢
jako$ uproscic¢

odejmujemy czesé
wspolng, np. przypadek
Ze po wyciagnieciu 3
aséw wsrod 4 kart byly
2 krole.
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Jesli mamy rozroznialne kostki to dla niepowtarzajacych sie liczb mamy 3! kombinacji dla kazdej (w
sumie 18); np. 6 mozemy postawi¢ na 3 miejscach, 4 na dwoch i 1 juz tylko na jednym, czyli 3-2 = 3!. Dla
jednego powtdrzenia mamy g—: kombinacji dla kazdej tréjki (w sumie 9); np. 1 stawiamy na 3 sposoby
W szeregu, a 5 juz sg ustawione automatycznie. Zatem wszystkich kombinacji jest 27.

W przypadku 12 mamy:
« 3 trojki nie powtarzajace sie,
« 2 trojki z jednym powtdrzeniem i
« jedna trdjke tych samych liczb {4, 4, 4}.

Ta ostatnig mozna wybrac¢ tylko na jeden sposob na rozréznialnych kostkach, zatem mamy dwie moz-
liwosci mniej niz w przypadku 11.

Zadanie 1.6 jas i Malgosia rzucajq monetami: Jas rzuca n razy, a Malgosia n + 1 razy. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze Matgosi wypadnie wigcej ortow niz Jasiowi?

Opp. Sposdb sprytnego zrobienia tego zadania:

Albo Malgosia ma wiecej orlow, albo wiecej reszek. Nazwijmy dobrym wynikiem orta Malgosi albo
reszke Jasia. Pytanie jest rOwnowazne temu, czy z 2n + 1 rzutéw dostaniemy wiekszo$¢ dobrych. Roz-
patrzmy chwile przed ostatnim rzutem Malgosi. Jesli Malgosia wygrywala, to zdarzenie na pewno zaj-
dzie. Jesli przegrywala, to na pewno nie zajdzie. Jesli remisowala, to zajdzie z prawdopodobieristwem
1/2. W kazdym z powyzszych pomystow z symetrii dostajemy wynik 1/2.

Zadania trudniejsze

Zadanie 1.7 W klasie jest n 0sob. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze pewne dwie osoby majg urodziny
tego samego dnia? Jak duze musi by¢ n, aby to prawdopodobieristwo bylo wigksze niz %?

Opp. Niech n oznacza liczbe 0os6b w danej grupie, gdzie n < 365 (poniewaz bedziemy liczy¢ praw-

dopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, najgorszym przypadkiem jest wtedy taki, gdy wszyscy maja
urodziny innego dnia. Dla n > 365 na pewno co najmniej dwie osoby maja urodziny tego samego dnia
i zadanie staje sie trywialne). Dni w roku réwniez ponumerujmy od 1 do 365. Przestrzenn wszystkich
zdarzen ma postac:

Q, ={(o1,...,0p), gdzie 0; € {1,...,365},i =1,...,n, zpowtdrzeniami},

gdzie o; to numer dnia urodzin i-tej osoby. W danej grupie os6b mamy dwa mozliwe wzajemnie wy-
kluczajace sie, a zarazem dopelniajace sie zdarzenia:

A, — zdarzenie, ze przynajmniej dwie osoby maja urodziny w ten sam dzien.

A? — zdarzenie, ze kazda osoba w grupie obchodzi urodziny w innym dniu.
Latwiej jest obliczy¢ prawdopodobienstwo drugiego zdarzenia.
A ={(01,...,0n) € Q:0;sarozne dlardéznychi=1,...,n}
Szukamy takiego n, dla ktorego P(A) > 0.5, lub rownowaznie, P(A) < 0.5. Mamy

365!

—(365 — n)', |Qn| = 365"

n—1
jagl =] |65 k) =
k=0

365!

A€ _ 1 2 -1
placy = Il _ oot C L) (o 2) i
|25 365" 365 365 365

Przestrzen zdarzen w
obu przypadkach to
|Q| = 65.

Ta gra jest rownowazna
po prostu jednemu
rzutowi moneta

Zakladamy dla
uproszczenia, ze W
populacji nie ma oséb
urodzonych 29 lutego,
jak réwniez rodzenstw
bliZzniaczych.
Zakladamy tez, ze
urodzenie sie w kazdy
sposrod 365 dni roku
jest tak samo
prawdopodobne.
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Szukamy takiego n,n € (0, 365), zeby:

1 2 -1
P(A;)zl-(1——)~(1——)-...(1—n )<o.5
365 365 365
Mozemy poszukiwa¢ najmniejsze n, ktore spetnia powyzszy warunek, poniewaz V, P(Af, ) = P(Ay) -
(1 - %), a stad jezeli P(A5) < 0.5 dla pewnego n, to takze Vy,», P(AS ) < 0.5. Skorzystamy z przybli-
zenia 1 — x =~ e™* dla matych x. Otrzymujemy:

c _ 1 _ 2 _n-1 _ 24 4(n-1) _(n-Dn
P(An)ze 365 -@ 365 ..., 365 —e 365 =e 2365 < (0.5
(n=1n 1
————<In-
2-365 2

(n—=1)n>2-365-1n2
n®-n-2-365-In2>0
Rozwigzujemy nieréwnos$¢ kwadratowa: A =1+4-2-365-1n2 =~ 2024.99, a co za tym idzie:

_1+VA
)

ni ~ 2249 ny <0.

Istotnie mamy P(A$,) =~ 0.52431 P(AS,) ~ 0.4927. Zatem z powyzszych rozwazan wynika, ze wystarcza
23 osoby, aby prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej dwie osoby z nich maja urodziny tego samego
dnia w roku, bylo wieksze niz 0.5.

A jak wygladaja prawdopodobienstwa tego zdarzenia w przypadku wigkszej liczby os6b? Wezmy n =
23, 30, 50.

P(Aps) = 1- P(Aj;) =0.5073
P(A3) =1-P(A35)) =0.7063
P(As0) =1 - P(A5)) = 0.9704

Jak widzimy, prawdopodobienistwo zdarzenia A, szybko rosnie (patrz Rys. [I). W grupie 50 osobowej
jest niewiele mniejsze od 1. Pozornie wydaje sie to by¢ malo mozliwe, ale zakladajac sie z kims o to,
ze dwie osoby z takiej grupy maja urodziny w ten sam dzien, mamy niemalze 100 procent szans na
zwyciestwo.

1.0 1

0.8 1 o

0.6 1 0

P(An)

0.4 4 °

0.2 4 .

0.0 o

0 20 40 60 80 100

Rysunek 1: Prawdopodobienstwo zdarzenia A,, w zaleznosci od n

Z rozwiniecia Taylora
mamy e* = 1+ x dla
matych x



1 SCHEMAT KLASYCZNY

Zadanie 1.8 10 0sob wsiadlo na parterze 10-pietrowego budynku do pustej windy. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo tego, ze kazda wysiqdzie na innym pigtrze? (Zaktadamy, ze kazdy uktad wysiadajgcych jest
réwnie prawdopodobny)

Opp. Liczba wszystkich kombinacji to |Q| = 10, czyli kazda z 10-ciu 0s6b moze wysia$é na kazdym z
10-ciu pieter. Sprzyjajacych przypadkéw mamy |A| = Hizo(lo — k) = 10!. Zatem

PA) = 0 (o) (2 L0
S 1010 10 10) 10/
Mozemy uzy¢ przyblizenia 1 — x = e™*. Otrzymamy ostatecznie

P(A)ze’ﬁ..”,e %ze 710 = e

Latwo zauwazy¢, ze dla wiekszej liczby pieter, to prawdopodobienistwo maleje eksponencjalne.

Zadanie 1.9 Przyjmijmy, ze mamy szanse spotkac¢ w zyciu n kobiet - potencjalnych kandydatek na zone
(ew. mezczyzn - kandydatow na meza). Kazdg z kandydatek mozemy porownaé do kazdej z wezesniejszych
kandydatek (biorgc pod uwage wiek, charakter, poczucie humoru, urodg etc). Jesli nie wybierzemy danej
kandydatki to juz wiecej jej nie zobaczymy. Naszym celem jest opracowanie strategii, ktora maksymalizuje
prawdopodobieristwo wyboru najlepszej kandydatki. Ograniczymy sie przy tym do strategii nastgpujqcej
postaci:

« odrzuc k — 1 pierwszych kandydatek, a nastepnie
« wybierz pierwszq kandydatke lepszq od wszystkich wczesniejszych.

W tym zadaniu nie musisz dowodzic, ze optymalna strategia ma takq wlasnie postaé, cho¢ z pewnosciq
warto sie nad tym zastanowié. Twoim zadaniem jest ustalenie:

o Jakie prawdopodobieristwo sukcesu gwarantuje ta strategia?
o Jaka jest optymalna warto$¢ parametru k i jakie prawdopodobieristwo sukcesu odpowiada tej war-
tosci?
Opp. Kandydatki numerujemy od 1,...,n; 1 jest najlepsza, n-ta — najgorsza. Wszystkich permutacji
kandydatek jest |Q| = n!. Zdefiniujmy zdarzenie:
A ={w:w(i) =1}
jako takie ktore oznacza, ze najlepsza kandydatka przyszla jako i-ta. Podobnie definiujmy
Aij = Ai 0 {w : w(j) jest najmniejsza sposréd w(1),...,w(i—1)}

jako zdarzenie, w ktérym najlepsza kandydatka przyszla jako i-ta, a najlepsza sposrod tych przed nia
byla na miejscu j. Zatem zdarzenie "w powyzszej strategii (zaleznej od k ) wybierzemy najlepsza kan-
dydatke"mozemy zapisa nastepujaco

A=Ay

i>k j<k

Zeby strategia dobrze dziatata, najlepsza kandydatka (i-ta) nie moze zostaé zbyt wczeénie poznana i
odrzucona, a wiec musi by¢ wérod kandydatek poznanych od k do n. Prawdopodobienstwa tych zdarzen
wynosza

P(A) = % P(Aij) = -

n(i-1)
11 1 N1
P(A) = -———=—(k-1 —_—
(A4) ZZni—l n( )Zi—l
k<i<n j<k i=k

To jest bardzo grube
oszacowanie, ale lepiej
to niz nic

Jest bardzo fajny filmik
na YT na kanale
Numberfile, ktory
bardzo dobrze ttumaczy
ten problem. Polecam!
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Oznaczmy teraz przez H, = }\5_, }lc Wtedy mozemy napisac

k-1 k-1 1 1
P(A)zT(Hn—l_Hk—z):T Hn_Hk—l_;"'m

Uzyjemy przyblizenia H, = YJ7_; ~ fln %dx = Inn. Dodatkowo dla n — oo oraz k — 1 = ¢n mozemy
zapisac

1
P(A) = % (Inn—Inan—-0+0) = alna =—alna
Maksimum otrzymamy gdy
P(A 1
M= - i(—()(lnot)z—lnot—ot-—:—lnot—1=0
da da a

Zatem minimum bedzie dla o = é Wtedy

1.1 1
P(A)=—-In- = - ~ 0.368.
e e e
Zatem uzywajac tej strategii mamy prawie 37% szans na to, ze w losowym ciggu kandydatek znajdziemy

najlepsza z nich. Catkiem imponujace!

2 Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo warunkowe, wzor iloczynowy

Definicja (Prawdopodobienstwo warunkowe) Niech A, B - zdarzenia losowe. Prawdopodobien-

stwo warunkowe
P(ANB)

P(AIB) = =

A i B sa niezalezne, gdy P(A N B) = P(A) P(B).

Zadanie 2.1.1 Wybrano losowo jednq z trzech kartek, pomalowanych z obu stron: czarno-czarnej, czarno-
biatej i bialo-biatej, a nastepnie wybrano losowo jednq z jej stron. Jesli ta strona jest czarna, to jakie jest
prawdopodobieristwo tego, ze druga tez jest czarna?

Opp. Zbiér Q ma 6 elementéw. Niech A - wylosowaliSmy czarno-czarna, B - widzimy czarng strone.

Liczymy P(A|B). Wtedy P(B) = % = % oraz P(ANB) = % = % Odpowiedz: P(A|B) = P;’?gf) = %

Zadanie 2.1.2 Wybieramy losowo numer z ksigzki telefonicznej i pod niego dzwonimy. Osobe, ktora od-
bierze pytamy o to, czy ma dwojke dzieci, a jesli okaze sig, ze tak, to:

« pytamy, czy ma syna. Jesli okaze sig, ze tak, to jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze drugie dziecko
tez jest synem?

« pytamy, czy ktores z dzieci ma na imig Jas. Jesli okaze sie, ze tak, to jakie jest prawdopodobieristwo
tego, ze drugie dziecko tez jest synem?

Uwaga: Wtym zadaniu trzeba oczywiscie przyjq¢ pewne zatozenia co do czestosci urodzin chtopcow/dziewczynek
oraz sposobu w jaki nadawane sq im imiona.
Uwaga 2: zadanie ma nieco zmodyfikowangq tres¢ w porownaniu do oficjalnej wersji

Opp.
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+ Niech A - ma dwdch synow, oraz B - ma przynajmniej jednego syna. Przestrzen Q = (s, s), (s, ¢), (¢, s), (¢, ¢),
to wszystkie mozliwe pary dwoch dzieci. Zatem

P(ANB) _

P(AIB) = = 5

1
3

ENTSYENTN

« Niech A - ma dwoch synéw, oraz B - ma przynajmniej jednego syna Jasia. Tutaj juz nie tak tatwo
zbudowac¢ Q bo trzeba by wzia¢ pod uwage wszystkie imiona. Zalézmy, ze z prawd. p rodzice
nazywaja syna Jas. Zatem

2
P(B):l—(l—%-p) =p—;}p2 P(ANB)=2-

poniewaz dla B wybieramy wszystko oprécz dwoch nie-Jasiow, a dla A N B bierzemy pary (Jas,
syn) oraz (syn, Ja$) oraz odejmujemy powtorke (Jas, Jas). Ostatecznie

2
4-p’

P(A|B) =

[ D

_p:1_
-p

BN~ IRNSY
NI

Widaé¢, ze dla p — 0 mamy P(A|B) — % co oznacza, ze jesli Ja$ jest malo popularnym imieniem,
to pte¢ drugiego dziecka jest rownie prawdopodobna (dlaczego?). Natomiast dla p = 1 otrzymamy
P(A|B) = % czyli doktadnie to samo co w podpunkcie wyzej.

Zadanie 2.1.3 Na inzynierii oprogramowania 16 studentow ma by¢ podzielonych na 4 rowne zespoly.
WSréd nich jest 4 pracujgcych, z doswiadczeniem w projektowaniu duzych systemow. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo, ze kazdy z nich trafi do innej grupy? Uwaga: Nie rozwiqzuj tego zadania wprost ze schematu
klasycznego. Zamiast tego uzyj pojecia prawdopodobietristwa warunkowego.

Opp. Niech P; oznacza zdarzenie, ze doswiadczeni studenci od 1 do i trafili do réznych grup.
P(P4) = P(P4 ﬂP3 ﬂPz ﬂPl) ZP(P4|P3 ﬂPg ﬂPl) P(P3 OPZ ﬂPl) =

4 4 8
= .P(Ps|P,NPy)-P(P;NP)=—— -P(P|P))-P(P) =1+ —+ — - —
= P(BIP.OP) - P(BNP) = — - = - P(Ra|P) - P(PY)

14—3 bierze sie stad, ze ostatni student ma cztery miejsca w "dobrej" grupie a wolnych miejsc jest 13.
Podobnie pozostale liczby.

Wzor na prawdopodobienstwo calkowite

Definicja (Prawdopodobienstwo catkowite) Niech A, By, By, . . ., B, - zdarzenia losowe, zdarze-
nia B;dlai =1,...,ntworza podziat Q, czyli zawsze zachodzi dokladnie jedno z nich. Wowczas

P(A) = ZP(Aus,-) P(B)).

Zadanie 2.2.1 Grasz w turnieju szachowym, w ktorym z 50% graczy masz szanse wygrania 30%, z 25%
graczy szansg 40% i z 25% graczy szanse 50%. Pierwszq partie rozgrywasz z losowym przeciwnikiem. Jakie
sq twoje szanse wygrania?
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Opp. Oznaczmy zdarzenia polegajace na tym, ze zagramy z poszczegélnymi graczami przez A, B,C.
Wiemy, ze P(A) = 3,P(B) = 1,P(C) = 1.

W to zdarzenie polegajace na wygranej: P(W|A) = %, P(W|B) = 14—0, P(W|C) = %. Zatem z twierdzenia
o prawd. catkowitym (bo A, B, C dzielg Q):

P(W) = P(A) - P(W|A) + P(B) - P(W|B) + P(C) - P(W|C) = 0.375

Zadanie 2.2.2 W urnie sq dwie kule: biata i czarna. (n — 2)-krotnie losujemy kulg z urny, po czym wrzu-
camy jg z powrotem wraz z drugq kulg tego samego koloru. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po
zakoriczeniu losowarn wsrod n kul doktadnie k jest bialych?

Opp. Niech P(n, k) — prawdopodobienstwo k biatych wérdd n kul. Warunek poczatkowy to P(2,1) = 1.
Popatrzmy na kilka pierwszych mozliwosci w tym losowaniu:

P(41) =1

P(3,1) =1

P(2,1) =1

P(4,2) =3

P(3,2)=1

AV

P(4,3) =1

Patrzac na drzewko mozna zauwazyc¢, ze

k-1 -k-1
P(nk)=P(n-—1Lk-1)-—— +P(n-1,k) - 25—~
n-1 n-1
Uzywajac indukcji (po n) zakladajac ze P(n, k) = ﬁ (co tez mozna zobaczy¢ na drzewku powyzej):
1 k-1 1 n—k-1 k-1+n—-k-1 1
. + . - —
-2 n—-1 n-2 n—1 (n-1)(n-2) n—-1

>

P(nk) = "

czyli P(n, k) = ﬁ jest rozwigzaniem. Ciekawe jest to, ze to prawdopodobienstwo nie zalezy od k,
zatem kazda liczba biatych kul w urnie jest tak samo prawdopodobna.

Zadanie 2.2.3 Mamy n urn. W i-tej urnie znajduje si¢ i — 1 kul biatych i n — i kul czarnych. Wybieramy
losowo urne, a nastegpnie losujemy z niej dwie kule. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze sq to kule roznych
koloréw jesli losujemy:

« bez zwracania,



2 PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

e Ze zwracaniem.

Opp.

« losowanie ze zwracaniem (schemat Bernoulliego; kule sg rozrdznialne)

o e ()

Czynnik 2 w |A| pochodzi z faktu ze kule sa rozréznialne. Najpierw wyciggam biala, a potem
czarna, a potem na odwrot.

1S 2(i-1)(n-i) 1 1 & .
=== =2 1)2;(1—1>(n—z)

L (n-1) n(n-

Czynnik % to prawdopodobienstwo wybrania losowej urny.

« losowanie bez zwracania (kule sa nierozrdznialne)

=) e ()

1w (i-Dn-i) 1 1
z — — =-— i—1)(n—i
po Z — r— Z( )(n—i)
2 2
Obliczmy sumy ktére wystepuja w obu wyrazeniach:

Zn:(i—l)(n—i)=—Zn:i(i—1)+nzn:(i—1)=—Zn:i2+nzn:il—n2
i=1 1 i=1 i=1 i=1

i=

gdzie ik = (i) -...- (i—k +1) to silnia dolna. Mozemy tez uzy¢ tozsamoéci ("catkowanie"w matematyce
dyskretnej)
N 1 e+l
-k +
it= ——(n+ 1)
Z k+1 ( )

i=1

Ostatecznie otrzymamy:

Zn:(i—l)(n—i)=—l(n+1)~n~(n—l)+n-1(n+1)~n—n2=
— 3 2

—%(n+1)-n~(n—1)+n2 (%(m 1y - 1) _ —%(n+1)-n~(n—1)+n2 (%(n _ 1)) ~ n(n-1) {g _ ”;’1} _

n(n—1){3'”‘62”‘2}:é.n(n—l)(n—z)
Zatem . . . . 5
n—
pzz_zﬁ(n—l)zgn(n_l)(n_z)_5'n—l

1 1

sz=; -1
2

1 1
gn(n -1)(n-2)= 3

10

Jak to zadanie zrobi¢ nie
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prawdopodobienstwa
klasycznego, tylko
prawd. catkowitego?



2 PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa Niech A, By, B, . .., B, - zdarzenia losowe, zdarzenia B; dlai = 1,...,n

tworza podziat Q, czyli zawsze zachodzi doktadnie jedno z nich. Wowczas
P(A|By) P(By)
iz1 P(A|B;) P(B;)

P(Bi|A) =

Zadanie 2.3.1 Gracz w teleturnieju wybiera jedng z 3 zaston. Za jednq z zaston jest ukryty samochdd, za
pozostatymi nic nie ma. Prowadzqcy odstania jednq z pozostatych dwoch zaston i pokazuje, ze niczego za
niq nie ma, po czym daje graczowi szanse na zmiang wyboru.

« Czy gracz powinien zmieni¢ swoj wybor?
« Jakie maksymalne prawdopodobieristwo sukcesu moze uzyskac?

« Jak zmieni sig sytuacja, jesli zaston jest 100, a prowadzgcy odstania wszystkie poza wskazang przez
gracza i jedng inng?

Uwaga: Przeanalizowanie konkretnej sytuacji opisanej w zadaniu jest istotnie bardziej skomplikowane niz
pordwnanie strategii "zawsze zmieniajze strategiq "nigdy nie zmieniaj". Czy widzisz dlaczego?

Opp. Wybieramy jedng z N bramek. Mamy % szans na wygranie. Jesli zostang zamkniete N — 2 bramki
(oprocz naszej wybranej i jednej innej) to wiemy, ze samochod jest za jedng z tych dwoch. Mamy w

takim razie dwie sytuacje

« z prawdopodobienstwem p = % za nasza bramkg jest samochdod. W tej sytuacji zmiana bramki
powoduje ze z prawdopodobienstwem 1 przegramy.

« z prawdopodobienstwem p = % za naszg bramkg jest koza, wiec wtedy jesli zmienimy to z

prawdopodobienstwem 1 wygramy
Zatem w strategii, w ktorej zawsze zmieniamy bramke mamy prawdopodobienstwo p = % ze Wy-

gramy.

Mozna tez to policzy¢ z Bayesa: zalozmy, ze gracz wskazuje bramke numer 1. Niech A; to zdarzenie, ze
samochdd jest za bramka i, B; to zdarzenie, ze prowadzacy odstania bramke i.

1 1
P(B;]A;) = 2 P(Bs|A;) = 2 P(B|A3) =1 P(Bs|Az) = 1.

P(ALBy) = P(BylA,) 102 1
YT P(BylA) +P(BylAs) 2 3 3
P(B;|As) 2 2

P(A3|B,) = =1.2=2
(AslBe) = BB A + PBoAs) ~ 37 3

Zadanie 2.3.2 - kontynuacjazadania 1]z poprzedniej serii Przypusémy, ze udalo ci si¢ wygrac pierw-
sza partie. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze grates z graczem 3-go rodzaju?

Opp. Wiemy, z zadania 1 z listy 1, ze P(W) = %, zatem

P(WIOP(C) 55 1

Y P(W|B)P(B;) 3 3

P(C|W) =

11



2 PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

Zadanie 2.3.3 Mamy do dyspozycji 3 telefony. Wiemy, ze jeden z nich zawsze dziala, drugi nigdy nie
dziata (ale zjada monety), a trzeci dziata z prawdopodobieristwem p = % (w pozostatych przypadkach
zjada monety). Probujemy zadzwonié z jednego z automatéw i zjada on monete. Zmieniamy automat
i udaje nam si¢ zadzwonic. Probujemy raz jeszcze (nie zmieniajqgc telefonu) i znow si¢ udaje. Jakie jest
prawdopodobieristwo tego, ze telefon z ktorego zadzwoniliSmy 2 razy jest tym, ktory zawsze dziata? Czy
odpowiedz zmienitaby sie, gdyby nie byto w zadaniu pierwszej (nieudanej) proby?

Opp. Wiemy, ze Ty zawsze dziala, T, dziata nigdy oraz Ts dziala z p = % Niech A to zdarzenie opisane
w zadaniu, mianowicie wybieramy automat, on zjada monete, zmieniamy automat i dzwonimy dwa
razy). Sa tylko trzy takie pary telefonéw, ktére moga speknic¢ ten warunek:

Pt
=

—_
o

Il

e T, » Ty zprawd. P(A|T, - T) =

Wl W=

o« T, » T3 zprawd. P(A|T, —» T5) =

« 3 > Tyzprawd. P(A|, » Ty) =1.1.1.92=1L

wl
N
N
—
)

Teraz chcemy policzy¢ prawdopodobienstwo tego, ze skonczyliSmy na telefonie T; wiedzac, ze spelni-
lismy warunki zadania

P(A|- = T)P(- = TY) _ (
SiPAl - T)P(-—>T)  (L+

|.ﬂ =

1
)3 3
T

+ 6
P(- - T1]A) = =2 =-.
BT 7

W= ;l"

.1
1 43 24

o
N

Skorzystaliémy z tego, ze zakoniczenie na kazdym telefonie jest rownie prawdopodobne, P(- — T;) = %

Zadanie 2.3.4 W sejmie mamy dwie partie. Postowie partii A nigdy nie zmieniajq zdania na zaden temat,
a kazdy z postow partii B zmienia zdanie na temat glosowanej ustawy pomiedzy dwoma jej glosowaniami
z prawdopodobieristwem p. Wiadomo, ze postowie partii A stanowiq frakcje f wszystkich postow, pozo-
stali pochodzq z partii B. Obserwujemy losowego posta i glosuje on w ten sam sposob w dwéch kolejnych
glosowaniach. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze pochodzi on z partii A?

Opp. Niech A to zdarzenie wylosowania posla z partii A, a B - z partii B, oraz C - to zdarzenie, ze
(wybieramy posta) i (nie zmienia on zdania w 2 glosowaniach). Wtedy Z Bayesa

P(G|A)P(A) 3 1-f
P(GIA)P(A) + PGIBIP(B)  f+(1-p)(1-1)°

P(A|G) =

Zadanie 2.3.5 Danych jest N + 1 urn. W i-tej urnie znajduje sie i kul biatych oraz N — i kul czerwonych,
dlai = 0,...,N. Wybieramy losowo urne, a nastgpnie n-krotnie losujemy z wybranej urny jednq kule ze
zwracaniem. Przypusémy, ze za kazdym razem byla to kula czerwona. Jakie jest prawdopodobieristwo
tego, ze kolejna kula wylosowana z tej urny tez bedzie czerwona? Uwaga: Laplace uzyt tego rozumowania
do argumentowania na temat prawdopodobieristwa tego, ze storice nastepnego dnia wzejdzie na podstawie
tego, ze wzeszto odpowiednio wiele razy wczesniej. Co sqdzisz o tym "zastosowaniu"?

Opp.
Niech U; to wybranie i-tej urny, a R; - do j-tej proby losujemy ciagle czerwong kule. Mozemy zapisac:

.\ k
i
P(R|U;) = (N) -
My chcemy policzy¢;
P(Rn+1 N Rn) _ P(Rn+1)

P(Rn+1|Rn) = P(Rn) = P(Rn) .

12



3 NIEZALEZNOSC ZDARZEN

Z prawd. catkowitego

k k ; k 1
P(Re) = ) P(RJU)P(U) = ) (—) :

i=1 i=1

Ostatecznie
()™
i= N
P(Rp1|Rn) = ——7-
i=1 (N)

Jesli N jest duze, to mozemy przyblizy¢ te sumy przez catki

|H

1 n+1
/0 X" dx o h+1 1
—_— = = —> 1.

1
foxndx - n+2 n-oo

N

|H|

T
—-

Zatem jesli losujemy ciagle z urny ten sam kolor, to prawdopodobienstwo, ze kolejna kula bedzie ta-
kiego samego koloru rosnie i zbliza si¢ do 1. Ma to intuicyjny sens, bo o ile przesztos¢ nie wplywa na
przyszioé¢ (w tym zadaniu), to historia moze nas utwierdzi¢ w tym w ktorej urnie jestesmy:.

3 Niezaleznosé¢ zdarzen

Definicja (Zdarzenia niezalezne) Zdarzenia A, B € Q nazywamy niezaleznymi jesli P(AN B) =
P(A)P(B).

Zadanie 3.1 Pokazad, ze skoticzona rodzina zdarzen niezaleznych, kazde o prawdopodobieristwie mniej-
szym niz 1, nie moze pokry¢ calej przestrzeni zdarzen.

Opp. Dowdd nie wprost.
Niech Ay, ..., A, - skoniczona rodzina zdarzen niezaleznych oraz V;P(A;) < 1 albo alternatywnie

P(A;) > 0. Wynika stad, ze P(A; N...NA,) = [1%, P(A)).
Zal6zmy, ze {A;} moze pokry¢ Q, czyli UL, A; = Q, a zatem P(Q) = 1 =P (UL, A;), ale takze

n n _
Q\ U Aj ﬂ A;
i=1 i=1

Otrzymali$my sprzeczno$¢ z naszym zatozeniem.

n

=1_[P(Z,-) >0

i=1

0=P =P

Zadanie 3.2 Obiecujqcej tenisistce ojciec obiecuje nagrode, jesli ta wygra 2 kolejne mecze z 3 rozegranych
na przemian z nim samym oraz mistrzem klubu. Szanse na wygranie pojedynczego meczu z mistrzem
sq mniejsze, niz ojcem. Zawodniczka moze sama zdecydowad, z ktorym przeciwnikiem zmierzy sig jako
pierwszym. Kogo powinna wybrac?

Opp.
Zalézmy ze pq, p, sa prawdopodobienstwami wygrania z osobg 1 lub 2 (moze to by¢ ojciec albo mistrz).
Zatem prawd. wygrania dwoch meczow z trzech wynosi

p=pi-pa-1+(1=p)-p2-pr=pi-pz-(2-p1)
Mamy dwa mozliwe scenariusze:
« najpierw gramy z ojcem (O-M-O): p1 = po, p2 = Pm, Wtedy pa = po - Pm - (2 — Do),

« najpierw gramy z mistrzem (M-O-M): p1 = ppm, P2 = Po, Wtedy pg = po - Pm - (2 — Pm).

13
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/
.
/ \
P /
1 ~
2>
/
1 ~ vy ~
2 2
° °
/
.
25
.
s
2,

To jest logiczne, jesli
zdamy sobie sprawe, ze

Wiadomo, ze p,,, < po. Sprawdzamy czy pp > pa, a zatem czy 2—p,, > 2—p,. Czyli poniewaz p,, < po,
srodkowy musi wygrac!

czyli powinna zagra¢ najpierw z mistrzem.

Zadanie 3.3 Ekspert podejmuje prawidlowq decyzje z prawd. p. > 1, ignorant podejmuje jq z p; = %
Jaka komisja czesciej podejmuje prawidlowe decyzje:

« skladajqca sig z pojedynczego eksperta, czy
« sktadajqca sig z dwoch ekspertow i jednego ignoranta,

jesli decyzje podejmowane sq metodq wigkszosciowq? Uwaga: W zadaniu mozesz zalozyc, ze czlonkowie
komisji popetniajq bledy niezaleznie. Wyjasnij dlaczego to zatozenie nie zawsze ma sens.

Opp. Prawd. ze komisja podejmie dobra decyzje: (kolejne czlony pierwszego rownania) to: 1) 2 eksper-

tow za, ignorant przeciw; 2) ekspert i ignorant za, ekspert przeciw; 3) wszyscy za Eksperci rzadko kiedy
s niezalezni, bo czytaja
1 1 1 1
P=Pg'5+2'Pe'5'(l—pe)+p§-5:p§+2-pe~5.(1_pe) = pe te same artykuly

naukowe, oraz s3
ludzmi czyli moga

Prawd. ze komisja podejmie dobra decyzje jest takie samo jak pojedynczy ekspert. ” -
podlegac¢ presji thumu

14



4 DYSKRETNE ZMIENNE LOSOWE

4 Dyskretne zmienne losowe

Rozklad dwumianowy i Poissona

Definicja (Rozklad dwumianowy) Zmienna X ma rozktad dwumianowy z parametrami n,p ozn.
X ~ Binom(n, p), je§li P(X = k) = (Z)pk(l —p)"*dlak=0,...,niP(X =0) = 0 dla pozosta-
tych k.

Definicja (Rozklad Poissona) Zmienna X ma rozkiad Possiona z parametrem A, ozn. X ~
Poiss(A), jeSli P(X = k) = e_,i!’lk dla k € NiP(X = k) = 0 dla pozostatych k.

) : :

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

. 1 1

x 1 1

! : :
>

=~ 1 1

Q 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

] ]

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

T } } T
0 k k+1=[pn+1)] n
b)

X
Il
5
a

0 k=1p(n+1)] n

Rysunek 2: Wartosci maksymalne dla rozkladu dwumianowego. a) dla wartosci catkowitych p(n + 1)
(p(n+1) € Z), sa dwa maksima, w punktach k + 1 = |p(n + 1)] oraz k; b) dla wartosci utamkowych
p(n+1) (p(n+1) ¢ Z) jest tylko jedno maksimum dla k = [p(n+1)].

Zadanie 4.1.1 Rozwazmy zmienng X ~ Binom(n, p). Niech K = | (n+ 1)p]. Pokazaé, ze P(X = k) jest
funkcjq niemalejgcq dla k < K, oraz malejgcq dlak > K.

15
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a)
<
[}
x
[<%
0 k-1 k=|Al
b)
<
1]
x
a.

0 PENTY

Rysunek 3: Warto$ci maksymalne dla rozkladu Poissona. a) dla wartosci catkowitych A (A € Z), sag dwa
maksima, w punktach k = |A] oraz k — 1; b) dla wartoéci utamkowych A (A ¢ Z) jest tylko jedno
maksimum dla k = [A].

16
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Opp. Popatrzmy na iloraz prawdopodobienstw dla kolejnych wartosci:

P(X =k) = (Z)pk(l =) P(X=k+1)= (kz 1)pk+1(1 —p)rkL

Iloraz:

P(X=k+1) _ n! P A=-p)" -k _ p n-k
P(X=k)  (n-k-D!(k+1)! pk(1-p)r*k n 1-p k+1

Rozklad prawd. bedzie niemalejacy jesli % . Z—j > 1. Zatem

pn—-k)<(1-p)k+1) = p(1+n)-1>k

Mozemy skorzystac z funkcji podloga ktéra ma wlasnoéé x — 1 < |x] < x i zapisaé, ze funkcja jest
niemalejaca dla k, ktore spalniaja

lp(n+1)] >k

oraz malejaca dla pozostalych k. Zatem podsumowujac:
« p(1+n)—1<k - f malejgca
« p(1+n)—1> k- f. rosnaca

cp(l+n)—1=k-jesliP(X =k) =P(X =k +1)

Zadanie 4.1.2 Rozwazmy zmienng X ~ Pois(1). Niech K = |A]. Pokazaé, ze P(X = k) jest funkcjg
rosngcq dla k < K, oraz malejgcq dlak > K.

Opp. Popatrzmy na iloraz prawdopodobienstw dla kolejnych wartosci: Zatem

P(X=k+1)  At.etikr 1
P(X=k)  (k+1)!-Ak-e A k+1

Funkcja jest rosnaca kiedy ﬁ > 1czylijesli k + 1 < A albo inaczej | 1] > k.

Zadanie 4.1.3 Pokazad, ze jesli n; — oo oraz n;p; — A (a zatem p; — 0 ) to rozklad Binom(n;, p;)
zbiegajq do rozktadu Pois(1). Uwaga: Chodzi tu o zbieznos¢ punktowq, tzn. zbiezno$é prawdopodobierstw
przyjecia kazdej konkretnej wartosci.

Opp.

Niech X; ~ Binom(n;, p;). Wtedy dla n; — oo, p; — 0, n; - p; = A mamy Rozwazamy lekko
uproszczone zadanie,

. nk nk (nip) gdzie iloczyn n;p; jest
P(X;=k) = (kl)PfF(l —pi)ni_k = k_l' 'pf -(1 —pi)"i_k = n—;{ . lk'l -(1 —pl-)"i_k = trzymany zawsze staly,
: i : dla kazdego i. Nie
k .. .
n (nipi)k _ _ zmienia to wyniku
- % S(1=p)" - (1=p)7* zadania, a utatwia
i ' obliczenia.
Pierwszg granice liczymy nastepujaco (dla ustalonego k):
k
n,oon onm-—1 ni—k+1
. -1

nf.‘ n; n; n;

17
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i—0
Podobnie granica (1 — p;)~* i 0, dla ustalonego k. Koeljng granice liczymy nastepujaco:

s AN oo 2
-p=(1-2) 25
nj
. . . e~ Ak
Ostatecznie w granicy otrzymujemy <
bienstwem w rozkladzie Poissona.

. Wyrazenie po prawej stronie jest doktadnie prawdopodo-

Zadanie 4.1.4 Idziemy na przyjecie, na ktorym jest 500 osob. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
doktadnie dwie osoby bedg miaty te samq date urodzin (tj. miesigc i dzier)) co my? Rozwigzac na dwa

sposoby:
 uzyc rozktadu dwumianowego,
« przyblizyc rozkiadem Poissona.
Opp.

500
« z rozkladu dwumianowego: ( ) ) ()% (354)™° = 0.2388346769768765

« z rozkladu Poissona dla A = % mamy ei;)kz = 0.2384516523828490

Zadanie 4.1.5 Gramy serig gier (mecz) z przeciwnikiem od ktorego jesteSmy stabsi, tzn. nasze prawdopo-

dobieristwo wygrania pojedynczej gry jest rowne p < % Mecz sktada si¢ z parzystej liczby gier, wygry-
wamy jesli wygramy wigcej niz potowe gier. Mozemy wybrac liczbe gier w meczu: 0, 2, 4, 6, itd. Jakq liczbe

powinnismy wybrac, aby zmaksymalizowaé prawdopodobieristwo zwycigstwa.

Opp. Niech ¢ = 1 — p. Niech p* oznacza prawd., ze po 2n turach remisujemy, a po 2n + 2 turach
wygrywamy. Mamy

2 n_n
p+=(n")pqp2-

Natomiast niech p~ oznacza prawd., ze po 2n turach wygrywamy, a po 2n+2 turach remisujemy. Mamy

- _ | 2n n+l n-1_2

Niech A = g—i. Zauwazmy, ze A > 1 oznacza, ze p* > p~ (czyli bardziej oplaca sie gra¢ 2n + 2 rund), a
A < 1 wrecz przeciwnie. Wiekszo$¢ czynnikow w A sie skraca i wychodzi:

A:j_y/i>l

n'n+1
£> q = pr+)>(1-pn = p2n+l)>n = p> n
n n+1 2n+1
1 1 1 1
p>—- = >-—p = 4dn+2< = n< -2|/4
2 4n+2 n+2 2 %_ %—P

Zatem optymalne n jest mniej wiecej tej postaci.

Zadanie 4.1.6 (zapalki Banacha) Palgcy matematyk nosi po jednym pudetku zapatek w lewej i prawej
kieszeni. Za kazdym razem, gdy chce zapalié, wycigga pudetko z losowej kieszeni. Jakie jest prawd. tego, ze
gdy wyciggnie w koricu puste pudetko, w drugim jest doktadnie k zapatek? Zaktadamy, ze zabawa zaczyna
si¢ z dwoma pudetkami po n zapatek kazde. Uwaga: Uzyskany rozklad prawd. nazywa si¢ ujemnym
rozktadem dwumianowym. Czy widzisz dlaczego?

18
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20- -

15;

10 -

Rysunek 4: Zaleznosc¢ 2n od p dla zadania 4.1.5

b1 b2

n n n n

N A~ AN AN
| coo | | eee | <= |[0oOCeed
1 k

Opp. Chcemy mie¢ n — 1 sukcesoéw (zapalki z jednej kieszeni) oraz n — k porazek (zapalki z drugiej
kieszeni). Prawdopodobienstwo dotarcia do takiego stanu rzeczy to

B N R A R e 1
Pe=13 2 n-1 < 2
——

Pudetka
rozrézn. Ost. zap. z

pudetka 1
C(2m—k -1 (1)
Pk = n-1 2

Ujemny rozklad dwumianowy opisuje prawdopodobienstwo wystapienia jakiejs liczby sukcesow w
ciggu prob Bernouliego przed wystgpieniem ustalonej liczby porazek.

Rozklad geometryczny

Definicja (Rozklad geometryczny) Zmienna X ma rozklad geometryczny z parametrem p, ozn.
X ~ Geo(p),jesli P(X = k) = p(1-p) ' dlak € NiP(X = k) = 0 dla pozostatych k. Zmienna
o rozkladzie geometrycznym opisuje numer pierwszej proby zakonczonej sukcesem w ciggu
prob Bernoulliego.

Zadanie 4.2.1 Pokazad, ze zmienna o rozkladzie geometrycznym "nie ma pamieci', tzn. dla dowolnych
0 < m < n zachodzi P(X = n|X > m) = P(X = n — m). Nieco mniej formalnie: jesli czekamy na orfa i
wypadlo juz m kolejnych reszek, to prawdopodobieristwo tego, ze pierwszy orzet wypadnie za n—m rzutow
Jjest takie samo jak gdyby calej przesztosci (tj. m reszek) nie byto. Wiele 0sob sqdzi, ze P(X = n|X > m) >
P(X = n — m) - orzel niejako "nalezy sig".
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4 DYSKRETNE ZMIENNE LOSOWE

Opp. Rozklad geometryczny ma nastepujaca postac
P(X=k)=p(1-p)*".
Mozemy zapisac (z definicji)

P(X=nAX>
P(X =X > m) = L&X=1 m)

P(X >m)
Mianownik
oo - =] ; 1— m .
P(X>m)= > p1-p)~t=p> (1-p) =p-%=(1—p) -
i=m+1 i=m B _p)
Licznik
PX=nAX>m)=p(1-p)" ' & n>m.
Wynik
_ n-1
POC= X > m) = PEE (1 = PO =),

Zadanie 4.2.2 Pokaz, ze kazda zmienna losowa przyjmujqgca wartosci 1,2,... i nie majqca pamieci (zobacz
poprzednie zadanie) ma rozktad geometryczny. Jest to wiec wlasnos¢ definiujqca rozklad geometryczny.
Opp. Rozwazmy funkcje f, = P(X > n). Mozemy tez zapisaé, P(X = n) = fy—1 — fa.
P(X=n+1AX>n) PX=n+1) fo— fans 1 o1

P(X >n) fa Ja fo

Warunek na brak pamieci mozemy zapisac jako (warunek z poprzedniego zadania)

PX=n+1|X>n)=

PX=n+1X>n=PX=1=1-f.
Poréwnujac dwa wyrazenia ze soba

fan fn
fo fo

Zatem dostalismy ciag geometryczny, a zatem f, = f". Co wiecej

P(X=n)=for—fo= 0= f)

ale wiemy tez, ze f; = 1 — p, poniewaz P(X = 1) = p. Zatem
P(X=n)=p-(1-p)""

Ostatecznie otrzymalisSmy rozktad geometryczny.

1

=1-fi =

= fi = const.

Zadanie 4.2.3 Rzucamy monetq do momentu, kiedy wypadnie drugi orzel. Pokazad, ze jesli ten drugi orzet
wypada w n-tym rzucie, prawd. wypadnigcia pierwszego orta w i-tym rzucie (i = 1,...,n — 1) jest takie
samo dla kazdego i.

Opp. Niech
« p — prawdopodobienstwo wypadniecia orla,
« A - pierwszy orzel w i-tym rzucie
« B - drugi orzel w n-tym rzucie

Wtedy mozemy zapisaé

PAANB) _ _p-(=p7t-p-(=p="" _ pt--p"* 1
P(B) ~ XlLip-(1=p)tp-(1=p) T (n-1)-p*-(1-p)F  n-1

P(A|B) =
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4 DYSKRETNE ZMIENNE LOSOWE

Niezaleznos¢ zmiennych losowych

Definicja (Niezalezno$¢ zmiennych losowych) Zmienne losowe X, Y sa niezalezne jesli dla kaz-
dych zbioréw borelowskich A, B C R zachodzi P(X e AAY € B) = P(X € A) - P(Y € B).

Zadanie 4.3.1 Jaki rozktad ma suma dwich niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie dwumia-
nowym z tym samym p? Jaki rozkliad ma suma dwoch niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
Poissona?

Opr.
a) Mamy dwie niezalezne zmienne losowe: X ~ Binom(n, p) oraz Y ~ Binom(m, p). Pytamy sie o
P(X+Y).

P(X =k) = (Z)p"(l —p)k

P(Y=Fk) = (’,f)p’fu ~p)m k.

P(X+Y =k) =

: S (n\( m I k-l n—l+m—k+l
;P(x:lw(y:k—l):IZ(,)(k_l)p (1 -p) =

=0

k
pk(l _p)n+m—k ; (’;) (kn_’l l) _ (T’l -Ii;m)pk(l _p)n+m—k =p (Bmom(n + m’p))
~—_———
Vandermonde’s identity

e T (At =

b)
A
P(X =k) = e !
A5
P(Y=k) = e,
P(X+Y=k) =
k k41 k-1
A A
DP(X=D-P(Y=k-D)=) Tt LR =
Il k-1
1=0 =0
k - k
e~ M ﬁ.ﬂ.&ze—/h—hZL.ﬂ.Ak—l.l:
no(k=0! k! Nk-0! "1 72
1=0 =0
()
k
! Me‘””’m = P (Poiss(A; + 15))

k!

Zadanie 4.3.2 Pokazad, ze jesli X i Y to niezalezne i dyskretne zmienne losowe i f,g : R — R to f(X)
oraz g(Y) sq takze niezalezne.
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4 DYSKRETNE ZMIENNE LOSOWE

Opp.

P(f(X)=a A g(Y)=b)=P(Xe€f'a) A Yeg'(h))=P(X€A A YEB)=
D Py = Y P)-Py)= ) P(x)- Y Py) =P(Xef () P(Yeg (b)) =

x€AANYEB x€AANYEB xX€A yeB

P(f(X) =a)-P(g9(Y) = b)

Zadanie 4.3.3 Jaki jest rozkiad licznosci potomstwa owada, u ktorego liczba ztozonych jaj ma rozktad
Poissona, i z kazdego jaj niezaleznie wykluwa si¢ mlode z prawdopodobieristwem p?

Opp. Wiemy, ze liczba zlozonych jaj: P(X = k) = ’}C—I;e‘l, oraz szansa wyklucia: p.

P(Y=1)=

o I+i
ZP(X—IH) ol (1= p)- (l+z)zz(l+z) | = p)HHi 1(1A+l)v -1 _

i=0
o (l"‘l) I+i-1 A _ -l P
Z 1! ) a+i °© (1—p)
(o \1 S (A1-p) L p ’1 )
() E(A(l_p»I;T (_) ﬁ““—f’”l AP =

(pl)’
T

~ Poiss(Ap)

Zadanie 4.3.5 Niech X, Y bedq niezalezne o rozkladzie Poissona. Pokazaé, ze rozklad X|X + Y = n jest
dwumianowy, t.j. P(X = k|X +Y = n) = P(Z = k) dla pewnej zmiennej Z o rozkladzie dwumianowym.

Opp. X, Y - niezalezne zmienne losowe z rozkladem Poiss(; (2)), takie, ze P(X = k|X+Y =n) = P(Z =

k) ~ Binomial

P(X=k|X+Y:n)=P(X:an+Y:n) _P(X:k)'P(YZH—k) _

P(X+Y =n) h P(X+Y =n)
Ak _ An—k Y
R A O R WY ko
(/11‘;/}2)'1 e~ (/11 + /12)" k (/11 + Az)k (/11 + /‘lz)n_k

n\( A\ A VR Binomial [ 2
K\ +4) \L+4 moma

Zadanie 4.3.6 Pokazad, ze jesli X, Y sq niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie geometrycznym, tomin(X,Y)
tez ma rozktad geometryczny.

Opp. X, Y rozklad geometryczny z parametrami py, p,. Policzmy

_ k
P(X<k)—2p1(1—p1)‘ pr- (11—3) 1-(1-p)*
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5 WARTOSC OCZEKIWANA I WARIANCJA

Zatem P(X > k) = (1— py)* oraz P(Y > k) = (1 — p,)*. Zatem prawdopodobienistwo, ze obie zmienne
losowe beda wieksze od k wynosi P(X > kAY > k) =[(1—p;)(1 - pz)]k. Ale mozemy zauwazy¢, ze

(praktycznie z defninicji)
P(X >kAY>k)=P(min(X,Y) > k)

Zatem dystrybuanta P(min(X,Y) < k) =1-[(1 - p1)(1 - pz)]k, a zatem zmienna losowa min(X, Y)

ma rozklad geometryczny z parametrem 1 — (1 — p1)(1 — pa).

5 Wartos¢ oczekiwana i wariancja

Wartos¢ oczekiwana i wariancja

Definicja (Warto$¢ oczekiwana) Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie dyskretnym.
Wartos$cig oczekiwang (ew. Srednig) X nazywamy warto$¢ sumy

EX =) x-P(X=x),

x€R

o ile jest ona absolutnie zbiezna.

Definicja (Wariancja) Wariancja dyskretnej zmiennej losowej X nazywamy warto$¢
VarX = E(X - EX)?,

o ile ona istnieje. Odchyleniem standardowym X nazywamy

o(X) = VVarX.

Zadanie 5.1.1 Obliczyc warto$¢ oczekiwang i wariancje rozktadu geometrycznego.

Opp. P(G = k) = p(1 — p)*~! - rozklad geometryczny. Niech g = 1 — p. Wtedy

00

E(0) = kz k(1-p)*'p = kZ k(1-q)g" ' = ) (k¢" " —kq") = 3 ((k+1)g*~kq") = kz ¢ = ﬁ] =

k=1 k=0

(o] ~ (o] ~ ~ B ~ 1
B(GY) = Y k=)= D Kpg T = ) k(e Dpg" = D kpa = ) k(ker 1pg = =
k=1 k=1

k>1 k>1 k=1
2 1

Pa=pp

1_2
p P

1
>’

gdzie uzyliSmy

k=0
4 i P 1
ZN g = Z k¢l ——
9q & p (1-9
iiqu-l = ik(k— Y
%9 i k=1 (1-¢)°
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5 WARTOSC OCZEKIWANA I WARIANCJA

2,0 |
]

Var(G) = E(G*) - (E(G))* =

Zadanie 5.1.2 Obliczy¢ warto$é oczekiwang i wariancje rozktadu Poissona.

Opp.

* o, A ") k1 v A A
]E(X)szHe :;me = e kzﬂ(k—l)!:/le ;OE:M et =,

k>1

sl /1k sl /1k s ).k /1k
2 — k2_ —/1: -1 k — -1 (k-_ ):
BX) ,; ke e kz:; T kZ_; kDG o

_ = k-2 k-1
A(Azé(k_z)' Z(k_l)') A(A2€A+A€A)=A(A+l)

Var(X) = A(A+1) — A2 = A

Zadanie 5.1.3 Jan ma przyjaciela, ktory jest natogowym hazardzistq i uwielbia graé¢ w ruletke. Za kazdym
razem stawia wtedy 10z na liczbe 13, i jesli ta liczba wypada (a jest ona jedng z 38 liczb na kole ruletki),
wygrywa z powrotem swoje 10zt oraz dodatkowe 350z%, w przeciwnym przypadku traci postawione 10z1.
Jan postanawia wyleczy¢ go z natogu. Przed kazdg wizytq w kasynie zaklada si¢ z przyjacielem o to, ze
po 36 obstawieniach bedzie na minusie. Stawka zaktadu wynosi 200zL. Jak dobrze dziata takie lekarstwo?

Opp. Niech X to zmienna losowa opisujaca zysk po 36 grach. Korzystamy z liniowos$ci wartosci ocze-
kiwanej:
37

1
E(X) =36-|— -350— — - 10| = —18.947,
38 38

zatem bez dodatkowego zakladu jestesmy na minusie. Po dodatkowym zakladzie (zmienna losowa Y):
E(Y) = —18.94 + Py - (—200) + (1 — Pyy) - 200,

gdzie Py jest prawdopodobienstwem, ze po 36 grach bedzie na minusie czyli Py = (%)36 = 0.382.

Zatem E(Y) = 27.9, czyli po dodatkowym zakladzie jesteSmy na plusie.

Zadanie 5.1.4 Gramy w nastegpujgcq gre: Ktos rzuca monetq, az do wypadnigcia pierwszego orta. Po-
wiedzmy, ze orzel wypadl w i-tym rzucie. Nastepnie do dwoch kopert wktada odpowiednio 2° i 2/*1 zi.
Dostajemy losowo wybranq koperte i mamy zdecydowac, czy chcemy wziq¢ te drugq czy nie. Powiedzmy,
ze otrzymalismy koperte z kwotq 2 zt. Obliczyé wartosé oczekiwang kwoty w drugiej kopercie i poréwnac
z 2" Dlaczego wynik z poprzedniego punktu wydaje si¢ nie miec¢ sensu?

Opp. Dostaliémy koperte z 2/ monet tzn. ze albo w drugiej kopercie jest 2:~! monet albo 2+, Ten
pierwszy przypadek wystepuje 2 razy czesciej (rozklad geometryzny z p = % ). Przy strategi zmien
koperte wartos¢ oczekiwana wynosi £ - 271 + 1 . 2% = 2/, czyli bez zmian.

Bardziej formalnie: niech X - log, ile zl jest w wylosowanej kopercie; X € {0,1,2,3,4,...} oraz Y -
log, ile z1 jest w drugiej kopercie ktora dostajemy. Wtedy chcemy policzy¢ P(X = i+ 1|Y = i) oraz
P(X=i-1]Y =i):

1
P(X=i+1NY =i 7 1
P(X=it1ly=iy= LX=IHINY=D o 1
P(Y =1i) R =

1
P(X=i-1NnY =i 712
PX=i-1y=i= X210 Y=D w2
P(Y =1i) =R
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5 WARTOSC OCZEKIWANA I WARIANCJA

Korzystamy takze z faktu, ze

PY=i)=P(Y=in(X=i+1UX=i-1)) =
; ; ; ; 1 1 3
P(Y=inX=i+1)+P(Y=iNnX=i-1)= =+ —=—
A 2i-1 21
Jesli zmienimy koperte to dostaniemy 27! z prawdopodobiefistem  lub 2! z prawdopodobieristwem
%. Wartos¢ oczekiwana to 27

Gdybysmy zamiast 2’ dostawali 3’ to zmiana zawsze mialaby sens bo £ - 3771 +1.3%1 = 3/(2 1+ 1) > 3/,
czyli zawsze oplaca sie zmienic.

Zadanie 5.1.5 Kasyno oferuje nastepujgcq gre: Krupier rzuca monetq do momentu wypadnigcia pierw-
szego orta. Jesli pierwszy orzet wypada w i-tym rzucie, wygrywamy 2! zt. Ile warto zaptacié za granie w
te gre? Zastandw sie nad praktycznym sensem tego wyniku

Ope. P(X = k) = p(1 - p)k~1 = (1)*

[s9] [e'e] 1
E(wygrania) = Z 2. P(X =k) = Z 2k . o= o0,
k=1 k=1

czyli wartos¢ oczekiwana nie istnieje. Niestety nie istnieje tez nieskoniczona ilo$¢ pieniedzy, ktorg mo-
zemy wydaé na gre. Dwa komentarze:

« Zalézmy, ze mamy 1000000 zl, i w pewnej grze mozemy albo straci¢ 999000 zl, albo wygrac
2000000 zl. Czy taka gra sie oplaca? Zgodnie z wartoscig oczekiwana, zdecydowanie tak, ale
rozsadny milioner by raczej tego nie zrobil: praktyczna réznica miedzy posiadaniem 1000000 a
3000000 zt jest duzo mniejsza niz miedzy posiadaniem 1000000 a 1000 zt. Sensowna jest regula, ze
uzyteczno$¢ posiadania k zlotych jest wprost proporcjonalna do log(k) (zasada psychologiczna
sprawdzajaca sie w wielu sytuacjach). Przy takim zalozeniu wychodzi, ze wysoko$¢ kwoty, ktora
sie optaca obstawi¢, jest proporcjonalna do logarytmu z posiadanego kapitatu (cho¢ to chyba
trudno policzy¢).

« W praktyce kasyno ma réwniez ograniczony kapital, i mozemy przyjaé, ze istnieje takie M, ze
jak gracz wygra 2N gdzie N > M, to kasyno i tak ptaci 2M. Wowczas tatwo policzyé, ze kwota,
ktérg warto obstawi¢, jest proporcjonalna do M.

Liniowos¢ wartosci oczekiwanej

Zadanie 5.2.1 Na kinowy seans "dla singli"spoznifo sie 15 singli: 8 mezczyzn i 7 kobiet. Poniewaz jest juz
ciemno, a spoznialscy nie chcq przeszkadzac innym, siadajg wszyscy losowo w pierwszym rzedzie, ktory
ma 16 miejsc (czyli o jedno za duzo). Ile bedzie $rednio par mezczyzna-kobieta siedzgcych obok siebie?

Opp. Dla kazdego z 15 ,opar¢” (podiokietnikéw) liczymy jaka jest szansa, ze beda przy nim siedzie¢
osoby roznej plci. Na jednym miejscu moze usia$¢ 15 oséb lub moze zosta¢ puste, czyli 16 mozliwosci,
na drugim mamy tylko 15 mozliwosci). Mozliwych uporzadkowanych par jest 16 - 15. Tych ktore nas
interesuja jest 2- 8 - 7 (na pierwszym mezczyzna na drugim kobieta oraz na odwrot) czyli P = % = %
ijest to prawdopodobienstwo, ze przy jednym oparciu siedzi para kobieta-mezczyzna. Poniewaz mamy
15 takich podlokietnikéw to $rednio bedziemy mieli % -15 =7 par.
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5 WARTOSC OCZEKIWANA I WARIANCJA

Zadanie 5.2.2 Kupujemy gumy do zucia, w kazdej znajduje si¢ jedna z n historyjek. Ile gum trzeba Sred-
nio kupic, zeby zebra¢ wszystkie historyjki? Jaka jest wariancja tej wielkosci? Zaktadamy, ze historyjki
znajdujgce sig¢ w kolejno kupowanych gumach sq losowe (kazda rownie prawdopodobna) i niezalezne od
siebie.

Opp. Niech X;, - liczba kupionych gum od zebrania historii n — 1 do historii n z N wszystkich. Zatem
Xn ~ Geom(p = NI\’]”). Wiemy, ze E(X,,) = ’% oraz Var(X,) = 1;_21; W zadaniu musimy policzy¢, srednig

ilo§¢ gum, ktorg trzeba kupi¢, zeby zebra¢ wszystkie historie czyli

N-1 N-1 N-1 N-1 N N gy
E(ZX”):ZE(X"):ZN—n:NZN—n:NZE:N.Han‘,/I ?:
n=0 n=0 n=0 n=| k=1
N -InN.
Podobnie jest z wariancja
N-1 N-1 N-1 N-n N-1 N
1- Nn N-k
— — N _ _ — N . —
Var ZX,, =2 Var(Xn)—Z (Nn): _Z(N—n)2_N Z e
n=0 n=0 n=0 N n=0 k=1
N1 sl =1 &1 1 2
A2 N L e L 1 2 _ a2 T
N- NZE—ZE)—N Zkz N Z p NZkSN§(2)—N o
k=1 k=1 k=1 k=N+1 k=1

Zadanie 5.2.3 Wrzucamy losowo n kul do n urn. Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje liczby niepustych
urn.

Opp. Niech X; - i-ta urna niepusta ( X; = 0 oznacza urneg pusta, a X; = 1 oznacza urng niepusta). Niech
X = 3, X;. Wtedy

N

N-1

E(X)=1- (T)

N
B(0) = ) ECG) =N (1 - (%) )

a je§li N jest odpowiednio duze to mozemy uzy¢ przyblizenia E(X) = N(1 — %) ~ 0.63N. Teraz wa-
riancja. Dla zmiennych losowych, ktére maja tylko dwie wartosci, mozna zobaczy¢, ze:

E(X?) = (X; = 0)*- P(X; = 0) + (X; = )*- P(X; = 1) = E(X)),

oraz

E(Xin¢i):1'P(Xi=1/\Xj=1)+0'...:P(Xi=lAijl):P(Xiz1|Xj=1)'P(X':1).

Teraz liczac wariancje spotkamy taki wyraz

inxj) = ZEXiXi + ZEXin = ZP(Xl- =1)+ ZP(Xi =1AX;=1).
ij i=j

i#j i i+j

E(X?) =E

Widaé¢, ze najtrudniejsze do policzenia to drugi czlon.

Zadanie 5.2.4 W n-wierzchotkowym grafie losowym G kazda krawedz istnieje z prawdopodobieristwem
p niezaleznie od pozostatych krawedzi. Oblicz wartos¢é oczekiwang liczby wierzchotkow izolowanych i
wariancje tej wielkoSci.
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Zadanie robione na
wyktadzie

Jeden minus
prawdopodobienstwo,
ze urna zostanie pusta

Tutaj po cichu
zakladamy, ze kule sa
rozréznialne, co nie jest
do konca sprecyzowane
w zadaniu

Nie chce mi sie tego
liczy¢ tutaj.
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Opp. X; - i-ty wierzcholek jest izolowany (X; = 0 — oznacza wierzcholek nieizolowany, X; = 1 - oznacza
wierzchotek izolowany. X = }; X;.

EX)=(1-p"' = EX)=n-(1-p"!
Z poprzedniego zadania wida¢, ze najtrudniejsze jest policzenie P(X; = 1 A X = 1):

PXi=1AX;=1)=P(X;=1|X;=1)-P(X;=1) = (1-p)" - (1-p)" ' = (1-p)*"°

Zatem:
E(XY) =E|Y X;| = E(Z(Xi)z) +E inxj) = > E(X;) +E inxj) -
i i i#] i i)
EX)+n-(1-p)" - (n=-1)-(1-p)"?=EX) +n-(n—1)- (1-p)*"~>
Zatem

Var(X) =n-(1-p)" '+n-(n—1)-(1-p)*"° —n*- (1-p)*" %=
n(1-p)" {1+ (=1 - (1-p)"F—n-(1-p)" '} =
n-(1-p)" H{1-(1-p)"F+n-(1-p)" [-1+1-p]} =
n-(1-p)" {1-(1-p)" % [1-npl}

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa

Definicja (Funcja tworzaca prawdopodoienstwa) Niech X bedzie zmienng losowa o warto-
Sciach naturalnych. Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej X zmiennej nazywamy

gx(t) = Z P(X = k)tk.
k=0

Zadanie 5.3.1 Oblicz wartos¢ oczekiwang i wariancje rozktadu Poissona korzystajgc z funkcji tworzgcych
prawdopodobieristwa.

Opp.

Gx(s) = D px(x)s*

etk
P(X=k)= T
—/'1/1k 1 k
Gx(s) = Z ¢ 0 sk=e4 Z % — e A = g AHAs
k>0 k>0

W tym obliczeniu korzystamy z rozwiniecia e* w szereg Taylora. Warto$¢ oczekiwang liczymy réznicz-
kujac i podstawiajac do jedynki:

G,(S) — iel(s—l) — Ae)t(s—l)
ds ’
i wychodzi

E=G'(1) = A
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6 NIEROWNOSCI

Dla wariancji liczymy druga pochodna:

I teraz:

Var=G" () +p— =2 +1-21 =L

G”(S) — AZe)L(sfl)'

Zadanie 5.3.2 Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje rozkladu geometrycznego korzystajgc z funkcji

tworzgcych prawdopodobieristwa.

Opp.

P(X =k) = pq*!
G5 = pg st = ps 3 () = ps 3 (ge)* = ps - —

k>1 k>1 k>0 1-gs
ps
G(s) = ————.
© =10
Rézniczkujemy po s i wychodzi:
/ p
G = —
O T gy
1
E=G'(1) = —.
p
Rézniczkujemy jeszcze raz:
” 2pq°
G = —
O =G
’ p
Var=G" () +pu—p?=...= .
s (1-p)?

6 Nierownosci

Twierdzenie (Nierownos$¢ Markowa) Niech X bedzie dyskretna zmienng losowa o wartosciach
nieujemnych i niech EX < +00. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi

1

P(X >cEX) < -
c

Twierdzenie (Nieréwno$¢ Czebyszewa) Niech X bedzie dyskretng zmienng losows taka, ze
EX < +00 oraz VarX < +co i niech 0 = VVarX bedzie odchyleniem standardowym X. Wtedy
dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi

1
P(IX-EX|[2>co) <
@

Twierdzenie (Nier6wnos$¢ Chernoffa dla prob Poissona) Niech X, . . ., X;, niezalezne zmienne
o rozktadzie 0/1-kowym, przy czym P(X; = 1) = p; = 1 — g;. Niech ponadto X = )} | X; i niech
p=EX =", pi. Wtedy:

- dla dowolnego § > 0 zachodzi P(X > (1+d)p) < (—5)”

e
(1+8) 1+
« dla dowolnego 0 < § < 1 zachodzi P(X > (1+5)p) < e HO /3
« dla § > 2e — 1 zachodzi P(X > (1+8)p) < 27 (+0K,

lub prosciej: dla ¢ > 2ep zachodzi P(X > ¢) < 27°.
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Zadanie 6.1 W zadaniu dotyczgcym problemu kolekcjonera kuponow (zadanie 2 z éwiczen 5, czgS¢ "Li-
niowo$é¢ wartosci oczekiwanej") oszacuj prawdopodobieristwo tego, ze liczba gum, ktére trzeba kupic¢ aby
zdoby¢ wszystkie historyjki przekroczy swojq wartos¢ oczekiwang c-krotnie:

« z nierownosci Markowa,
« z nierdwnosci Czebyszewa,

« obliczajqc dla pojedynczej historyjki prawdopodobieristwo tego, ze ciggle jej nie mamy po kupieniu
cE(X) gum.

Poréwnaj uzyskane oszacowania.

Opp.
2

1
E(X)=n-H,=n-logn Vaur(X)Snz~7%<2n2 X~Ge0m( H)

n

a) Nierowno$¢ Markova

X - dyskretna zmienna losowa, o wartosciach nieujemnych, E(X) < oo

1 E(X)
c

P(X z2c¢-B(X)) < - lub P(X=>¢) <

Zatem:
P(X>c-n-H,) <

Q| =

b) Nier6wnosé Czebyszewa
X - dyskretna zmienna losowa, E(X) < o0 i Var(X) < o0 i 0 = y/Var(X) — odchylenie standardowe

P(IX —E(X)| 2 co) < ciz lub P(IX-E(X)| >¢) < _Vacrz(X)

Wtedy dla ¢ = (¢ — 1) - E(X):
P(IX -E(X)| 2¢) =P(X -E(X) 2 ¢) +P(X - E(X) < -¢)
=P(X 2E(X)+¢)+P(X <E(X)-¢)
=P(X>c-EX))+PX <EX)(2-0))

Var(X)
<=
2n?
<
(c=1)2-n%- (logn)?
2 1

(c-1)? (logn)?

Czlon P(X < (2 - ¢)E(X)) — 0dlac > 2, a wiec mozemy go zaniedba¢ w naszym szacowaniu (bo
X > 0).

c) Nl.k — i-ty kupon nie jest kupiony po k zakupach

. k . k k
P(N{‘):(l—"_lﬂ) =(l_1) 5(1—1) <en
n

n n

Dlak = c-n-In n, prawdopodobienstwo niepowodzenia dla pojedynczego kuponu (duzo gumy kupilismy
i ciaggle brakuje nam tej historyjki), wynosi:

_cnlnn

P(Nik) =e n =n°

Ostatecznie:
P(X>c-n-Inn) <n-n¢=n"°"
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6 NIEROWNOSCI

Zadanie 6.2 W wyborach bierze udziat dwoch kandydatow: A i B. Przeprowadzamy sondaz przedwy-
borczy. W ramach sondazu pytamy n osob o to na ktérego kandydata zamierzajq glosowac. Zaktadamy,
ze kazda z pytanych osob zostala losowo i niezaleznie od pozostatych wybrana ze zbioru 0s6b uprawnio-
nych do glosowania (w szczegélnosci nie wykluczamy powtorzen). Interesuje nas oszacowanie poparcia
kandydata A? Oszacuj jak duze powinno byé n, zeby prawdopodobieristwo popeinienia bledu wzglednego
wigkszego niz 1% bylo mniejsze niz 5%:

« z nierdéwnosci Czebyszewa

« 2z nierdwnosci Chernoffa.

Opp. Zatézmy, ze p jest frakcja glosujacych na kandydata B. Wowczas dla jednego respondenta mamy
wariancje p(1 — p), dla n respondentéw mamy wariancje np(1 — p) a dla $redniej z n kandydatow —
Var(X) = ‘l@ . Z nier6wnosci Czebyszewa wychodzi

PU=D) L hg00 TP < 0.05.
n-0.0001p? pn

P(IX = p| = 0.01p) <
Zatem n > 2000002,
Z kolei z nierownoéci Chernoffa (u = np, § = 0.01):
P(IX = p| > p8) < 2 P23 < 0.05.

Czyli np - 0.0001/3 > log(40), zatem n > 30000 - log(40)/p = 110666/ p.

Zadanie 6.3 Dysponujemy algorytmem, ktory wypisuje prawidtowq odpowiedz z prawdopodobieristwem
p > % Przyjmijmy dla uproszczenia, ze wynik jest liczbq catkowitq. Aby zwiekszyé prawdopodobieristwo
uzyskania prawidtowej odpowiedzi wykonujemy algorytm n-krotnie i za odpowiedz uznajemy mediane z
otrzymanych wynikéw. Oszacuj prawdopodobieristwo uzyskania prawidlowej odpowiedzi.

Chyba bardziej logicznie to zadanie sformutowac w sposob nastepujgcy: Chcemy obliczy¢ pewng wartosé
bedgcq liczbg rzeczywistq, x. Nie potrzebujemy jej obliczyc doktadnie, wystarczy nam, by nasza odpowiedz
byta wystarczajqco dobra, czyli w pewnym przedziale wokot x. JesteSmy w stanie teoretycznie udowodnic,
ze p > 1/2 wynikow naszego algorytmu jest wystarczajgco dobra. Co zrobié, by uzyskaé wystarczajgco
dobrq odpowiedz z prawdopodobieristwem co najmniej 1 — €?

Opp. Niech X; - zmienna losowa, taka, ze X; = 1 — i-ta odp. jest dobra czyli jest rowna medianie oraz
X; = 0 - i-ta odp. nie jest dobra czyli jest r6zna od medniany. X; ~ Bernoulli(p). Niech X = }I | X;; oraz
EX =n-p. Niech A - zdarzenie, ze mediana z n odpowiedzi nie jest dostatecznie dobra. A zachodzi na
pewno, gdy X < Z (poniewaz, jak mamy wiecej niz potowe dobrych odpowiedzi to na pewno mediana
bedzie tez dobra; w druga strone to nie dziala ale sie zawiera). Zatem z nieréwnosci Chernoffa:

-2p+1 _pp( 221
P(A)SP(XSg)zp(xsnp.(Hs—P))Se 2 <

Zatemn > —2loge - p; = Q(loge)

2p—1y9
(7)

Zadanie 6.4 W zadaniu dotyczqgcym wierzchotkow izolowanych (zadanie 4 z ¢wiczen 5, czg$¢ "Linio-
woS¢ wartosci oczekiwanej") oszacuj prawdopodobieristwo tego, ze w losowym grafie nie ma wierzchotkow
izolowanych. Zbadaj zaleznosé otrzymanego wyniku od prawdopodobietistwa p wystgpienia pojedynczej
krawedzi.
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6 NIEROWNOSCI

Oppr. Uzywamy tej samej notacji co w podanym zadaniu. Prawdopodobienistwo tego, ze w grafie nie
bedzie wierzcholkéw izolowanych wynosi P(X = 0) = P(X < 0) < P(|X — EX| > EX). Sprobujmy
oszacowac¢ z nieréwnosci Czebyszewa

Var(X)
P(IX-EX| >EX) < EX?

Zatem mamy oszacowanie gorne na liczbe wierzchotkow izolowanych:

nd-p)" '[1-(A-p)"*A-np)] _1-(1-p)"*(1- np).

P(X = 0) < (n(l _p)n—l)Z n(l _p)n—l

Teraz poszukajmy oszacowania z gory. Prawdopodobienistwo tego, ze w grafie nie bedzie wierzchotkow
izolowanych wynosi P(X = 0) = 1 — P(X > 1). Sprobujmy oszacowac

P(X>1)=P(X-EX>1-EX) < 1B

W nieréwnosci Chebyszewa mamy modut w $rodku prawdopodobienstwa, ale prawdopodobienstwo
jest nieujemne, wiec tym bardziej ta nieréwnos$¢ zachodzi dla tylko jednej czesci modutu.
Dodatkowo, to przyblizenie jest dobre tylko wtedy, gdy EX < 1.

Zatem . )
1-p)" 1-(1-p)" 21 -
PX =gy > 1 AP (L) = )]
(1-n(1-p)"1)?
n=10
1.0
0.8 1
o
2
(%]
'S 0.6 1
2
e
©
o
o
S 0.4 1
2
©
a
0.2 1
0.0 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

Rysunek 5: Graficzne rozwigzanie zadania 4 z wierzchotkami izolowanymi w grafie losowym. Istnieja
takie p dla ktorych obie nieréwnosci nic nie méwia, ale wida¢, ze dla rosnacego p rosnie eksponencjal-
nie prawdopodobienstwo, ze nie bedzie w takim grafie wierzchotkéw izolownaych.
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7 LANCUCHY MARKOWA

7 Lancuchy Markowa

Definicja (fancuch Markowa) Laricuchem Markowa o zbiorze stanéw S € R nazywamy cigg
zmiennych losowych Xo, X3, X, . . . taki, ze

P(Xn = xnlXn-1=%n-1 AXn2 =Xpn2 A ... AXo =%0) = P(Xp = xp|Xp—1 = Xn-1) = Pxp1,%n

dla kazdego n > 0 i ciggu standéw xg, X1, . . ., X, € S.

Zadanie 7.1 Oblicz Srednie czasy powrotu dla wszystkich stanow taricucha Markowa o macierzy przejscia

o

Il
—
[P CENTE
O s |00

) wprost oraz korzystajqc z twierdzenia ergodycznego.

Opp.
a) z tw. ergodycznego Tw. ergodyczne:
13 M =r
(7 ﬂb) (‘é i) = (7a 77,’1,) gdzie m,+mp =1
3 3
1 2 8
iTat 37y = Mg 8mp =91, Ta = 17
3 1 = = 9
iMat 37y =T mp=1— 114 Ty = 17
1 _ 17 _ o1
{E =% =2
1 _ 17 _¢8
9 13
b) wprost

« idziemy do 1:

zatem tp, = %

« idziemy do 2:

zatem t; = %

Zatem

1
r=1+ Z tkplk =1+ t1P11 + tzplz =1+ tzplz = 26
k

8
ro=1+ Z tkka =1+ t1p21 + tzpzz =1+ tlpgl = 16
k

Zadanie 7.2 Dwoch graczy rzuca symetryczng monetq. Jeden obstawia, ze najpierw pojawi sig cigg OOR,
drugi - ze ROO. Jakie prawdopodobieristwo wygranej ma kazdy z graczy i jaki jest oczekiwany czas gry?

Opp. Gracz 1 mogl uzbieraé: @, O, OO, OOR. Gracz 2 mogl uzbieraé: @, R, RO, ROO Lancuch Markowa
ma 7 standéw: @, O, R, OO, RO, OOR, ROO
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Niech p, - prawdopodobienstwo wygrania OOR pod warunkiem przebywania w stanie v. Wtedy poor =
1 oraz proo = pr = pro = 0. Patrzac na to gdzie z danego stanu mozna wyj$¢ mamy:

_1 o1 _1,1
poo = 2Poo 2POOR =3 2JDoo
111
po = ZPR 2Poo = 2Poo
111
Po = 2PR 2Po = Zpo

Widaé¢, ze z powyzszych roéwnan otrzymamy:

1
po =7
Wtedy tez otrzymamy
1
Po=7

Czyli prawdopodobienstwo wygranej gracza 1 to pgy = i, a drugiego 1 — py = %. Ma to sens, bo jak
pierwsza wypadnie reszka to juz gracz drugi nie moze przegrac.

Oczekiwany czas gry: E, — oczekiwany czas gry w stanie v.

Eoor = Eorr =0 Eoor = Eorr =0
1 1
Eoo =1+ EEOO + EEOOR Eoo =2

1
1 1 Ero =1+ -E
ERO =1+ EER + EEROO RO 2 R

1
1 1 = Z
EO=1+5EOO+§ER EO—1+1+2ER

1 1 =1+ 1E
ER:1+§ER+EERO ER_ +ERO

1 1
1 1 g i1
Eo =1+ 2Eo + Ex Ep =1+ JEo+ ZEr

Rozwigzanie to

Eop =2
Ero =4
Eo=5
Er=6

Eg = 6.5 —> czas gry
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Zadanie 7.3 Na szalce 2 X 2 hodujemy bakterie. Kazde pole moze zawierac jednq bakterig. Poczgtkowo
kolonia skiada si¢ z jednej bakterii. Co sekunde (jednoczesnie) kazda bakteria umiera z prawdopodobieri-
stwem %, a na kazdym z pustych pdl sgsiadujqcych w poprzedniej sekundzie z co najmniej jedng bakterig
z prawdopodobieristwem % pojawia si¢ nowa bakteria. Oblicz oczekiwany czas zycia kolonii i prawdopo-
dobieristwo tego, ze kolonia kiedykolwiek zapeini calq szalke.

Opp. Jest 5 stanéw odpowiadajacych liczbie bakterii: M = {0, 1, 2, 3, 4}. Macierz przej$cia w lancuchu
Markova M :

1 00 0 0

A

1 1 3 1 1

M=|% 7 5 i 1

1103 1 1

16 4 8 4 16

1103 1 1

16 4 8 4 16
11
1 b= 57372727 16
Pio0=5"9"373% 1111 1
111, 3 P55
Po1=505753%% 1111 3
111, 3 Pr2=5757272°°7%
Poz=5 55353 1111 1
1 P2 T
P3=5°%°273% 111 1
Pt = 2 2T 6

Oczekiwany czas zycia koloni: Ty ; = Y csq Pb.c - Te.a + 1. My checemy policzyé Ty o.

Tio = puTio+pi12Tro + p13T30 + praTy + 1
Too = paiTio+ paoToo + pasTzo + paaTy + 1
Ty =T =Ty

3 3 1
T1,0 = §T1,0 + gTZ,O + §T3’0 +1

1 3 1 1
szo = ZTLO + gTz}() + ZT3!0 + ET‘LO +1
Tsp =Tz =T

3 3 1
T1,0 = §T1,0 + gTZ,O + gTZ,O +1
1 3 1 1
ngo = ZTLO + §T2,0 + ZTZ,O + ETZ,O +1

%T])o = %Tz’o +1
iTZ’O = iTl,O +1

5T _ 118 1T +1]+1
1,0_2 5 410

5 2 13

A 7

(8 5) s

13 40 104
To=— —=—~115
P75 9 9

Prawdopodobienstwo, ze hodowla zapelni szalke: f 4 =?.

foa =D Phe foa* Pha

c#a
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fou =0 (zzeranie mozna wyjs¢)

fia =profoa+prifia+piafoa+pr3fia+Pra
foa = paofost+paifiatprafost+prifsatpra
fa = foa

{ fis = 2fia+ifatif

fua = ifiatihatifatg

{%m = tfoa

$ha =ifatig
3 5 1 1
- . = = — + —
5 3T ft g
(15— 8) fi4 = 2
2
ﬁ’4:—<1

7

Zadanie 7.4 Dwaj gracze rzucajg na przemian symetrycznqg monetq. Wygrywa ten, ktéry wyrzuci orla
bezposrednio po orle wyrzuconym przez poprzednika. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wygra pierw-
szy gracz? Jaka jest oczekiwana liczba rzutow w calej grze?

Ope.

Prawdopodobienstwo, ze wygra gracz 1: f; ,, =?

1 1
f;,m = Z Psc 'ﬁ,M + Psw = ps»ol.ﬁ)lxwl +ps,r1ﬁ1,wl = Eﬁlywl + Eﬁl,wl
ceS\a —
=0

1
fO1,W1 = Z 001,CfC,W1 +p01,W1 = p01,0102 fOlOz,Wl +P01,01r2ﬁ1r2,w1 = Eﬁh"z,wl
N—— N——
=0 =0

1 1
Jorrswm = ZPolrz,Cfc,wl = E.ﬂl,wl + Eﬁl;wl

fOlOz,Wl = Zpoloz,cﬁ,wl = p0102,0102ﬁ7102,wl = ﬁ7102:‘4’2 =0 (game Over)
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1 1
ﬁlswl = Eﬁersz + Eﬁloz»wl

1 1
ﬁer:"Vl = Eﬁlywl + Eﬁ)m’\ﬁ

1 1 1 1
Eﬁbwl + 5 fW1,W1 = E + Eﬁl»wl
~——
=1

fr102,W1 -

f-;,wl = %fOl,Wl + %ﬁ'l,wl
Jorw = %ﬁhrz,wl

ﬁnrz,Wl = %f;)le + %ﬁl;wl
Jrim = %ﬁ'IVZ’Wl + %frloz,wl
Jrraw = %ﬁl’wl + %ftn,wl
fr102,W1 = % + %f;‘lmﬁ

Mozemy to zapisa¢ uproszczonych oznaczen:

= %(b+c)
3d

= %(b+c)
ie+f)
%(c+b)
f o=t

Q -
Il

o
Il

(Y
Il

:%(b+c):d:e
=%d
=1+

= %(1+c)

=1(3a+0)

¢ =3(a+3+30

,_H\hqvng
Q
|

Oczekiwany czas gry - t, - dojécie do wy lub w; startujac z p.

t"10201 =0= t0102

troy = 3trogoy + 3br +1
e = 3lm 3o, + 1
trr, = 3l + 3l0, + 1
toyr, = 3br + 300, +1
to, = 3lojo, + 3oy, + 1
ts = Sto, + 3tr + 1
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tro, = 3ln +1

by = 3lr + 2o, +1
trr, = 3bry + 3l0, +1
to, =3t +1

t = 3to, + 3tr + 1
torr, = trr

Podstawiajac rownanie 1 do 2, 3 do 2 oraz 4, oraz 6 do 4 otrzymamy:

o =1+3 (143t +310,) + 3 (38, +1)
to, =1+3 (143t +31o,)
ts =143ty + 3ty

{trl 24 Lty + 3o,

_ 3 1 1
t01 =3 + Ztrl + Ztol

=4+ 3l
to, =2+ 3ty

1 1
tr1=4+£ 2+§tr1
5
gtr1=4+1:>l’rl=6

t, =6
ty, =4
ts =1+3(4+6)=6

Oczekiwany czas gry wynosi ts = 6

Zadanie 7.5 Cztery mrowki znajdujq sie w jednym wierzchotku czworo$cianu. Co sekunde kazda z nich z
prawdopodobieristwem % przechodzi do sgsiedniego wierzchotka lub pozostaje na miejscu. Jaka jest oczeki-
wana liczba zajetych przez mrowki wierzchotkow po uptywie 1 sekundy? Jaki jest oczekiwany czas pierw-
szego zajecia wszystkich wierzchotkow jednoczesnie?

Opp. Sg nastepujace mozliwosci obsadzen wierzchotkow (ile wierzchotkow jest zajetych): M = {1, 2, 3,4}

4 84 144 24
4 84 144 24
4414 84 144 24
4 84 144 24

Pa—1 =4L4+4—14'3=f4
pve =@ d o ()b @) doam
pus =) b ()4 () b2 o
4!
Pa—4a =

Dla p,—,2 wybieramy pare mroéwek, one ida do jednego z 4 wierzchotkéw, potem wybieramy pozostale
mrowki i one idg do innego wierzchotka. Albo wybieramy 3 mrowki i one ida do jednego z 4 wierz-
cholkéw a pozostata 1 idzie do jednego z pozostalych 3. Poniewaz pary sa nierozroznialne to dzielimy
przez 2!.
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Dla p,—,3 wybieramy jedna mréwke, ktora idzie do jednego z 4 wierzchotkow, potem wybieramy jedna
mréwke z pozostalych 3 i ona idzie do jednego z pozostalych trzech wierzchotkéw, a na koncu pozo-
stala para idzie do jednego z 2 pozostalych wierzchotkéw. Dzielimy na 2! bo nie rozrézniamy dwoch
pojedynczych mrowek.

Oczekiwana liczba zajecia przez mrowki wierzchotkow po 1s:

4
Enzzn'pa%n

n=1

484 144 24700
En—l'z+2'z+3'?+4'E—F~2.7

Oczekiwany czas zajecia (pierwszego) wszystkich wierzchotkow: Tyy =?

Tis = puTia+pizToa + p1sTaa + 1= 1+ 55 (4Tyy + 84Tpq + 144T3)
Ty = porTia+ pooTog + prsTza+1 =Ty
Ty =p31Tia+p3oTog + p3sTza+1 =Ty

1 232 58
Ty =1+ E (4T14 +84T14 + 144T14) =1+ FTM =1+ ETM
(64 — 58)Ty4 = 64

64
Tiy = — = 10.7
U=

Zadanie 7.6 Dwie czgstki znajdujq sie w przeciwleglych wierzchotkach szescianu. Co sekunde kazda z
nich z prawdopodobieristwem i przechodzi do sgsiedniego wierzchotka lub pozostaje na miejscu. Jaki jest
oczekiwany czas kolizji czgstek (tzn. spotkania czgstek w jednym wierzchotku)?

Oppr.
de€{0,1,2,3} - odleglos¢ w krokach

d = 0 oznacza, ze sa w tym samym wierzcholku, d = 1, ze sa na tej samej krawedzi, d = 2, Ze sg na tej
samej $cianie.

Pis =gty T
P32 =22

ps-r =5 16)- 0]
p3—o =0

Pass =gr-1-2
P22 =58

P21 = 2%; (2-2)
Paso = r 2

Pros =552

P12 = 2%; (2+2)
pro1 =58

proo =g (1+1)
po—3 =0

Po—2 = 2%; (3-2)
po-1 = 2%; (3-2)
Poo =31 (1+3)
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4 6 6 0
1|2 8 4 2
M‘§2482
0 6 6 4

Niech T,: oczekiwany czas kolizji startujac w stanie v. Wtedy

Ti=1+p3sB+ps2Ta+psiTh
T =14p23T+p22o+ p2iTh
Ti=1+p13G+p2h+piaT
Thy=0

T3=1+%T3+%Tz+%TI
L=1+tG+ 2L+ T
T =1+2T+ 2L+ LT
To=0

Mozna rozwigza¢ w Mathematice. Wynik

Zadanie 7.7 Przy okrqgtym stole siedzi trzech graczy A, B, C, kazdy z jednym zetonem. W kazdym kroku
gry, jednoczesnie kazdy gracz z co najmniej jednym zetonem z prawdopodobieristwem % przekazuje zeton
graczowi po prawej. Gre wygrywa gracz, ktory zgromadzi wszystkie zetony. Ile wynosi oczekiwany czas

gry?

Opp. Niech (a,b,c) oznacza ile monet maja gracze (odpowiednio) A,B,C. Wiemy, ze a + b + ¢ = 3.
Wszystkich mozliwych trojek jest 10. Podzielmy je na 4 stany tak, ze

1={(1,1,D},
2R ={(1,2,0),(2,0,1),(0,1,2)}
2L ={(2,1,0),(1,0,2),(0,2,1)}
3=1{(3,0,0),(0,3,0), (0,0,3)}

Stan 2R oznacza, ze gracz z dwoma monetami siedzi po prawej stornie gracza z 1 moneta, stan 2L
odwrotnie. Wtedy

o 2
L,1= 3 1
2 p2r1 = Z
Pi2L = 3 2
g paL2L = Z
P12rR = 3 1
8 P2L2R = 1

p13=0
pors =0

1
P2r1 = 1 P31 =0
_ 1 _ 1
P2r2L = 1 P3aL = 2
_1 P32r =0
P2R2R = 1 .
P2Rr3 = ! bas = 2

’ 4
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Macierz przejscia M

2 3 30
1{2 4 2 o
M"§2222
0 4 0 4

Oczekiwany czas gry startujac ze stanu v: T,,. Uklad réwnan do rozwigzania

Ti=1+p1aTh + prarer + pracToL

Tor =1+ par1Th + perorTor + par2rTor
Tor = 1+ par1 Ty + par2rT2r + par2rTor
T5=0

=1+ %Tl + %TZR + %TZL
hr =1+ %Tl + iTgR + %Tthh
Lr=1+ %T] + ‘—lszR + %TzL
=0

Mozna rozwigza¢ w Mathematice albo w Wolframie. Odpowiedz to

164
T =— =109
15

Zadanie 7.8 Gracz rozpoczyna gre z kapitatem k zt. W kazdym kroku gry wygrywa 1zt z prawdopodo-

bieristwem p = % i z tym samym prawdopodobieristwem 1 — p = L przegrywa 1zt Gracz koriczy gre, gdy

2
albo wygra fortune (= n zi) albo zbankrutuje. Oblicz:
1. prawdopodobieristwo wygrania fortuny, oraz

2. Srednigq liczbe krokoéw do zakoriczenia gry.

Opp. Stany procesu to kaptial w posiadaniu gracza A czyli {0, 1,2, ..., n}. Macierz przejécia M ma postaé
1 0 0 O 0 0
1 1
1o 1o 0 0
M=l0 3 0 3 0 0
0 0 0 O 0 1
po =0
Pn =1
P1 = %Pz
Pn-1 = 3Pn2+3
Pk = %Pk—l + %Pk+1 Va<k<n-2

Mozemy przeksztalci¢ ostatnie rownanie do postaci

Pr+1 — Pk = Pk ~ Pk-1
Wypisujac dla kilku pierwszych k:

P2=pP1=p1=Po=p1

p3—p2=p2—p1=pP1
Pa—pP3=p3—p2=p1

Thttps://mpaldridge.github.io/math2750/S03-gamblers-ruin.html
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Zatem mozna zauwazyg¢, ze

Piv1 —p1 = Z (Pr+1—pk) =ipp = pin=({+1)p
k=1
Warto$¢ p; mozemy znalez¢ z warunku brzegowego:
1
1= pn = nPl et Pl = ;

Ostatecznie otrzymamy:

Pk=;

b) Niech d; — oczekiwany czas gry zakladajac, ze startujemy w stanie i. Wtedy

d() =0
d, =0
di =3 +di)+3(1+dimy) =1+ 3dip + 3diy

Mozemy przepisac ostatnie rownanie jakoE]
(diy1 —di) = (di —di-1) — 2
Pierwsze kilka i:
dz—dl =d1—d0—2:d1—2
d3—d2:d2—d1—2:d1—4
dy—ds=ds—dy—2=d; -6
dk+1 - dk = dl - 2k

Sprytnie sumujac:

d d—zk:d- 4y = 3 ds - 20) = kdy —2KE*D
k+1_1—i:1(z+1_l)—;(1_1)— 172
Wykorzystujac kolejny warunek brzegowy (d, = 0)
-di=(n-1)di-(n-1)n = ndi=(n-1)n = di=n-1

Zatem

diy1=di(k+1) —-k(k+1) = dpy=(k+1)(n-k-1)

Ostatecznie
dr =k(n-k)

Zadanie 7.9 W dwdch komorach znajdujq sie czgstki, w jednej k, w drugiej n — k. W kazdym kroku jedna
losowo wybrana czgstka zmienia komore. Oblicz graniczny rozkiad liczby czgstek w pierwszej komorze (t.j.
rozktad stacjonarny odpowiedniego taricucha Markowa). Jaki jest Sredni czas powrotu dla stanu w ktérym
wszystkie czgstki sq w pierwszej komorze?

Opp. Macierz przejscia:

01 0 0 0 0
1 -1
05 0 0 0
e o £ o =2 0 0
00 0 0 i
00 0 0 10

Zjest to rownanie réznicowe, studenci teoretycznie powinni wiedzie¢ jak to rozwiazaé
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Rozklad stacjonarny s dla tego tanicucha mozna obliczy¢
(o, 71 ... ) M = (70, 711 .. . 7Tn)

co daje uklad rownan
1

Ty = E”I
/51 =y + %7[2
19} = nT_lﬂ'l + %77.'3
Tk = %k_l)ﬂk—l + I%lﬂkﬂ
Tn-1 = %”n—z + 7
Tn = %ﬂn—l
V51 = niy
m = 2(m - m) = 22
7y = B0m - m) = B (M - (n— 1)) = M g
_ n(n-1)...(n—k+1)
e =~ 12..k 0

Zatem

n
Tk = (k)ﬂ.'()

Warto$¢ my znajdziemy z warunku normalizacji ); 7; = 1

- m o _ _ on _ 1
1_2(1')”0_”02 el 77.'()—2—n

i
1 (n

i =--\ .

2m\i

Do policzenia czasu powrotu do stanu 0 mozemy skorzystac z twierdzenia z wyktadu: jesli sg spelnione
zatozenia z twierdzenia ergodycznego to czas powrotu pg , = ”L W naszym przypadku

Ostatecznie:

Hoo = 2"

Dla n = 100 i zakladajac, ze czasteczka zmienia komore co 1s to éredni czas powrotu wynosi 2!%0 ~
4-10% lat.
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