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P < NP

Wiyktlad: klasy ztozonosci obliczeniowych:

e Maszyna deterministyczna dziala w czasie/pamieci f(n), gdy na kazdym wejsciu dtugosci n termi-
nuje sie¢ w czasie < f(n). Oznaczamy to odpowiednio: DTime(f(n)), DSpace(f(n)).

e Maszyna niedeterministyczna dziala w czasie/pamieci f(n), jesli na kazdym wejsciu dlugosci n kaz-
dy jej branch konczy sie w czasie < f(n). Oznaczamy to odpowiednio: NTime(f(n)), NSpace(f(n)).

e Przyktady klas ztozonosci:

— P = DTime(poly(n)); tj. jezyki, ktére maszyna deterministyczna umie rozpoznaé w czasie
wielomianowym;

— NP = NTime(poly(n)); tj. jezyki, ktére maszyna niedeterministyczna umie rozpoznaé w czasie
wielomianowym.

e Inna definicja klasy NP: klasa jezykdw, ktére umie rozpoznaé¢ maszyna deterministyczna w czasie
wielomianowym, jesli dostanie jako wejscie na oddzielnej tasmie Swiadka, ze stowo nalezy do jezyka.

— Przyklad: HAMILTONIAN CYCLE (cykl Hamiltona w grafie). Umiemy latwo w czasie wielo-
mianowym zweryfikowaé, ze podany swiadek (tu: permutacja wszystkich wierzchotkéw) jest
poprawnym rozwigzaniem.

e Nie wiadomo, czy P = NP; to jest jeden z probleméw milenijnych (za $1,000,000).
e Dany problem decyzyjny D jest:

— NP-trudny, jesli kazdy problem z klasy NP mozna zredukowa¢ w czasie wielomianowym
do D;

— NP-zupelny, jesli nalezy do NP oraz jest NP-trudny.
(Na przykiad problem stopu jest NP-trudny; ale nie NP-zupelny, bo nie nalezy do NP.)
e Raczej wierzymy, ze P # NP i wtedy probleméw NP-trudnych nie zrobimy wielomianowo.

e Przyktadowe problemy NP-zupelne z wyktadu:

SAT (spelnialnosé formut logicznych)
INPUT: formuta logiczna ze zmiennymi x1, zo, ..., T,
OUTPUT: czy istnieje takie warto$ciowanie zmiennych, ze formuta bedzie spetniona?

INPUT: niedeterministyczna maszyna Turinga M, liczba n (zapisana unarnie)
OUTPUT: czy M terminuje na € w n krokach?

INPUT: zbiér koloréw C, zbiér kafelkéw K C C?, liczba k (unarnie)
OUTPUT: czy istnieje kafelkowanie kwadratu k x k kafelkami z K7

Jest ich sporo, sporo wiecej!



e Aby udowodni¢ NP-zupelnoéé problemu D:

— Udowadniamy, ze D € NP.

— Wybieramy ulubiony problem NP-zupelny E i wskazujemy redukcje z £ do D w czasie
wielomianowym; innymi stowy, chcemy pokazac, Ze kazdg instancje problemu E mozZemy
rozwigzac problemem D.

1. Wykaz, ze dwie definicje klasy NP (przez wielomianowa maszyne niedeterministyczna oraz przez
wielomianowa maszyne deterministyczna ze $wiadkiem) sa réwnowazne.

2. Niech relacja <p oznacza redukcje w czasie wielomianowym. Wykaz, ze jedli dla probleméw A, B, C
mamy A <p Boraz B<p C,to A<pC.
Wywnioskuj, ze jesli problem A jest NP-trudny oraz A <p B, to problem B tez jest NP-trudny.

3. Wykaz, ze nastepujacy problem jest NP-zupelny:

3-CNF-SAT
INPUT: formuta logiczna ze zmiennymi x1, o, ..., x, 0 szczegdlnej postaci: koniunkcja wyrazen, z ktérych
kazde jest alternatywa trzech terméw. Na przyktad:

(l‘l V X2 V —\xg) N (_\1‘1 vV Ty V —\.132) A (l‘l V X9 V l‘3) A (1‘1 vV T2 \ 1‘4).

OUTPUT: czy istnieje takie wartoSciowanie zmiennych, ze formuta bedzie spelniona?

4. Wykaz, ze nastepujacy problem jest NP-zupelny:

3-COLORABILITY

INPUT: graf nieskierowany G

OUTPUT: czy istnieje kolorowanie wierzchotkéw na 3 kolory (tj. funkcja V(G) — {1,2,3}) takie, ze kazda
krawedz laczy wierzcholki réznych kolorow?

5. Wykaz, ze nastepujacy problem jest NP-zupelny:

k-COLORABILITY

INPUT: graf nieskierowany G, liczba k, 1 < k < |[V(G)|

OUTPUT: czy istnieje kolorowanie wierzchotkéw na k koloréw (tj. funkcja V(G) — {1,2,...,k}) takie, ze
kazda krawedz taczy wierzchotki réznych koloréow?

6. Wykaz, ze nastepujacy problem jest NP-zupelny:

CLIQUE
INPUT: graf nieskierowany G, liczba k, 1 < k < |[V(G)|
OUTPUT: czy graf zawiera klike k-wierzchotkowa?

7. Wykaz, ze nastepujacy problem jest NP-zupelny:

VERTEX COVER

INPUT: graf nieskierowany G, liczba k, 1 < k < |[V(G)|

OUTPUT: czy mozna w G wyrézni¢ k wierzchotkow tak, by kazda krawedz miala przynajmniej jeden wy-
rézniony koniec?

Jedli stowo ,,przynajmniej” zastapimy stowem ,doktadnie”, to czy problem wciaz bedzie NP-zupelny?



