Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 28 I 2016 — Czes¢ I

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: .......... ... ... ... ..l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A.) [7 pkt] Sformutuj pie¢ dowolnie wybranych aksjomatéw z zestawu aksjomatéw liczb rzeczy-
wistych, ktore dotycza nierownosci <.

B. a) [4 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ograniczonych ciagéw liczbowych {a,},-, oraz {b.}, -,
zachodzi: sup{a, + b, : n € N} <sup{a, : n € N} +sup{b, : n € N}?

VERTE



B. b) [4 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagéw liczbowych {a,},, oraz {b,},, zachodzi:
sup{a, + b, : n € N} =sup{a, : n € N} +sup{b, : n € N}?



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [6 pkt] Sformutuj twierdzenia o trzech ciggach i o przechodzeniu z nieréwnosciq do
granicy.

A. b) [tylko 0 lub 2 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, wpisujac odpowiednio
“TAK” lub “NIE” w ramce.

Dla kazdej pary ciagéw zbieznych {an},~,, {bn}, >, zachodzi:

jesli a,, < b, dla dostatecznie duzych n, to lim a, < lim b,.
n—-+o0o n—-+o00

Dla kazdej pary ciagéw zbieznych {an},,>, {bn}, >, zachodzi:

jesli lim a, < lim b,, to a, < b, dla dostatecznie duzych n.

n—-+oo n—-+4oo

VERTE



B. [8 pkt] Przedstaw dowdd twierdzenia o trzech ciggach dla przypadku granicy rzeczywistej.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje asymptotycznego podobienstwa ciagéw i sformuluj kryterium asymp-
totyczne zbieznosci szeregdw.

A. b) [3 pkt] Sformuluj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregéw.

B. a) [3 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary szeregéw zbieznych bezwzglednie ich suma jest takze
szeregiem zbieznym bezwzglednie?

VERTE
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B. b) [2 pkt] Czy to prawda, ze szereg Z (

n=1

n+1)
) jest zbiezny?
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B. ¢) [3 pkt] Czy to prawda, ze szereg z podpunktu b) jest zbiezny warunkowo?



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje funkcji jednostajnie ciagtej i sformutuj dowolne znane Ci z wykladu
twierdzenie dotyczace jednostajnej ciagtosci.

A. b) [3 pkt] Podaj przyklad funkeji ciaglej f : [0;1) — R, ktéra nie jest jednostajnie ciggta.

VERTE



B [8 pkt] Dla kazdego z ponizszych zalozen osobno:
a) f:R — R jest funkcja ciagta

b) f:R — R jest funkcja jednostajnie ciagta

c) f:R — R posiada skoniczona granice w +o00

d) f:R — R jest ograniczona i $cisle rosnaca,

rozstrzygnij, czy kazda f spelniajaca to zatozenie posiada wtasnosé:

lim f(vz+1)— f(vz) = 0.

T——+00



Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 28 I 2016
— Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszq byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

1
Zadanie 1. Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru B := { (/—: neNn> 3}.
n

Zadanie 2. Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagu {a, }n>o spelniajacego warunki
ap=—1, apy1 = f(a,) dla wszystkich n > 0,
gdzie f: R — [0;+00) jest funkcja ciagta taka, ze

fO)=0 i Voo f(z) <w.

Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregow

+00 (sin%)2 = oo 1
D YA RSP

n=1

Zadanie 4. Turysta Ja$ wybral sie na dwie wycieczki wzdtuz szlaku — przedziatu [a; b] prostej rzeczy-
wistej: pierwsza - od a do b, druga za$ - od b do a. W czasie obu wycieczek Jas szedt naprzod nie
zatrzymujac sie i nie zawracajac, a przy starcie Jas za kazdym razem uruchamial swéj wyzerowany
uprzednio stoper, by zmierzy¢ czas marszu. Podczas obu wycieczek czas wskazywany przez stoper
zalezal w sposéb ciaglty od potozenia Jasia na szlaku. Udowodnij, Ze istnieje takie miejsce na szlaku,
w ktorym stoper Jasia pokazywal ten sam czas podczas pierwszej i podczas drugiej wycieczki.



