Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 22 IT 2016 — Czesé 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje ograniczenia dolnego i kresu dolnego zbioru A C R.

A. b) [tylko O lub 3 pkt] Podaj przyklad takiego A C R, ktory nie zawiera zadnych przedziatéw
postaci (¢;d), gdzie ¢,d € R i ¢ < d oraz dla ktérego spetnione sa wszystkie ponizsze warunki:

sup A,inf A € A, inf(A\ {inf A}) = inf A, sup(A \ {sup A}) # sup A.

VERTE



B. [8 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan:

a) Dla kazdej pary ograniczonych ciggéw liczbowych {a,},, oraz {b,},, zachodzi
inf{a, + b, : n € N} > inf{a, : n € N} +inf{b, : n € N}.

b) Dla kazdej pary malejacych ograniczonych ciagéw liczbowych {a,}, -, oraz {b,},, zachodzi
inf{a, + b, : n € N} =inf{a, : n € N} +inf{b, : n € N}.

c) Dla kazde]j pary rosnacych ograniczonych ciagéw liczbowych {ay,},~, oraz {b,},, zachodzi
inf{a, + b, : n € N} =inf{a, : n € N} +inf{b, : n € N}.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformuluj twierdzenie Bolzano — Weierstrassa.

A. b) [tylko 0 lub 3 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, wpisujac odpowiednio
“TAK” lub “NIE” w ramce.

Kazdy ciag ograniczony z gory posiada podcigg malejacy.

Kazdy ciag rozbiezny do +o00 posiada podciag Scisle rosnacy.

Kazdy ciag, ktory posiada podciag scisle rosnacy oraz podciag Scisle malejacy jest rozbiezny.

VERTE



B. [8 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan:

a) Dla kazdego ciagu zbieznego {a,},, i kazdego rozbieinego do +oo ciagu liczb naturalnych {k,}, -,
ciag {ax, },>, jest zbieiny.

b) Dla kazdego ciagu zbieznego {a,},-, i kazdego zbieznego ciagu liczb naturalnych {k,}, ., ciag {ax, },>
jest zbiezny.

c) Dla kazdego ciggu zbieznego {a,},, i kazdego nieograniczonego ciagu liczb naturalnych {k,}, ., ciag
{ak, },>, jest zbiezny.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Sformutuj kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregbéw.

A. b) [4 pkt] Podaj definicje asymptotycznego podobienistwa ciagéw i sformutuj kryterium asymp-
totyczne zbieznosci szeregow.

VERTE



B. a) [4 pkt] Wyznacz wszystkie parametry a > 0, takie ze kazdy szereg >°° ; a,, o wyrazach dodatnich,
spetniajacych lim, .. n%a, = 1 jest zbiezny.

] ™ Inn
B. b) [4 pkt] Czy to prawda, ze szereg

n=1

—- Jjest zbiezny?
n



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,0 osiaganiu kresow”.

A. b) [tylko O lub 3 pkt] O kazdym z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej
funkeji ciaglej f: [0;10] U [12;20) — R, wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

[0; 1]

[0; 1] U (3;5) U{T}

(0; 1)

VERTE



B. [8 pkt] Przedstaw dowdd twierdzenia Weierstrassa ,,0 osiaganiu kreséw”.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 22 II 2016
— Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszq byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Niech n € N oraz a € R. Wykaz, ze jesli 0 < a < 5, to

(14 a)" <1+ 2an.

Zadanie 2. Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagéw zadanych ponizszymi wzorami dla n € N:

100 k% 100 k;;l!
a) a,= " —_, b) b, = () > -
k=1 MF k=1 (nl)*

Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregdw:

a) Jijcos(nsgs) (\/n + 71z - \/ﬁ), b) Jij(—l)”kz ]16

Zadanie 4. Wykaz, ze istnieje x € [0; 1] taki, ze




