Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 5 IX 2016 — Czesc¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformuluj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora.

A. b) [4=241+1 pkt] Dla funkcji f zadanej na R wzorem f(x) = sin(sin(z)) wypisz 1-szy wielomian
Taylora o srodku w xy = 0. Podaj warto$¢ tego wielomianu w punkcie x = ﬁ. Podaj takze warto$¢ 1-szej
reszty Taylora dla f, dla tych samych zg i x.

VERTE



B.) [7T=2 x 3,5 pkt] ZnajdZ ponizsze granice funkcji:

) esinm — 1=
a) lim ——
x—0 gj2
esinx 1—2
b) lim
r—+00 ;{;2



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [6=3 x 2 pkt] Podaj definicje trzech rodzajow zbieznosci ciagu funkcyjnego: punktowej, jedno-
stajnej i niemal jednostajne;j.

A. b) [2 pkt] Podaj przyklad takiego szeregu funkcyjnego, ktory nie jest zbiezny punktowo.

VERTE



B. a) [3,5 pkt] Czy jest mozliwe, aby ciag funkcyjny, ktérego wyrazami sa funkcje rézniczkowalne, byt
zbiezny punktowo do funkcji niecigglej?

B. b) [3,5 pkt] Czy jest mozliwe, aby ciag funkecyjny, ktérego wyrazami sa funkcje nieciagte, byl zbiezny
jednostajnie do funkcji rézniczkowalne;j?



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Dla funkcji f: [0;1] — R zadanej wzorem f(z) = x i podzialu P ,na trzy przedzialy
rownej dtugosci” podaj wartosci sumy dolnej (S(f, P)) oraz gornej (S(f, P)).

A. b) [3 pkt] Oblicz catke gérna i catke dolng z powyzszej funkeji f.

A. ¢) [1 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej funkeji ciggtej g: [0;1] — R catka Riemanna z g (tzn.
1
/[ ]g(t) dt) jest réwna calce oznaczonej z g (tzn. / g(t)dt)?
051 0

VERTE



B. a) [4 pkt] Oblicz catke [ ]x7e($4) dx.
0;1

2 o} 2
B. b) [3 pkt] Znajdz wszystkie o € R, dla ktorych catka niewtasciwa / sin(e’) dx jest zbiezna.

0 x



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj przyklad takiej metryki dla zbioru R, ze kazda kula otwarta o promieniu v/2 jest
zbiorem jednopunktowym.

A. b) [5 pkt] Sformutuj twierdzenie o mnoznikach Lagrange’a.

VERTE



B. [7 pkt] Podaj dowéd twierdzenia o cigglosci funkcji rézniczkowalnej (dla wielu zmiennych).



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 5 IX 2016 — Czesc¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Niech f : R — R bedzie funkcjg zadang wzorem f(z) = e =Y.

Zbadaj, czy dla kazdego a € R zachodzi f(a) —1—a > 0.

Dodatkowo mozesz pomys$leé¢ nad kolejnym pytaniem (ale za niewielkq i nieznang jeszcze
liczbe punktow, wiec najlepiej myslenie rozpocznij dopiero, jesli zostanie Ci czas po zrobieniu reszty
zadai...):  Czy dla kazdego a > 0 zachodzi f(a) —1—a > a*?

Zadanie 2. Dla kazdego n > 1 okreslamy funkcje f,,: R — R wzorem

vn 4+ 22

W o x e R.

falz) =

+o0o
a) Wykaz, ze wzor F(x) := Z fn(z) poprawnie okresla funkcje F': R — R (tj., ze szereg liczbowy
n=1

9 fu(x) jest zbiezny dla wszystkich « € R).

n=1Jn
b) Udowodnij, ze F jest rézniczkowalna i zbadaj jaki znak ma liczba F’(0) (—, +, czy 0).
c) Zbadaj, czy istnieje skonczona granica funkcji F' w punkcie 0, a jesli TAK, to zbadaj, czy ta
granica jest wieksza niz %.

Zadanie 3. Funkcja f :[0;1] — R jest ciagla i wypukla. Wykaz, ze

/[O.”f(t) dt < 1) +2f4<;) + A < f(o);m).

Wskazoéwka: ewentualnie wykaz najpierw
Lemat Jeslib> aig: |a;b] — R jest ciggla i wypukia, to

/[a;b] g(t)dt < gm);g(b)(b —a).

Zadanie 4. Niech K = {(x,y,2) : 2% + 4y*> + 2*> < 1} oraz niech f : K — R bedzie funkcja zadana
wzorem f(x,y,z) =z — 2y + 3z.
a) Czy f(K) posiada element najwigkszy?
b) Znajdz sup f(K).



