Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2016 — Czesé 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [6 pkt] Sformutuj dwa rézne twierdzenia z wykladu, dotyczace postaci reszty Taylora.

A. b) [2 pkt] Wypisz trzeci wielomian Taylora funkcji f o srodku w 1 oraz podaj jego wartosé¢ w
punkcie 1 dla funkcji zadanej na R wzorem f(z) = e,

VERTE



B.) [7 pkt] Sformutuj twierdzenie Rolle’a o warto$ci $redniej i przedstaw jego dowdd.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Uzupelnij tres¢ znanego z wykladu twierdzenia o rézZniczkowaniu szeregu wyraz po
wyrazie (tzn. o rézniczkowaniu granicy ciagu funkcyjnego — w wersji dla szeregdw).

Niech I bedzie przedziatem oraz f, : I — R niech bedq funkcjami rozniczkowalnymi dla wszystkich n > 1.
Wowczas jesh

to funkcja zadana na I wzorem f(x) =302, fu(x) jest rézniczkowalna oraz dla kazdego x € 1

f'(x) =

A. b) [za <5 poprawnych 0 pkt, za 5 poprawnych 2 pkt, za wszystkie 4 pkt] Rozstrzygnij o
prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, dotyczgcych funkcji z R w R, wpisujac odpowiednio “TAK” lub
“NIE” w ramce.

Granica punktowa kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja ciagla.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja ciggta.

Granica punktowa kazdego ciggu funkcji rézniczkowalnych jest funkcja rézniczkowalna.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja rézniczkowalna.

Granica punktowa kazdego ciggu funkcji wypuktych jest funkcjg wypukts.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji wypuktych jest funkcja wypukts.

VERTE



B. [7 pkt] Sformuluj twierdzenie o cigglosci granicy (dotyczace granic ciagéw funkcyjnych) i przed-
staw jego dowod.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Sformulyj twierdzene o sumach Riemanna.

2
A. b) [2 pkt] Podaj wartos¢ / zlnzde.
1

A. c) [2 pkt] Podaj Wartoéé/ tg xde.

(0; 7]

B. a) [4 pkt] Podaj jeden przyktad takiego ciagu liczb {an},,, ktory jest ciagiem pewnych sum
Riemanna dla funkcji f : [0;1] — R zadanej wzorem f(z) = e (i dla pewnych podzialéw przedziatu
[0;1]) 1 ktéry jest zbiezny do catki Riemanna z tej funkeji.

VERTE



B. b) [2 pkt] ZnajdZ wszystkie a € R, dla ktérych catka [3°x (%2 + 1)a dz jest zbiezna.

B. c¢) [2 pkt] Znajdz wszystkie a € R, dla ktérych zachodzi nieréwnosé

2

/mx<x+1> dr < 1.
0 2



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje nastepujacych rodzajéw podzbioréw w przestrzeni metrycznej (X, p):
otwartego, ograniczonego, domknietego.

A. b) [3 pkt] Sformutuj twierdzenie o przeciwobrazach (dotyczace wtasnosci przeciwobrazow pewnych
zbioréw wzgledem funkcji ciaglych).

A. c¢) [4 pkt] Sformuluj twierdzenie o mnoznikach Lagrange’a.

VERTE



B. [5 pkt] Podaj przyktad pewnej funkcji f : R? — R?, ktéra jest rézniczkowalna w 0 i jej rézniczka
w 0 nie jest zerowa,

a nastepnie znajdz dla niej:

a) macierz Jakobiego w 0

MJf(0) =

b) réziniczke w 0

DJf(0) =

c) pochodng kierunkowqg w 0 w kierunku wektora v = (1, 2)

d) pochodngq czgstkowa po drugiej zmiennej w 0

azf(()) =



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2016 — Czesé 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Zbadaj ile pierwiastkow x € R, w zaleznosci od parametru a > 0, posiada réwnanie

a® = 2016x.

Zadanie 2.

a) Wykaz Twierdzenie ,,0 zerach”:
Jezeli cigg { fn}n;1 ciggltych funkcji rzeczywistych okreslonych na
D C R jest zbiezny jednostajnie do [ oraz cigg {xn}HZ1 z D spelnia
(1) fu(z,) =0 dla kazdegon € N ¢ (ii) lir}rq T, =x €D,
to f(z) =0.
b) Czy zastepujac w twierdzeniu 0 zerach” zalozenie o ciagtosci wszystkich funkcji f,, zatozeniem,
ze [ jest ciagla, takze uzyskamy twierdzenie (tzn. zdanie prawdziwe)?

c) Czy zastepujac w twierdzeniu ,0 zerach” zbieznos¢ jednostajna przez punktowa, takze uzyskamy

twierdzenie?

Zadanie 3. Zbadaj, czy ciagi zadane ponizszymi wzorami (z indeksem n) maja granice.
Jesli tak — znajdz je:

ol (—1)" " (—DF 1y
a) ) b) Yy 9 Y rrils)

o2k +n 7 k=0

Zadanie 4. Niech M = {(z,y,2) : 2> +y* < 1, 0 < 2z < 5} oraz niech f: M — R bedzie funkcja
zadana wzorem f(z,y,z) = 4x — 3y — 6z.
a) Czy f(M) posiada element najwickszy?
b) Znajdz sup f(M).



