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Zadanie V.5. W zaleznosci od wartosci poczatkowego wyrazu a; zbada¢ monotoniczno$é

i zbiezno$¢ ciagu zdefiniowanego rekurencyjnie wzorem a,, = —%ai + 2a,:
a) ap =1
b) a; = 3
c)ap=5
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Graficzna analiza problemu. Oznaczmy funkcje f(x) = —%xQ + 2x. Na kazdym z wykre-

séw znajduje sie wykres funkeji f(x) (na czarno) oraz prosta y = = (na niebiesko). Ponadto
na czerwono zilustrowano kazdy z ciagéw, rysujac tamang o wierzchotkach (aq,0), (a1, as),
(ag,as), (as,as), ...Lamana taka latwo rysowaé odrecznie, jesli tylko czarna i niebieska krzy-
wa sa dane (to jest gtéwny powdd, dla ktérego zaznaczyliSmy prosta y = x).

7 wykresow tatwo odczytaé¢ odpowiedzi na zadane pytania:

a) Dla a; = 1 ciag jest rosnacy i zbiezny do 2.

b) Dla a; = 3 ciag jest rosnacy poczawszy od wyrazu as = %, i zbiezny do 2. W ogélnosci
nie jest rosnacy, gdyz as < a;.

c) Dla a; =5 ciag jest malejacy i rozbiezny do —oo.

Pozostaje $cisle wykazac, ze tak rzeczywiscie jest. Ale i tutaj wykresy moga nam podpowie-
dzie¢, czego dowodzic.
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Wtiasnoéci funkcji f(z), ktérych potrzebujemy. Okazuje sie, ze cala obliczeniowa trud-
no$¢ dowodu mozna zawrze¢ w nastepujacych obserwacjach:

1) Dla 0 < x < 2 zachodzi 0 < z < f(z) < 2.

2) Dla 2 < z < 4 zachodzi 0 < f(z) < 2.

3) Dla x > 5 zachodzi f(z) < 0.

4) Dla x < 0 zachodzi f(z) < x < 0.

5) Jedynymi rozwigzaniami réwnania x = f(x) sa x =01z = 2.

Dowdd kazdej z nich jest tatwy i bezposredni, wiec go pomine.

Sciste rozwigzanie. Zacznijmy od obserwacji — wspolnej dla wszystkich podpunktow — ze
jesli ciag (ay) jest zbiezny, czyli a,, — g dla pewnego g € R, to

n—oo n—oo 1
g O = =50, 420, o =g +2g.

Whiosek stad taki, ze g spelnia réwnanie g = f(g), czyli ¢ = 0 lub ¢ = 1. Wiemy, wiec,
jakie sg mozliwe granice, trzeba tylko wykazaé¢ zbieznos¢ i rozstrzygnac, ktora z dwoch liczb
jest granica. Warto odnotowa¢, ze podobna obserwacje mozna poczyni¢ zawsze wtedy, gdy
funkcja f jest ciagta, czyli gdy z a, — ¢g wynika f(a,) — f(g).

Rozwazmy teraz poszczegdlne przypadki:

a) Dla a; = 1 indukcyjnie mozemy wykazaé, ze dla wszystkich n zachodzi 0 < a, <
any1 < 2 (zob. punkt 1)). To oznacza, ze ciag (a,) jest rosnacy oraz ograniczony z
géry (przez 2), a w konsekwencji zbiezny. Jego wszystkie wyrazy sa wigksze lub réwne

a; = 1, a wiec granica nie moze by¢ 0. Wniosek a,, — 2.
3
27
sie rozumowanie z punktu a)

b) Dla a; = 3 mamy ay = 3, co lezy pomiedzy 0 i 2, wiec dla dalszych wyrazéw stosuje

—g, co jest mniejsze od zera. Dla n > 2 mozemy wiec

indukeyjnie wykaza¢, ze a,41 < a, < 0 (zob. punkt 4)). Wniosek: ciag (a,) jest

c) Dla a; = 5 mamy ay =

malejacy i rozbiezny do —oo.

Wida¢, ze takie samo rozumowanie przeprowadzilibySmy w przypadku dowolnego wyrazu
poczatkowego: a) 0 < a1 < 2, b) 2 < a; < 4, ¢) a; > 5 (woéwezas powolaliby$my sie na
punkty 2) i 3)). Do tego nalezy dodaé przypadek a; < 0, w ktérym ciag réwniez maleje do
—o00. Wreszcie pozostaja przypadki a; = 0, a; = 2, a; = 4, ktére sa wyjatkowo tatwe do
analizy. Warto odnotowa¢, ze jedynie a; = 0 i a; = 4 prowadza do granicy 0.
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Zadanie 9 z kolokwium 6.12.2019. Dany jest ciag speliajacy rekurencje z,,; =
V1 —z,. Zbadaé jego zbieznosé w zaleznosci od wartosci wyrazu poczatkowego x; € [0, 1].
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Kroétka analiza. Powyzej zilustrowano, co dzieje sie dla x; = 0,3, ale podobnie jest dla
wszystkich z; € [0, 1] z wyjatkiem trzech szczegdlnych wartosci: 0, 1 oraz ¢ = ‘/52_1 ~
0,618, ktére tatwo rozwazy¢ osobno. Jak widaé¢, ciag (z,) zbiega do ¢, ale nie w sposob
monotoniczny, bo jego wartosci sa na przemian mniejsze i wicksze od ¢. Monotoniczne sg

juz za to podciagi 9, i T2,—1. Podpowiada nam to, jakich wlasnosci funkcji f(z) := 1 —x

bedziemy potrzebowali:

1) Funkcja f przeprowadza przedzial (0, ) w przedziat (¢, 1) i vice versa.

2) Dla 0 < 2 < ¢ zachodzi 0 < = < f(f(z)) < ¢.

3) Dla ¢ < x < 1 zachodzi ¢ < f(f(x)) <x < 1.

4) Jedynymi rozwiazaniami rownania z = f(z)saxz =0,z =p iz = 1.
W przypadku 0 < x; < ¢ (jak na ilustracji) pozwala to wykaza¢ indukcyjnie, ze ciag
x1,T3, X5, ... jest rosnacy i zbiezny do ¢, a ciag wo, x4, T, . .. malejacy i zbiezny do . W
przypadku ¢ < z; < 1 jest analogicznie; zmienia sie jedynie parzystosc.

Dla x; = ¢ ciag jest stale rowny ¢. Przypadku x1 = 0 i x; = 1 sa wyjatkowe, bo dla nich

ciag nie jest zbiezny, tylko oscyluje miedzy 0 i 1.
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