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Zadanie 3. Dany jest ciag zbioréw mierzalnych A; C R”™ speliajgcy warunek
M(Ap = Ap) <278 dlak=1,2,3,...,

przy czym symbol + oznacza roéznice symetryczng dwoch zbiorow.
Wykaz, ze istnieje zbiér mierzalny A C R", dla ktérego \,(Ax + A) zbiega do zera przy

k — o0.

Uwaga. Ponizej omawiam dwa przyktadowe rozwigzania — oba znalazty sie wsrod rozwiazan
studentéw na kolokwium. Pierwsze rozwigzanie wprost wskazuje szukany zbior, natomiast
drugie sprowadza problem do zupelosci przestrzeni L'(R"). Zaleta drugiego rozwigzania
jest jego zwieztos¢. Pierwsze rozwiagzanie jest natomiast o tyle interesujace, ze prowadzi
do alternatywnego dowodu zupetosci przestrzeni L' — dla zainteresowanych odpowiednie

rozumowanie naszkicowatem w ostatniej sekcji.

Rozwigzanie (wersja I)

Poszukujemy zbioru A C R”, ktéry bylby ,.granicg” ciggu zbioréw Ay, 1. Jest dosy¢ intuicyjne,
ze od poszukiwanego zbioru oczekujemy nastepujacych dwoch wtasnosci:

a) jesli x € A,, dla dostatecznie duzych m, to = € A;

b) jesli x ¢ A, dla dostatecznie duzych m, to = ¢ A.

! Cudzystéw mozna by pomingé, gdybyémy odnotowali, ze wielkosé d(A, B) = A\, (A + B) jest nieujemna,
symetryczna i spelnia nier6wnosé tréjkata. Mamy wiec do czynienia z pseudometryka (pseudo, bo warunek
d(A, B) = 0 zachodzi nie tylko wtedy, gdy A = B).



Oczywiscie warunki te sie nie wykluczaja, wiec istnieja zbiory spetniajace oba. Pokazemy
najpierw, ze dowolny spelniajacy warunki a) i b) mierzalny zbiér A spetnia réwniez warunek
z tezy zadania. W tym celu pokazemy, ze

Ap = AC [ (A + Apra)- (1)

m>=k

To wystarczy, poniewaz z monotonicznosci i przeliczalnej podaddytywnosci A,, wnioskujemy:

m=k m2>=k m2>=k

A (A +A) < N\, ( U (An + Am+l)) <Y M(Ap = Appr) < Y2727 k=eo ),

PrzejdZzmy wiec do dowodu zawierania (?7). Przydatne bedzie przeformutowanie warunkéw

a) i b) przez zaprzeczenie:
a) jeSliz ¢ A, to x ¢ A, dla nieskoriczenie wielu m;
b) jesli x € A, to z € A,, dla nieskonczenie wielu m.

Zatozmy, ze x ¢ Ay oraz x € A. Skoro x € A,, dla nieskonczenie wielu m, to rowniez dla
nieskoniczenie wielu m > k. Wezmy pierwsze takie miejsce: z ¢ A, i * € A,,11. Wowcezas
x € Ay + Ay, co oznacza, ze x lezy zbiorze po prawej stronie (?7?). Podobnie w przypadku
x € Apix ¢ Awystarczy rozwazy¢ pierwszy indeks m > k, dla ktérego « ¢ A,, 11, a wowczas
x € Ay + Any

Pozostaje uzasadni¢, ze wérdd zbiorow spetiajacych a) i b) jest przynajmniej jeden mie-
rzalny. Wskazemy dwa — najwickszy i najmniejszy z takich zbioréw:

limsup Ay = {z : x € Ay dla niesk. wielu k} = ﬂ U Ayg,

k—o0 m21k>m
li;n inf Ay, = {z : x € Ay dla dost. duzych k} = U ﬂ Ayg.
—oe m>1k>m

Poniewaz zbiory te umiemy przedstawi¢ poprzez przeliczalne operacje na zbiorach mierzal-

nych, wiec réwniez limsup A i liminf A, sg mierzalne, co konczy rozwigzanie zadania.

Uwaga. Warto odnotowaé, ze teza zadania zachodzi dla kazdego zbioru spetniajacego a) i
b), to zbiér punktéw niezdeterminowanych przez te warunki ma miare zero. Innymi stowy,
dla prawie kazdego x € R™ od pewnego miejsca zachodzi x € A,, lub od pewnego miejsca
zachodzi x € A,,. Lub jeszcze inaczej: ciag indykatoréw 1,4, jest zbiezny prawie wszedzie.



Rozwigzanie (wersja II)

Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw mierzalnych A, B C R" mamy
/\n(A+B):/ d/\n:/ 4 — g A = |14 — Lp10.
A+B n

Rozwazmy wiec ciag indykatoréw f := 14, . Zalozenie zadania stwierdza, ze || fx — fri1]nr <
27k co przez zastosowanie nieréwnosci tréjkata daje dla k < m:

1 fe = Fnllor < fx = frearllr oo ([ fmr — frnllpr <275 4. 27m L L 27k

Mamy wiec do czynienia z ciggiem Cauchy’ego, z jednym zastrzezeniem: potencjalnie zbiory
A moga mieé¢ nieskoniczong miare, a wiec funkcje f;, nie musza leze¢ w L*(R™). Jest jednak
prawda, ze ciag funkcji gr = fr — f1 lezy w L'(R") i spelnia warunek Cauchy’ego. Z zu-
pelnosci przestrzeni L'(R™) wnioskujemy wiec, ze cigg ten jest zbiezny w normie do pewnej
funkcji g € L*(R™). Na pewnym podciagu zachodzi zbiezno$¢ gy, — g prawie wszedzie 2, a
wigc réwniez zbiezno$¢ fi, — g + f1 prawie wszedzie. Skoro funkcje fi przyjmuja wylacznie
wartosci 0,1, to mamy réwniez g(z) + fi(z) € {0,1} prawie wszedzie. Istnieje wiec zbior
mierzalny A := (g+ f1)7'(1) speliajacy g + fi = 14 prawie wszedzie. Pozostaje sprawdzié,
ze
MlAr+ A) = [La, = Lallos = 1fi = (g + F)llos = llgw — glln 22250,

Alternatywny dowéd zupelnoéci przestrzeni L'
Zacznijmy od zupelosci przestrzeni zbiorow mierzalnych. Przyjmijmy metryke
d(A, B) := \(A+ B) dla mierzalnych A, B C R".

Jak mozna si¢ przekonaé, jest to funkcja nieujemna, symetryczna i spetniajaca nieréwnosé
trojkata. To ostatnie najtatwiej sprawdzi¢, charakteryzujac réznice symetryczna X := A+ B
jako najmniejszy zbior speliajacy A C BUX i B C AU X. By faktycznie byta to metryka,
ograniczmy sie do zbioréw bedgcych w skonczonej odlegtosci od jakiego$ ustalonego zbioru
0 C R"™ (mozna przyja¢ 0 = ), wtedy ograniczamy sie do zbioréw skoriczonej miary) i
utozsamijmy pary zbioréw rézniace sie o zbiér miary zero (czyli pary spelniajace d(A, B) = 0)

— powstala przestrzen metryczna oznaczmy przez Lo(R™).

2Gdyby przyjrzeé sie dowodowi tego faktu, to okazaloby sie, ze w rozwazanym tu przypadku nie ma
koniecznosci wybierania podciagu.



Rozwazmy teraz ciag Cauchy’ego Ay w Lo(R™). Mozna wybraé z niego pociag Ay, spel-
niajacy
d(Ap,, Ay,) <270 dlal<m, (2)
w szczegblnosci spetnione sa zalozenia zadania. Istnieje wige zbiér mierzalny A bedacy gra-
nica podciagu Ag,, a w konsekwencji catego ciagu Ay. Jest przy tym jasne, ze A jest w
skonczonej odleglosci od 0, czyli A € Lo(R™). To dowodzi zupetnosci przestrzeni Lo(R").

Dowiedziemy teraz zupetnosci L'(R™). Kazdej funkcji f: R™ — R przyporzadkujmy zbiér
A(f) = {(2,t) ER* xR : t < f(z)} CR"™,

czyli figure pod wykresem funkeji f. Za zbiér 0 przyjmijmy zbiér A(0), czyli R" x R_. W
oparciu o twierdzenie Fubiniego tatwo si¢ przekonaé, ze gdy f € L'(R"), to A(f) € Lo(R™).
Ponadto f — A(f) jest wlozeniem izometrycznym, to znaczy d(A(f), A(g)) = ||f — gllr:-
Wykazemy, ze podprzestrzen G C Lo(R™) ztozona ze zbioréw postaci A(f) jest domknieta
w Lo(R™1). Z zupelodci Lo(R™ ™) wyniknie wtedy zupelnos$é G, a w konsekwencji — dzieki
wskazanej izometrii — rowniez zupetno$é¢ L' (R™).

To rowniez wywnioskujemy z rozwiazanego zadania. Przyjmijmy, ze ciag A(fy) jest zbiezny
do pewnego A € Lo(R™). Wybierajac odpowiedni podciag, mozemy zagwarantowaé szybka
zbieznosé jak w (?7). Przy tym zalozeniu rozwiazanie zadania méwi nam, ze granica A ciagu
A(fx) jest zbior lim sup A( fx). Naturalnie nasuwa si¢ hipoteza, ze jest on tozsamy ze zbiorem
A" := A(limsup fi). I rzeczywiscie,

A+ A C{(z, f(x)) : z € R"}.

Z twierdzenia Fubiniego wiemy, ze wykres funkcji mierzalnej ma miare¢ zero, co konczy dowdd.

Uwaga. Warto odnotowaé, ze réwnie dobrze granica A(fy) jest liminf A(f), a wiec A(liminf fy).
Wykazali$my zatem w szczegélnodci, ze z warunku || f; — fillzr < 278 (I < m) wynika zbiez-

nos$¢ prawie wszedzie ciggu fi.



