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Zadanie 4. Rozwazmy wielomian W (x) = * — 3z% + 12z + 1.
(a) Udowodni¢, ze W jest $cisle monotoniczny. Czy istnieje funkcja odwrotna do W?

(b) Wykazaé, ze istnieje doktadnie jedna funkcja f: R — R spelniajaca tozsamosé
(fW)* =3(f(w)* +12f(y) +1=y dlayeR.

(c¢) Uzasadnié¢, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie y = 1 1 wyznaczy¢ f'(1).

Popularne btedy

o 12— 21 +4=(xr—2)>
Co zaskakujace, byt to najbardziej popularny btad (14 prac). Jesli tylko konkluzja zo-
stata wyciagnieta poprawnie (funkcja W jest rosnaca), nie odejmowatem za to punktéw.

e Funkcja W(z) jest rosnaca dla kazdego = € R.
Monotonicznosé nie jest cecha, ktora mozna sprawdzi¢ punkt po punkcie, np. znajomosé
wartosci W (0) = 1 nie przybliza nas do rozstrzygniecia monotonicznosci W w otoczeniu
zera.

e a) Jesli W’ > 0 wszedzie, to funkcja W jest rosnaca.
b) Jesli funkcja W jest rosnaca, to W’ > 0 wszedzie.
Jedno i drugie jest nieprawda, co zreszta nie ma znaczenia dla zadania (bo W' > 0
wszedzie i interesuje nas tylko jedna implikacja), ale i tak sie pojawiato.



e Wprowadzenie nowej nazwy na funkcje W.
Samo w sobie nie jest to btedem, ale jesli nowe oznaczenie nie jest wprowadzone wprost,
to jest to bardzo zty styl, a przy tym prosta droga do zgubienia sprawdzajacego. Cza-
sami funkcje W oznaczano przez f (otrzymujac kolizje oznaczen), a w niektorych pra-
cach funkcja W miata nawet trzy rézne nazwy. Doceniam te nieliczne prace, w ktorych
wprost stwierdzono, ze wprowadzenie nowego oznaczenia wynika z przyzwyczajen (es-
tetycznych?) piszacego.

e Skoro W jest réznowartoséciowa, to posiada odwrotnoéé. Skoro W1 istnieje, to spetnia
warunek natozony na funkcje f.
Kazde z tych zdan z osobna jest prawdziwe w odpowiednim kontekscie, ale razem juz
nie. Trzeba mianowicie ustali¢, czy ,posiada odwrotnos¢” dotyczy funkcji W: R —
R czy funkcji W: R — W(R). W pierwszym przypadku pierwsze zdanie wymaga

dodatkowego uzasadnienia, a w drugim przypadku — drugie.

e Pochodna funkeji (f(y))® — 3(f(y))* + 12f(y) + 1 jest 3(f(y))? — 6f(y) + 12.
Jesli f spetnia zadana tozsamo$é¢, to pochodna tej funkcji jest 1. Podane tu wyrazenie to

pochodna funkeji W ewaluowana w punkcie f(y) i raczej nie znajduje ono zastosowania
W rozwigzaniu.

e Jesli W jest odwracalna i W’ (z) istnieje, to (W'Y (W (z)) réwniez istnieje.

e Gdy funkcja odwrotna f istnieje i jest rozniczkowalna, to pochodna wyraza sie wzorem

') = wigy-

Prawidtowy wzér to f'(y) = , gdzie x = f(y). Wydaje sig, ze jest to niewinny

1
W (z
btad w zapamig¢taniu wzoru, ale ge)dnak ma podstawowe znaczenie. Punkty z iy ,zyja
w innych przestrzeniach” | czego moze nie wida¢ w tym przypadku, ale dla dowolnej pary
funkcji wzajemnie odwrotnych (0,1) & (2,5) robi sie jasne (jesli = jest w dziedzinie
jednej funkcji, to w dziedzinie drugiej juz nie). Droga do samodzielnego wyprowadzenia
wladciwego wzoru jest zrézniczkowanie stronami tozsamosci W(f(y)) = y (co wiele

0s6b zreszta zrobito).



Rozwigzanie (wersja I)
a) Obliczamy

W'(z) =32% — 62 +12=3(z> — 3v +4) =3((x — 1)* +3) > 0,

T—00

a wiec W jest funkcja $cidle rosngca. Ponadto W (x) == oo oraz W (x) =——> —o0, wiec z
wtasnosci Darboux wnioskujemy, ze obrazem W jest cala prosta rzeczywista. W konsekwencji
W: R — R jest bijekcja i posiada funkcje odwrotng W1,

b) Podany warunek mozna zapisa¢ jako W (f(y)) = y dla y € R. Przyktadajac do obu
stron funkcje W1, otrzymujemy

a wiec jedynym kandydatem na f jest funkcja W—!. Oczywiscie spetnia ona podany warunek.

c¢) Skoro W’(x) > 0 dla wszystkich z, to z twierdzenia z wyktadu funkcja f jest rézniczko-
walna dowolnym punkcie, ponadto f/(1) = m Wartosé f(1) znajdujemy, rozwiazujac

réwnanie W (z) = 1. Latwo znalezé rozwiazanie x = 0, a wiemy, ze rozwiazanie jest tylko

jedno, a wiec f(1) = 0. Ostatecznie:




Rozwigzanie (wersja II)
a) Rozwazmy dowolne x € R oraz h > 0. Wéwczas bezposredni rachunek daje
W(x+h)—W(h)=((x+h)?—2*)=3(x+h)?—2*)+12((x+h)—2)+(1-1)
= 32°h + 3zh® + h* — 6xh — 3h° + 12h
= h(h* 4+ 3(z — 1)h + 3(2* — 2z + 4)).

Zeby wykazaé, ze W (z + h) — W(h) > 0, wystarczy sprawdzi¢, ze wyrazenie w nawiasie jest

dodatnie. W tym celu zapiszmy je w postaci
h*+3(x — 1)h+3(2® =22 +4) =h* +3(x — Dh+3((x — 1)* +3)
(h 3( 1))2 + 3( 1)>+9
=|h—=(zx— —(x —
2 4
> 0.

r—00

Funkcja W jest wiec $cidle rosngca. Ponadto W(x) == oo oraz W (z) “——> —oo0, wiec z
wtasnosci Darboux wnioskujemy, ze obrazem W jest cala prosta rzeczywista. W konsekwencji
W: R — R jest bijekcja i posiada funkcje odwrotng W1,

b) Jedli ustalimy y € R, to wartos¢ = := f(y) jest rozwiazaniem réwnania W(zx) = y. Z
podpunktu a) wiemy, ze istnieje doktadnie jedno takie rozwiazanie i jest to W~1(x), a wiec
wybor f(y) jest jednoznaczny. W konsekwencji istnieje doktadnie jedna funkcja f spetniajaca
zadany warunek — jest to funkcja W L.

¢) Odejmujac stronami réwnosci

(f(w)? =3(f(y)* +12f(y) + 1,
(f(1))* =3(f(1)* +12f(1) + 1,

Y
1

otrzymujemy

y—1=(fy) = FONfW))* + fFy)f(1) + (F(1))* = 3f(y) — 3f(1) + 12).

Dla y # 1 oba czynniki po prawej stronie muszg by¢ niezerowe, otrzymujemy wiec wzor na

iloraz roznicowy:
fly) = 1) _ 1
y—1 (fW)?*+ f)fQ) + (f(1))* =3f(y) —3f(1) +12°

7 twierdzenia z wyktadu wiemy, ze funkcja f jest ciagta jako odwrotnosé¢ funkcji ciggtej
W:R — R, azatem f(y) — f(1) przy y — 1.
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W konsekwencji

vy Jw) = f() 1
f(1>_zlfiq y—1  3(f(1)2—6f(1)+12

o ile tylko mianownik nie jest zerowy. Mozemy sie jednak przekonaé, ze rozwigzaniem x =

f(1) réwnania W (z) = 1 jest = 0 (wiemy juz, ze rozwiazanie jest jednoznaczne, co zreszta
1

tatwo sprawdzi¢ bezposrednio), a to oznacza, ze f(1) = 0 oraz f'(1) = 5.

O ciagtoéci f w y = 1 mozna tez przekonaé si¢ bezposrednio, powtarzajac dowod z wy-
ktadu. Dla dowolnego € > 0 wystarczy bowiem wzia¢ y z przedziatu (W (—¢), W (e)) (zawie-
rajacego W(0) = 1), by otrzymaé

W(—e) <y <W(e) = —e=fW(=e) <fly) <fW(e))=e



