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1. kwietnia 2014

Zadanie 1. Niech 1 < p < oo i niech €2 bedzie obszarem ograniczonym. Zalézmy,
ze f e WP (Q):= (W;P())*. Wykaz, ze istnieje slabe rozwigzanie zagadnienia
brzegowego

—div(|[Vuf?Vu) = f w Q,

u=0 na JfQ
tj. takie u € Wy (Q), ze

[ 1vulou- v = (f.0)
g 1,p
dla kazdej p € Wy

Zadanie 2. Niech Q bedzie obszarem ograniczonym w R? z brzegiem klasy C'.
Niech 1 < p < p*, gdzie p* = dz—_dQ jesli d > 3, p* = oo w przeciwnym razie. Zaltézmy,
ze g: R — R jest funkcja ciagla spelniajaca warunek wzrostu

lg(2)] < C(1+|2z/P7") dla kazdego z € R

z pewna stata C' > 0. Przypusémy ponadto, ze h € WH2(Q). Wykaz, ze istnieje stabe
rozwigzanie zagadnienia

—Au+g(u)=0 wQ, (1)
u=~h mna 09, (2)

tj. taka funkcja u € WH2(Q2), ze réwnosé (1) zachodzi w sensie W~12(Q):
/ Vu-Ve —|—/ g(u)p =0 dla kazdej p € WOI’Q(Q),
Q Q
a réwnosé (2) w sensie $ladéw.

Zadanie 3. Niech Q bedzie obszarem ograniczonym w R¢, d > 2. Rozwazmy funk-
cjonat I: Wh4(Q, R?) — R dany wzorem

I(v):/QL(x,V'v)dw,

gdzie L: @ x R™4 — R jest funkcja gladka. Przypusémy, ze istnieje taka funkcja
gltadka F', ze

L(x, P) = F(z, P,det P) dla kazdej (z, P) € Q x R4,



Ponadto, zalézmy ze odwzorowanie
(P,r) = F(z, P,r)

jest wypukle dla wszystkich 2 € Q (lagranzjan L spelniajacy taki warunek nazywamy
poliwypuklym). Wykaz, ze

a) lagranzjan L(P) = det P jest poliwypukly, ale nie jest wypukly;
b) jesli v = (v',...,v%): R — R? jest funkcja gladka, to
detVo =Vol- o wRY,
gdzie o jest polem bezdywergentnym (tj. dive = 0 w R%);

c) jedli ciag (vr) € WH(Q, R?) zbiega stabo do pewnego v € W1H4(Q, R?), przy
czym d < ¢ < 00, to ciag (det Vvy) zbiega do det Vv stabo w L%(Q);

d) jesli d < ¢ < o0, to funkcjonal I jest stabo ciagowo pdélciagly z dolu na
wha(Q).
Wskazowki. Aby uniknaé nieprzystojnej algebry w punkcie b), mozesz wykorzystaé
podstawowy lemat rachunku wariacyjnego i réwnosé

det Vw = dw' A ... A dw®

zachodzaca dla dowolnego gladkiego pola wektorowego w = (w', ..., w?).

Dowdéd punktu ¢) rozpocznij od przypadku d = 2, a nastepnie rozumuj induk-
cyjnie, wykorzystujac znajomosé struktury komponentéw pola o. Zwréé uwage, ze
jedli up, — u w WHP(Q), to up, — u w LP(Q).



