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11 marca 2014

Zadanie 1. (slaba zasada maksimum) Niech
Lu=—-A:V*u+b-Vu

bedzie operatorem eliptycznym o ciaglych wspdélczynnikach w obszarze ograniczo-
nym €. Zalézmy, ze A = A(x) jest macierza symetryczna w kazdym punkcie z € Q.
Niech u € C(2) N C%(Q). Wykaz, ze

a) jesli Lu < 0 w Q to maxg u = maxag u;
b) jesli Lu > 0 w €2 to mingu = mingg u.

Wskazowka. Dowodzac pierwszy podpunkt zaléz najpierw, ze Lu < 0, a nastep-
nie sprowadz ogdlng sytuacje do tego przypadku.

Zadanie 2. (lemat Hopfa) Niech
Lu=—-A:V?u+b-Vu

bedzie operatorem eliptycznym o cigglych wspoélczynnikach w obszarze ograniczo-
nym 2. Zalézmy, ze A = A(x) jest macierza symetryczna w kazdym punkcie = € Q.
Niech u € C(Q) N C?(Q). Przypuécmy, ze Lu < 0 w , a ponadto istnieje punkt
xg € 0N taki, ze u(xg) > u(z) dla wszystkich z € Q. Przyjmijmy réwniez, ze ()
spelnia warunek kuli wewnetrznej w xg, tj. istnieje kula otwarta B C () taka, ze
xo € OB. Wykaz, ze
%(ZLD) > 07

gdzie v jest zewnetrznym wektorem normalnym do B w punkcie xg.

Wskazowka. Mozesz rozpatrzeé¢ zmodyfikowang funkcje u i zastosowaé stabg za-

sade maksimum.

Zadanie 3. (mocna zasada maksimum) Niech
Lu=—A:Viu+b-Vu

bedzie operatorem eliptycznym o cigglych wspoélczynnikach w obszarze ograniczo-
nym 2. Zalézmy, ze A = A(x) jest macierza symetryczna w kazdym punkcie = € Q.
Niech u € C(2) N C%(Q). Wykaz, ze

a) jesli Lu < 0 w Q iistnieje 29 € Q taki, ze u(zo) = maxgu, to u jest stala w €);



b) jesli Lu > 0 w € i istnieje xo € €2 taki, ze u(zg) = mingu, to u jest stata w Q.

Zadanie 4. Niech
Lu = —div(AVu)

bedzie symetrycznym operatorem eliptycznym o gltadkich wspétczynnikach w obsza-
rze ograniczonym ) z warunkiem brzegowym u = 0. Niech 0 < A\; < A2 < ... beda
jego kolejnymi wartosciami wlasnymi i niech wi,ws, ... bedzie bazg ortonormalng
L?(2) zlozona z odpowiadajacych im funkcji whasnych. Niech B bedzie symetryczna
forma dwuliniowa zadawana przez L. Wykaz, ze

a) wi,ws,... jest baza ortogonalna H}(Q) wzgledem iloczynu skalarnego B;
b) A1 = min{B(u,u): u € Hy(Q), [ullp2) = 1};

c) u € H(Q), [ull2(2) = 1 jest funkcja wlasna L odpowiadajaca wartodci wia-
snej A\; wtedy i tylko wtedy, gdy B(u,u) = \y;

d) jesli uw jest funkcja wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej Aj, to uy i u_
réwniez maja te wlasnosé;

e) jesli Q jest zbiorem spdjnym, to kazda funkcja wlasna L odpowiadajaca A
jest $ciSle ujemna (dodatnia) w €;

f) jesli Q jest zbiorem spdjnym, to A1 jest jednokrotna wartoscig wlasna;
g) zachodzi wzér

)\k’ = Srenzszl min{B(“?“): u € SJ_: HUHLQ(Q) = 1}7

gdzie ¥, oznacza rodzing k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych w HE ()?

Zadanie 5. Niech € bedzie obszarem w R". Oznaczmy przez Nqo(\) liczbe wartosci
wlasnych operatora —A w {2 z warunekim brzegowym u = 0 mniejszych od .
Wykaz, ze

a) jesli Q jest réwnoleglodcianem, to

N,
lim Q()\) =

W
n - Q )
A—=o0  \2 (271’)‘1‘ |

gdzie wy jest miarg kuli n-wymiarowej;

b) jesli Q' jest obszarem zawartym w €, to Ng/(\) < Nq(A) dla kazdego A > 0.



