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18 lutego 2014

Zadanie 1. Niech 2, beda otwartymi podzbiorami R" (obszarami), ' CC Q.
Niech u € L'(Q). Czy z zalozenia HDhuHLl(Q/) < C dla wszystkich 0 < |h| <
dist (', 09) wynika, ze u € WH(Q/)?

Zadanie 2. Niech u € Wllof(ﬂ) bedzie stabym rozwigzaniem réwnania Laplace’a w
obszarze 2, tj.

/ Vu-Vp =0
Q
dla kazdej funkcji prébnej ¢ € C°(2). Wykaz, ze
a) jesli u € Wlicl(Q), to Au=0p.w. w Q;
b) jesli u € C%(Q), to Au = 0.

Zadanie 3. Niech u € VV&S(Q) bedzie stabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a w
obszarze 2. Udowodnij nastepujaca nieréwno$é Cacciopoliego:

/ IVul? < 162/ lu — cf?
By (z0) (R —1)? JBg(w0)\Br(w0)

dla dowolnego ¢ € R i koncentrycznych kul B, (xg) CC Bgr(zo) CC Q.
Wskazéwka. Dobierz odpowiednia funkcje prébna w definicji stabego rozwigzania.

Zadanie 4. Niech {¢.: £ > 0} bedzie standardowym przyblizeniem jednosci, tj.

Ye(z) = ginw (s%) )

za$ 1 € C°(R"™) jest nieujemna funkcja prébna o nosniku zawartym w B;(0) taka,
ze [1¢ = 1. Niech u € I/Vﬁ)’f (Q) bedzie stabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a
w obszarze ). Wykaz, ze splot u. = 1. * u jest dobrze okreSlony w Q. = {z €
Q: dist (x,0Q) > €} i rozwiazuje réwnanie Laplace’a (w sensie klasycznym) w tym
zbiorze.

Zadanie 5. Korzystajac z nieréwnoéci Cacciopoliego z zadania 3. wykaz, ze je-
sli u € I/Vl:(ljf (Q) jest slabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a w obszarze €2, to
ue C®(Q).

Zadanie 6. Niech u € I/Vlloc2 (R™) bedzie stabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a.
Korzystajac z nieréwnosci Cacciopoliego wykaz, ze



a) jedli Vu € L2(R™), to u jest stala;
b) je$li n =2 i u jest ograniczona, to u jest stala.

Wskazowka. Wykaz najpierw, ze u spelnia nieréwnosé

/ Vul? < 19/ V2
BT(O) BQ’I’(O)

dla kazdego r > 0 z pewna stala ¥ = ¥(n) < 1.

Zadanie 7. Niech A € R. Udowodnij, ze jesli u € VVO1 2(Q) jest stabym rozwigzaniem
réwnania —Au = Au w §, to u € C®(Q).

Zadanie 8. Niech u € W12(R") bedzie réwna 0 p. w. poza pewnym ograniczonym
podzbiorem R" i rozwiazuje rownanie

—Au+c(u)=f wR",

gdzie f € L?(R"), a c: R — R jest gtadka i spetnia warunki ¢(0) = 0, ¢ > 0. Wykaz,
ze u € W22(R"). Czy zalozenia o ¢ mozna ostabié?



